CAPITULO

2

Funciones

2.7 Transformaciones de funciones

Se pretende ahora que, a partir del conocimiento de la grafica de una funcién f, esencialmente me-
diante traslaciones, contracciones y reflexiones, se obtenga un bosquejo de la grafica de una funcién

g de la forma

gx)=kf(ax—>b)+c.

Ejemplo 2.7.1 La grdfica de: g(x) = x* + 3 es la grdfica de f(x) = x? desplazada hacia arriba 3 unidades.

v

g(x)=f(x)+3=x243 —>

[x,x2 + 3]

————

[x, x2]

<« f(x)=x?

Dg=Dys,Ry = [0, +00) & Rg = [3, +00).

Ejemplo 2.7.2 La grifica de: g(x) = x* — 4 es la grifica de f(x) = x? desplazada hacia abajo 4 unidades.
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2 Calculo Diferencial e Integral I

<« flx)=x?

[x, x7]

X

I
I
|
;
v
[x,x% — 4]

I

I

I

I

I

U gx)=fx)—4=x>-4
4

Dg = DfRf = [0, +00) &Rg = [—4, +00).

De los dos ejemplos anteriores vemos que:

e La graficade g(x) = f(x) 4 c es la grafica de f desplazada verticalmente ¢ unidades.

Enestecaso Dy = Dy & Ry = { f(x) +c¢| f(x) € Ry }.

Ejemplo 2.7.3 La grdfica de g(x) = (x + 3)? es la grdfica de f(x) = x? desplazada hacia la izquierda 3
unidades.

v

<« f(x)=x2

gx) = f(x +3)=(x+3)> —\ ——$x+3,(x+3)2]

Dy={xeR|x+3eDs} &Rg = Ry.

O

Ejemplo 2.7.4 La grdfica de g(x) = (x — 4)* es la grdfica de f(x) = x? desplazada hacia la derecha 4
unidades.

v



2.7 Transformaciones de funciones 3

y
<« g =fx-H=(x-4?

x—4,(k—4%]g——\—————— >¢ [x,(x —4)?]

| |

) =x2 —> l l
| |

|

De los dos ejemplos anteriores vemos que:

e La graficade: g(x) = f(x —c) esla gréfica de f desplazada horizontalmente ¢ unidades.
Enestecaso D, = {x € R |[x—ce Dy} & Ry = R;.

Ejemplo 2.7.5 La grdfica de g(x) = 6x? es la grdfica de f(x) = x* alargada 6 veces en la direccién vertical.

v y
g(x) = 6f(x) = 6x2 —>

(x,6x2)

fx)=x* —> (x,x?)

‘ x

Dg =Dy &Ry ={6f(x)| f(x) € Ry }.

O

1
Ejemplo 2.7.6 La grifica de g(x) = gxz es la grifica de f(x) = x* comprimida 6 veces en la direccion
vertical.

v v

fx)=x? ———> (x,x2)

W=/ =%

1 5
(X’Ex)

X

Dg=Df&Rg={éf(x)eR[f(x)eRf}.

3



4 Calculo Diferencial e Integral I

([
Ejemplo 2.7.7 La grdfica de g(x) = —x? es la grdfica de f(x) = x* reflejada respecto al eje x.

v

fx)=x2 —> (x,x2)

gx)=—f(x) =—x2 —>

Dg=Ds& Ry ={—f(x) e R|f(x)eRs}.

Ul
De los tres ejemplos anteriores vemos que:
e La graficade g(x) = kf(x) esla graficade f:
1. Alargada verticalmente si k > 1.
2. Comprimida verticalmente si 0 < k < 1.
3. Si k < 0, consideramos a la gréfica de la funcién |k | f(x) = —kf(x) y la reflejamos con

respecto al eje de las x.
Dy =Dg, R, ={kf(x)e R| f(x)eR }.

Ejemplo 2.7.8 La grdfica de g(x) = (4x)? es la grifica de f(x) = x* comprimida horizontalmente 4 veces.

v

<« g(x) = f(4x) = (4x)* = 16x?

)
(4x,(4x)?)

fx)=x> —>

Dy ={xeR|4xeDs} &R; =Ry.
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1 2
Ejemplo 2.7.9 La grdfica de g(x) = (Zx) es la grdfica de f(x) = x? alargada horizontalmente 4 veces.

v

y

w17 ()= G =3

1
Dg={xeR\erDf}&Rg=Rﬂ

([
Ejemplo 2.7.10 La grifica de g(x) = (—x)? es la grifica de f(x) = x> reflejada respecto al eje y.
M y
-« f)=x3
[x, (=x)°1 & < A== # [-x, (-x)7]
| | .
X X
< g =f(=x)=(-x)> =—x7
Dg={xeR|-xeDs} &Ry =Ry.
([

De los tres ejemplos anteriores vemos que:
e La graficade g(x) = f(kx) es la graficade f:

1. Comprimida horizontalmente si k > 1.
2. Alargada horizontalmente si 0 < k < 1.

3. Si k < 0, consideramos a la gréfica de la funcién f(|k|x) = f(—kx) y la reflejamos con
respecto al eje de las y.

Dy, ={xeR|kxeDys}, R, =Ry.

Por otro lado, tenemos el siguiente resultado:

Ejemplo 2.7.11
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Si g(x) = |x? — 3|, la grdfica de g es la grdfica de f(x) = x* — 3 cuando x> — 3 > 0y la simétrica de f con
8 8 Y

respecto al eje de las x cuando x* — 3 < 0.
y

CAPREY)

X

V3 3

T <« g()=|f(x)|=[x*-3]
\
\
\
\

(x,x2-13)

7
I
I
|
I
;
I
SO =x2-3 —>\ |
|

Dg =Dy, Ry =[-3,00), Rg = [0, 00).

e Sig(x) =1 f(x)],la grafica de g(x) es la gréfica de f cuando f(x) > 0y es la simétrica de f
con respecto al eje de las x cuando f(x) < 0.

Dy =Dy, Re={f(0)||f(x)eR}.

Ejemplo 2.7.12 Considerando que la siguiente curva es la grdfica de la funcién f, bosquejar la grdfica de la
funcion g(x) = f(2x) — 3.

Y Elegimos 7 puntos apropiados que determinan la grafica de f cuyas imdgenes determinaran la
de g:

y

C(-2,4) A EQ2,4)

B(-2.2)\ F(2,2) G(6,2)
A(—4,0) S
< X
—4 D(0,0) 2 6




2.7 Transformaciones de funciones 7

1. Primero se obtiene la curva y = f(2x) comprimiendo horizontalmente la curva y = f(x) por
un factor de 2. La transformacién de los puntos ocurre asf:

A(—4,0), B(-2,2), C(-2,4), D(0,0), E2,4), F(2,2) & G(6,2);
A'(-2,0), B'(-1,2),C’(—-1,4), D’(0,0), E'(1,4), F'(1,2) & G'(3,2).

2. Luego se obtiene la curva y = f(2x) — 3 desplazando verticalmente 3 unidades hacia abajo a
la curva y = f(2x).

La transformacién de los puntos ocurre asf:

A'(=2,0), B'(—1,2), C'(=1,4), D'(0,0), E'(1,4), F'(1,2) &G'(3,2):
A"(=2,-3), B"(~1,—1),C"(—1,1), D"(0,-3), E"(1,1), F"(1,—1) & G"(3,—1).

3. La grafica de g(x) = f(2x) — 3 es ast:

C"(-1,1) 1 E’(1,1)
X

—2 F''(1,-1) 3

o—=

ne_1 _
B’ (-1,-1) G"(3.~1)

D"(0,-3)
A" (_27 _3)

También lo podriamos resolver directamente notando que Dy = [—4,6] y que por tanto el D, =
[—2, 3]. Usando los puntos elegidos anterioremente tenemos:

A(—4,0): g(-4) = f(-49)-3 =0-3 = -3 =
A" (-2,-3) € Gy ;

B(-2,2): g(-17) = f(=27) =3 =2-3 = -1 =
B"(—=1,-1) ¢ Gg;

C(-2,4):¢g(-1) = f(-2)—-3 =4-3 =1 =
C"(—1,1) € Gg;

D (0,0): g(0)= f(0)—3=0-3=-3 = D"(0,-3) €
Gg;

ER2,4): g(1)=f2)-3=4-3=1= E"(1,1) € Gg;

F@2.,2:¢g(1") = f@H-3=2-3 = -1 =
F7(1,-1) ¢ Gg;

G(6,2): g3)= f(6)—3=2-3=-1 = G"3,~1) €
G, .
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O

Ejemplo 2.7.13 Considerando que la siguiente figura es la grdfica de una funcién f, bosquejar la grdfica de
la funcién g(x) = 1 —2f(x — 3).

de g:
y
C(=2,2) E(2,2)
B(-2,1) . FQ2, 1
—5 /2 . \ G(3, 0) X
D(0, 0) 1 3

A(=5,-2)

1. Primero se obtiene la curva y = f(x — 3) desplazando horizontalmente 3 unidades hacia la
derecha ala curva y = f(x). La transformacién de los puntos ocurre ast:

A(=5,-2), B(=2,1), C(=2,2), D(0,0), E(2,2), F(2,1) &G(@3,0);
A'(=2,-2), B’(1,1), C’'(1,2), D’'(3,0), E'(52), F'(51) &G'(6,0).

2. Luego se obtiene la curva y = 2 f(x — 3) alargando verticalmente a la curva y = f(x — 3) por
un factor de 2. La transformacién de los puntos ocurre asf:

A'(=2,-2), B'(1,1), C'(1,2), D’'(3,0), E'(52), F'(5,1) &G'(6,0):
A"(=2,—4), B"(1,2), C"(1,4), D"(3,0), E"(5,4), F"(52) &G"(6,0).

3. Después se obtiene la curva y = —2f(x — 3) poniendo un espejo en el eje x para reflejar a la
curva y = 2 f(x—3). Esto se consigue multiplicando a las ordenadas por —1. La transformacién
de los puntos ocurre asi:

A"(=2,—4), B"(1,2), C"(1,4), D"(3,0), E"(5,4), F"(52) &G"(6,0):
A"(=2,4), B"(1,-2),C"(1,—4), D"(3,0), E"(5,—4), F"(5,—2) & G""(6,0)..
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4. Finalmente se obtiene la curva y = —2f(x — 3) + 1 desplazando hacia arriba una unidad a la
curva y = —2f(x — 3). La transformacién de los puntos ocurre asi:

A" (-2,4), B"(1,-2), C"'(1,-4), D"'(3,0), E"(5,—-4), F"'(5,-2) & G"'(6,0);
AIV(_275)7 BIV(lv _1)7 CIV(lv _3)7 DIV(37 1)7 EIV(Sv _3)7 FIV(Sv _1) & GIV(67 1) .

5. Por lo tanto, la graficade g(x) =1—-2f(x —3) es

\

D’V(3 1) G’V(6, 1)
x
v / FIV(5,-1)
3t
clva,-3) E'V(5,-3)
También lo podriamos resolver directamente notando que Dy = [-5,3] y que por tanto el D, =

[—2, 6]. Usando los puntos elegidos anterioremente tenemos:

A(=5,-2): g(=2) = 1 —2f(=5) = 1 =2(=2) = 1 +4 =5 =
Aiv (_2v_5) ¢ Gg/

B(=2,—1): g(1) = 1 —2f(=2) = 1-2(1) = 1 -2 = -1 =
B (1,—1) € Gg;

C(=2,2): g(1") = 1 —2f(=2") = 1-2Q2) = 1 -2 = -3 =

C™(1,-3) ¢ Gg;
D (0,0): g3)=1-2f0)=1-2(0)=1-0=0 = D (3,1) € Gg;
E(2,2): g5 =1-2f2)=1-2Q2) = 1-4= -3 = E'V(5,-3) € Gg;

FR2.1):ghH=1-2f2H =1-2(1)=1-2=—-1 = FV(5,-1) ¢
Gg;

G(3,0: g(6)=1-2f3)=1-20)=1-0=1 = G (6,1) € G,.

Ejercicios 2.7.1 Soluciones en la pdgina 15

1. Considerando la siguiente figura como la grafica de cierta funcién f,



10 Célculo Diferencial e Integral I

._.
Q
~
L
—_
=

realizar un bosquejo de la gréfica de la funcién
gx)=-2f(x—-1)+3.
Especificar la nueva posicién de los puntos A(—2, —1); B(—1,0); C(0,1) & D(1,0).

2. Considerando que la figura siguiente es un bosquejo de la gréfica de cierta funcién f, obtenga
el dominio, el rango, las raices asi como un bosquejo de la gréfica de la funcién g(x) = —
3f(x+5 +2.

y=f

3. Considerando la funcién definida por:

f(x):{x+l six <0:

x2—2x—-3 six>0.

a. Realizar un bosquejo de la grafica de la funcién f.
b. Realizar un bosquejo de la grafica de la funcién g(x) = f(x —3) — 2.

c. Obtener dominio, rango y raices de la funcién g.

10



2.7 Transformaciones de funciones 11

4. Dada

x24+2x+1 six<-1:
fx) = .
2x —3 six > —1.

Obtenga la gréfica de h(x) = f(x —3) — 1.

) = 4—12 si—-3<t<l;
E =3, sil<t<?2.

5. Dada la funcién

a. Bosquejar su gréfica y determinar dominio, rango y raices.
b. Obtener los intervalos en los que g(¢) > 0 asi como aquellos en donde g(¢) < 0.

c. A partir de la grafica obtenida, bosquejar la grafica de f(¢) = 2g(¢t + 2) — 3.

6. Considere la funciéon:

fx) = xX+5 si—8<x<0;
N Jx si0<x<6.

a. Determinar dominio, raices o puntos en donde la funcién vale cero, grafica y rango de f.

b. A partir de la gréfica de f, construir la gréficade A(x) =1 —-2f(x + 3).

7. Considere la funcién f definida por

Fx) = {12—2x six <0;

X six >1.

a. Grafique la funcién f.

b. Usando la gréfica de f, construir la grafica de la funcién h(x) = 3 —2f(2x 4 1) y obtener
una expresion o férmula para h(x).

8. Sea
3 si —6 <x < —4;
f(x)=<¢x?+2x—-3 si—4<x<0;
2x =3 si O<x<4,
determine:

a. Un esbozo gréfico de la funcién.

b. Dominio, rango, raices, paridad, intervalos de monotonia e intervalos donde f(x) > Oy
donde f(x) <O.

c. Un esbozo grafico para la funcién g(x) = — f(x — 1) + 2.
9. Sea
2x — 4 si—4<x<-1;
glx) =<¢ -1 si—1<x<3;
(x —4)%2 six >3.

11



12 Célculo Diferencial e Integral I

a. Obtenga dominio, raices y un bosquejo de la gréfica de g, asi como su rango.

b. Grafique la funcién #(x) = g(x + 3) — 2, a partir de la grafica de g.
10. Sea f la funcion dada por f(t) =% con0 <t < 1.
Sea g la funcién definida por

_J—f(=) si—-1=<1<0;
g(t)_{f(t) sio<t<1.

a. Hallar el dominio y hacer un bosquejo de la gréfica de g indicando su rango o imagen.
b. Si h(t) = 2g(t — 1) 4+ 3, hacer un bosquejo de la gréfica de esta nueva funcién e indicar su

dominio y rango.

11. Sean

|3x — 4| six > —1.

Fx) = {«/3—x six < —1;

g(x) =3f(x+1)—4,
determinar las graficas de ambas funciones, el dominio y el rango de la funcién g.

12. Dada la funcién
2x+5 si —3<x <-1;

fx)y=q1—-x% si—-1<x<2;

—1 si2 <x <4.

a. Obtener la gréfica, el rango y las raices de f.

b. A partir de la gréfica de f hacer un bosquejo de la grafica de la funcién g(x) = 2— f(x—1).

13. a. Encuentre la regla de correspondencia para la funcién f representada por la siguiente
grafica:

b. Elabore la grafica de la funcién dada por: g(x) = 3f(2x —2) + 2.

14. Dada la gréfica de una funcién f:

12
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13

asocie cada una de las siguientes funciones f(x + 3), —2f(x) & f(x) — 4 con su gréfica corre-

spondiente.

15. Sea
—x24+3 six<-—1;
f(x) = ¢ 2x? si—1<x<1;
3x—1 six >1.
Grafique:

a. f(x).

b. g(x) = f(x —2) 4+ 5.

c. h(x) =] f(x)|.

16. Considere la funcion

x+1 si0<x<1;
f(X)={

x2—2x+3 sil<x<3.

a. Determinar dominio, raices, gréfica e imagen o rango de f.
b. A partir de su gréfica, construir la gréfica de g(x) = | f(x) |.
c. Graficar la funcién h(x) = — f(x — 1) + 1.

13
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17. La siguiente es la gréfica de una funcién f : [0,10] — R.
y

15F————————-

T
1/ 10
_24

a. Determine su regla de correspondencia.

b. Considere la funcién g definida por

_J=f(=x) si —10=<x<0;
g(x)_{f(x) si0<x <10.

Bosqueje la grafica de g. Determine su dominio, rango y raices.

c. Sea h(x) = g(x + 1) —2; a partir de la grafica de g obtenga la de A.

14
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Ejercicios 2.7.1 Transformaciones de funciones, pdigina 9

y
1.
y
A'(=1,5) y =g(x)
-5
| g(x)
| X
} B'(0/3) D’(2,3)
| 3¢ —4——
|
} y=2g()
fx) ¢
’ \CL(O’I,)« (1,1)
-2 ‘,/' w | |
—* > X Dominio: (—o0, 3) y [3, 00);
| /B(=1,9) D(1,0)
N 1 rango: R;
A(=2,-1)
A(=2,-1) - A'(=1,5); raices: 4 + /6.
B(—1,0) — B'(0, 3);
C(0,1)— C/(1,1); 4. ,
D(1,0) —» D'(2,3). ,
2. Df = [1,8), Rf = (—oo,4],raiz)c =4,
y
|
|
|
|
5 |
} }y =g(x)
[ b))
| |
—4 2/ | |
T I X
ot 3
|
| |
| |
| | 5. a
| | ,
|
——+7! i
| |
_ICF4‘ 4\/
3. y 3,7‘ }y:g(t)
| |
L,
| 1 2
y=fx }
|
|
X
z ! ;> s

Dy = [-3,2)— {1} = [-3, ) U(1, 2);
r Rg = [-5,6);

rafces: { =2 };
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b. gt) > 0sit e [-2,2) — {1} = 7.
[-2. DU, 2); y
g(t) <0sit € [-3,-2);
C.
X
¥ =h(x)
6. a. Df = [—8,6];
raices: —5 & 0;
8.
Rf = [—3,5); y
y
5 c 5 F
y=f(x) Ae—o 3
N — B y=rx)
2~ —3
17

Dominio: D 5 = [—6, 4);
) rango: Ry = [—4,5];
raices: x = -3, x = 1.5;
y=1—-2f(x+3)

no es par ni impar;

_f‘,\,‘ f(x) decrecesi x € [—4, —1];

| f(x) crece si x € [—1,4);

f(x)>0six e (—6,-3)J(1.5,4);
16
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17

f(x) <0six e (=3,1.5);
y

6

Sk

c@,1)

y=2g(@)

A7(0, 1)

B”(1,3)

Cc’(2,5)

y =h(@)

D, =10,2], R, = [1,5].

11.

L — ¢ E3(2,11)

|
|
Ly =g(x)
s/

|
2/

X

o

W | =

El dominio de ges R ;

el rango de g es (—4, +00).

12.

17
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b. Esta esla funcién f(x + 3):

1 six €|[l,3];
13. f(x) = | (observe que f(3) = 1);
gx six €[3,6] .

c. Esta esla funciéon —2 f(x):

14.

18



2.7 Transformaciones de funciones

15. f(x) = g(x);

y -2 si0<x <4
17.  a. f(x) =117 40 .
—x—— si4<x<10.
6 3
b.
y
5srh————-
|
y=g( }
|
—10 P2 4 } X
} L4 § 4 10
‘ -2
|
|
777777 -15
y D, = [-10, 10];
Ry = [-15,15];
5 E 80
ices: x = +—.
raices: x 7
¥ = h(x) ¢ Y
B
2 D

—/3 —-1C 1 2

16. Dy = [0,3];raicesde f = O; Ry =[1,6].

——————— —17




