Tema1A Grado en Ingenieria Mecanica

NUMEROS REALES Y COMPLEJOS

NUMEROS REALES

- Sistemas numéricos

Los diferentes conjuntos de nimeros surgen por necesidades practicas de dar sentido a algunas
operaciones algebraicas.

NUmeros complejos C
NUmeros reales R

NUmeros racionales Q NGmeros

, imaginarios
NUmeros enteros Z

NUmeros
N

naturales

El conjunto de los nimeros reales R con la sumay el producto tiene estructura de cuerpo.
En R estd definida una relacion de orden <
e Reflexiva: a <a

e Antisimétrica:Si a <b y b<a entoncesa=1»
e Transitiva:Sia<b y b<c entoncesa<c

Esta relacion de orden es total y compatible con la sumay el producto:

e Paratodoa,beR, setienea<b ¢ b<a
e Paratodo a,b,c € R,sia <bentonces a+c<b+c

e Paratodo a,b,c € R con ¢ >0 si a <bentonces ac < bc

En el conjunto de los nimeros reales todo conjunto no vacio acotado superiormente tiene
supremo (axioma del supremo).

n Intervalos

Dados a,b € R se tiene que

Intervalo abierto: (a,b) = {ac ER/a<z< b} a b

Intervalo cerrado: [a,b] = {x eR/a<z< b} a b
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Intervalo semiabiertos o semicerrados: (a,b] = {:c ER/a<z< b}

[a,b):{xER/a§m<b}

Intervalos no acotados

Sea a € R se definen los siguientes conjuntos:

(a,oo):{xER/x>a}
[a,oo)z{xeR/xZa}
(—oo,a):{xE]R/x<a}

(—oo,a]z{xE]R/mga}

Valor absoluto. Definicién y propiedades

Si a > 0, entonces

‘:z:‘ =a significaque z=ua o r=—a
‘az‘ <a significaque —a<z<a
‘:c‘ >a significaque a <z 0 r<—a
Propiedades
a| _ld
o=l lee|=llbl =T
b

Férmulas de distancia y punto medio

Distancia entre P, (%yl) y P, (1’2,y2) : = \/(xQ - xl>2 + (y2 —Y )2

m1—|_x2 y1+y2

)

2 2

Punto medio de P, (rl,y1> y P, <x2,y2):

NUMEROS COMPLEJOS

Definicidon

El conjunto R* = {(a,b) /a,b € R} con las operaciones suma y producto siguientes
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(a,6)+ (c.;d) = (a +c,b +d)
(a,b) * (c, d) = (ac —bd,ad + bc)
se llamara conjunto de nimeros complejos y lo denotaremos por C, (]R2,+,*) =C

Cada nimero complejo z = (a, b) puede identificarse con el punto P de coordenadas (a,b), que
recibe el nombre de afijo de z. Al nimero complejo (0,1) le llamaremos unidad imaginaria y
representaremos por ¢. Ademads, el nimero real a se identifica con el nimero complejo (a, 0),
a= (a,O).

e Immaindario

e real

Observad que se cumple i = (0, 1) * (O,l) = (—1, O) =-1

Teniendo en cuenta que: (a,b) = (a, 0) + (b,(]) * (0, 1) , El complejo z = <a,b) se representa en

forma bindmica, como z =a + bi.

n Definiciones

Para el ndmero complejo z = a + bi

e Llaparterealdezesa
e Laparteimaginariadezesb

e Elconjugadoes z=a—b:

e Elmdduloes ‘z‘ — a2 + b7 .

Interpretacion geométrica del médulo (Distancia).- Sean los complejos z = X+ i,
Zy =X, + Y,l, el valor de |Z - Zo| representa la distancia entre los dfijos de los
complejos 2 y Z,.
_ o o i . ‘z — zo‘ =r
De la interpretacion geométrica del mdédulo se deduce que la igualdad

la verifican todos los puntos (z,9) del plano, cuya distancia al punto (xﬂ’yﬂ) es
igual a r. Elevando la igualdad anterior al cuadrado se obtiene la ecuacion de la

circunferencia de centro (xo,yo) y radio r.
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22 = (X T (9| = ko) 4y o) =1

. a
e Elargumento de z es @ siendo cosf = ‘—
z

, senf = ﬁ Se denota arg(z) y se dice
z

principalsi —m < 0 < .

Si z es un nimero complejoy ¢ suargumento se cumple:

coS p = Re_(z) sen ¢ = Irn_(z)
§ §

Llamaremos valor principal del argumento al comprendido entre —7 y 7:
—mT<argz<m

Cualquier angulo ¢ verificando ¢ = argz + 2km con k € Z , también es argumento de
Z.

Formas de expressar un nimero complejo:Si z =a +bi. r = ‘z‘ 0= arg(z)

Forma trigonométrica z=r (cos 0 + isen 9)
Forma polar z=r,
Forma exponencial 2z =re”

e” =cosp+iseng  (Férmula de Euler)

Operaciones

Si Z:a+bi:7"(0089+isen9):rew
w:c+d2':s(cosgo+isen<p):3€w
* Suma: stw=(a+c)+(b+d)i
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z4+w= (rcos@+scosg0>+(rsen9+sseng0>i

efe I rario

je real

e Producto z-w = ac—bd + (ad + bc)z’

z-w:rs(cos(@—l—(p)—l—isen(@—l—go))

_ i(ﬁﬂp)
Z-W=7rse
e Cociente: 2= z% — <a + bi)(c _ di)
W oww c+d
%Z E(COS@ — 90> + isen(& — @))
£_r ei((*w")
w s

e Potencias de exponente natural

Teorema de Moivre: Si n esun numero natural,

2" = [r (cos 0 + isen 0)}” =" (cos (n@) + i sen (n@))

1/n
2 = [7“ (COSQ + 7 sen «9)] = pl/n [COS [H—le] + 7sen Q—F—le

n n

donde k=0,1, ...(n-1)

e Raices enésimas

2= [r(cos 0 + isen «9)]1/n =
= r'"| cos 1 2%r + isen 9 + 2k

n n

n Funciones trigonométricas complejas

Si ae R entonces se tiene e =cosa+isena

. k=0,12...(n—1)

i

e =cosa—isena
Por lo tanto,
ia

e?+e ™ =2cosa
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ia

e —e

=1i2sena

Extendiendo estas férmulas al campo complejo definimos el seno y el coseno complejos

e%z + 677,2
2

COS z =

Ejercicios propuestos

- Escribir en las formas binédmica, polar

y exponencial los siguientes ndimeros
complejos:

8
a)z=38 Cos =+ i sen, —
3 3

5, :
b)ZZ-XJLl—- o 1 Re 3—4)
(40)* -2, 1—4i

27 .

Solucién: a) —4 + 430 = 8, =8- e?

3

b)ﬂ.(\/gﬂ)z[ﬂ] _ 25

256 128). 128
6
Q) % (‘15 + Si) = 3’”,(: tg {%S] =3 em ! {E]L

d-1=1_=¢"

u a) Realizar las siguientes operaciones:

2, + 2,y z — 2, vectorialmente

Lz_efiz
sen z = -
29
1 1—1
a. z, == z =
@) i 13
3
(a-2) zlz(l—&—i\/g) z, = 2_
1-3¢

(B) Representar en el plano complejo todos
los valores posibles de ", para m € Z.

Ejemplos: ¢, i*, ", i
2 1
Solucién: (a.1) z, = —1i z, =—4+—1
@12 5 5
1 3
a.2) z =—8 Z2,=—+—1i
(a:2) z, =ty
(b) ,L'—425 — 7;—1 — —Z ; iQS :1 ; Z&SQ :Z ;
i275 — Z‘3 — —Z

3
- Sean Z y W dos niumeros complejos

que satisfacen las siguientes condiciones

z T
|=2yarg|=|=—
=2y 2|2
siendo una de las raices novenas de w el
1
numero complejo 5(2 - \/g) . Se pide calcular

Z,w

Solucion: » =2 =2 —i2, w=—i,

Ejercicios resueltos

1 3-2i  27+8i

244’

Solucién

Halla el valorde 2z = w =

o+ 61

_ 3—21 2—1 _(3—2i)(2—z’> (6—2)+(—3—4) 4T

2+i'2—i_(2+z‘)(2—z) 2 4+ 1°

41
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C27+8i  27+8i 5-6i (135+48)+(-162+40)i 183—122j 183 122

———

5+6i 5+6i 5—6i 5% 4+ 62 25+36 61 61

w=3—-2

Calcular el valorde a y b para que 33_—26_” sea real y de mddulo unidad
— o1

Solucién

Operando
(3b —2a3)(4 4 3i)  12b—8ai+9bi+6a 120+ 6a +Z,9b —8a
(4 —3i)(4 + 317) 16+9 25 25

e Sise quiere que seareal

B=8e_ . gp_8a=0 = b:8—9a

e Siademdsesde mc')d2uSIo uno
12()2—;6a:i1 = 12b+6a = +£25 = %?a—kﬁa:j:% = a:j:%
Luego, los valores pedidos son
a:% bz% 0 a:—g b:—g
3 Calcular z =1 — \/gz y las raices cubicas del numero —27 en forma bindmica
Solucion

a) Calculando suméduloy argumento

r:‘z‘: 1+3=2

—/3 T
=argl|z|=arctg—— = ——
¢ = arg|2) 9— ;

se tiene que sus raices sextas son:

A = Q/E,Vﬁ,m k=0,1,2,34,5
- *§+2k7r
3 (—=+2km)i i
b) z=—27i =V27e > =3¢ °
k=0= 2z =3¢ 6 :ﬁ—éz
2 2
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4 | Escribir en forma exponencial los siguientes nimeros complejos:
27
(—1 — \/g Z) 235
P R w= 37"
— n—2
ie
Solucién
27
(-1-+34) .
z=—"1 =92"¢2 vyaque
. 2mi
ie
27
27 2 2%27 7 .
. R - — 187
(—1 3 z) —{2¢ | =97e 3+ =9¥e " o7
e?m — 1
—_— _ El
e’ = i =—i=¢ 2

Teniendo en cuenta que las potencias de i son -1, -i, 1, i agrupando las sumas de cuatro en
cuatro términos se obtendra que la suma de cada grupo de cuatro sumandos es 0. Como hay
234 sumandos, se pueden hacer 58 grupos de 4 y sobraran los dos ultimos sumandos:

235

w= Zzn = (Z'? 434t Z—s) +(i6 NP LANIL +i9)+... —I—(i230 4B i233) B =
n=2
= =l —
234 sumandos =0 =0 =0
234=4*58+2
3.
——i
I P N
Escribir en forma exponencial los siguientes nimeros complejos:
21
="' w=
. ™ .
2014 2™ Y
1 € e
Solucién
21
(—1 - \/g Z) 921 _
T
z=r— 1 == =22 =92%c"" yaque

-2014 2mi
7 €
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2w, 2%217r

21 - =i - i — 1dmi
(-1—@@) =|2¢ 3| =2"e 3 =2 =2
i2014 — 7;2 — _1 = 7;2014 — _1
627”' — 1

w = e'?2  yaque
3+24
e 3
2 =2¢" .
™ ) L
LGl ) 2 et afy [ a
24+ 2i =22 | = = - =——¢ =—"e?
T ™ 347 3 3 e e
342 3 3 e 3 e’e
e 3 =e’e
6 PR . . -
Resolver la ecuacién: z° = i escribiendo los nimeros complejos solucién en forma

exponencial con argumento comprendido entre —7 y 7.

Solucién

Se trata de calcular las raices cuartes de i

z:%:@:ei[@] :eig ’2] k=0123

Escribiendo las 4 raices con su argumento principal se tendra:

T, E+E i 5w .
gi 8 2 gl
z =€ z =
0 1
9—”*2711 i i Bi*?ﬁ ,ZE
Z,=¢ —e 8 z el =e 8
3 4

7

Determinar el lugar geométrico de los numeros complejos z que verifican
‘z — 2‘ = ‘z — 3‘
Solucién
Forma 1. Calculamos los ndmeros complejos z = z + iy que cumplan
‘:v—l—iy—2‘ :‘x+iy—3‘ @(x—?)g + 9 :(az—3)2 +
Operando

‘J;+iy—2‘:‘x+iy—3‘<:>(x—2)2:(x—3)2<:>x2—4x+4:x2—6x+9<:>x:5/2
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Se trata de los nimeros complejos cuya parte real es 5/2.

Forma 2. Si tenemos en cuenta que la expresién d (z, w) = ‘z — w‘ , se trata de encontrar los

puntos del plano que equidistan de los puntos 2 y 3. Sin realizar ningun calculo es facil ver
que esos puntos son los de la recta x=2.5.

3.
e (L] T
8 2 2
Calcular el siguiente nimero complejo: z =
(1+1)
Solucién
Se tiene que

9/567% [1—\/51'] 70 ELPRN u—
2

3m. T,
2 9/56 2 e 3 1 9/56 2 el e?
Z = = =

\3 3 3w,
(1+1) [\/5 e;’] 22 ¢

[,ﬂ,ﬁ,ﬁ,ﬁ]i 4 8Tm, 4 U

:21/673/26 2 3 2 4 =923 12 9 3,12

9

Uno de los vértices de un hexdgono regular inscrito en una circunferencia con centro
en el origen tiene por coordenadas el punto ( P (—1, \/g) . Hallar las coordenadas de los otros

vértices y escribirlas en forma bindmica y en forma exponencial.

Solucién

Los vértices del hexdgono son:

i(zin&]
z2=2¢ '3 3 k=0,12,34,5

7, =2 003(2—”+k£]+isen(2—”+k£j k=0,127345
3 3 3 3

2, =—1+/3i = 2e3 7,=-2=20" 7,=-1-3i=2¢ &

2,=1-\3i=2¢ ' z,=2=26" 7z =1+3i=2e*

10

Representar el conjunto de nimeros complejos z que verifican ‘z‘ > ‘22 — 1‘ .

Solucién

El conjunto de los numeros complejos que verifican ‘2‘2‘22—1‘ son aquellos

=T+ = (a;,y) que verifican
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NS 2\/(2x—1)2—|—(2y)2 sS4y >4’ —dr+14+ 4y &
11,

2
31’2+3y2—4$+1§0@x2+y2—£x+l§0@ x—z —|—y2— <
3 3 3 9 3

2

1
+y' <=
' =0

2
&slz—=
-3

Se trata del circulo de centro (2/3,0) y radio 1/3.

Im
‘ /)

B

2| = [22 — 1]

Re

1

Dado el numero complejo

™

.43

@ —1)-2 i

. i
33— 3i

calcular su expresién en forma bindmica y exponencial.

Solucién

2e?—1)-2 " Pwsg

4 —

z = _ =
3\6 — 3 66’7?

- ,EZ‘ —Zi 3
6e © Ge ©
=—ce = —COos|——|+—sen|——|¢
3 3 12 3 12

Test de autoevaluacion

Test de 10 preguntas de repaso del contenido del tema

http://giematic.com/PlanRecCl/Test/T2A/index.html
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Material de consulta

Unidad didactica interactiva

https://proyectodescartes.org/Un_100/materiales_didacticos/ Un_o10_Complejos/index.html
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