Tema O Grado en Ingenieria Mecanica

INTEGRAL INDEFINIDA

DEFINICIONES

n Primitiva

Definicién (Funcidn primitiva).- Se dice que F(z) es una funcién primitiva de otra funcion

f(z) siy sélosise verifica F'(x) = f(z) Vx € D, siendo D, el dominio de la funcién f(z)
Obsérvese que si F(z) es una primitiva de f(x) también se verificard dF(z) = f(z)dz .

PROPOSICION.- Si F(z) es un primitiva de f(z), también serdn primitivas de f(z) todas
aquellas funciones G(z) que verifiquen G(z) = F(z)+ C y sélo esas.

TEOREMA (Existencia de primitiva).- La condicion necesaria y suficiente para que f(z)
tenga funcién primitiva en un intervalo |, es que sea continua en I.

n Integral indefinida

El proceso de cadlculo de primitivas se denomina integracion y se denota por el simbolo |,
llamado signo integral.

Definicién (Integral indefinida).- Dada una funcién, f(z) continua en un intervalo I, se
llama integral indefinida de f(x) y se representa por ff(a:)dx al conjunto de funciones
que tienen por derivada f(x) ( tienen por diferencial f(x)dz ). Es decir,

f f(z)dz = F(z)+ C

donde f(z) se llama integrando o funcién subintegral y C constante de integracion.

Debiendo verificarse di[F(x) + C] = f(z)
XL

Propiedades de la Integral indefinida.- Sea f(z) una funcién continua en el intervalo
abierto I. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

P1.- fkf(a:)da: = k:f f(z)dz, siendo k una constante
P2.- f[f(x)ﬂ:g(z)]dw = ff(w)da; ifg(a:)da;

Las propiedades P1y P2 confieren al operador f caracter lineal.
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Una forma coloquial de expresar que dos operadores son inversos, consiste en decir que cada
uno anula o destruye el efecto producido por el otro. Resulta inmediato comprobar que la
integracion es la operacién inversa de la diferenciacion.

TEOREMA.- Los operadores [ (integracién) y d (diferenciacién), son inversos, si bien
cuando se aplican en el orden [ d debe anadirse una constante arbitraria.

CALCULO DE PRIMITIVAS

El cdlculo de primitivas interesa sobre todo como auxiliar del cdlculo de integrales
definidas, por lo que los métodos que se presentan son de tipo prdctico pero también de
alcance limitado.

Es importante sefialar que todos los métodos de integracion estan inspirados en la misma idea:
reducir la integral planteada a una integral inmediata.

Inmediatas

La siguiente tabla incluye algunas de las integrales inmediatas mds frecuentes. Convendremos
en llamar integrales inmediatas a todas aquellas cuya solucién puede escribirse sin mas
recursos que el recuerdo de las reglas de derivacion.

Tabla de integrales inmediatas

fadx:a:z:+0

m+1
f(a;+a)mdx:%+c (m = —1)

fxdfa = log|:n+a|+0

ar

ax _ €
fe d:z?—a—i—C <a¢0)

fk’”‘dxz LA (k>o, a¢0)

alogk
fcosaa:dmzsenax—i—C (azO)
a
fsenaxdm:—M—&—C (azO)

a
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Tabla de integrales inmediatas

ftgaxdx = —%log|cosax| +C (a = 0)

dx T
—_—= —+C 0
fm arcsen|a|+ (a:: )
fa;fﬁ ziarctgg—i—C (aiO)
fSha:z:d:c:Chax-l-C (azO)
a
fChaxdx: Shax-l-C (azO)
a

f\/%zArgShﬁ—’_C:lng_’_m_’_c (a=0)
fw/z_Zdia_z':ArgChﬁ‘FC: log|e +Va* —a*|+C (a=0)
[ 2d:z: : L aremn® a0 = Liogl2 4o (a=0)

o —z°  a a 22 Ja—=z

Tabla 2.- Integrales inmediatas.

Integrales inmediatas: Ejemplos

|":'\| a) |3 dx= '..x‘ﬁ dx = % = %2—
[ 2 1 -2 _ -l
] W [ =2f e -
x
e "1
(15 a) | —dx=In |x|
-1 x ) .
o | ; -
3 b) —dx=% Fidx=%fn|5x|
J 5x o J >
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B 1AS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

.@. a) %xm dx = x32 = o3
(3 1= (3 12 32 _ JoF
b) “Axdy = | a1 g = 22 = A
J 2 J 2
'il@' a) | Va dx = % %x]-"z dx = %:ﬁ.‘~”""2 = %"J‘A_}'
b) "\'I_r dx=7|Vx dx= %“‘.‘?
. _ L e . =3
"ff‘l a) | V3x dx = J\l':" A dx = '..*4'5 N dx =3 J.'M'x dx = 2:‘3 ad = —2\"'%3"}‘
b) ‘ =J.£‘."_ x \I'_j*m dx = —_ E«“'? = 2\2 Vad = 2727
. 5 3 15 15

B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ij:'j":l a) -‘ cos x dx = sen x
) -‘2 cos xdx=2senx
f: -:' a) -‘c'os | X+ g] dx = sen (x + %)
) -‘cas 2xdx = %J.Z cos 2x dy = % sen 2x

19 a) |(—=sen x) dx = cos x

b) | sen x dx = —cos x

(201 a) | sen(x—m) dx = —cos (x — )

b) | sen 2x dx = %J.Z sen 2x dx = _2—1 cos 2x




B ALGUNAS EXPONENCIALES

':,2"3:' a) |e¥dx=e"
b) ‘e"” Ly =¥+l

|’2_?;‘| a) | e2* dx = %jZGJ—T dx = %elf
b) | e2**1 gy = %ngl“ 1y =

1. Calcula las siguientes integrales:

a}j-'f:l:“dx
Xt =5xT+ 3 —4
v 2
“_[ v dx
_5y2 .
E'}j-fi S5x°+ 3x qd.‘l.'
x+1
]‘[n _it; 3x- 4&!\'
x
j}u't+u-n.3
a) | Taxt dx =7 'TT}+A;—?-" £k
v 5
b) Lzﬂ'd—j dr= +h="2 sk
4o _
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1
—px+1
2

1

f) J- Vx dx
h) j V5x2 dx

ke

Mﬁti
i'%‘l.

P

A 52 r [ y 4 542
o | X%+ 3% ir¢1'=j[.ﬁ:5—5x+5——*) dr=2 2% 43y 4 In|x| + &
J X x 4 2
s [ 2 g x >
dr | — .:'.‘.1"=J-(;r + 20+ 4+ Jﬂ'.r=—+.‘4: +dx+8m|lx-2|+k
J x-2 x-2 3
P 2 . _
e) | X =3x +5x¥—4 .s£1:=J-(.r-*—;x"2—«n+ " }5{1'—
J x+1 xr+1
1ﬁ
= —-2x2+7x-11In|x+ 1| +k
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— ’ A2 3
Flj-w: d.r=jx]"3r.{r=‘l_ +hk= 2\ + b
5:'2 5

E.Jj‘?ﬁ—in:hﬁr—:;

A [ Iy (PP FE P

x xt

j?xl r.‘.:r—j-im'+ jim'—-[izd:r=
X ks

Tacd A
i—’J"Jt‘+:{H!‘J':|J:|+—+1!:1
3 x

_1'2

— .53 V5o
NS gy = '3'.,'-"; x‘_ &+k
5/3 5
D a + Vsa3 =j,11 3 \I'_,;lifz ljx‘a3£&1+ ij“zm—
Ix 3
- L a3 +£- X +k=;‘u§+ 2V 50 + k&
3173 3 3/2 9
= (Bex? . B[ N5 a6 Y3 (e
i}j-'—rbf‘=.[ — dx = 'J.r*fGM'=—' et k= ——— +k
E'J'E ill'g.‘l.].-'i }.ﬁ {E 13/6 l"}ﬁ

1}J‘H\—5.I'g x)dx = 3!‘-. fix—wjrg xdx 3a

=——-5(Inlcosx|) + k=

2
‘l; +5 I |cos x| + k

e \.
In3
c}J-[i lg x —5 cos x) dx = 3'[.*‘{;‘1':11' - ?'-jfas.rdr =3(— Inlcosx])—5senx + k=

=—3nlcosx| -5 senx + &

d}-l-( lﬂx—ﬁx)rﬂt' - I{}'\ ";'T

——
i ks

b}J‘[i cosx+ 3 )dx =5 Jfﬂ.‘j xdx+ Ij—" dx=5senx+ + I

. Calcula:

a) | cos*

£

X sen x dx

b) IE“" ¥ cos x dx
3
a) | cos® xsenxdx=—|cos® x(—senx) dx=-22 4
o 2
T 1 psen X
b)) | 2%" % cos x dx = T2 jzmr cosx - In 2 dx =
J "

in2

+ bk



CALcULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

2. Calcula:

" 5x
a ofg x dx b jf—rl.\'
].. cols ) xt+1
a) |cofg x dx = j COX v = In | sert x| + &
J Sen X
by | —=2X— dx = lJ Lﬂ_ dx = = arc o (x?) + k
¢ xt+ ] 2J 1+ (2 2

n Integracion por cambio de variable

El cambio de variable es una de las técnicas mas utilizadas para obtener la primitiva de una
funcién. También se conoce este método como método de sustitucidn.

TEOREMA.- Se considera la integral ff(x)dx y el cambio de variable =z =g(t). Si f y g
verifican:

(a)  fescontinuaen elintervalo I, .

(b) g tiene derivada continua en el intervalo I, .

(9 ¢d,)c1
entonces:

[ f@)dz = [ fla@)]g'(t)dt conwel, tel,

De esta forma se obtiene una nueva integral en la variable ¢{ que debe ser mas sencilla de
resolver que la integral de partida. La primitiva que se obtenga debe expresarse en la variable
inicial, por lo que se deshara el cambio de variable una vez realizada la integracion.

n Integracion por cambio de variable: Eemplos

dx
X—x
Cambio: x=t" — dv=45dt
J H’.kl'_ =J - it =J J.f-(h’ =_ij __'_:nf‘(” =-_i‘r”|!.j_1| ‘b=
r—x it —¢ -1 3d -1 3
! |
= —mn|Vx? - 1| +k
3
X
c?j il
Vx+ 1
Cambio: x+ 1= — dx=2tdi
x (2 1 r 243
J S n’.\'=J¥-2HH=J (262 — Dyt = = _ 2+ kb=
Vx+ 1 t 3
I3 v+ 107 -
_ 2¥x+1 T 1 +k
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'L‘.] J ;_ !11-
x+Nx
Cambio: x=12 — dx=2tdi

"-;._fﬁr=‘[ 21 dt =j 2 di =2Mn|t+1| +k=
x+ t2+t i+ 1

—2mVx + D+ k

I -
F_‘:Ij AL
1l +x

Cambio: x=12 — dv=2tdl

Vx -2 a 2 ( )
J‘ m:J: zm‘r=J2: m;=J'(2_ 2 ).sﬂ=
I+x 1+ ¢ 1+¢2 1+ ¢

=2t-2arctgt+k=2Vx - 2arctoVx +k

Nota: Los siguientes ejercicios requieren conocer primero cémo obtener las primitivas de
funciones racionales.

d) j + elx
ryvx +1

Cambio: x+ 1= — dx=2tdt

1 2t it 2 dt
— gy = = -
j-.it"'-l'.1'+1 j(_.fz—l}! J{1+1}H—|}

Descomponemos en fracciones simples:

2 __ A, B _ AG-1D+Bt+1)

(t+Dt-1 t+1 t—1 t+1Di—1

2=Alt— 1)+ B+ 1)
Hallamos A v B

t=—1 — 2=-24 — A=—I}

t=1 — 2=2B —= HB=1

Por tanto:
2 dt -1 1 )
- — = dt =-Mn|i+1 mlt-1 k=
j-u+l}{r—lm J-(s+1+r—1) e+l ] |+
B et | S
t+1

Asl:

[ _
I;gb::lf” xll-'-—ll‘-'-k
xix+1 vx+1+1
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. dx
b) J—FM =

B . 1
Hacemos el cambio: e*=¢ — x=Mhit — dx= . dt

dx___r_Vt . _ L e L
Iek—ﬁw“'frz—y 'Jﬁ—ﬁﬁ 'J#u—ﬁ}

Descomponemos en fracciones simples:

1 A B C At —3) + Bt —3) + 12

2-3 ¢ £ 1-3 (-3

1= At(t—3) + Blt— 3) + Ct2

Hallimos 4, B y

t=0 — 1=-3B - B=-1/3
=3 —= 1=9¢ —= =1/9
i=1 — 1=-24-2B+C —= A=-1/9

Asl, tenemos que:
1 i = (—‘1.-"‘-) . -1/3 . 1/9
I:zt'r—ﬂ'm _j. t 2 t-3

-1 1 1
|| +—+—=In|t- + k
|t] + 5+ tmle=3]

9
Por tanto:
ek -1 1 1
—_—— et + -+ — [n|e* — + k=
j-a?l‘—ﬂtﬂ 9 ¥ 9 | 3]
1 1
=——x+—+—In|eX-3| + k&

9. Resuelve, por el método de sustitucion, la integral: _[

1+“."_

i j-1+x i
= X
I+*.".;
Hacemos el cambio Vx =t — x=12 — dx=2tdt

1+ 2 r+t5 1) 5
=j- -2ra:=zj- 1-2_“: —t+2—~ | =
1+ 1+ 1

t3 2
= 2[?_71_ 28— 2n |t + l|)

(1) Dividimos (¢* + #): (¢t + 2) vy expresamos de la forma:

dividendo

— = cociente + resto
divisor

7 .
Deshaciendo el cambio: 7= ?"'IIF —x+ 4x —dn {N‘T + I} + I
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J et o
1) | ——— dx
1-—Yex

Cambio: VeX =t — e¥2=¢ % =mt — dx= % i

: . :
j‘ ex =j: (/0 dt _ 2:d:=I[_2+ 2 ]dr=
| e 1—t 1—1 -1

= 2t—-2mm|1—t| +k=-2Ve* —2m|1-Ve* | +k

b’JJ Jex—1 dx

Cambio: ¥Ye*—1=¢t — ¢ =+1 = x=lm(t*+1) — dx= 22#

=+1
_ 2
j'wf—lmejr- 2 a.r=j' 2 a:=”2— 2
12+1 t2+1 2+ 1

dt

dt =

=2t—2arcigt+k=2e¥-1 -2arcipNe*-1+k

}J e"—“+1

1
Hacemos el cambio: e¥=¢ — x=mt — dy=—dt

edx_pgx o3¢ L :J—Im_ I'I 2 e
e + 1 __[r2+1 ! _Jr2+1 __[,_:2+1. -
=t—2arctoit+k=e¥-2arcin(e¥) +k
:hj L
-
1+\x

Hacemos el cambio: x=1? — dx= 2r clf
1 2t dt

| vwtand Ferid o
1+ x L+t

=2Vx =21 +E}+k

f—2!—7m|l+r| +h=

. dx
=¥ j—l?zx —3ex

i . 1
Hacemos el cambio: ¢*=¢t — x=Int = dx-= " it

dc g Wt L L
j-el“—.ae*",‘-rz—ﬁ: 'Jri"‘—ﬁrz _.[rzir—fr}

Descomponemos en fracciones simples:

1 A B ¢  At-3+Bu-3)+cCr

-3 o +r_2+t—5 - t2(t—3)

1 = Af(t— 3) + Bt — 3) + €12
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Asi, tenemos que:

[ —1/9 —l.-"3 1/9 |
I:w-%mm jl. N +,_3,|‘”‘

-1 1
— In|t +—+—mr—% + k
9 I#] 3 | |

Por tanto:

dx -1 l 1
- = ot I = =
I o EPE 5 ne*+ 37 + 9 m|{ 5| + k2

!
SNt tgmlet-3l +k

Integracion por partes

Este método es eficiente para integrandos en los que aparezcan productos de funciones
trascendentes.

TEOREMA.- Sean u = u(z) y v = v(z) dos funciones con derivadas continuas en un cierto

fudvzuv—ffudu
Integracién por partes: Ejemplos

1. Calcula: j:r sen x dx

intervalo I. Entonces:

Llamamos = I.h‘ sen x dx

u=x du=udx
F==xcosx+ |cosxdy==-Xcosx+ senx+k
dr=senxdx, v=-—Cosx

Ch J v cosxdy = f&j X COS X dx

u=x — du=dx
dr=cosxdy — v=5emXx

:'SJ xcosxdy =3 =3xsenx+cosxl + k=

X EeN X — J. sen X dx

=3xsenx +3cosx + k

11
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a) Jx I 2w

u=hx — du—ldx
x

(L~

X

dr=xdv — U=

xt I X x? x
x - = X — il = — _ +
jx!uxn’.x 5 nx 5 dx 5 In|x| 3 k

d]ja’u(lr—l} ey

2

=indx-1 du =
u=ln2x = du=—-——

dr=dy —- v=x

Je’u(lxr—ﬁ dyx=xIn(2x - 1_‘}—J‘ T

e

—xln [jz_x—l)—ﬂl s

1
=xln [:Zx—l}—x—Efﬂ (Ix-1)+ &

2. Calcula: jx arc ig x dx

Llamamos = J-.r arc ig x dx.

u=arcigx, du= zd.ﬁ:

1+x

.2
dr=xdx, = S
2

f= x2 an‘tg;x‘——_[ )d\'=x—zamrgg‘k’—ij(l— 1 )m'=
2 +.x‘2 2 2 1+ a2
x? x? 1 1
—mr:‘g;r——l.t—arfr;,1I+.E=:——mctg;1——;r+—mrr;gx+.(r—
2 2 2 2
xt+1

- RV
- arc g x 2:5+.{,

E}Jan: CO8 X dx

U=darccosx — du= -1

.2
W1 —x-
dy=dx — v=x
Jar‘cc&sxdx— tarrcosx+I r_ dy=xarccosx—-V1-x% +k
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n Integracién de funciones racionales

Recordemos que se llama funcidn racional R(z), a toda funcién en la que sélo se efecttian con

z las cuatro operaciones racionales. Cualquier funcién racional puede expresarse como
cociente de polinomios:

P(z)
Qz)
Este apartado estd dedicado al cdlculo de integrales de funciones de este tipo. Es decir,

P(x)
Q(z)

R(z) =

dr con P(z) y Q(z) polinomios.

integrales de la forma f
Distinguiremos dos casos:

1. Grado de P(xz) > Grado Q(z)

En este caso se divide P(z) entre Q(z), obteniéndose

P(x) = C\T )ax T(‘T) T
J gyt = Jetovia s [0

siendo fc(x)dw la integral de un polinomio (por tanto inmediata) y f%dl’ una integral
xT

racional en la que el grado del numerador es inferior al del denominador que se estudia en el
caso siguiente.

2. Grado de P(z) < Grado Q(z)

Estas integrales se resuelven por descomposicion en fracciones simples. Para ello se
descompone Q(x) en factores irreducibles,

Q(:v) = (a: — xl)ml (:v — xz)% (a: — xq)m" ~[a1:v2 +ba+ cl}---{aj:vQ +bw+ c].] ,
donde los ultimos factores tienen raices complejas (se cumple ka - 4%% < 0).

Nota: Supondremos en este curso que Q no tiene raices complejas multiples.
La descomposicion en fracciones simples es la siguiente:

A, B B B,
= + 4 -+ — e e e

) Fa) @) eal EoE) ea) on)
az+ 6 N a,z+ 3, - oz + B,

a1:v2 +bx+c a2$2 +bz+ec, aj;L’2 + b]w +¢

Plz) 4

Las integrales que resultan son todas de los tipos siguientes:
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f(fvfl—xl) dx =4 log‘x —3:1‘ +C
A —A

m, m,

——dx = : +C;
<x — )ml (m1 — 1)(3: — )mlil

azr+ 3. )
f — I — dxr = logaritmo + arco tangente
ax” + b].x +c,

OBSERVACION: Es interesante darse cuenta de que la primitiva de una funcién racional, en el
caso mas general, estd compuesta por una parte racional y otra parte trascendente y que,
ademas, la componente racional procede tnicamente de la integracion de raices multiples.

n Integracién de funciones racionales: Ejemplos

2 .
af—s5x+1
1. Calcula: jL dx
xX—4
2 2 g, g ) 24:2
jwd&'=J[ﬁ.\'+?+i{}{{r=£+?§'+2{)f}!|.f—i|+|'::‘
x—4 xX—4 2
2 .
xf_sx+1
2. Calcula: JL dx
2x+1
3xc— S+ 1 (3 13 17/4 _
2x+ 1 : “E}l_ 1 +1r+l]m_
3 040 _ 13 17
==L e I R L T =
=3 A Hhi'IJL+]|+£a

3. Calcula:

S5x—-3 AZ-2x+6
a) Iﬁ dx b) jW dx

a) Descomponemos la fraccidn:

Sx—3 _ sx—3 A B C
Moy alx—-Dx+1D x x-1 x+1

Sy—3 _ Alx—1Mx+ 1)+ Brix+ 1) + Cxlx—1)
i x alxr— Dix+ 1)

Sx—3=Ax—Dix+ D+ Byxix+ 1+ Cxix—1)

Hallamos A, B v € dandoa x los valores 0, 1 v —1:

0l = 3=-4 = A=3
1 = 2=2F = B=1
-1 = 8=20 = C=-4

X
X
X
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Asl, tenemos ques:

j-:’*‘—i m—ﬁi ;—L) dy=3Mm|x|+m|lx-1| -4 m|x-1 +k
1 —x X x-1 xX+1

b} Descomponemos la fraccion:
X¥-22+6 _ A B . C _ Ax-1D*+Bx-D+C
(x— 1P =1 -1 (x-1F (r— 19
—2x+6=Ax-1P+Blx-1D+C

Dando a x los valores 1, 0 y 2, queda:

1 = 5=0C A
0 = 6=A-B+C B
2 = O0=A+B+C o

1]
[ | T T ]

X
X
X

Por tanto:

2 _ -
| | e B
— 19 -1 (x-1pP 20x — 1)

4, Calcula:

a}j'xh 22xf-12x+8
_4_1-2

dx

h)j‘ x3—4xt +-ix
4_2x3_4xt+ 8y

a) xt —da? = 22 (x? - §) = 2% - Dix+ D
Descomponemos la fraccion:

x3+22x*—12x+8 _ A B e n
Xx—2x+ 2) X oy x-2 x+2

a0+ 2247 —12x + 8 _
A —2(x+ 2)

_Axx—Dix+ D+ Bla-2Dx+ 2D+ Oxflx + 2 + Dx*(x - 2)
- 2x+ 2D

A+ 22 2+ B Ax(x— 20+ D+ Bl —2x + 2+ Cxfx + 20+ Dyl(x— 2)

Hallamos A, B, C v ) dandoa x los valores (), 2, -2y 1

x=1i = H=-4B8 = H=-2
x=2 = B&Al=160 = =5
x=-2 = 112=-16> = D=-7
x=1 = 19=-"34-3B+3C-010 = 34=-900 = A4=3

15
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Por tanto:
3 -
P+ 22ei—12x+ 8 2 5 7 )
ﬂ" —_——_—t - — d_x‘:
xt — dn? .[( o ox-2 x+2

=3in|x| + ? +5in|x-2| -Th|x+2| +k

b} La fraccidn se puede simplificar:

B—dxt+de | x(x-207° 1

w2 —dx? + By x(x-272(x+2) X +2

3 _ Ax? + 4
I —— +?4x r£r=_[ ! dx=In|x+2| +k
xt—2x3 — 4x? + Bx x+2

Ejemplo 5.54. Hallar la integral [ ﬁd
. T

Solucion. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio,
#? +4r+13=(z+2)°-4413=(z+2)°+0

de donde,

}f dx [ [ dr
x2 +4r +13 |[:r:+"]l Y9 9 .r+2 ?

3 }I +1
3 lde;r: —la.rct T+2+C
9 P A ) 3 & 3
| 3 |+
1

Ejemplo 5.55. Hallar la integral 927 — 4z + 10 dx

Solurion. Expresamos el denominador como el cuadrado de un binomio,
sacando previamente 2 factor comnin,

272 —4r+10=2[z" — 22+ 5] =2[(x — 1) — 1 +5] = 2[(z — 1)* + 4]

de donde,

[2x5—4z+m /f —1]+4 [:r—l -

+1
2 lf‘zdr larct T—1 LC
3/ o112 1ee Ty

| | +1
LY g

2
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. } 3 2
Ejemplo 5.56. Hallar la integral —g,L
. dr + 8
Solucidn. Esta integral es del tipo In+ arctg. Para ello buscamos en el nu-
merador la derivada del denominador 2z — 4 y luego separamos en dos inte-
grales; la primera es un In v en la segunda buscamos el arctg, expresando

el denominador como el cuadrado de un binomio,

(3z +2)dr (x+2/3)dr 29:+-f-1j3
_3[ 2[

2 —4r + 8 x——al:£+8 x——al:£+8
[2$—£1+4+4f3 [ 2r — 4 9:+3 16/3dr
) dx + 8 T2/ 4z 4R J (z—2)24+4
1/2d
=—]n|x —4x+8|+4[—f$r=
—_— 1
| 7 |+

3 -2
=§1n[9:2—49:+8]+4arc1;gm +C

8I2+G;I'+ﬁ
 — 3t + T —5

Ejemplo 5.61. Hallar la integral

Solucidn. Factorizamos el denominador vy descomponemos la fraccion en frac-
ciones simples.

1 3 7 -5 x® —3x% + Tz — 5= (z — 1)(z? — 2z + 5)
! 1 2 5 24 T30
[1 2 5 o ﬁ—fr+5=0*w=——7r——SmEMmm

De donde resulta,

827 +6r+6 S 4+6r+6 A Mz + N
¥ —3x’ +Tr—5 (z—1)(z° — 2z +5) TT_1 Z_2z+5
A2 —224+5)+ (Mz + N)(z - 1)

B (x—1)(z2 — 2z +5)

Los coeficientes los caleulamos dando valores a =z,

r=1—20=44— A=5
r=0—-6=54— :"—>"'I.'=5 —6=25—-6=19
r=2-580=5A4+2M+N — 25+2M+19 -2 =6—=M =3

17
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Con lo cual resulta,

8z + 6r+6 5 3z + 19
d :f d [—d —slnlz—1l+1
.’[:r3—3x2+7.1:—5 = 1% T _mrs " Slnje—1[+h

Para calcular la integral [ siempre seguimos el siguiente procedimiento: En
primer lugar expresamos la parte literal del denominador como el cuadrado
de un binomio y al binomio le llamamos f,

2?4 5=(x—1P2-14+5=(z—-1)%>+4

Con lo cual resulta la signiente integral,
3 19 3 19 (x—1=t
hi= [ — _[ Tz H dt =

_[3L+ﬂ
2 -2 45 +r1 Eds::dr B

t2 44

Para resolver esta integral separamos la parte literal de la parte numérica;
con la parte literal buscamos un In v con la numérica un arc tg

3¢ 22 3 o 2 1
S R P T S
.[r2+4 +.[r?+4 2.[r2+4 T

3 1/2 3 ¢
— S|+ 4]+ *z[ = ZIn|2 + 4] + 1larcte - =
2_I1| + 4] + {r,’2]|2+1 2I1| +4| + 1larc g5

=§]n|:rg—2:r+5|+llarctgg:_

con lo cual, rekulta

’[ 82 + 6r +6

3 2 r—1
P B S —— dr = 51n|;r—1|+§h]|x —2r+5|+11 arcl:gT+U

: 2z° + 3z° — 6z — 12
Ejemplo 5.57. Hallar la integral [ s ; 4I dx

Solucidn. Efectuamos la divisidn de los polinomios,

20t + 322 —Gr—12 | 22 -4

3 |
2+ 2243 9,31 3.2 _6r—12 o
Jr- 4+ 2x — 12 — - =‘2;1:+3+I2 1
—3z2 +12 B B
2x

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polindmica, v la segunda por
ser la derivada de un logaritmo.

22% 4 322 — 6z — 12 2
[ A dr=f[21‘—3]|d':—f —— dr = 22+ 3r+In |2 — 4] +C
) e —4 ) J -4
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. ) 2.‘3—r.‘2—4 13
Ejemplo 5.58. Hallar la integral [ . r.r;i o +,r4+ dz

Solueidn. Efectuamos la division de los polinomios,

2r? — 5x? — 4z + 13 2 —dr+4

—2r? 4 Rp? — Ry 27 + 3
3r° — 122+ 13
—3r2 + 127 — 12
1

Por consiguiente, aplicando la prueba de la divisién, resulta:

zﬁ—axf—u—m_qrw 1
r? —dr+ 4 T T4 —dr+ 4

Con lo cual, la integral se transforma en dos integrales, que en este caso
ambas resultan inmediatas; la primera por ser polindémica, v la segunda por
ser elemental.

[ 2% — 5% — 47 4+ 13

1
. d =[r:z._:;d [-,.— Ir =
i —dr + 4 * J & ) Jﬂ+_. .1‘-—:1.1:—:1“1

P 1 5 . 1 .
J“—JJ‘+.[[IT__2:|2d.’£=I'+J.’L‘—m+C-

Integracién de productos de senos y cosenos

Son integrales de la forma
sen mx senny
I:f{ }{ }dm con M,NneZ
cos mx COS nx

Las distintas integrales que surgen al combinar de todas las formas posibles estos productos
se resuelven recordando las férmulas de trigonometria que ensefian a transformar productos
de senos y cosenos en sumas o diferencias. Estas férmulas son las siguientes:

1
sen (a + b) = senacosb + cosasenb senacosb = —[sen(a +b) +sen(a — b)]

sen(a - b) =senacosb —cosasenb cos asenb — %[sen(a +b)—sen(a — b)]

1
cos (a + b) = cosacosb —senasenb cosacosh = E[cos(a +0) + cos(a — b)]

cos a—b) = cosacosb+senasenbd

senasenb = %[cos(a —b) — cos(a + b)]

Aplicando estas férmulas, las integrales se convierten en inmediatas.

19
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Integracién de productos de senos y cosenos: Ejemplos

191. J sen 4x cos x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
meétricas.

Se transforma el producto en suma o resta.
La integral es:

L(_DGSSX _ cos 3x

27" s 3 |tk

192, J sen Sx sen 3w dx

Solucian:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
métricas.

Se transforma el producte en suma o resta.
La integral es:

L(_ sen Bx

+
| 3 +sen1xl k

193. Jcos 6% cos 4x dx

Solucion:

Se aplica el método de integracién de funciones trigono-
meétricas.

Se transforma el producto en suma o resta.
La integral es:

| | sen 10x
3 (T+s:en1x. +k

n Integracién de funciones trigonométricas

Son integrales de la forma fR(senx, cos :z:)d:z: donde R indica una funcién racional.

Estas integrales se resuelven mediante un cambio de variable que depende de la forma de la
funcién R(senz,cosz).Los mas frecuentes son:

e Si R(senz,cosz) esparen (senz,cosz), el cambio es tgx =t con lo que:

t 1 dt
sen g = ——— COST = ——— dxr =

1+ 8 1+ I

e Si R(senz,cosz) esimpar en cos x, el cambio es senx =t .

e Si R(senx,cosx) esimparensen x, el cambioes cosz = t.
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e Si R(senuz,cosz) no tiene ninguna de las paridades anteriores, entonces el cambio
. T
general aplicable es tg; = t. En este caso:

2t 1—¢ 2dt
COST =

1+ 1+ 14

senr =

Expresiones bdsicas de las funciones trigonométricas

2 2
sen“ r +cos” z=1

cos 2z = cos® . —sen® x sen 2xr = 2-sen x-Ccos T
s 1+ cos 2x ) 1—cos 2z
cos" g = ——— seny = ———;
2 2
1 tg T
Ccos T = sen r =

J1+tg'x J1+tg’z
g g

n Integracién de funciones trigonométricas: Ejemplos

4, Calcula: jsenz x dx

Forma 1. Utilizando férmulas trigonométricas

} a1 cos 2y
jsm:i.‘c A I|?_T dx

1}
I\.ll'-"‘.

1
-3 sen2x+ k

1 — cos 2y
¥

(1) Aplicando la férmula: sen® x =

Resolvimosla integrando por partes:
H=s5enx — du=cosxdy
dr=senxdy — Ur=—cosx

I=—5enxcosx— jt —C08 XIC08 X X = —5en X COs X + Ium‘f Xy =
= SN X OS5 X+ J (1—sen? x) dy=—senxcosx + jm‘ — jn‘er:l xdxr=

-

—5en X CO5X + X — J senl xdx

Es decir:

X —SCHN X COSX
I==senixcwsx+x—I —= H==—senxcosx+x — [= B E— + k2
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Ejemplo 5.65. Hallar la integral

Solucidn. Tenemos,

f sen’ z dz

' ' 0 2 " v1—cos2x, 2
,‘r sen'z dr = ,‘r lsen” x| dr = ,‘r ( — | dr=
. 1 5, ) 29z ) 1 7y 1+ cosdx.
= 1 Ifr |1 — 2cos2r + cos” 2z | dr = 1 Ifr (1—2cos2r 4 ————| dr =
17, _ : L. . \
=3 f (2 —dcos2z + 1+ cosdr) dr = 3 f (3 —4cos2z + cosdr) dx =
) 1, dsen2r  sendr ) ar sen2r sendr
= =3z - + | 4+C=—— + +C
B 2 4 ! 8 4 32
Calcula j cos* x dx utilizando la expresion:
1 , cos 2x
costx= > >
‘ (1 cos 2x|? 1 cos? 2x  cos 2x 0 1 1/1 cos 4x|  cos 2x
t‘fls".l‘=+—+ ) =— + - + = —+ —|—+ + =
\ 2 2 4 4 2 4 4\2 2 2
1 1 CO5 b cos 2x 3 cos 4x cos 2x
=+ — + + = + +
el 8 8 2 H H 2
, 1 COS 4x
(1) cos 2x=—+——
2 2
Por tanto:
3 COS 4x cos 2x 3 sen 4x sen Ix
Ic-u:s‘ xdx = J | + + dx = —x + + = 4k
| 8 H B 32 A

n Integracién de funciones irracionales

En los casos en los que una funcidn irracional es integrable, la integraciéon se basa en la

racionalizacién de la integral mediante cambio de variable

Es habitual la integracién de algunas funciones irracionales cuadraticas mediante un cambio de
variable trigonométrico o hiperbdlico que conduzca a una integral de uno de estos tipos.

Consideremos ff(x,\/ax2 + bx +c) dr , donde f es una funcién racional de las variables del

integrando, con a=0. Se distinguen tres casos que daran lugar a tres posibles cambios de

variable,

1- a2’ +br+e=p —(g+ r>2 — cambio de variable, g¢z+r = p-sent

2.- at’ +br+c=1p +<q1:+7’)2 — cambio de variable, ¢z +7=1p-Sht

3- ar’ +bhrtc=—p +(gm+ r)2 — cambio de variable, gz +7=p-Cht



CALCULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

RELACIONES BASICAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS
Cha=%1°¢_ She=5"C°_ Ch’z—Sh?z =1
Ch2s=Ch’z+Sh’z  Sh2z=2ShzChz ArgShz:log(m+\/x2+1)
ArgChx:log(x—i— :1:2—1) ArgThxz%log[i_Fz]

— T

n Integracién de funciones irracionales: Ejemplos

Ejemplo 5.69. Calcular la integral [ V1—z?dx

Solucidn. Aplicamos la sustitucion x = sent v transformamos la integral en
una integral trigonométrica.

,."l 3 _ r=gsent =[ ,."I P ) —
.[1._ 1 — x2dz i — cos tdt IR 1 — sen?t cos tdt
1+ cos2t t  sen2t
=[(:Dﬁt(:05tdf=[mﬁztdt=[+?df=§+ 1 +C =
. t . ‘Esentcost. 1 1
=—4+ - 4t =_arcsenr+—-r/1—x24+
7t 1 * 2 T *

de donde, al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:
/ 2
sent =x — t=arcsenr, cost=-/1—z"
Resuehve:
: z
a) j Y4 —x° dx
i 2
b]j VO — gac ddx
o q) Hax x=2sentl b)) Hax x=3/25en 1l
a) j Vi —x? dx
Hacemos x = 2Zsen it — dx = 2cos i di

j‘.‘-i —x2 gy = J“-.'-i —dsen? ¢ cos td = I*u'i{l —s5en? i) Zcostdi =

5 ol cos2t) . [t 1] ' B
= J-'icos— fedt = R*J‘I.E - 5 | dt = 1|E+Tser: 2:‘J + k=

=2f+sen2t+ k
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Deshacemos el cambio con ¢ = are sen ?

2

x x-
sen 2=2sentcost=2sent Nl —senit =2 -E I—T

x x
I=EHP‘ESE‘?}E+7 d—x2 +k

b j VO — dx? dx

Hacemos X=—3sHI — d.x=icusm‘r

2
j“w-"&‘# —dx? dx = J“\,f?—&l . E_s-?uz t -%msfdt=%]“~'9(l —sen’ ) cos tdt =
4

_3 2 pdi=2 (L wﬂf] =E[L+l )
zjims f ot 2J_2+ > dt 513 454?:;21

v s

0 o
=—t+—sen 2t + k
4 8
Deshacemos el cambio:

2x 2x
—=S5gHi —= = nmsm;T

3

2x 4x? dx .
sen 2t = 2sen tcos t = 2sen ¢+ V1 — sen? =2-? '1—? =?‘49—4x3

Ejemplo 5.70. Calcular la integral [ vl —ldz

Solucion. Aplicamos la sustitucidn x = cosht y transformamos la integral

en una integral hiperbdlica.

[ Vr?—1lde= z;l.‘::ms;;rl tdt | = [ veosh®t — 1 senht dt =

cosh 2t — 1 senh 2t
[ 7 #=—p——3+C=

= [senhtsenhtdt= [senhztdt=

2senhtcosht ¢ 1 — 1 —_—
=$—§+C’=—xga'a:2—l—31n r+yai-1 +C

de donde, se han tenido en cuenta las siguientes formulas:

osh 2t — 1
senh?t = CT._ senth 2t = 2senht cosht

v al deshacer el cambio, se ha tenido en cuenta que:
cosht =2 — t=argcoshzr=In|z+2?2—-1|, senht=+/z2-1



Ejercicios propuestos

- Calcular las siguientes integrales

@) f3" 5% dx (b) fcos2§dx

7

2_
© [ Lla @ [—ds
2 —zr+1 1o
x
arctg —
(e)f 22d1: (f)f > dz
4+ 2z —3

T

@ [ =& @ [

1—e” 2" +1

. dx
l —_—
® f 16e” +4e™”

Solucidn:

a) F(r) =

75"
log(75)
r Ssenw
T4
2 2
Q) F(a:) = log‘a:3 —z+ 1‘ +C

+C

b) F ()

+C;

d) F(:E) :% arcsen(x8)+0

Q) Fle)=1

f) F(aj):5\/2m—3+0

g) F(:z:) = arcsen(e’”) +C

arctg +C;

h) F(x) :i arctg(:c4)+0

i) F(:z?) :éarctg(2e’)+0;

n Calcular las siguientes integrales

indefinidas, aplicando el método de integracién
por partes:

@ f arcsenx dx

1
dx
1+

(d) f zsenx dx

(b)fx arc tg

(d) f 2% e’ d

CALcULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

(e) f e’ cosz dz (f) f l(\)/g_x dz

(8) f 2’ logz dx (h) f senz e " dx

(l)f\/; arc tg Jr dz () fﬁarc tg (:E)dx

(k) f log (2" —22+5)dz (1) f log(1+ z) da
Solucidn:
a) F(x) =z arcsen(x) +\/§ +C
b)
7’ 1
F(m) = ?arctg[l_’_x

\/5624-23:—1—2)—1—0

Q) F(I):e“’ (1:3—3:1:24—6:15—6)4—0

+

+£—b
2 g

(=)
e) F(:z:):%m(senx+cosx)+0
f) F(I):Z\/; (—2+loga§)—|—0
g) F(x):x—; —%—l—log(a:) +C
h) F(z):—%(senx+cos:z:)+0
i)

F(a:) :%3 arctg(a:)—%z—l—é 1og(m2 —|—1)—|—C

k)
F(z)=(z-1) log(s* =20 +5) - 22+

)

+ 4arctg [mT_l] +C

)i F(.T)Z(Qi-i-l) log|1+:zc|—:1c+0

25
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3
- Determinar el valor de las siguientes

integrales:

()f2:17 + 2z —
z* 42z

b %
()f$‘+4$+5
' +21)dz
© [
4+ 2 —x—2

@ f z+3
242’ +2r+2

(e) f wdx

-8
3:L'+5
(f)f :B—i—l

dx

@ f 22° +10z + 4
2t +22° + 42 + 62+ 3

(h)f z' — 327 +1
Soluuon
a)
F(m)z—%log|m|+£log<x2—|—2)+
+\/5arctg % +C
2
b) F(m)zarctg(x—l—Z)—l—C;
Q)
x‘l

F(x>:372x+%log|xfl|+

+%log|x+1|+4log|:c+2|+0’

F(x) = 2log|x +1| —llog(:c2 +2) +

+—= +C

arctg

5
32 \5

e) F(z):z+log(xf4)4 +log|x+2|+C

4 Tz +1
f) Fle)=—+10 1/ +C
) () 11—z & rz—1

g

F(:L’) = —log~z" +3 +%arctg % +

+3log|

h)
5 3
F(a:) = 10g|x—2|—m— (x_2>2

4 7
+ + —+C

3(c—2) 4(z—2)

4
- Determinar el valor de las siguientes

integrales:

(a) f X, ,d].m— x

(c)f 9—42° da

+

dz
O b

@ f\/—x2 fll—xG:lﬁ—éE
dzx dx
© f1[—$2+4$+9 (f)f\l*x?*‘ll’*ng

Solucidn:

-1

\/1 v +1
b) F(z)=2vz + 4z + 410g

\/2—1‘+c

+C

a) F(x) = log




