Tema 6 Grado en Ingenieria Mecanica

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. CALCULO DIFERENCIAL

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e (dlculo de derivadas.
e Propiedades de las funciones derivables.

e Andlisis de extremos en funciones de una variable.

CALcuLO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

n Superficies y curvas de nivel

Definicién (Funcién).- Una funcién real de dos variables, f, no es mds que una

correspondencia que asigna a cada pareja (x, y) de numeros reales otro nimero real tinico

f(2y).

Definicién (Dominio, rango).- Se define el dominio D de la funcién f como el conjunto de
pares reales en los que la funcidn estd definida. El rango es el conjunto de nimeros reales
dado por

Imf:{zeR/(x,y)eD}

La grafica de una funcién de dos variables z = f(x, y) es la representacion en el espacio R* de

todos los valores (x,y,z) siendo z laimagen de (x,y) por la funcién f con (z,y) eD.

Gréficade f(z,y) =9+ 22+ yZ

A
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Para una funcién de dos variables, z = f (x, y), la curva de nivel de valor k es el conjunto

de todos los pares de valores (x, y) tales que su imagen es el valor k.

n Continuidad

Definicién (Continuidad).- Una funcién z = f(x,y) es continua en un punto (a,b) de su

dominio si

lim )f(x,y) = f(a,b)

(.z,y)ﬂ(a,,b

Derivadas parciales

Definicién (Derivadas parciales).-Si z = f (1:, y) es una funcion de dos variables se define la

derivada parcial de f en el punto (a,b)

f(a~|—Ax,b)—f<a,b)

e conrespectoa X como: fl (a,b) — iimo X
T— T

e conrespectoa y como: Jg(a,b) - iiJmo f(a,b + AAy) - f(a,b)
y— y

siempre que los limites anteriores existan

INTERPRETACION GEOMETRICA.- Las derivadas parciales no son mas que derivadas de una
funcién de una variable: la funcién cuya grafica se obtiene como interseccién de la superficie
con los planos verticales x=a, y =5 enlos casos de derivada parcial en la direccién de y yen

la direccion de x, respectivamente.
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NOTACION: Para hacer referencia a las derivadas parciales de la funcién z = f (ac, y) respecto a

las variables z e y se suelen utilizar las siguientes notaciones:

Flat)=Zan)=sfot) o= Zat)=5 )

DERIVADAS PARCIALES de segundo orden:

o (o H? . ) ) z'z T+ Az, y _2; z,y
E[a_i - ag; =< (vy)= 1L ()= m ( A:Z )
o (o o : .. 2 my+Ay) =2, (2
3_y[5_z B 8x(§y — (a:,y) N f’y (:c,y) - i;r—r}o ( Ay> ( )

0|0 0? \ . 2wyt Ay) -2 (zy
a_y[a_;]:a;:zw (2.9) = 4, (9] = lim | Ay> o)

LR 9> . \ ) 2z + Ax,y)— 2 (z,y
o)== )= = R

TEOREMA DE SCHWARZ.- Sea z = f(a:,y) una funcién de dos variables. Si existen

fi £, f, [, yademds f escontinua en una region abierta D entonces se cumple que en

dicha regién se da la igualdad de las derivadas cruzadas de segundo orden

Llea)=£es)  Vls)en

n Derivadas direccionales

Definicion (Direccién).- Una direccién en R* es cualquier vector de norma 1.
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Si u es una direccidn en el plano entonces se puede expresar como u = (cos p,sen <p) siendo

@ el dngulo que forma el vector con el eje positivo de las X.

Definicién (Derivada direccional en un punto): Sea f una funcién de dos variables y

U= (cos ©p,sen <p) una direccién. Se define la derivada direccional de f en el punto (a, b),

en la direccion de u como el valor del siguiente limite en el caso de que exista:
t b+t — fla,b , \ ,
1}3)1 f(a +tcos —i—t sen 90> f(a ) iy (a,b) _y <a,b) y (a,b) - (a,b)

INTERPRETACION GEOMETRICA: La derivada direccional es la pendiente de la recta tangente a
la curva interseccién de la superficie con el plano vertical que contiene a la direccién dada.

Grafica de fix,y) =9 - W - y2

Eje Z

Funciones diferenciables

Definicién (Diferenciable y diferencial).-Sea z = f (x, y) una funcién definida y acotada en
un dominio D al cual pertenece el punto (a,b) y que tiene derivadas parciales en dicho
punto. Se dice que f es diferenciable en (a, b) si el incremento total:

Az = f(a + Ax,b —i—Ay)—f(a,b)
correspondiente a los incrementos arbitrarios de Az e Ay se puede expresar como

0 0 2 2
Az = a—‘i(a,b)Am + a—i(a,b)Ay + 5<A$,Ay> (Am) + <Ay)

cumpliendo que: = lim )5(Aw,Ay):0

(Az,Ay)H(O,O

Alapartelinealen Az e Ay selellama diferencial de z = f(@y) en el punto (a,b) y se denota,
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0z 0z
dz = —dz +—dy.
or " oy

Yy

TEOREMA (Condicion necesaria de diferenciabilidad).- Si la funcion zzf(:c,y) es

diferenciable en el punto (a, b) entonces es continua en el punto <a, b).

TEOREMA (Condicidn suficiente de diferenciabilidad).- Si la funcién z = f(x,y) y las dos

derivadas parciales primeras son continuas en un entorno del punto (a,b) entonces la

funcién es diferenciable en dicho punto.

TEOREMA.- Si una funcidn es diferenciable existe la derivada direccional en cualquier
direccion.

TEOREMA.- Si z = f(x,y) es una funcién diferenciable en (a,b) entonces la derivada

direccional de f en la direccion del vector unitario © = (cos p,sen <p) es

Duf<a,b): ﬂ(a,b)cosgo%—fy(a,b)sengo

n Plano tangente y aproximacion lineal

Sea S una superficie de ecuacién z=f(x,y) y P(a,b,f(a,b)) un punto de S. Si f es

diferenciable en (a,b) se define el plano tangente como el plano que contiene a las rectas
tangentes a cualquier curva C que esté sobre la superficie S y que pase por P.
Definimos en el punto P(a, b,f(a,b)) los vectores u y v tangentes a las curvas resultantes de

lainterseccién de S con los planos: y = cte , x=cte respectivamente.
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Plano : y = cte

Plano : x = cte

Eje Z

Eje Y EJE X

Por lo tanto un vector normal al plano tangente es el producto vectorial de u por v

i 7k
- 0 0 - 0 -
n=|1 0 8—£(a,b>:—8—£(a,b)z—8—];(a,b)j+k
01 g(a,b)
dy

La ecuacién del plano tangente es entonces:
0 0
<<x, 1)~ (0. (o b)),[a_f;(a, )2 o b),—1]>

L (at)fe=a)+ Zhlat)(y1)~ (=~ (0t =0

0

_ of of
z= f(a,b) + %<a,b><x — a) +a—y(a,b)<y — b)
Si f es diferenciable, el incremento de la funcién, Az, se puede aproximar mediante el valor de
la diferencial, dz, asi
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Az = f<a+Ax,b+Ay)—f(a,b) ~ %(a,b)Aw%—S—i(mb)Ay =dz

para (Am, Ay) — (O, 0)

Interpretacién geométrica de la diferencial: la diferencial dz es la variacién de la ordenada del
plano tangente al pasar del punto (a,b) al punto (a + Az,b+ Ay).

(a+ Ax, b+ Ay)

Gradiente

Definicién (Gradiente).-Si z = f (x, y) es una funcién de dos variables se define el gradiente

de f en el punto <a,b> como el vector: Vf (a,b) =/ (a,b)i + (a,b)j

PROPIEDADES DEL GRADIENTE: Sea [ una funcién diferenciable en el punto (a,b). Se

cumplen las siguientes propiedades:
e Sielgradientede f en (a, b) es el vector nulo entonces la derivada direccional de f

en cualquier direccidn es cero.
e Ladireccién de mdximo crecimiento de f viene dada por Vf (m, y) . Elvalor madximo

de la derivada direccional es ”Vf (ac, y)"
e Ladireccién de minimo crecimiento de f viene dada por —V f (a:, y). El'valor minimo

de la derivada direccional es — ”Vf (:1:, y)” .

e Elvector gradiente es normal a las curvas de nivel.
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n Regla de la cadena

DERIVACION COMPUESTA DE UNA VARIABLE.- Sea z = f (x, y) una funcién definida en un

dominio D, siendo cada una de las variables x e y funciones de la variable t

() /[

/
N

N\

r=0(t), y=1(t),t, <t<t

Sienel punto t existen las derivadas
dz \
- = t
=00

y para cada una de las variables x = gb(t), Y= @Z)(t) la funcién z = f(:v,y) es diferenciable

entonces se tiene:
de_02dv 024y
dt Ox dt Oy dt

DERIVACION COMPUESTA DE DOS VARIABLES.- Sea z = f (X, y) una funcién definida en un

dominio D siendo cada una de las variables x e y funciones de las variables v y v

v =0(uv), y=1(u0)
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Sien el punto (u, v) existen las derivadas parciales continuas

Oz Oz 0Oy Jy
du’ v’ du’ dv
y en el punto (a:, y) la funcidn z es diferenciable entonces se tiene:
Oz 0z0x 0z 0y 0z 0z0x 0z 0y
du Oz du By ou v 9z O 83/ ov

n Funciones implicitas

TEOREMA FUNCION IMPLICITA (Una variable independiente): Se considera la ecuacién
F(x,y) = (0. Dicha ecuacién define en un entorno del punto P (a, b) a la variable y como

funcién implicita de z, es decir, y = f(x) si:

e FElpunto (a,b) pertenece a la curva de ecuacion F(x,y) =0

e Las derivadas parciales F. (x,y) y F <x,y) son funciones continuas en un entorno del

punto (a,b)
° F; <x,y) =0

NOTA: En el caso de que se cumplan los dos

primeros puntos y el tercero se sustituya por

Fr (x, y) = 0 entonces es la z la que se define como funcién implicita de y, es decir, z = h (y)

R L

2
En trazo continuo: (x2 + yQ) =2 -9

2
En trazo discontinuo: (x2 + yQ) = 2xy
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TEOREMA.- Si la ecuacién F(x,y) =0 definea y como funcién derivable de x entonces:

dy_ F;(xay) )
e

Nota: Basta derivar F(z,y) = 0 respectoa z aplicando laregla de la cadena:

TEOREMA FUNCION IMPLICITA (Dos variables independientes): Se considera la ecuacién
Dicha ecuacién define en un entorno del punto P(a, b, c) a la variable z como funcién

implicitade x e y es decir, z = f(x,y) si:

e Elpunto (a, b,c) pertenece a la superficie de ecuacién F(:z:, y,z) =0

e Las derivadas parciales F (x, y,z), F (x,y,z)y F (a:, y,z) son funciones continuas
en un entorno del punto (a, b, c)

. F:(a,b,c)io

TEOREMA.- Si la ecuacién F(:Ly y,z) = 0 define a z como funcidn diferenciable de z e ¥
entonces:

0: __ F(nv?) 0: _ F(zv7)

5_ Fz<x,y,z) dy F (i’%yaz)

EJEMPLOS DE SUPERFICIES EN IMPLICITAS

0.82* —log (0-8(z2 + 0.3)) =2+
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oy = Jyz —zr —y =1

SUPERFICIES IMPLICITAS. PLANO TANGENTE.
Sea S una superficie de ecuaciéon F (x, Y, z) =(C ysea P (a, b, c) un punto de S donde F es

diferenciable. La ecuacion del plano tangenteaSen P es:
F: <a,b,c)(:1; —a) + F;/ (a,b,c)(y —b) + FZ (a,b,c)(z — c) =0
y las ecuaciones paramétricas de la recta normala S en P (a, b, c) son

x:a—i—F;(a,b,c)-t
yzb—kﬂj(a,b,c)-t
z=c+F;<a,b,c)-t

siempre y cuando no sean simultdneamente cero todas las derivadas parciales en el punto.

m Extremos. Maximos y minimos. Puntos de silla.

Definicién (Extremos absolutos).- Sea z = f(z, y) una funcién definida en una regién D y
sed (a,b) € D sedice que
(a) f(a,b) es el valor mdximo absoluto de f en D si
f(a,b) > f(x,y) V(m,y) eD
(b) f(a,b) es el valor minimo absoluto de fen D si

Flab) < F(a) ¥(ny)eD

Definicion (Extremos relativos).- Sea z = f (x, y) una funcién definida en una region D y

sea (a,b) e D se dice que

11
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(a) f (a, b) es un valor mdximo relativo de f en D si existe un entorno B de (a,b) tal
que f(a,b) > f(x,y) V(x,y) €B
(b) f (a, b) es un valor minimo relativode f en D siexiste un entorno B de (a, b) tal que

f(aab)ﬁf(x,y) V(x,y)eB

S5e considera la superficie

S dafinida & ravés de la vl
funcién z=1{x,v) an al \' o 2 %H"“x
dominia D * H B
F i \\'

i I "

i o

[ i !

= i A

funcion boma

alores mMenones

gue &n F
(P, f{F}) ES

UH MAXIMG
RELATIVO

TEOREMA DE WEIERSTRASS.- Sea z = f (x, y) una funcién continua en un subconjunto D

de R’ acotado y que contiene a su frontera, entonces la funcién f tiene mdximo y minimo
absolutosen D.

Definicién (Punto critico).- Sea z = f (x, y) una funcién definida en una regién D. El punto
(a, b) € D sedice que es un punto critico si se cumple una de las afirmaciones siguientes:
(1) (a, b) estd situado en el contorno de D. A estos puntos se les llama puntos frontera.
2 f (a,b) =f (a,b) =0, es decir, Vf(a, b) =0. A estos puntos se les llama

estacionarios.
(3) noexiste fl (a,b) 0 fy (a, b) . A estos puntos se les llama singulares.




CALcULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA 3

Sea S la superficie
definida por
z=f(x,y) en el
dominio D

Los puntos
donde no existe
plano tangente
también pueden
ser extremos

relativosde fen D

TEOREMA.- Si f(a,b) es un extremo relativo de f en una regién abierta de su dominio D

entonces el punto (a, b) es un punto criticode f.

TEOREMA (Condicidn necesaria para la existencia de extremo de funciones diferenciables).-
Sea z = f (m, y) una funcién diferenciable en D. Es condicién necesaria para la existencia de

un extremo relativo de f en (a,b) € D que se verifique [ (a,b) =1 (a,b) =0

IMPORTANTE.- Es condicidn necesaria pero no suficiente. Basta tomar como ejemplo la funcién
f(a:,y) =y* — 2%, la cual cumple que (0,0) es un punto estacionario y sin embargo no es

extremo relativo (ni maximo ni minimo), como muestra la figura siguiente.

Grafica de flx y) = ¥ - 3r2




14

T6 B FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. CALCULO DIFERENCIAL

La generalizacion de la férmula de Taylor de grado dos para una funcién de dos variables,
z= f(a:, y), que admite derivadas parciales de cualquier orden en un entorno de (a,b) viene

dada por:
flz.y) = f(ab)+ £ (ab)(e—a)+ 1 (ab)(y—t)+

S () —a) 4 £ (0)( =) 21 (w) (2 =) (s —0) + 2

donde R2 es un infinitésimo verificando:

R

2

lim —_—
(2)—(a:0) (x —ay— b)

Haciendo
r=a+Ax & z—a=Azx
y=b+Ay < y—b=Ay
la expresidn de la férmula de Taylor es:
fla+Azb+Ay)=f(ab)+ £ (a,b) Az + f (a,b) Ay +

L[, 5 ”
il (we) (8 4 4, (wr) (80f + 27, () a4 &,

Esta expresidn puede escribirse de la manera siguiente:

1Az

fla+Azb+Ay) - f(ab) = (Vf(ab),(Az,Ay))+ =

>l Ay - Hf (a,b)- (Az, Ay) + R,

donde

1 {a) = g;{(a,b) 882f (a,0) _[fm(a,b) fm(a,b)]

o' f
8y8x(a’b) ay( )

se llama matriz hessiana. El término entre corchetes de la férmula de Taylor se denomina
diferencial segunday escribiendo dx = Az, dy = Ay se tendra:

df = f, (ab)da® + f, (a,b)dy’ +2f, (a,b)dady =

£o(ab) £ (a,b)}[da:

fulob) £y (ab)l9

De analizar el signo de la diferencial segunda, o lo que es lo mismo, si la matriz hessiana es
definida positiva o negativa se deduce el siguiente método préctico.

n Calculo de extremos relativos

Los pasos a seguir son:

= (dz dy)

' Con objeto de no complicar la notacién se ha considerado Gnicamente la férmula de Taylor de orden 2
pudiendo generalizarse facilmente a cualquier orden.
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(1) Calculo de los puntos criticos como solucién del sistema

£ (z.y)=0
1, (#y) =0

(2)si (a,b) es un punto critico, el estudio del hessiano

fm (a,b) ny (a,b)

T a) £ (o)

nos permitird concluir:
H>0 fm (a, b) >0 = (a, b) punto de minimo relativo
H>0 f“ (a, b) <0 = (a, b) punto de méximo relativo
H<0 = (a, b) punto de silla

n Extremos condicionados

Un extremo (maximo o minimo) de la funcién f(x,y) cuando (fz:,y) esta sobre una curva del
plano contenida en el dominio de f , cuya ecuacidnes g (x, y) = 0, se dice que es un extremo
de f condicionado ala condicion o restriccién g (fz:, y) =0.

Por ejemplo:

Punto méximo relativo

Punto maximo

condicionado.

El método de Lagrange’ permite hallar analiticamente los puntos extremos condicionados de
una funcién suave, es decir, con derivadas parciales continuas.

2 El método lo realizé uno de los matemdticos mas grandes del siglo XVIII, Joseph Lagrange,

cuando tenia 19 afos.
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TEOREMA (Método de Lagrange para funciones de dos variables y una condicién).- Sean f
y g dos funciones con derivadas parciales continuas tal que f tiene un mdximo o minimo

sujeto a la restriccién dada por g (z, y) = 0 entonces dicho extremo se producird en uno
de los puntos criticos de la funcién F dada por

F(x, y,/\> = f(x, y) + Ag (w,y)
Alntimero A (lambda) se le llama "multiplicador de Lagrange".

Escalaz 4 Superfici ™
scala EI uperficie |5 ] El gradiente de f£(x,v] en O es: {-6.01,0.02)

El gradiente de Gix,¥) en 0 es: (6.01,0.02)

é‘* //@N
Wi
T33P

L
e ’ 0(3,0)
KA :
s
Plano =z=0
Punta 0 n.x = &s.00 By = 4000
£03,0)=21

Curva de nivel f£ix,¥) = k con k= i‘35-13

Restriccidn x*2+4y*2=r*2 con r= iIS.DD
f= 30-x* 24y 2

OBSERVACION.- SegUn este teorema, los extremos libres de F' coinciden con los extremos
condicionados de f.

Para analizar si el punto critico (a, b, )\0) obtenido del sistema

F =0 f,+Ag, =0
F;IZO :>f;l+)\g?/:0



Ejercicios propuestos

- Representa graficamente el dominio

de las funciones siguientes:

a) f(xvy) :%

c)f(q:,y) = arcseng—i— J;y

Representa con Matlab las graficas de esas
funciones.

) f(x,y) N I:gle;)

Solucién:
a)
2
1
a
-1 0 1
b)
oy =11
1
-1 0 1
-1
Ty =l
9)
D=2
1
&l 0 1
=t
T—=—£
u Representa las curvas de nivel de las
funciones:

€)] z=2 +4y° +1
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(b) z=-1"+y

) z=100—2" —y*, para
z =0, 50, 100, 150.

Solucidn:

(a) Son elipses k = 2 + 4y” + 1 parak>1.
Para k=1 es un punto.

200

i

\\\\\w\\‘.‘:\“"‘
W

\N‘““p[’llmfmﬂ

Aty 8
5‘,’,‘5’{,”’”’” .

150

i

100
iy

A0 g 5 4 2 o 2 4 6

POy
A SR
o:;:ow“:«:&x&ss -

RS

:::':':.:’::::‘ :“‘s““\‘\
O

"Om’:’ SRR

A -1 06 a 1k} 1

(c) Para k=100 es un punto (0,0) y para k=150
no hay curva de nivel. Para k=0 y k=50 son
circunferencias

o AN
””Was»

20

20 20 -10 5 0 5 10

Estudiar la continuidad de las

siguientes funciones:

(@) £ (2.9) :n(fzy)

(b) f(x,y) = cos ﬂ‘fcy‘ -1
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(m2 +y2) log(1+my) e Calcular f, (1,1) y [ (—1,1)
(&)  lim
(#0)=(00)  gen [x y (:1:2 + yQ)} (b) Hallar las derivadas parciales de la funcién
f(:z:,y) =2z¢" . Evaluarlas en el punto (-1,0).
Solucién: . ] )
(c) Hallar las derivadas parciales primeras de
(a) Continuaen R? salvo en el cero que la funcién
tiene una discontinuidad evitable. z = f(z,y) = 2 sen (3z +¢°),

obteniendo el valor particular de ambas en
el punto (77 / 3,0)

Solucién: (a) El punto (0,0). fI (1, 1) =2,

£(-11)=2¢"

(b) £ (-10)=2, f(-1,0)=0

(c) 2

2
1,0 =—7T—, z
3 3

1,0]:0
3

5
- Calcular las derivadas parciales de las

siguientes funciones:
@) flz,y)=2"y+ay

(b) flz,y) = ayz +y

2
2

(ommz% d) flzy)=¢" +y

(c) Esta funcidn tiene discontinuidades
evitables en los puntos de la circunferencia (e) f(z,y)

-2 () flay) = arctg?
2> +y* = 1.Enel punto (0,0) no estd Yy v
Solucidn:

@) f =38"y+y ; f=2"+z

definida, ademas lim f(x,y):oo
(z.y)—(0,0)

’ 2x x’
(C) f:c =, y = T
y
4';‘;';’57 .2’: e (d) f =2z ; f =1
47 Y L b
T IR 2+ —2zy
R AL T L5 () f = v . f=
'.......‘.7.' ’ 2 2\2 2 2\?
(a: +y ) (m +y )
—y T
(f) fz = 2 fy - 2
i
4
(a) Se considera la funcién

2 2
l’ ) = 671‘ 7.1/ : n
f( Y El volumen de un tronco de cono

viene dado por la férmula
e Encontrar todos los puntos en los que

fa-(“’vy):ﬂ(%y):o VZéﬂh(RQ—I—Rr—l-rz)



Donde h es la altura, r el radio de la base
menor y R el radio de la base mayor.

Se pide estudiar la variacién de dicho volumen
(razén de cambio) cuando se produce un
incremento arbitrario (no simultdneo) de cada
una de las variables. Analizar cudl es la forma
mas ventajosa de aumentar el volumen de un
tronco de cono de dimensiones R=10,r=4 y
h=6.

Solucién:

La variable que produce un incremento mas
rapido del volumen, para los valores dados, es
h por lo que la mejor opcidn serd aumentar la
altura del tronco del cono.

7
- (2) Dada la superficie S de ecuacién

z =2+ 3zy + 9 yelpunto P(1,1,5). Se

pide:

1. Calculala pendiente de larectar que es
paralela al plano ZX y tangente a la
superficie S en el punto P . Obtén
también la ecuacién de dicha recta.
Representa con Matlab la superficie en
las proximidades del punto P junto con la
rectar.

2. Calculala pendiente de larectar que es
paralela al plano ZY y tangente a la
superficie S en el punto P . Obtén
también la ecuacién de dicha recta.
Representa con Matlab la superficie en
las proximidades del punto P junto con la
rectar.

Repite el ejercicio para las siguientes
superficies y puntos

b) z = 2% + %", P(1,—1,2)
Q) z =12y’ +y’2*, P(2,1,12)

Solucién: a.1) La pendiente de larectaes 5. La
5]
rectaes
z2 =0T
a.2) La pendiente de larecta es 5. Larecta es
x=1
z=35y

y=-1
b.1) Larecta es
z=3x—1

z=1
b.2) Larecta es
z=-y+1

y=1
c.1) Larecta es
z=16x-20
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T =2
c.2) Larectaes
z =28y —16

n (a) Se considera la funcién

_ o T )
f(:v,y)—e +y+sen((2x+3y)7r)

2 2
Calcularg,ﬁ,af, of ,f(O,l),
Jr Qy 02* 0xdy "

I (27 —1) » [ (0, 1) I, (2, 71) . ¢Se cumple el
teorema de Schwartz en el punto (0,1)? ;Y en
el(2,-1)?

(b) Calcula las derivadas parciales segundas
JSur 1,y I, delassiguientes funciones:

b.1) f(z,y) = e“ ™"

b.2) f(z,y) = (v +y)"

Tty

Solucién:
a)% = ye” + i + 27 cos ((233 + 3y)7r)

g_]; = ze” — y% + 37 cos ((235 + Sy) W)

% = y’e" — (2%)2 sen ((2x + 32/) 7T)

£(0.1) =141+ 2mcos(37) =221

! (2,—1) :%—2—% f. (0,1) =1

-1
fm (2,—1) =——1. Cumple el teorema de
‘ €

Schwarz en los puntos (0,1) y (2, -1).

b.1) fm = g2 . ™t ; f“/ _ JZI —ab-e™
b.2) fm = n(n — 1) . (LE n y)n—Q ,

L=t =n(n-1)(z+y)"

92t y2

b3) f, = W )

19
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n a) Calcular el valor de la diferencial,

dz , para las funciones siguientes, en el punto
indicado:

1. 2= f(z,y) = 2* + 2y, en el punto (-1,2)

2. z= f(z,y)==xseny+ysenz, enel

punto (0,0)

b) Utilizar la diferencial primera para
aproximar la variacién de la funcién

z=,/4—1" -9 cuando (x, y) varfa desde

el punto (1,1) hasta el punto (1°01,0’97).
Comparar esta aproximacién con la variacién
exactade z.

) Obtener el valor aproximado de
[11+ log(2.2~1.1°) utilizando la

diferencial primera de la funcién

z= J:+10g(y—fv2).

d) Utilizar la diferencial primera de una
funcién para aproximar el valor de

Y1'01-%/31'98 .

e) Elradio r ylaaltura i de un cilindro
circular recto se miden con un error posible
del 4 por 100 y 2 por 100, respectivamente.
Aproximar el error porcentual maximo al
medir el volumen, utilizando la diferencial.

f) Se mide el radio y la altura de un cono
circular recto con errores, alo mas, 3%y 2%
respectivamente. Utilice incrementos para
aproximar el porcentaje maximo de error que
se puede cometer al calcular el volumen del
cono si se utilizan estas medidas (la férmula

esV = l7r7”2h )
3

Solucién: a) dz (12 = Tdx — 4dy
dz (00) = 0dz 4+ 0dy =0
b)

Az = f(1.01,0.97)—f(1,1 ~
1 1

9)
F(11.22)- £(1,2) = _?3.0.1 +1-0.2=0.05
£(1.1,2.2) ~ 1.05

d)

Y1.01-%/31.98 ~

~ i1 Y32 + l(0.01) n i(—0.02) — 2.00475
5 80

d) 10%

) El maximo porcentaje de error al calcular el
volumen es de aproximadamente 8%.

n (a) Hallar la ecuacién del plano

tangente y de la recta normal a las superficies
siguientes y representarlos con Matlab junto
con la superficie correspondiente.

1. z= arctg(y / ;c) en el punto de

coordenadas P[l, \/g,%]

2+ 4y2
10

2. al paraboloide z = en el punto

(2,-2,2).

(b) Obtener la ecuacién de los planos
tangentes horizontales a la superficie

z=4(x =17 +3(y + 1)’

Solucién:
(a)

1. 3\/ga:—3y+1222477
J:fl_yf\/g_z—r/?)
/3 -3 12

2. 2x—8y—52=10
r—2 y+2 z-2
2 -8 -5

(b) z=0.

Gréfica de la funcidn z = arctg(y / =)



n Dada la funcién

f(z,y) =¢€" -cos y +e’-cos z ,sepide

estudiar en el punto (0,0):

a. Ladiferenciabilidad.

b. Hallar el valor de la derivada direccional
maxima en el punto (0,0), indicando en
qué direccidn se alcanza mediante el
vector unitario correspondiente.

c. Hallar el valor de la derivada direccional
minima en el punto (0,0), indicando en
qué direccidn se alcanza mediante el
vector unitario correspondiente.

d. Obtener la derivada direccional de f en el
punto (0,0), segun la direccién dada por
el vector v :7—\/5-3.

e. Laecuacién del plano tangente a la
superficie en el punto (0,0,f(0,0)), en el
caso de que exista.

Solucién: a) f(a:, y) es diferenciable en R’

by [ (o,o)zﬁ,azgﬂ—zj

‘mdzima

e)z=2+4+x+y

n a) ¢En qué direcciones se anula la

derivada de f(z,y) = 2y + %’ en el punto de
coordenadas (2, 5)2.

b) Se considera la funcién f(:r:, y) =1’y —4y°
Calcular Dﬂf(2, 1) en los casos siguientes:
Loou=(1-2)

2. u eselvector en ladireccién que une los

puntos (2,1)y (4,0)
3. siguiendo la direccién que forma con el

eje OX unéngulo de 60°.

Solucién: a) u, = [_—12 3] ;

13 13
12 -5
u, =|—,—
13713

(b1) 445 (b.z)% (b:3) 2 — 443
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13
- a) La derivada direccional de una

funcién polinédmica dada f(:z:,y) en el punto
P (1,2) es 2v2 en direccién hacia P, (2,3) y
—3 en direccion hacia P, (1, 0) . Calctlense

ﬁ y of en P
oxr =~ Oy

direccional de f en P, (1,2) en direccién

hacia P, (4, 6) .

b) Sea f(x,y) una funcién diferenciable en

todo IR?. Se conocen las derivadas
direccionales de f(a:,y) en el punto (1,2),

segun las direcciones del plano dadas por los

vectores unitarios & — -—-52. T —— +)
Nt V2
)

cuyos valores son fu'(l, 2)=—

Jio

[ (1,2)= % respectivamente.

1. Hallar las derivadas parciales

£02) v f12).
2. Hallar la derivada direccional de la
funcién f en el punto (1,2), segin la

— -

——j

o

direccidén del vector o =

Solucién: a) g—f(1,2):1 , g—f(1,2):3,
x y

D (1,2):3 con y = é,é
55

b) £ (1L2)=—1; [ (1,2) =2

ﬂ@@—%ﬁ

n Una colina se representa por la

ecuacién z = 1200 — 3z° — 2y°, donde la
distancia se mide en metros, el eje OX
apunta al este y el eje OY apunta al norte.
Un hombre estd en el punto de coordenadas
(—10,5,850) .
a. ¢Cudlesladireccidnenlaquela
ladera tiene mayor pendiente?

21
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b. Si el hombre se mueve hacia el este,
cesta descendiendo o ascendiendo?,
(con qué pendiente?

c. Sielhombre se mueve hacia el
suroeste ;esta ascendiendo o
descendiendo? ;con qué pendiente?

3 1
75

b) 2/ >0 si —10 <z <0, esdecir zZ es

Solucién:a) u = [

creciente en la direccidn del eje OX positivo y,
por tanto, el hombre asciende con pendiente
m = 60

¢) Suroeste: u = (—1,—1) zl = —20x/§ <0,

por lo tanto z es decreciente y el hombre
desciende.

n Comprobar que el gradiente de f(z,y)

es perpendicular a la curva de nivel asociada a
z = 6 considerando

@) f(z,y) = 2" +y°
(b) f(w,y) = 2’y + sen [z + y)

Solucién: Vf = n, siendo n unvector normal
a la curva de nivel.

n Calcular, aplicando laregla de la

cadena, las derivadas de las siguientes
funciones:

1
@) z=2"+9 dondemz;,y:t2
(b) z =4z —1¢? donde v = wv’, y = u’v
d
(@) d—j,siendOZ:xquxy con

T =sent, Yy =cost.

(d) 2 + 3z 0z en funciénde z e y, siendo

dy 2y Ox

z=wuv con u=2z" 4+

z
y_3-
0z 0z

— y —, para la funcién definida asi
du =~ Owv

V=

(e)

z = f(z,y) = log (z* +y) , estando las

variables x e y relacionadas con las
variables v y v mediante las ecuaciones:

: 1 .
Tz =e€", y=—.Expresarlassoluciones
v

en funcién de las variables w y y.

Solucién: a)% = —3 + 4¢°
dt t’
b) 9z _ 4v* —6u’v’, 9 _ 8uv — 2u’v
ou v

Q) de sen 2t 4 cos 2¢
dt

0z 3z 0z 22° 32’
@ 0y Br0e 2 b
dy 2y0z y y

2uuv 2u
&) 0z 2% " Dz o™ —1
—_— = — =
8U ’[}62]“}—{—1 av ’[]262[“’ +U

17 0
- a) Calcular el y 9z en la superficie
0 Ay

x
definida de forma implicitas:
zy’ +2° +senxyz =0.

b) Suponiendo que la ecuacién

2y — 1 +2z+e7 —2 =0, define
implicitamente a z como funcién
diferenciable de = e ¥, calcular dz y d°z,
sabiendo que

dz = %dm + %dy
Oz oy
0z 2
d’z = —"(dz) +
81:2 2< ) 2
4922 gudy+ %(dy)z
020y oy’

¢) Suponiendo que la ecuacién
zarctg(l — 2°) + 3z + 52 — 8y° = 0, define a
z como funcién implicita de = e y, calcular

% y % en el punto (1, 1,1).
Oz ~ Oy

Solucién:  a) % =_ v+ (yz)cos (xyz)

Oz 322 + (xy) cos (:z:yz)
0z 2zy + (:cz)cos(xyz)
dy 32+ (:z:y) cos(xyz)

(1 — y) dr — xdy

b) dz =
2(1+¢€*)



2z =—

{(y — l)2 e”dz’ + 2{(1 + 621)2 +ea(y — 1)] dzdy + Izez’d]f]

2(1+ 6“)3

Q) JLL1)=-1, 2/(L1L1)=8

n Se considera f(x, y) = log [%] .Se

y—
pide:
a. Representa el dominio de la funcién
z+1
z,y) =lo
f(2y) i
b. Determina las curvas de nivel de
1
f(:z:,y) = log s y represéntalas
y—2
¢. Calculala derivada direccional de
1
f(q:,y) = log v en el punto
y—2

(5,8) en cualquier direccién u
d. Demuestra que el vector gradiente a

foy)= log[

z+1
en un punto
y—2

(a, b) de su dominio es ortogonal a la
curva de nivel que pasa por el punto
(a, b) .

e. Calculalarectatangente ala curva
interseccion de la superficie definida

y—
que es perpendiculara z =0y
contiene a la recta que pasa por

1
por f(x, y) = log [:1:_—1—2] y el plano

(5, 8, O) y tiene por vector director

[1J§

577,0] . Justifica la respuesta.

Solucién: a)
|
|
|
| 3
|
|
|
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El dominio es la regién del plano sombreada
en la figura

D:{(m,y)€R2/m>—1, y>2}U
U{(x7y)€R2/x<—1, y<2}

b) Rectas: y = ik(a: + 1) +2
e

1 1
 Df= gcosgo —Esencp siendo

U= (cos ©,sen <p)

d) Elvector gradiente en el punto (a, b) es

1 1 .
Vf(a,b) = [a T ’Q_—b] , luego esta

contenido en la recta de pendiente
_a+1
S 2-b
por el punto (a, b) es larectade

m

. La curva de nivel que pasa

pendiente m' = , siendo

a+
m-m'=-—1.
e) Laecuacién delarecta pedidaen
paramétricas es:
V3

1
r=5+—-t, y=8+—1t,
2 2

n Determinar los extremos relativos y

los puntos de silla, si existen, de las siguientes
funciones:

a) z=12"+y — 21+ 4y +20
b) z =2z" +4* -3y’

AQz=2a"+y +ys’ +2y+1

es un minimo

1,—-2
Solucién: a) f( ’ )
relativo.

23
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\‘\'

i )
Qﬁ"g‘ A
W i

Q) f[l,—g] = —i es un minimo relativo.

Ademas, hay dos puntos de silla en
p(0,-1) y PB(2-3)

1

A

4 - .
d) z = —E , €s un minimo relativo en el

21 .
punto g,g , 2=10 ,esunpunto desillaen

los puntos (0,0) , (0,1) y (2,0)

ﬂ Calcular con Matlab los maximos y

minimos de f(x,y) =2’ —ay+y +3
sometida a la condicién de que los puntos
(m, y) satisfagan la ecuacion de la elipse
2t 42y =1.

Solucidn: Puntos criticos

X y A
-0.31 0.67 -0.61
0.94 -0.22 -1.54
-0.98 -0.12 1.54
0.54 0.59 -0.27

Gréfica de Tl y) = -y +y2+3

n (a) Calcular los extremos

condicionados de f(7,y) = y — 2” sujetos ala

2 2
ecuacién de condicion — + y_ =1.
R

(b) Extremos relativos y absolutos de
2
flz,y) = (m2 + yz) -2 (m2 —yQ) sobre

AE{(ac,y)eR2 /x2+y2§4}



Solucién: (a) P, (0, 6) es punto de maximo
condicionado, el valor es 6; P, (0, —6) es

punto de maximo condicionado, el valor es -6;
P (2\/5,—2)y P (—2\/5,—2) son puntos de

minimo condicionado, el valor es -10.

(b) P, (0,0) es punto de sillg;
P, (— 1, O) y P, (17 O) son puntos de minimo

relativo y absoluto, el valor es -1. El maximo
absoluto estaen P, (0,—2) y P, (0,2), el valor

es 24.

u Calcular los extremos absolutos de la

funcién f(x, y) =2’y +y —4day+2y+5 en

25
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el dominio D dado por el tridngulo de vértices
A(2,0), B(4,2) y C(0,2). Comprueba los
resultados con Matlab.

Solucién: La funcién toma como valor minimo
absoluto 4 (en P(2,1)) y como valor maximo
absoluto 13 (en B(4,2) y en C(0,2)).

Grafica de {x,y) = w2y 470y 427y +10

Test de autoevaluacion

1

El dominio, el rango y la curva de nivel

z =0 delafuncién z =1—+/2° +2y° son

respectivamente:

A) Dominio = R*, Rango = R, la curva de
nivel es una circunferencia.

B) Dominio = R, Rango = (—o0,1), la
curva de nivel es una circunferencia.

C) Dominio = R?, Rango = (—oo,l], la
curva de nivel es una elipse.

D) Ninguna de las anteriores.

2

Las derivadas parciales de la funcién

f(z,y) = z¢"* en el punto (1,1og2) son:

A) f/(1log2) = 4log2+2, f/(1,log2)=1.
B) f/(Llog2) = 4log2+2, f/(1log2)=2.
Q) f/(1log2) = 2log2+1, f(1,log2) =2

D) Ninguna de las anteriores.

3 ,
Las ecuaciones del plano tangente y
de la recta normal a la superficie zyz = 10 en

el punto (1, 2, 5) son:

A) 10z+5y+2:—-30=0 vy
z=1+10t, y=245¢, 2=5+2¢.

B) 10z+5y+22—-30=0 vy
=142t y=2+1t z2=>5+5t.

Q 2x+y+10z—-6=0y
r=14+10t, y=245t, z=5+2t

D) Ninguna de las anteriores.

4

La pendiente de la curva intersecciéon
de la superficie z = 2* + 4y con el plano

y =1 enel punto (2, 1,8) es:

A) m=4.
B) m=1.
Q m=2.

D) Ninguna de las anteriores.

5
Sea z una funcién definida
implicitamente por la ecuacién

Yz

1+ 2yz —e™ = 0, entonces se cumple:
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B) 2 =Z=.

’ ’
Q) yz, +az, =0.

D) Ninguna de las anteriores

6

El valor maximo de la derivada
direccional de la funcién f(z,y) = z2° + ¥’
en el punto (1,1) es fu’ y su direccién viene
dada por el vector u:

A) fl=5, u=(31).

B) /' =+5,u=(13)

Q f=0,u=(11).

«

D) Ninguna de las anteriores.

7 o -
Decir cudl de las siguientes

afirmaciones es verdadera:
A) El plano tangente a la superficie
z = 2 4y en cualquier punto de ella es

z—x—-y=0.
B) Lafuncién f(z,y) =2 +y° noes
diferenciable en (O, 0) .

Q) Lafuncién f(z,y) = 22" —y°, en el punto

(1,—2) , crece mas rapido en la direccidon

del eje OX que en la direccién del eje OY.

Soluciones del Test:

D) Ninguna de las anteriores.

8

z+2y

Aproximarelvalorde z =¢ enel
punto (0.1,—0.2), utilizando la diferencial de

en (0,0). El resultado obtenido es:
A) ¢ ~0.65

B) ¢ ~0.7

Q) e ~0.75

D) Ninguna de las anteriores

9

Si z= f(z,y),conz =35+t e
S .
Yy = ;,se verifica:

A — =1 .
) e T o o
B) Qz%:t%_s%‘
oz ot O0s

@) Qx%:t%—i-s%.
ox ot 0s

D) Ninguna de las anteriores.

10

La funcién f(z,y) = 2°y":

A) Tiene un minimo absoluto en (0,0) .
B) Tiene un minimo absoluto en (0,0).
C) Tiene un punto desillaen (0,0).

D) Ninguna de las anteriores.

Ejercicios resueltos

DoMINIO. RECORRIDO. GRAFICA. CONTINUIDAD

Dada las superficies
(1) z=2"+y

Se pide:

1. Realizar un bosquejo de su grafica.
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2. Obtener las trazas
3. Obtener las curvas de nivel.
Solucioén (1)
Se trata de un paraboloide
Al cortar por planos x=cte:

Parabolas z = cte + 1

Al cortar por planos y=cte: Al cortar por planos z=cte (curvas de nivel):

Pardbolas z = z° + cte Circunferencias
Cte = z° + 9 (Cte > 0)

Solucién (2)

Se trata de un hiperboloide Curvas x = cte:

27
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2
Parabolas y = Cte — Z

g
7

\ W
b

<z

Vi

Curvas y =cte:

Curvas z = cte:
2 2 2
Hipérbolas Cte = r_Z

Parabolas y = T Cte

T4y

Representar el dominio de la funcién f (az, y) =2’ =y

e V.
Solucion

El dominio es el conjunto de los puntos

Domf:{(x,y>€R2 /(az—y)(az+y)20, 17¢?J}

es decir, los puntos del plano comprendidos entre las rectas ¢ =y, £ = —y salvo los de la
recta x = y, graficamente




3

(a) Representar en Matlab los puntos siguientes en el espacio tridimensional

considerando que estan en el plazo z=0.

Eje Y

(b) Representar junto a los puntos del apartado anterior la superficie: f (x, y) =z’ — zy + 3

Solucién a)

Solucién b)
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x=-1:0.5:1;y=-2:0.5:0.2;

plot3(X,Y,0*X,'o")

Dada la funcién f(z,y) = ylog

Se pide:

_y
$2+y2

[X,Y]=meshgrid(x,y):

+log?2.

20 o o o o
1.50 o o o o
1 o o o o
0.5( o o 0 o
ob o o o o
-0.5¢ o o 0 o
T o o o o
1.50 o o o o
25 L L L L & L L L L 9}
4 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
Eje X
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a) Determinary representar el dominio de la funcidn.
b) Escribir el cédigo Matlab para representar la grafica de f(x,y) en un conjunto rectangular
en el que esté definida. Representar sobre dicha superficie el punto (1,3,f(1,3))
Solucién a)
El dominio de la funcidn es el conjunto de los puntos (x,y) del plano que verifican
T’y
m2—+y2>0, (x,y)¢(0,0><:>x3y>0, z=0,y=0

Graficamente se trata de los puntos del plano del primer y tercer cuadrante sin incluir los ejes

coordenados.

Solucién b)

Escribiremos el cédigo Matlab para representar la superficie en el dominio [1,2]x[1,2]

x=linspace(1,2,30);

y=x; [X,Y]=meshgrid (x) ;

Z=1og (X."3.*Y./ (X."24+Y."2))+1log (2);

surf (X,Y,Z2)

hold on
f=inline('y.*log (x.”3.*y./ (x."2+y."2))+1log(2)")
plot3(1,3,£(1,3), '"*r'")
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- Calcular y representar el dominio de la funcién f(:c, y) = arcsen

y las curvas de
T+y

nivel de la funcion g(a:, y) =e"

Solucion

El dominio de f es el conjunto de los puntos (x,y) del plano que verifican

—z—y<z<z+y x+y>0

1< <1 N ¢
Tty
r4y=0 —z—y>z>c+y x+y<0
) r+y=0
—2r<y y=>0 y>-z
0
—2x >y 0>y y<-x
r4+y=0

Es decir, la zona coloreada de marrdn en el siguiente grafico

Las curvas de nivel son hipérbolas ya que:

f(x,y)zC’ e =C >0 < zy = log C (C>0)

- Determinar y dibujar la curva de nivel de la funcién f(a;, y) =24y +32-5y+4

que pasa por el punto (1,1).
Solucién
La curva de nivel de la funcién
flzy)=2"+y" +3z 5y +4

en el punto (1,1) es

31
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¥+ yt 43—y +4=f(11)

2 2
'ty +3r—-5y+d=4% x—i—g] —2+[y—§] By

4

6

(-15, 2.5)

7

Escribir el cédigo Matlab para representar:

a) Enuna misma figura la superficie de ecuacién

w(u,u):u—u3 /34 uv’
y(u,v) =v—0" /34 vu? ue[—2,2],11€[—3,3]

2(u,v) = u* — v’

y el plano z=1.

b) Enunamisma figura la curva de ecuacién

x (t) = 5cos (t) — COS (5t)
y(t) = bsen (t) —sen (515) te [0, 27r]
2(t) = Cos(t) +6

y la curva proyeccién sobre el plano z=0.

Solucién a)

figure (3)

u=linspace(-2,2,25);
v=linspace(-3,3,25);
[U,V]=meshgrid(u,v);
x=U-U."3/34+U.*V."2;
y=V-V."3/3+V.*U."2;
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z=U."2-V."2;

surf(x,y,z)

$Viendo la superficie anterior, los puntos de la
$superficie se proyectan en un dominio
%$contenido en el rectangulo R=[-20,20]x[-10,10]
hold on

x=linspace (-20,20,2
y=linspace (-10,10,2
[X,Y]=meshgrid(x,vy);
surf (X,Y,0*X+1)

hold off

)
).

’

Solucién b)
t=linspace (0, 2*pi);
xxX=5%*cos (t) -cos (5*t) ;
yy=5*sin(t)-sin (5*t);
zz=cos (t) +6;
figure (4)
hold on
plot3(xx,vyy,zz)
plot3 (xx,vyy, 0*xx)
hold off

8 Estudiar la continuidad en todo R? de las siguientes funciones:
d
a) f(z,y) :%ﬂ_& b) flz,y) = W (z,y) = (0,0)
1 (z,y) = (0,0)
Solucién a)

Esta funcién debe estudiarse en los puntos de la curva zy = 2, porque en ellos se produce

. ., 0
una indeterminacion de la forma a

Para resolver esta indeterminacion calcularemos el limite doble, utilizando la equivalencia:

arctgr ~ x

z—0
que aplicada a nuestra funcién se traduce en:  arctg(3zy —6) ~ 3(zy —2)
Ty—2
Por lo tanto,
lim arctg(3zy — 6) ~ lim (Bzy —6) _ 3
(:L',y)b—:;(a,b) Ty — 2 (flz,y):z(a,b) Ty — 2

' ‘ 5 arctg(3zy — 6) oy =2

Si se define de nuevo la funcién como  f(z,y) = xy — 2
3, xy =2

Resulta una funcién continua en R*, como se aprecia en la gréfica.
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Solucién b)
Esta funcion debe estudiarse en (0,0), puesto que es el Unico punto que anula el

denominador. Calculamos el Iimite doble,

lim _x| = lim Lzlimzzl
(z,9)—(0,0) |x| + y2 (x,y):(()0,0) T4 y2 1—0
T
. |5‘C - . -z . =T
(ryl)EI(IOO)| | 2 (z 1)12[(100)—2 - Jlflg(l)—_ =1
) Yzl +y 7Z/z<07 - +vy x
:
lim T g lim—2 =0
—0 —0
?Z=0)|x|+y =00+ y

Por lo tanto, la funcién no es continua en (0,0), puesto que el limite depende de la direccién

de aproximacion al origen, como se aprecia en la figura.
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9

z2 2 o e
Calcularyrepresentar amano las curvas de nivel de la funcién f (m, y) =" ™, Escribir

también el cddigo Matlab para representar estas curvas de nivel con Matlab.

Solucion

z° +y‘

2
Como e > 1, las curvas de nivel son las curvas

e =k k>1e 2>+ =logk

Se trata de circunferencias de centro (0,0) y radio R = ,/logk con k>1.

El cédigo para representar con Matlab estas curvas de nivel es el siguiente:

[R,T]=meshgrid(linspace(0,1),linspace(0,2*pi, 50));
X=R.*cos (T) ;Y=R.*sin(T) ; Z=exp (X."2+Y."2);

contour (X,Y, Z)

axis equal

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

DERIVADAS PARCIALES. DERIVADAS DIRECCIONALES. FUNCIONES DIFERENCIALES

10

El precio de un piso P en funcién de la superficie S y de la calidad de los materiales C

viene dado por una funcién P(S,C). ¢(Es razonable que Z_](j> 0? (Es razonable que

8—P<O?
oS

Solucién

P
o Si 2—0 > 0 significa que a mayor calidad de los materiales aumenta el precio de la

vivienda. Parece razonable.
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P
o Si a5 < 0 significaria que al aumentar la superficie del piso el precio disminuiria. Esto

no parece ldgico.

1

Se considera la funcién g (x, y) = log (2 —y— a:2> — V""" Obtener y representar su

dominio. ¢(Es diferenciable en el punto (0,0)? Justificar la respuesta.

Solucién

El dominio es el conjunto de puntos (x,y) del plano que cumplen a la vez las siguientes
condiciones

2—y—2">0, 1—-2—9*>0
es decir,
2" >y, 1—9y* >z

Por lo tanto, la regién estd comprendida entre dos parabolas

) \
\
[}
! )
4 1
1
I = 1
I 1
! )
1 )
T ]

En el punto (0,0) la funcién es diferenciable ya que la funcién g es continua en el origen y las
derivadas parciales existen en el origen

9, (wy)= 2__1,% * %(1 S
9", (wy) = 2_;—1_x2+%(1 —o—y?) " ayel

siendo ademas continuas en el origen por ser composicién de funciones continuas

12

Dada la funcién f(a;, y) = 2’ sin (xy) se pide:
a) Calcular su dominio.

b) Determinar sila funcién f(x,y) es o no diferenciable en él justificando la respuesta.
Solucién a)
El dominio de la funcién es R’.

Solucién b)
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La funcidn es diferenciable en su dominio ya que

e lafuncidén es continua (por ser composicién de funciones continuas)

e tiene derivadas parciales primeras

ﬂ (x, y) = 2z sin (Iy) + 2° y cos (xy)
fy' <x,y) = z° cos (ch)

e tiene al menos una de las derivadas parciales de primer orden continua (en este caso
son las dos derivadas parciales continuas).

1 rsen |y |+ ycos|z
2 Dada la superficie S de ecuacién z = ( 2> 5 ( ) + 7 yelpunto P|0, 3,g .
Tty 3
Se pide:
a) Escribir el cédigo Octave/Matlab para representar la superficie S en un dominio

b)

rectangular que contenga al punto (0,3) y donde la funcién sea continua.

Escribir el cddigo Octave/Matlab para representar los puntos de la malla en el plazo z=0
que se ha utilizado para dibujar la superficie del apartado anterior.

c) Calcular la pendiente de larecta r que es paralela al plano ZXy es tangente a la superficie
Senelpunto .

d) Obtener la ecuacién de larecta r del apartado anterior y escribir el cédigo Octave/Matlab
para representarla en una misma grafica junto con la superficie.

e) Escribir el cédigo Octave/Matlab para representar en el plano la curva de nivel que pasa
por el punto P .

Solucién a)

El dominio de la funcién es R* — {(0,0)}. La malla para representar la superficie no puede

contener al origen. Consideramos una malla en el rectdngulo [—1, 1}){[2, 4] que contiene al

punto

x=linspace(-1,1,20);

y=linspace (2,4,20);
[X,Y]=meshgrid(x,yVy);
Z=(X.*sin(Y)+Y.*cos (X)) ./ (X."2+Y."2)+7;
surf (X,Y,Z);

hold on

plot3(X,Y,0*Z,"'o")

Solucion ¢) y d)

La pendiente de larecta r es la derivada parcial de z respecto x en el punto (0,3)

37
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en o) sen()) = +7) - s )+ e o)

- (s0)= e
' (sen (3) — 3sen (0)) (02 + 32) — (0 sen (3) + 3 cos (0)) 2-0  sen (3)
2, (0, 3) = (02 n 52 )z = 32
La ecuacidndelarectar es
=041

1y =3 teR

sen(3)

%$Representacién de la recta
val=sin(3)/9;

t=[-2 2];

x=0+t;

y=3+0*t;

z=22/3+val*t;

plot3(x,vy,z)

hold off

Solucién e)

zsen (y) + y cos (m)
+ 7, la curva de nivel que pasa por P es la

Considerando f(x, y) =

I2 +y2
. L - . 22
interseccion de la superficie con el plano z=22/3. Es decir, la curva f(x, y) = 3
zsen (y) + y cos (x) 7 29 rsen (y) + y cos (x) 1
+7="= ==
1'2 + y2 3 .’L'2 + y2 3

$Coddigo Octave/Matlab para representar la curva

figure (2)

hold on

ezplot (' (x*sin(y)+y*cos (x))/ (x"2+y"2)+7=22/3")
plot(0,3,'0")

hold off

14 ‘ o
La derivada direccional de f(a:, y) =e"? cosy en el punto P(O,w) en la direccién u es

%. Calcular este vector y el angulo que forma con el eje OX positivo.

Solucién
Se considera la direccién u = (cos %semp) , como f es diferenciable en P(O,w) entonces
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of

of (0, 7r> cos p + 9 (0, 7T> senp = i
)

D,f(0.7) = V7 (0,7)eu = :

X

Teniendo en cuenta que

%(0, ): Ee‘/z cosy — —x(o,ﬂ)_ 1
Hia 2o

Por lo tanto,

V3

—lcos +O—l—>cos —_—1—>sen =+ —
4 4 v 2 ? 2

La solucidén serd entonces

15

El conjunto de los puntos (x,y) con 0 <z <5, 0<y<5 esun cuadrado colocado

en el primer cuadrante del plano XY. Supongamos que se caliente ese cuadrado de tal manera
que T (z, y) = 1° +y° eslatemperatura en el punto P (x, y) . ¢En qué sentido se establecera

el flujo de calor en el punto P, (3, 4)?

Solucion

Indicacién: El flujo de calor en la regién estd dado por una funcién vectorial C’(m,y)

porque su valor en cada punto depende de las coordenadas de éste. Sabemos por fisica
que C(z,y) serd perpendicular a las curvas isotermas T(z,y) =c¢ donde c es
constante. El gradiente y todos sus multiplos verifican esta condicién. En esta situacién
nos dice la fisica que C = —KVT donde K es una constante positiva (llamada

conductividad térmica). Nétese que la razén del signo negativo es que el calor fluye
desde puntos de mayor temperatura a puntos de menor temperatura.

39
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Como T(3,4> =25 el punto P estd en laisoterma T'(x,y) =25, que es un cuadrante de la

circunferencia x* + y* = 25. Sabemos que el flujo de caloren P, (3,4) es C,=—KVT,.

Como VT =2zi42yj se tiene que VT = 6i + 8}'. Asi el flujo de calor en Po es:
C = —K(6f+ 8}) . Como la conductividad térmica es positiva se puede afirmar que el calor

fluye en Po en el sentido del vector unitario:
L feis

EEEE

16

Hallar @ y & para que la derivada direccional madxima de la funcién

e cos (a: + y) — 2z =20 enelpunto (0, O) sea 3+/2 enladireccién de la bisectriz del primer

cuadrante.
Solucién
La funcién z = e“*™" cos (:Jc + y) es continua por ser composicién de funciones continuas y

es diferenciable por ser las derivadas parciales continuas en todo R”:

Z; _ % — ae™ cos (x + y) — ™ gen (l‘ + y)
Z;} _ g_g — be(l:l?#’!/ COS (37 + y) — e”"ll"ery sen (:T + y)

Esto significa que la derivada direccional en un punto siguiendo una direccién se puede
obtener como el producto escalar de la direccidn por el gradiente en el punto considerado.

D,£(0,0) = (V/(0,0),u) = 32

Por otro lado el gradiente nos marca la direccién donde la derivada direccional es maxima
que en este caso es ademas la bisectriz del primer cuadrante luego en este caso:

ﬂﬂ]

[V (0.0)] = 32 u= - Vf(0,0) = =

[v#(0.0)

Calculando el gradiente en el origen:
V£ (0,0) = ai +bj

se tiene que cumplir que:

5 5 a b \/_\/—
m:3\/§ U_[E,E]_[;,TQ] =a=b

Por lo tanto, resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones: a =b = 3.

17

Hallar a y b para que la derivada direccional de la funcion f(a;,y) = e“™ en el punto

(0,0), se produzca en la direccién de la bisectriz del segundo cuadrante y su valor sea 3\/5
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Solucion

Puesto que la funcion es diferenciable, la derivada direccional maxima en (0,0) se produce en

la direccidn del gradiente en este punto,
V7 (0.0)=(£/(0.0). £/(0.0)) = (a.5)

Por otra parte, un vector director de la bisectriz del segundo cuadrante es <—1,1> . Si la derivada

direccional maxima tiene que darse en esta direccidn, el vector gradiente y el vector (—1,1)

tienen que ser proporcionales, por tanto,

Es decir, V£(0,0) = (—)\,)\)

Ademas el valor de la derivada direccional maxima es el médulo del gradiente, por tanto debe

de ser,
V0,0 = JAP + 2 =02 =32 — A=3
Con este resultado se tiene, a = -3, b =3
18 Determinar los valores a, b y ¢ para que la derivada direccional de la funcién

f(x, y,z) = ary’ + byz + cz’z’ tenga en el punto (1,2,-1) un valor méaximo de 64 en una

direccion paralela al eje Z.

Solucién

La derivada direccional méxima de f(ac, y,z) = azy’ + byz + cz’z’ en el punto (1,2,-1) se

alcanza en la direccion del gradiente en P y su valor maximo es el médulo del gradiente. En
consecuencia, como

Vf (:E, Y, z) = (agf + 3c2’a’, 2axy + bz, by + 20zx3) —
— Vf (1,2,—1) = (4a +3c,4a —b,2b — 20)
se debe cumplir Vf (1, 2, —1) = (O, 0, 64)

4a+3c=0 4a +3c=0 4 = —3c c=—-8
4da—-b=0 {=0b=4a =4a =10 =b=24
2b—2c =64 c=b—-32 4a = c + 32 a=206

41
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19

Dada la superficie z =z \Jz + vy

a) Hallar la pendiente de la recta que es paralela al plano XZ y tangente a la superficie en el
punto P(1, 3,2).

b) Calcular la ecuacién de la recta tangente del apartado anterior

c) Calcular la derivada direccional de la funcién en el punto (1,3) en la direccién del vector
que une los puntos (1,3) con (2,4).

Solucién a)

Se trata de calcular la derivada parcial de la funcién en el punto (1, 3)

0z X 0z 1 9
“_ S Z13)=2+-=2
x+y+2 e - 8x(, ) 152

Ox

Solucién b)

La ecuacion de la recta tangente es:

=1+t
y=3 teR
z:2+2t

4

Solucién c)

Como f es diferenciable en el punto (1,3) por tener derivadas parciales continuas, la derivada
direccional se calculara multiplicando escalarmente el gradiente por la direccién:

Duf(1,3):Vf<1,3)-u

Como
2__ v a2(13)—5
0y 2z ty oy 4
0 9 93 11
Vf(13)= _;(1’3)’6_2(1’3)J_[Z’Z] u=[—2,—2]
se tendra
Duf(1,3)_%i2+% %_3\5
20

Dada la funcién f(m,y) =1’ + sen (xy) , determinar

a) las direcciones donde se verifica que la derivada direccional de f en el punto A(1,0) es 1.
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b) en qué direccién desde el punto A(1,0) aumentard mas la funcion f, ;en la direccién del
vector que une A(1,0) y B(4,4) o considerando la direccién que forma un angulo de

™ . .
¢ = — radianes con el eje x?
3
Solucién a)

Dada la funcién f(x,y) =2’ + sen(azy) que es diferenciable en todo su dominio, R’, el

gradiente en el punto (0,1) es
Vf (a:, y) = (21: + y cos (a:y),:ccos (:L'y)) — Vf (2,1) = (2,1)

La direccién en la que la derivada direccional en el punto (1,0) es 1 serd aquella
U= (cos 0, sencp) en la que se verifique

Vf(l,())-u =1 (2,1)-(cosgp,sengo) =1 2cosp +senp =1

=1—cos’p=1—4cosyp +4cos’ ¢ &

cosp =0
& 5cos’ o —4cosp =0 < 4
cosp = —
5
Por lo tanto,
4
u-(O,l) 0 u:—,—é
5 5
Solucién b)

Para saber en qué direccién aumentara mas la funcién desde el punto (1,0) calculamos las
derivadas direccionales:

—

. AB 3 4 3 4
. Slu:T:[g,g]<:>D“f(1,0>:(2,1>0[g’g]:2
AB

=1+

2 2

. Siv= [cos [g],sen [%]] & D,f(10)=(21) [%ﬁ

En la direccidn del vector u aumentara mas la funcion.

21

El potencial eléctrico en un punto (:v,y) viene dado por V = log+/z* + y° . Calcular la

derivada direccional de V en el punto (3,6) en la direccidon que va desde ese punto al (2,4).
Demostrar que la variacién del potencial en cualquier punto es maxima a lo largo de rectas
que pasan por el origen.

Solucién

43
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1 2
El vector que une los dos puntos es (-1,-2) se tiene que © = [—T, ——] .Como

5 5

T Y
x2+y2,x2+y2

VV(z,y) =

vV (36)= ||| 22| L2
32 +6° 3% +6° 457 45 15°15

la derivada direccional es

DV, (3,6) = vv(3,6)-[—i,_i] _ [L,l].[_ij_i] 5 s

15v5 15

ot
ot

Como hemos visto,

1
VV(xvy):m(xvy)

Por lo tanto la direccion del vector gradiente es la del vector (x,y), este vector es director de
la recta que pasa por el punto y por el origen de coordenadas.

22

Dada la funcién f(x, y) = ./sen (x2 + y2) , se pide contestar justificadamente a las

siguientes preguntas:
a) Calculary representar su dominio.
b) Calcula utilizando la definicién las derivadas parciales en el origen.
¢) (Esdiferenciable la funcién en todo su dominio?

Solucién a
El dominio es el conjunto (z, y) tales que 0 < sen (x2 + y2). Es decir,
0<z’+¢y" <7
2n7r§x2—|—y2§7r+2n7r neN

Se trata del interior y la frontera del circulo de centro (0,0) y radio \/; junto con las coronas

circulares de radios \/2n7r y \/(2n + 1) T

2n7r§$2+y2§(2n+1)7r neN

En la figura se representa en azul los puntos del dominio en el rectangulo [-4,4]x[-4,4]-
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Solucion b

Para calcular las derivadas parciales en el origen utilizando la definicién, hay que obtener los
siguientes limites

2 I g
. (0’0) - lhm%l f(h, 0) ; f<0’ 0) = 1}11113 = (: ) " = lhm%@ = 1’111%1@ no existe
- - w0 o

Por simetria de la funcidn la derivada respecto de y en el origen tampoco existe,

— N h*) =0 :
f; (070) = lim f(O’h) f(O’ 0) = lim Sen( ) = lim@ = limH no existe
h—0 h h—0 h senwxw h—0 h h—0 h

w—0

Solucién ¢

Aplicando el apartado anterior, la funcién no es diferenciable en el origen ya que no existen
las derivadas parciales en dicho punto. En consecuencia, la funcién no es diferenciable en
todo su dominio.

Nota: En los puntos (m,y) del dominio en los que sen(x2 +y2)¢0, la funcién es

diferenciable al existir las derivadas parciales y ser continuas
. ar;cos(ac2 —I—y2) , ycos(a:2 +y2)
Lley)=——5  floy)="———F

sen (a:z + yQ) sen (mz + yz)

La grafica de la funcidn en el interior del circulo de radio \/; se muestra en la siguiente
figura. Se puede observar que no es diferenciable en el origen.
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2 2
2 Dada la funcién f(x,y) ¥
x

(a) Calcular, siempre que sea posible, la derivada direccional de la funcién en un punto
P genérico de la curva 22* + y* = ¢’ con = > 0 alo largo de la normal exterior a

dicha curva en P. Representa la curva y el vector normal en un punto cualquiera e
interpreta el resultado obtenido segun la interpretacion de derivada direccional.

(b) Desde el punto (1, 1), para conseguir mayor crecimiento de la funcién, ;qué
convendria mds, aumentar el valorde = oelde y?

Solucion a

4

La curva 22° +¢° = ¢’ es una elipse de semiejes T y ‘c‘ ya que se puede escribir de la
2

forma
ZL'Q yQ
S A
2

Los puntos donde se ha de calcular la derivada direccional son los puntos de la elipse
dibujados en rojo en la figura ya que se debe considerar > 0 y enlos puntos Ay B la funcién
no esta definida (su abscisa es cero).

A |c]

Y

53

En un punto genérico (a,b) de la elpse con a > 0, la funcidn es diferenciable ya que
y’ 2y
Y| =——— T,y =—
fles)=-L  ff)=2

las derivadas parciales existen y son continuas. Por lo tanto, la derivada direccional sera:

D, f(a,b) = Vf(a,b)-u
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siendo u el vector normal unitario a la elipse en el punto <a, b).

e (Calculo del gradiente de la funcién en (a, b):

o) ={1 ) 2[5

e (alculo del vector normal a la elipse en el punto (a,b). La pendiente de la recta

tangente a la elipse en el punto (a, b) es la derivada

4z 2a
dr+2yy'=0=y'=—— = o=—— (b=0
T+ 2yy Yy 2 Y () b ( )
b
Por lo tanto la pendiente de larectanormales m = o Un vector normal sera
o a

b
entonces: v =|1,—
2a

b Nda® + 0
4a° 2a

. . v .
El vector normalizado a considerar es u = ‘— siendo M = \/1 +
v

La derivada direccional sera entonces:

Df(ab)— B2 . 1i __ ‘8  _ _ﬁ_,_ﬁ 2—a_0
A a* o) 2a) J4g? 112 a’ 2% ) \4a? +b?

La gréfica de la funcidn es
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40
30
20

10

Solucién b
Desde el punto (1,1) , convendria aumentar la variable y para conseguir que f aumente de
valor ya que fl <1,1) =-1< j; (x, y) =1, enla direccién del eje y la funcidn crece (por serla

derivada positiva) y en la direccién del eje = decrece (por ser la derivada negativa).

Nota: Observando la funcidn se ve claramente que es y la variable que hay que aumentar para
conseguir un valor de la funcién mayor ya que el aumentar x, por estar en el denominador,
hard disminuir la funcién.

APROXIMACION LINEAL. DIFERENCIAL. PLANO TANGENTE.

24

Utilizando la diferencial primera obtener un valor aproximado de \/eo'l +3 cos(—0.2)

Solucién

Se considera f(x,y) =.le" +3cos(y) , el punto (a,b) = (0,0) y Ax=0.1, Ay=-0.2 Se

tiene

f(a+Ax,b+Ay)zf(a,b)+gi(a,b)M+@(a,b)Ay

X oy
Operando:
of e’ of 1
—(x,y)= ——(0,0)=—
ax( ) 2,/e" +3cos(y) 8x( ) 4
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Lyt Z(00)=0
y 2\/ex +3cos(y) y
‘ of of 18l
*'+3c0s(-0.2) ~ £(0,0)+=(0,0)-0.1 0,0)-(-02)=2+—=—
e+ 3605(-02) = £(0.0)+ Z-(0,0)-0.14-5(0,0)+(-02) =2+ 15 =
25
Aproximar linealmente mediante una funcién adecuada el valor de (0.9960‘02) .
Solucién

Se considera la funcién f(x,y) = (:re”)8 z%* y el punto (a b) ( ,0)

Entonces f 0 99,0. 02 0.99¢" 02) y se tendra

)=(
£(0.99,0.02) ~ £(1,0) + £ (1,0)(0.99 — 1) + £ (1,0)(0.02 — 0) =
=1+ £ (1,0)(—0.01)+ £ (1,0)(0.02) = 1 — 8-0.01 + 8-0.02 = 1.08

ya que

(ac,y) =8ze¥ — fr <1, 0) =8
(m, )— 8z —>]Z<1,0 =

S SR

26

+ log 2 calcular el valor aproximado de

3
Dada la funcion f(z,y) = ylog f Y -
Tty

f(1.1,0.9) utilizando la diferencial.
Solucién
Calculamos la diferencial de la funcién en el punto (1,1)

F1.1,0.9) = fF(1,1) = £ (L,1)(1.1-1) + £ (1.1)(0.9-1)
Teniendo en cuenta que

f(l,l)zlog[%]HogQ:O

Para derivar la funcién se puede hacer directamente

' B 1 3x2y(12 —|—y2)—2x4y B x4y+3$2y3 B ya;Q —|—3y3
o) = z'y (+ + ) Tyt 4] a(et+y)
x? + y2

= f(L1)=2

o tener en cuenta que
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| 3z’ 2z
f(z,y) = ylog(a"y) - ylog (2" +y*) + log2 = [ (2,) = y =2 — y———
T’y Tty

Andlogamente

3 2 23
, T 1 Tty Ty
j;(av,y):log 5 y2 +y ( ) =

r+y Yy (:1:2+y)

‘T2+y2
= log|— 3@/2 +:1;2—yz = f'(1,> log = —log2

Tty T4y !

O también

flz,y) = y(log(mSy) —log (:E2 + yZ)) +log2 =

3
X

2’y

2y
y? 2
Tt +y

l’l/
x—l—y

= [ (z,y) = ylog +y|l—

Por lo tanto,
F1.1,0.9) = £(1,1) = £ (L1)(1L.1-1) + £ (1,1)(0.9- 1)

F1.1,0.9) = f(L1)+ £ (1L1)(1.1=1) + £ (1,1)(0.9 = 1) = 0+2- 0.1+ log (2)- 0.1

27

De una funcién z = f (a:, y) diferenciable en todo R’ se sabe que el plano tangente
a f(x, y) en el punto (1, 2) es: 2z + 3y + 4z = 1. ¢(Se puede calcular con estos datos la

derivada direccional de f en la direcciédn que une el punto (1,2) con el punto (3, 4) ? Justificar

la respuesta.

Solucién

La direccidn en la que nos piden calcular la derivada direccional es:
i

' =3

v=(3-14-2)=(22)=u=

Como el plano tangente en el punto (1, 2) es
1 3 1
2+ 3y+4dz=1-—zc+—-y+2=— I
y Sttty 1 M
que corresponde a la ecuacién
0 0
2L 1,2)(s 1)+8_Jy”(1,2)(y_2):z_f(1,2) an

se tiene que cumplir que

of (v —1 Of o\ —3
%(W—? a—y(m)—j

sin mas que igualar los coeficientes en las dos expresiones (1) y (II).
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Luego la derivada direccional pedida es:

ot o)==

a) Calcular un vector tangente a la superficie gréfica de f(x,y) =z sen (:ch) en el

28

punto P (1, 7r> que se encuentra en el plano vertical que contiene a la direccién (0,1).

b) (Qué relacién existe entre el plano tangente a una superficie definida por la funcién

z = f(a:,y) en un punto P(a,b) y la diferencial en dicho punto P? ;Qué representa

geométricamente la diferencial de una funcién en un punto?

Solucién a)

Se tiene que

T =10, l,g—f(l,w)] = (O, 1,—1) ya que g—f(x,y) = 2° cos (xy)
) )

Solucién b)

Consultar la pagina 7 de este documento.

1
L0, —] y T, = (O, 1, \/5) son tangentes a la superficie

V2
z= \/4—1:2 —y enelpunto (1,1,\/5) _

29

Indicar si los dos vectores T1 =

Solucién

Teniendo en cuenta que

A S
r Ty Jima—y S
'—l 9 —1/2_; ' _L
Zy_2(4 ! y) _2m sz(l’l)_%/;

No son vectores tangentes a la superficie en el punto (ver justificacion en apuntes).

30

Dada la superficie f(a:,y) = —\/sen(x2 + yQ) +4 sepide:

a) Escribir el c6digo Matlab para dibujar la grafica de la funcién en

)
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b) Escribir el c6digo Matlab para dibujar el plano tangente a la superficie en el punto P(0,0,-
2) junto con la recta normal a este plano en P.

c) Calcular de forma aproximada el valor de la funcién en el punto (—0.1 , 0.3) utilizando la

aproximacion que da el plano tangente. Compararlo con el valor que da Matlab a

£(-0.1,0.3)
Solucién a)

Cddigo Matlab:

[X,Y]=meshgrid(-pi/2:0.1:pi/2);
Z=-sqrt (sin(X."2+Y."2)+4);
surf (X,Y,Z2)

Solucién b)

Se calcula el plano tangente y la recta normal

£(0,0)=-2
—xcos(x2 +y2)
flo(xy)= - f'.(0,0)=0
\/sen(xz +y2)+4
—ycos(x2 +y2)
[ (xy)= - /',(0,0)=0
\/sen(xz +y2)+4
Plano tangente: z=f(0,0)+fx'(0,0)(x—0)+fy'(0,0)(y—0) - z=-2

Recta normal: Como el plano tangente es horizontal la recta normal es el conjunto de puntos
de la forma puntos (0,0,/1) siendo 21eR.

En general, la recta normal se obtiene como la recta que pasa por el punto (a,b,f(a,b)) y

tiene por vector director el perpendicular al plano tangente: n = (fr (a,b). f, (a,b),—l) .

En este caso, seria

x=0+21f.(0,0) =0
y=0+41f,(0,0) AeR —4y=0 AeR
2= £(0,0)+ A(-1) z=-2-4

Cddigo Matlab para representar el plano tangente y la recta normal:

hold on

%$Plano tangente

[X1,Y1l]=meshgrid(-0.5:0.5);

21=-2*X1.70;

surf (X1,Y1,71)

$Para representar un segmento de recta tangente, basta unir
%$dos puntos del eje Z, por ejemplo P(0,0,-2.6) vy 0(0,0,-1.6)
plot3 ([0 O0],[0 0],[-2.6 -1.6])
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\ OO

s““‘zfﬁﬂnm*\
\% 33«#’#'«

52N —

\\\\ \

Solucién c)

La aproximacidn pedida se obtiene teniendo en cuenta que:
fla+Ax,b+Ay)=~ f(a,b)+ [, (a.b)Ax+ [, (a,b) Ay
En este caso
f(-0.1, 0.3)~-2

El valor que da Matlab para f(-0.1, 0.3)~-2.0248

f=inline ('-sgrt(sin(x.”2+y."2)+4)"','x',"'y")
£(-0.1,0.3)
1 2 2
3 Dada la funcién f(x,y) = u, se pide
+1

a) Determinar si f es diferenciable en el punto (1,3) justificando la respuesta. Sin

hacer las derivadas, ;se cumple f;y (1, 3) = fy'; (1, 3)? Justificar la respuesta.
b) Calculary representar la curva de nivel que pasa por el punto (1,3).

c) Determinar el gradiente de f en el punto (1,3). ¢(Es ortogonal el gradiente a la

curva de nivel que pasa por dicho punto? Comprobar que es asi si la respuesta es
afirmativa o justificar la razén por la que no se cumple.

d) Determinar la derivada direccional de la funcién en el punto (1,3) en la direccién
que une el punto (1,3) con el (4,7). En esta direccidn, ;el valor de f aumenta o

disminuye respecto al valor de f(l, 3)?
e) Calcular mediante la diferencial un valor aproximado de f (1.17 2.8) .

Solucion a

La funcidn es diferenciable en el punto (1,3) por existir las derivadas parciales en el punto
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2x(x+y+1>—(x2+y2)

£ (zy) = S =20
(x4+y+1) 5’

f;(m,y):2y(x+y+1)_(z2 +y2)_>f;(1,3):30_—210:@:é
(:r—l—y—}—l) 5 25 5

y tener las derivadas parciales primeras continuas en dicho punto (en los puntos en los que
las derivadas no son continuas es en aquellos (:I:,y) enlos que z+y+1=0). La igualdad

de las derivadas cruzadas se cumple aplicando el teorema de Swartz (comprobar las hipétesis
para justificar la respuesta).

Solucién b
La curva de nivel que pasa por el punto (1,3) es
2 4y 2, 2
flr,y)=flL3)| & —————=2 2" +y " =2x+2y+2
)= 03] 0 1,
2 2
ee-1)] +(y—1) =4
La ecuacidn es la de una circunferencia de centro (1,1) y radio 2.

Solucion ¢

4
El gradiente es Vf (1,3) = [O, g] Se puede ver que este vector gradiente es ortogonal a la

curva de nivel ya que el vector tangente a la curva de nivel (circunferencia de centro (1,1) y
radio 2) es horizontal y el vector gradiente es perpendicular a él.

AVf(L,B)

A=(1,3)

Solucion d

Como la funcién es diferenciable en el punto (1,3), la derivada direccional se calculara de la
forma

D, f (1, 3) =Vf (1, 3)- v siendo wu el vector unitario que une (1,3) con (4, 7), es decir,
(34) [3 4]
/32 1y

u =

Por lo tanto,
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D,f(1,3)=Vf(L3)} u= [0, E][

34)_16
bt

2=
5 9 25

Al ser la derivada direccional positiva la funcién desde el punto (1,3) crece en esa direccién.
Solucién e

Como la funcién es diferenciable se tiene que Az ~ dz para valores de incremento de x e
incremento de y pequefios.

Az ~dz
Az:f@i,z@—fﬁﬁ)
dz= £ (1,3)-0.1— £ (1,3)-0.2

Se puede calcular el valor f (1.1, 2.8)
f@l,28»—f@£)zéXL$-Ql—é(L@-&2

MLLZQ—QzOOJ—gna

ALL2@m2—§02:LM

REGLA DE LA CADENA

x =1+ rse

32

t

X

Sea u = z'y + y’2° + p|—| donde {y =rs’e”
)

2
Zz=17r"s sent

0
Calcular 22 cuando 7 = 2, s =1t =0 sabiendo que ¢' =—1.

S

Solucion:

ou_0uds Dudy, duds_
0s O0x ds Oy ds 0z 0s

1 , .
:[4x3y+cp'§ re' + x4+2yz3++<p‘§

_—;E] 2rse”’ + 3y°2°r’ sent
Parar=2 s=1 t=0 setieneque =3, y =2, z=0. Sustituyendo estos valores

en la expresién anterior, asi como ¢'

= —1, resulta que ou = 758.
0s

33

Calcular la expresion de las derivadas parciales respecto de = e y de la funcién:
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o= 1{ofe) + (o) ole)h ()
Considerando que g y h son funciones derivables y que f es una funcién diferenciable

Solucion:

Se trata de calcular las derivadas parciales de w = f (u, v) siendo

u:g(x2)+h(y) vzg(a:)h(y)
Aplicando la regla de la cadena:
O _Owdu Owdv_ 0w
0z Oudzr v oz Ou
0 ow 0 ow 0 0 0
e el ) e

g'(a:2>2w+g—jg'(x>h(y>

ov

34

En la ecuacién x% +1+9 9z = ¢ efectuar el cambio de variable
Ox oy
u=logz vzlog(y+ 1—|—y2)

- ., ., 0z 0Oz .
escribir esta ecuacién en funcién de ™ y 50 y las nuevas variables.
u (%

Solucién b)

Aplicando la regla de la cadena se tiene

0: _0:0u_ 021
or Oudr Oux

2
14 Y Ity +y
0z 0z0v 0z \/1—|-?/2_8z \/1—i-y2 0z 1

dy 0wy Ovyq 144> vy ity 9014y

Setienequex%—i— 1+y2%—x®%+% e
ox Jy du Ov

2 Considerar la funcion w = f(a:,y) enlaque z =rcosyp, y = rseny.Demostrar que
2 2 2 2

Qul |Ow) _jow) | 10w

oz oy or )

Solucion

Aplicando la regla de la cadena
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dw _Oowdr , dwoy _ow . . Ow
or Odx dr Oy or Oz 4 oy 4
dw _Ow dz  dw Jy _ ow

ow
—_— = +— —(—rsengp)—f——rcoscp
Op Ox dp Oy dp O Jy

Operando
a_w 2 +i 8_111 2 6—wcos —I—a—wsen +i a—w<—rsen )+a—w7‘COS 2
or r? | Op or 4 dy 4 r? | Oz i Oy 4
ow ’ 5 ow ’ ) ow dw
= —| cos" ¢+ |—| sen"p +2——-cos pseny +
oz dy Oz Oy
110w , 8w22 ) ow dw , 3w2 8w2
+—|—7r"sen’o +|—| r cos” p —2——r1" cospseny |=|—| +|—
r’| oz Oy Oz Oy Oz Oy
36

Si z =u\u+v" con u=zy, v=arctg [E] calcular zz para x=1, y=o0.
T

Solucion

Aplicando laregla de la cadena si z = uyu +v* con u = zy, v = arctg [g] calcular z,
X

_Y
72

1 1 ' 1 1 1 71/2 1 71/2 ].
zz:zu.uz—I—zv.fuz:[u+v2+u§(u+vz) ]y+u5(u+v2) 2 ——M—

2
1+[y
X

Para x=1, y=0, se tiene u=0y v = 0, sustituyendo zz =0.

37

Si u= f(:z:, y) donde z =e€'sent , y =e¢’ cost , comprobar si se verifica la siguiente

2 2 2 2
igualdad: | 24| +]9%| — o ||O8] 4[Ov
ox oy 0s ot

Solucién
Aplicando la regla de la cadena

ou Oudx Oudy Ou , ou
—=——Ft—-——=—2¢ CcOoSt+—2¢ sent
Os OxOs OyOs Ox oy

Ou Oudx Oudy ou ou
— =t ———=———¢ sent+—e cost
ot oxot dyor  ox dy
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Sustituyendo en
(auT (614)2
— | 4| — —
Os ot
ou ou | 2 ou | ou ’
=|| —eée'cost+—e’sent | +| ——e’sent+—e’ cost
Ox oy ox Oy
2 2 2 2
:(a—uj e cos’ t+ ou e* sen2t+(a—uj e*sen’ t+ u e* cos’t=
ox oy ox oy

MGG

Por lo tanto,
s | [ Ou > (ouY ouY (ou ’
e — |+ = | [=|=| +| =
os ot ox oy
38 ., 2 2 . .y . .
Demostrar que la funcién z :yg(x -y ), siendo g una funcién derivable, satisface la
. loz 1oz =z
ecuacion ——+——=—
xXox yoy y
Solucién

Se puede considerar: z =y g(u) siendo u=x" - y*. Aplicando la regla de la cadena

ou

z.=yg'(u) = _ z =yg'(¥ ) 2x
2 —g(u) + yg'(u)g—z 2, =g(x' =) +g (= y7) (-29)
Sustituyendo en la expresién:
ég—i+%2—;=i(2xyg'(xz —yz))+%(g(x2 -)) —2y°g' (¥ 7)) =
=2yg'(+* —y2)+M—2yg’(x2 —y2)=M=§
39 | Calcular la expresion de f(z.y) =2’ z—f +83_§ siendo E = g % +h %] donde gy

h son funciones derivables. Calcula f(l,l) si g(l) = 2h'(1) =4.

Solucion
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Y El arbol de dependencia de variables es

Se tiene I = xg(t)+h(t) con t = "

Por lo tanto
\ ot ot 1 1
B, = g(t)+9'(t) 5+ 0'(t) 5= 9(t) = —9'(t) - =AY
| ot ot 1 1
=g ) 5= Lo+ e
Por lo tanto, la funcion
s g ol

Sustituyendo en el punto (1,1)

711) = oft)~ o) (1) + (1) 17(1) = (1) =1

40

Sea g una funcién derivable. Se considera la funcién definida de la forma

f(z:, y) =2’g (m2 — y). Se pide calcular:

X

of 2 Of
Y o) 20D fa)

Considera un ejemplo de funcién g y escribir a partir de ella la funcién f.
Solucién
Aplicando la regla de la cadena

af
oz

of
dy

(a: y)—?ﬂ: g(z —y)+xg (z —y>2z

oy (z)==ag'(+* — )
Sustituyendo se tiene

of > f(

xa@v y)+2x Dy x y) = 3:1:39(1:2 —y)+2x5g'(a:2 fy)mesg'(ﬁ fy> = 3f(a:,y>

Una funcién g (t) = sen (t) y entonces la funcién f serfa

f(x,y) = zvgg(:zr2 — y) = 2’sen (m2 — y)
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FUNCIONES IMPLICITAS

H . .
Hallar la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a la superficie
2 2 2

Ty oz
— +5+——-3=0, enelpunto(a,b, ¢).

2
a b c
Solucion:

La ecuacidn del plano tangente viene dada por

F'(a,b,c).(z —a)—{—l*?//(a,b,c).(y—b) + F(a,b,c).(z—¢)=0
F'(a,b,c).(z —a)—{—F;(a,b,c).(y—b) + F(a,b,c).(z—¢)=0

sustituyendo tendremos

F'(a,b,c).(x —a)+F;(a,b,c).(y—b) + F(a,b,c).(z—¢c)=0

simplificando

F'(a,b,c).(z —a)+FyI(a,b,c).(y—b) + F(a,b,c).(z—¢c)=0

x

Las ecuaciones paramétricas de la recta normal son:

, x:a+zi
r=a+F(abec)t a
y:b+F;,(a,b,c)~L‘ = y:b-l-%t teR
z=c+F(abc)t

: r=ct =t

¢

42

.y 2 T .
Dada la ecuacién ze’ + ye** + 2e* = 0 se pide:

a) Justificar si define una funcién z = f<x,y) diferenciable en las proximidades del punto

(0,0,0).

b) Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie ze! + ye** + ze** = 0 en el
punto (0,0,0).

c) Calcular la derivada direccional de la funcién f(x, y) en el punto (0,0) en la direccién que

forma 1207 con el eje positivo de abscisas.
Solucién a)

La ecuacic’mF(z, y,z) = ze’ + ye** + ze* = 0 define implicitamente a una funcién

z=f (x, y) diferenciable ya que se verifica
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e Elpunto (0,0,0) es un punto de la superficie, F (0, 0, 0) =0
e Las derivadas parciales

F, (x, y,z) =e' 4 3ze™ F; (557 y,z) — 26 e
F (x, y,z) - 2y62z 4%

z

son continuas en un entorno del punto (0,0,0)

e F(0,0,0)=1=0

Solucién b)
Teniendo en cuenta que

FT <ac, y,z) =e' + 32" = FT (O, 0,0) =1

F (a:,y,z):a:e” +e” :>Fy'((),0,0):1

Y

FZ' (a:, y,z) =2ye” + ¢ = F; (O, 0,0) =1
la ecuacion del plano tangente es:
F'(0,0,0)z + F (0,0,0)y + F(0,0,0)z = 0

z+y+z=0

Solucién c)

Como la funcién z = f(x,y)es diferenciable

ro9=-Fhag A= Fiey

Por lo tanto

43

Encontrar los puntos sobre la superficie 2zy + 2z + 2yz — 22° + 222 = 0. tales que el
plano tangente a la superficie sea paralelo al plano XY.

Solucion

Los puntos de la superficie 22y + 27 + 2yz — 22" + 27z = 0 en los que el plano tangente es

paralelo al plano XY deben cumplir zp = Zu = 0. Se tiene que considerando
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F(x,y,z):xy+az+yz—z2+xz

se tendra

'

z =—>"=0 — y+l+2=0—- y=—2-1
-5
z;:— =0 —- z24+2=0— x=-—2

Y F

z

Como el punto tiene que estar en la superficie

—z(—z—l)—z+<—z—1>z—z2 +(—z)z:O—>

2 2 2 2 2
Ztz—2—2 —2—2 —2=0—-224+2=0—

44

Obtener las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie z* 4+ y* + 22> = 60 que

son paralelos al plano 6z + 4y + 4z =12.
Solucién a)

Si se considera la superficie S definida por F(:r,,y, z) =2"+9y +22° —60 =0, un vector normal

al plano tangente a S en el punto P(x,y,z) es

n= (F; (:1:, Y, z),F;/ (L Y, z),Fz (x, Y, z)) = (21’, 2y, 4z)

Determinamos los puntos (Ly,z) de la superficie S que cumplen que este vector es paralelo al

perpendicular al plano 6z + 4y + 4z = 12, es decir, al vector v = (674,4). Seran aquellos puntos

que cumplan

2v _2y _dz_ — P(3020,))
4

9)\2—|—4>\2+2/\2:60—>/\2:%:4—>/\:j:2

Los puntos son P, (6,4,2), P, (—6, —4,—2).

Teniendo en cuenta que ecuacién del plano tangente a la superficie F(:v, y7z) =0 en el punto

(a,b,c)es
F(wbe)(a—o) (s e)ly—1) + F ahe)fs—) -0

se tendra que el plano tangente en P, (6,4,2) es: 12(33 —6) + 8(y — 4) + S(z —2) =0
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y el plano tangente en P, (—6,—4,—2) es: —12(35 +6) — 8(;/ + 4) — 8(z +2) =0

45

Sea la superficie z = f(x,y) definida implicitamente por
2+ zlog(m2 + yQ) +1% =8.Se pide

a) calcular las derivadas parciales de z en el punto (1,0)
b) la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (1,0)

¢) laecuacién de la recta normal a la superficie en el punto (1,0,2).

Solucién a)

Derivando implicitamente 2* + zlog (x2 + yQ) + 1% = 8 se tendra:

! ' 2 ! ! 2
3zgzx+zzlog(x2+y2)+z R — 3-22zI—|—zzlog1—|—2—:O
2* +y 1
- 2 (L0)=-2
i 1 2 1 1
3222 42 log(a:2+y2)+z il +2y=0 — 3-2%2 +2 logl =0
y %y 2+ y %y

— z, (1,0)=0
Solucién b)

z=2(1,0)+z2,(1,0)(x-1)+z,(1,0)(y-0) - Z=2—§(x—l)

Solucién c)

Se obtiene como la recta que pasa por el punto (I,O,f(l,O)) y tiene por vector director el

le—ll
1 3
perpendicular al plano tangente: n= (_5’0’_1j , es decir y=0 AeR
z=2-1

46

Justificar si la funciéon z definida implicitamente como funcién de x y de y por

2 1 1

242 = \/y2 — 2> cumple la relacién  z° % +— % = —. ¢éQué condiciones deben
x or y 0y =z

cumplirse para que z defina implicitamente una funcién de x y de y en un entorno del punto

(xo,ya,z0>?
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Solucion

Derivando implicitamente, se tiene que:

-z
- +
2 —z . -2t T
222, —— = — z =
oz g2 — 2 2z
Y
2 2
I 1 — T
QZZy:L — Z :y—

\/m 4 2z

Sustituyendo en la expresidon dada en el enunciado se puede ver que no se cumple la
identidad.

Las condiciones que deben cumplirse son las hipdtesis del teorema de la funcién implicita.

47

Dada la ecuacién e* + cos(ac) cos(y) =1 yelpunto P(w /2,1, O), se pide contestar
los siguientes apartados:

a) Justificar si en las proximidades del punto P, la ecuacién anterior, define a z
como funcién de las variables = e y.

b) Calcular una recta normal a la superficie S en el punto P(7r /2,1, 0). Nota: Se

debe justificar cdmo se obtiene el vector director de esta recta.
¢) Hallar un vector tangente a S en el punto P contenido en el plano z = 7 / 2.

Nota: Se debe justificar en la respuesta por qué es un vector tangente.

Solucién a

Considerando ¥ (m’, Y, z) = ¢ +coszcosy —1 yel punto P(w /2,1, O), se cumple

. F[z,l,()
2

=¢’ +Cos[g]cosl—1: 0

o FL (a:, y,z) = —sen (z)cos (y), F; <x, y,z) = —cos(:r:) sen(y), FZ (x, y,z) = 2¢” son

funciones continuas en R?, en particular en el punto P.

. Fz'[g,l,o]zko =220

Por lo tanto, aplicando el teorema de Ila funcién implicita, la ecuacién
te—f—cos(:z:) cos(y)zl define una funcién implicita z:f<x,y> diferenciable

F F

.7 ! T ' y
cumpliéndose: 2z, = —— 7 ==
z 2

Solucién a
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Teniendo en cuenta que un vector normal a la superficie definida implicitamente por F en el
punto P es

n = VF[g,Lo] = (—cos(1),o,2)
La recta normal pedida es

xz%—cos(l)t

y=14+0t teR
z=0+4+2t
Justificacidn: Ver apuntes.
Solucién a
F [”,1, 0]
N Y12
El vector pedido es T, = |0, 1,fy [5,1]] =0,,———<%| = (O, 1,0)
F [”,1, 0]
12

Justificacidn: Ver apuntes.

EXTREMOS

48

Si z= log(a:y2 + :z:Q) , determinar el polinomio de Taylor de grado 2 de esta funcién en
el punto (1,2). ¢En qué direccidn crece mas la funcidn, en la direccién del eje OX o en la
direccidn del eje OY?

Solucion

El polinomio de Taylor de una funcién de dos variables z = f(x,y) que cumple las hipdtesis del

Teorema de Schwartz en el punto (a,b) es

T, (2,y) = F(a,b) + £ (a.b)(w —a) + £ (ab)(y—b) +
+%‘f; (a,b)(z—a) +2f (a.b)(z—a)(y—b) + £, (%b)(y_by]

La funcion a considerar z = log(:rgf + xg) es una funcién que tiene derivadas primeras y

segundas continuas en el punto (1,2) asi que derivando su polinomio de Taylor es

6

ﬁﬁﬁiﬂﬂ@gzg

]i(x’y) - :Ey2 S

65
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, 2 2 ' 4
]i/ (I’y): xyzifmz - yz —:iy—m *}]i/ (1’2):3

2 (my2 + xz) — (y2 + 2m)2

: \ 26
fu’vz ? = 2 - fzx 1’2 = 7o
(CC y) ($y2 +I2) ( ) 25
' 2y(:cy2 +;1:2)—2:cy(y2 +2m) , 4
fL’y 5 = 2 — fTu 1’2 = ——
(m y) (ny +m2) ( ) 25
, 2y +o) -4y
L) g8

— v
(v +2)

JHLw:bd®+§@fQ+g@f@+l

-2 omaf - 22 S

) 25

Teniendo en cuenta los valores de las derivadas parciales de primer orden, en el punto (1,2) la
funcion crece mas en la direccion del eje OX que en la direccion del eje OY:

ﬂ@@:g>%:ﬁ@@

49

Determine los puntos criticos de la siguiente funcién y clasifiquelos:

f(x,y):x3+y3—31:—12y+20.

Solucién:
Para determinar los puntos criticos se plantea la condicidn necesaria de extremo local. Los
puntos que cumplan estas condiciones necesarias son los puntos criticos de la funcion.

Condicion necesaria
Vf(z,y) = (0,0)

8§?Q:3ﬁ—szoﬁ3ﬁ:3—mﬁzlﬁx=JI=iL
€

0
;%ﬂﬁzsf—iwzoﬁ3y:ﬂQeyﬁz4ay:JZ:i2
Yy
Los puntos que anulan las derivadas son los que resultan de combinar los dos posibles de x
que anulan la derivada parcial respecto a x con los dos valores de y que anulan la derivada

12), (1-2), (12), (12

Para clasificar estos puntos criticos como maximos locales, minimos locales o puntos de silla
se pasa a estudiar las condiciones suficientes de maximo o minimo local, condiciones de
segundo orden, pues sdlo son suficientes para aquellos puntos que previamente hubiesen
anulado el gradiente de la funcién (condicién de primer orden).

parcial respectoa y:

Condicidn suficiente
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Para estudiar estas condiciones se debe estudiar el signo de la forma cuadrdtica
representada por la matriz hessiana de la funcién en cada uno de los puntos criticos. En

general, para cualquier punto (m, y) € D, (dominio de f(z,y)) se tiene que

50

H( 6z O
En el (1,2) se tiene
Hf(1,2 6 H 6|=6>0, H 60 72> 0
T2 =15 1) 1_H_ TR Ty g T
La funcién alcanza un minimo relativo en el punto (1,2).
Enel (1,-2) se tiene
Hf(1,-2) = 60
fL,=2) = 0 —12|’
6
H =6 =6>0 H,= 0 g =T2<0.
El punto (1, —2) es un punto de silla.
Enel (—1,2) setiene
-1, 9= 0 0
f(_ ) )_ 0 12 )
JR— J— JE— B 0 JR—
H, =|-6=-6<0, H, = 0 19 ="T2<0
El punto (—1,2) es un punto de silla.
Enel (—1,—2) se tiene
af-1,-2—=| > "
TEL=2 =1 |
H =|-6=-6<0 H,=| = 72> 0.

0 -12

La funcién alcanza un maximo relativo en el punto (—1, —2).

Estudiar los extremos relativos de la funcién f(x, y) =2 + 3xy® — 15z — 12y

Solucion

Como la funcidn es diferenciable, los puntos criticos son los puntos solucién del sistema:

£ (zy) =327 + 3y —15=0
fy‘ (x,y):6xy—12:0

67
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Despejando de la segunda ecuacidn, se tiene que y =—. Sustituyendo en la primera ecuacion
X

—5=0 — 2t 445" =0

, 5E25-16 |1°=4 —z=22
r@r = —=
2 =1 —2==+1

con ¢z = 42, x = +1, es decir,
X

2 (21 (2 (1o

- 2
Los puntos criticos son entonces de la forma [m, —

Dado que

6x Oy

H (:c,y) = 6y 62 = 362° — 36y° f;l (m, y) =6z

basta aplicar el teorema del hessiano para clasificar los puntos criticos.

12 "
e H (2,1) = >0, f, (2,1) =12 > 0, en el punto (2, 1) hay un minimo de

6 12
valor f(2,1)
~12 -6 .
o H(-2-1)= P E U (~2,-1) =12 <0, enel punto (-2, 1) hay un

méximo de valor f(-2,-1)

6

. H(1,2):12 ;

< 0 , en el punto (1,2) hay un punto de silla

-6 -12

. H(—1,—2):_12 s

< 0 , en el punto (-1,-2) hay un punto de silla

51

Definir extremo relativo de una funcién de dos variables y calcular estos extremos
para la funcién f (x, y) =2’ + 31y”® — 152 — 12y . Escribir el cédigo Matlab para representar

las curvas de nivel de la funcidn junto con los puntos criticos.
Solucién

Como f es diferenciable en todo su dominio (el plano), se tiene
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4

'+ ——-5=0
f;(ﬂf,y)=3ﬂ32+3y2—15:0—>:v2+y2—5=0 134—5J:2+4jO
' 2 - 4
fy(z,y):(jxy_lzzoﬁ y== x2:5i 25-16 _5£3
L 2 2 1

r=x2 z==%£1

Los puntos posibles son
P(z,l) Q(—Q,—l) R(1,2) S(—l,—2)

Utilizando el método del hessiano, se tiene que

6z 6y
=6y 63:] |H| = 36(2” - y)
Punto ‘H‘ — 36(3:2 _ y2) f (:v,y) — G Extremo
P(2,1) ‘H‘ — 36 (4 _ 1) <0 12, Minimo
Positiva

Q(—Q,—l) ‘H‘ — 36 (4 _ 1) >0 12, Positiva Minimo
R(1,2) ‘H‘:36(1—4)<0 Punto de

silla
S(-1,-2) ‘H‘ =36(1-4)<0 Punto de

silla

$figura de la izquierda
[X,Y]=meshgrid(-3:0.2:3,-3:0.1:3);
2=X . "3+3*X.*Y."2-15*X-12*Y
contour (X,Y,Z,40)

hold on

plot3(2,1,0,"'*")
plot3(-2,-1,0,"*")
plot3(1,2,0,"'*")
plot3(-1,-2,0,'*")

hold off
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LR
LK,
100 QELELELELE L
R
9020 ':,':,::,‘0,‘:,," o
55757

200290594
ZAZREARIAES
ST

3%
oo 20 s o e e o

50

2
s or st s
AR
QLR
'l':":' X7

-50

-100

EXTREMOS CONDICIONADOS

Hallar los valores extremos de z = f(x,y) = gy sobre la circunferencia 2” +y° =1

52
Solucién:
Hay que calcular los extremos de z=f(:v,y)=xy, con la condicién

g(z,y)zmQ +y°—=1=0.
Vemos que f y g son diferenciables en R”. La funcién auxiliar de Lagrange

F(:zc,y,/\)=acy—|—>\(a:2 + 9 —1)

Calculamos las derivadas de primer orden de Fy resolvemos el sistema
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F (m’,y,)\): y+2 =0

T

F(zyA)=z+2y=0

Y

I&(x,y,/\):af +yP—1=0
Despejando A en las dos primeras ecuaciones anteriores tenemos

M r=-2L=—2  sesigueque: y* =2 (llN)
2z 2y

Por la tercera ecuacién de (1), y por (Ill) debe ser

%

y2+y2=1=>y=i7

V2

ypor(lll) ==+ 5

Asi obtenemos los puntos criticos de f sometidos a la restriccién z° + 4> =1:

27 9 2 2 12 2 272

Analizamos la diferencial segunda: d”f (= signo Af ) teniendo en cuenta que dx, dy estan
ligadas por dg = 0, es decir, 2zdx + 2ydy = 0

Entonces, seglin lo visto antes es signod” f =signod”F . Ahora, como

Et:{l: = 2)\
F =2\
vy

y
dI’f=dF = Fmdx2 + 2Fzydxdy + P;/ydy2 = 2dz” + 2)\dxdy + 2dy’

Por otra parte, tenemos que

luego, en P;y P, tendremos:
& f = —(da* — 2dzdy + dy*) = —(dz — dy)’ (Iv)

(aquiyavemos que d”f tiene signo negativo, por lo tanto Af tendra signo negativo, lo cual

implicard que f tiene maximo local en P; y P,. No obstante, continuaremos adelante con el
fin de ilustrar totalmente el procedimiento en estudio).

Ahora bien, dx y dy estan ligadas por dg(x,y)=2xdx+2ydy =0, lo que implica que,

/1
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Y

2

De (IV) y de (V) resulta d°f = —|do+2dx Ahora, como en P, £ £]
Y
P, —ﬂ,—ﬂ , €s T +1 tenemos que
2 2 Y
d*f = —(du + dz) = —4du
Porlotanto, signo Af = signod’f = —1.Luego, f tiene en P;, P, maximo relativo. Ademas,
vale
°T f(x’y)m )
Andlogamente, como en P, £ —i] en P, —g,g] es T = —1, tendremos:
Y

2

& f = do® + 2dady + dy* = (dz + dy)Q = [dw T

= (dz + dz) = 4da’
) (x—l—x) 4dz

Porlo tanto signoAf =signod’ f = +1

Esto significa que f tiene en P;y P, valor minimo local. Ademés, es

z:f(x,y>‘ :_—1

Py.by 2

Material de consulta

Libro interactivo parte |
Libro Interactivo. Parte |l
Laboratorios y Unidades didacticas con videos explicativos: enlace

Autora: Elena Alvarez
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Ecuaciones de algunas superficies frecuentes
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PLANO
Cartesianas

Az +By+Cz+D =0

Paramétricas

T =1z, +ua + vb
y =y, + ua, + vb,

z:zo+ua3+vb3

i
RS
‘\ .§ “;s g

Ataaiiety :

R

ESFERA

Cartesianas

x2+y2+22 =I"2

Paramétricas

T = Tsenucosv
Yy = rsenusen v

Z =TCOosu

%
X

e
5

T = bsenucosv
y = Hsen usenv

2z =D5cosu

0<u<m 0<v<2r

ot
)

SO
st

———

i

e

/3
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S
o = S
= -
o & o)
= — wn w o0
w wn © a. <
o] Il Y] s 3 T — ) o
o ¢ T 2 o I w I = 3 <
e m© a2 B 8 o © I kY, o = & w n
o % ~ ] ! z 5 NS 5 = o B ]
Zz v + € S o D — ~ N S o c =
= ¥ © (o] n ~ v O w [ ] +
4 & ~ = o o z 9 [ £ a % ° ‘v
_ (© —_ + S N -~ s 3
v v sls o 8 > W = 5 a _2 o o z 2 m
U v =l s © 4 & I o
P =N O v 2 o
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T=u
y=v 2

u r=u, y=v, 2=—, (u,v)€D
2 =—

a
CONO

Cartesianas

2

o :x2+y2

Paramétricas

T = U COSV
y=usenv 0<ov<2m,uel
Z=u

ELIPSOIDE

Cartesianas

\S]
\]

—+

y2
_2+

b

a|><
[\ )
Q|N
\]

Paramétricas

T = asenucosv

= bsen usen v

<

Z =CCOSU

T = Hsen u cos v
y = 3sen usenv

2z = 2cosu

0<u<m 0<v<2m

PARABOLOIDE ELIPTICO
Cartesianas

Paramétricas

il = =
A1 SeSeeee
i =
i (‘“‘* e Seew
S
L
=

1

v e
i ﬁ?igg'!i'o

e

PN
Rases
T

L
s
e

ST

s
=
Ty
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T = QU COS v
y = busenwv

2z = +u’

T = UCOSV
y=2usenv wue€l, 0<v<2m

2
Z=1U

PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Cartesianas

Paramétricas

T = aucoshwv
y = busenh v

2= +u’

x = 3ucoshwv
y=2usenhv wuel velJ

2
Z=1U

HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA
Cartesianas

@ v 7

Paramétricas

T = a cosh u cosv
y = bcoshusenwv

z =csenhu

&

o
W

A
VA

x = 2cosh u cosv
y=4coshusenv —oco<u<oo 0<v<27

2z = 3senh u

HIPERBOLOIDE DE
DOS HOJAS
Cartesianas

S

2 2 2
T Yy z
2 2 2
a b c
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Paramétricas

Tr =

2 =

a senh u cos v
bsenh usen v

ccosh u

z = senh u cosv
= senh usenwv

z = coshu

—co<u<oo, 0<v<2nr

S Wiy
L N 1
T
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