Temas Grado en Ingenieria Mecdnica

SERIES DE FOURIER

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e Series. Concepto de convergencia.

e Funciones trigonométricas y propiedades.

e Numeros complejos y funcién exponencial compleja.

e Dibujo de curvas y programacion bdsica con Matlab.

e (Calculo diferencial e integral de funciones de una variable.

Los objetivos especificos de este tema son:

1. Definir y representar funciones armonicas, conociendo el significado de los parametros
que intervienen en la definicién.

2. Entender la definicion de funcién periddica y saber calcular el periodo propio y la
frecuencia angular de una funcién definida como suma de armdnicos.

3. Sabery aplicar el criterio de Dirichlet para desarrollar una funcién en serie de Fourier.
4. Saber calcular desarrollos en serie de Fourier.
5. Aproximar una funcién periddica mediante un desarrollo limitado de Fourier.

6. Obtener el desarrollo en serie de Fourier de una funcién a partir de otra de desarrollo
conocido.

7. Obtener la serie de Fourier en forma compleja y dibujar el espectro de amplitud.

SERIES DE FOURIER

- Definiciones basicas

Definicién (Funcién periddica).- Una funcién f(z) definida en un conjunto no acotado D se
llama periddica, si existe unnimero T > 0 tal que para cada x € D se cumple la condicién

fle+T)=f(z).

Nétese que si T' es periodo de f(z) también admite f(:v) los periodos 27", 37 ,etc.Si T esel

menor nimero positivo que verifica esta condicion le Ilamaremos periodo propio o fundamental.
Cuando no indiquemos lo contrario supondremos que nos referimos al periodo fundamental.
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Definicién (Funcién armdnica o armdnico).- Se llama funcién arménica o simplemente
arménico a una funcién periddica definida por una de las ecuaciones siguientes:
f(z) = Acos(wx + ®) 6 f(z) = Asen(wz + D)

Como se desprende de la definicién, los armdnicos son ondas senoidales o cosenoidales cuya
forma viene determinada por los valores siguientes:

e A, eslaamplitud o altura de la sinusoide.
e &, eseldngulo de fase e indica el punto de arranque dentro del ciclo.

e w,eslafrecuencia angular medida en rad/seg.

La frecuencia angular w es el pardmetro determinante de la forma de la senoide y va a jugar un
papel fundamental en todo el Andlisis de Fourier. Su expresién es

w=2nf

siendo f la frecuencia en ciclos / sg. Puesto que el periodo T es la duracién de un ciclo u

g g or 1 2
oscilacion se verifica f = o y, por tanto w = % .

Definicién (Serie trigonométrica o de Fourier).- Una serie de funciones del tipo

a o0
?O + Z (an cosnwz + b sen nwz)
n=1

se llama serie trigonométrica y las constantes a,, a , b (n=1,2,...) se llaman

n? “n

coeficientes de la serie trigonométrica.

OBSERVACION.- Las funciones de la serie trigonométrica anterior son armdnicos con angulo de
fase cero, frecuencia angular nw y periodo propio T' = 27 / nw y, por tanto, todas ellas tienen

como periodo comun 27 / w.

Definicién (Desarrollo de una funcién en serie trigonométrica).- Desarrollar una funcién
f(z) con periodo T'=2m 6 T =2p en serie trigonométrica significa hallar una serie

trigonométrica convergente, cuya suma S(z) sea igual a la funcién f(x).

n Serie de Fourier para la funcién periédica de periodo 2p

Analizaremos a continuacién las condiciones suficientes para que una funcién sea desarrollable
en serie de Fourier, estas condiciones se recogen en el teorema de Dirichlet’.

! Las condiciones bajo las cuales una funcién admite desarrollo en serie son muchas. Sin embargo, la mayor

parte de las aplicaciones practicas quedan cubiertas con el Teorema de Dirichlet.
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TEOREMA DE DIRICHLET.-Si f(z) es una funcién periédica de periodo 2p, y continua en un

intervalo de un periodo o tiene en este intervalo a lo sumo un niimero finito de puntos de
discontinuidad de salto finito, asi como un nimero finito de mdximos y minimos, entonces
se puede representar por una serie de Fourier convergente que tiene por suma el valor de
la funcién f(x) en los puntos en que ésta es continua y el promedio de los limites por la
derecha y por la izquierda en los puntos en los que es discontinua.

Suponiendo que la funcién f(z) cumple el criterio de Dirichlet, el siguiente teorema nos da el
método para calcular los coeficientes a,, a , b delaserie de Fourier apartirde f(x), asicomo

las condiciones de convergencia de la serie.

TEOREMA.- Supongamos que la funcién periddica f(z) de periodo 2p cumple el criterio de

Dirichlet en [—p, p]. Entonces si se considera

a

EO L Z (a, cosnwzr + b sen nwz)

n=1

S(z) =

siendo,
1 P 1 P 1 p
a, = _ff(a:)dx, a, = —ff(a:) cos nwzdr, b = —ff(x) sen nwrdx
pY, P, pT,

se cumplird que la serie S(z) converge a:
e  f(z),si x espunto de continuidad de f .

fa") + f=7)
2

o , Si x es punto de discontinuidad de f .

Desarrollo de las funciones pares e impares en Serie de Fourier

Definicién (Funcién par e impar).- Una funcién f(z) definida en el intervalo [—p, p] donde
p >0 sellama

o parsi f(—z) = f(z) paratodo x e[-p,p].

e imparsi f(—z) = —f(x) paratodo z € [—p, p].

Es facil ver que la grafica de una funcién par es simétrica respecto al eje de ordenadas mientras
que una funcién impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.

La serie de Fourier de una funcién par contiene sélo el término independiente y los términos en

a o0
coseno, es decir, f(z)= i +> a, cosnwa

La serie de Fourier de una funcién impar contiene sélo los términos en seno, es decir,

fx)= an sen nawx
n=1

n=1
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También es posible obtener un desarrollo de Fourier solo en senos o solo en cosenos para una
funcién definida en [O, p], sin mas que hacer una extension periddica impar o una extensién

periddica par de dicha funcién (ver ejercicio resuelto 6).

Forma compleja de la Serie de Fourier. Espectro de amplitud.

Supongamos que la funcién f(z) satisface las condiciones suficientes de desarrollabilidad en

serie de Fourier. Entonces en el segmento [—p, p] puede representarse mediante la serie

%

ey + Z(an cosnwz +b sennwr), w = T
n=1 p

Utilizando las férmulas de Euler para la exponencial compleja

» B emww + e*inw.’t
e = cos nwz + 1sen nwr COS W = 9
=

—inwe NWT e MWL

e = COS NWZT — 1 Sen nwx
sen nwr =

2i
y sustituyendo en la serie resulta

a ©|laq —tb . a +1tb
) = _0_|_ n n emwz + n n efmu,u
f@) =1 ; - -
LLamando
aU an — ibn an + an
CO = —, cn = '—'7 0771 =
2 2 2

la serie se transforma en

0 ) ) 0 0
_ MWL —inwr | __ MWT —inwr  __
f(x) - CU + Z [Cne + C—ne } - CU + Z Cne + Z Cfn,e -
n=1 n=1

n=1
=c +§ : c emwm 4 2 : c emwx
0 n n
n=1 n=-—00

Abreviadamente,

f(.'l]') — CU 4 Z cnemwm

n=—00
n=0

que es la representacién compleja del desarrollo en serie de Fourier de f(x) . Alos coeficientes
c, selesllama coeficientes complejos de Fourier de la funcion f (a:) y pueden obtenerse a partir

de los coeficientes reales:

a —ib a +1b
c =—"—-" c =—-—2" neN
n 2 —n 2

O bien directamente,

1 s
c =— x)e” " dx, n=0+1 £2,...
=y 1@
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Definicién (Espectro de amplitud).- Se llama espectro complejo de amplitud de f(m) ala

grdfica resultante de representar la amplitud ‘Cn‘ frente a la frecuencia angular nw.

Nétese que el espectro de amplitud de f(z) es una grafica formada por un conjunto de puntos

discretos, correspondientes a las frecuencias discretas @, =nw=— 1y se extiende a

p
frecuencias negativas.
1ol 4
Co a, —1ib
C = - =
S S :
G _t 2 2
ol Ic| % 0
| | L
30 20 ~O o 20 3o ®n

Derivacidn e integracion de Series de Fourier

A continuacion se presentan dos teoremas que establecen las condiciones para poder escribir
nuevos desarrollos de Fourier mediante integracion o derivaciéon de otros conocidos.

Teorema (Integracion de series de Fourier).- La integral de cualquier funcién 2p- periédica,
que cumpla el criterio de Dirichlet, se puede hallar integrando término a término la serie de

Fourier de la funcién en el interior del intervalo [—p, p] .

Teorema (Derivacion de series de Fourier).-Si f(z) es una funcidn periédica continua en el
intervalo [—p,p], con f(—p)= f(p), y su derivada f'(z) satisface las condiciones de

Dirichlet en este intervalo, entonces la serie de Fourier de f'(x) se puede obtener

derivando término a término la serie de f(x). La serie obtenida converge a f'(x) en las
condiciones del criterio de Dirichlet.
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Ejercicios propuestos

- Con la herramienta de representacion
de armoénicos de la pagina
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoW
eb/Calculoll/descartesJ)S/armonicos-
JS/armonico.html

analiza el significado de la amplitud, la
frecuencia y la fase en una onda cosenoidal.

u (a) ¢Qué observas en la gréfica de la

figura? ;Cual crees que es el periodo
fundamental de la funcién?

03

02H

01

0

01

02

03

o ; ; i ; ; i
o

(b) Sila ecuacion de la funcién es

fit) = L sen 2¢ —|—lsen6t +lsen10t )
™ 3 )

comprueba cudles de los siguientes valores
son periodo de f(¢):

T=mn/2 T=mnT=2r ¢Cudlessu
frecuencia angular?

Solucién: T = 7 es el periodo propio;

T = 27 también es periodo. Frecuencia
angular: w =2

a) Obtener el periodo fundamental y la

frecuencia angular de la funcién
t t
t) = cos— 4 cos—.
(1) = cos + cos

b) Sea f(t) una funcién de periodo T ;Cual
serfa el periodo de la funcién f(at), a > 0?

Solucién: a) T =24w, w=1/12b) T /a

i id
Se considera la funcién

f(t) = cos10t + cos((lO + 7r)t) . Razonarsisu

2
periodo fundamentales T = ?ﬂ En caso

negativo, ¢cudl serfa?
La figura muestra la grafica de la funcion.

Solucién: No es periddica.

n En la herramienta de representacién

de series de Fourier de la pagina siguiente
http://personales.unican.es/alvareze/Calculow
eb/Calculoll/descartes)S/armonicos-
JS/fouriert.html

pulsa sobre el botdn ejemplos para ver cudl es
el desarrollo en serie de Fourier de distintas
funciones periddicas. Observa cémo
aumentando el ndmero de armdnicos se
consigue una mejor aproximacion a la funcién

n Desarrollar la funcién 2-periddica f(x)
definida en [-1, 1] de la forma
T, S T€E [—1,0]
xTr) =

/(@) [—x, st T € [0, 1]
Analizar la convergencia de |a serie obtenida
Solucidn:

1 4 & cos(2n—1)mz

2 VreR
2 7T (o)

9 )

1

/\1 | /\
4
i i
Desarrollar en serie de Fourier la

siguiente funcion periddica



http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html

f( ) _ z° 0<x<1

= —x —1<x<0
Solucién:

f(x) = 5 + —4 - cos((2n — 1) 7rac) +

12 5= (2n—1)
Z —l—%cos (2n7rx) -
n=l o’ (2n)

- 4
,; msen (<2n — 1) ﬂ'l’)
para 1<z <1

n Ejecuta la presentacion “Series de

Fourier” que encontrards en la pagina de la
asignatura en Moodle.

En esta presentacidn se analiza cdmo,
conocido el desarrollo en serie de Fourier de
una funcién f(z), es posible obtener la serie

de Fourier de una nueva funcién, siempre que
esta nueva funcidn sea el resultado de hacer
una de las transformaciones siguientes en la
funcién de partida:

- Escalado horizontal (cambio de periodo).
- Escalado vertical.

- Desplazamiento horizontal.

- Desplazamiento vertical.

Después de ver la presentacidn contesta
razonadamente a estas preguntas,
considerando

x, 0<z<m
flz) =

2 —zx, m<x <2m

mt, 0<t<1
g(t) =

om—mt, 1<t<?2’

1. ¢Qué relacién hay entre las funciones
f@) y g(t)?

2. ¢y entre sus series de Fourier?

n En este ejercicio se obtiene el

desarrollo en serie de Fourier de la funcidn
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vista en la presentacién del ejercicio anterior y
se dibuja la aproximacién de la funcidén
sumando ™ armdnicos.

Se considera la funcién 4-periddica definida
por:

flzy=2 —|33|, T € [72,2]

Se pide:

1. ¢Cudl es la frecuencia angular de f(x)?,
¢Es una funcién par o impar? ;Es continua?
(Cumple el criterio de Dirichlet?

2. Dibuja con Matlab la grafica de la funcién

en el intervalo [—4,4] .

3. Calcula, resolviendo las integrales con
Matlab, los coeficientes del desarrollo de
Fourier de f(z).

4. Escribe la serie de Fourier de f(z) y
justifica la convergencia de la serie a la
funcién utilizando el criterio de Dirichlet.

5. A partir de la serie obtenida, calcula la

. - 1
suma de la serie numérica Z—Z

n=1 (2n — 1)
Comprueba el resultado sumando esta
serie con Matlab.

6. Dibuja, en una misma figura, la grafica de
f(z) yla gréfica de la aproximacién que
se obtiene utilizando los cuatro primeros
armonicos no nulos del desarrollo de
Fourier, funcién g (3:) ,

8 mr 1 3Tz
g(x)=1+—|cos—+ —cos——+
7T2 2 3 2
1 omx 1 X
5—2 COS —— + ; COS ——
Indica con una leyenda la curva que
corresponde a lafunciényala
aproximacion.

7. Ejecuta el fichero sierra.m para dibujar
aproximaciones de f(z) utilizando los n
primeros armdnicos de su serie de
Fourier.

n Desarrollar la funcidn

f(&)=7m—2z, 0<az <7 enseriede Fourier

de senos y en serie de Fourier de cosenos,
justificando la convergencia de cada

desarrollo.
Solucién: a) senos:
=1 sen ne
T—x = 22 , O<z <7
n

n=1
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b) cosenos:

4 & cosQn—l
T ——+—Z

n Determinar el desarrollo en serie de

Fourier de senos y en serie de Fourier de
cosenos de la funcién f(z) =« (77 - x) en
[0.7]

Solucién: En serie de senos

fao)=>—35

2" (2n - 1) sen ((Zn — 1)30) para

S [0771’]

f ST 0 Vrr

—md

En serie de cosenos
2

flz)= TS LQCOS(QTZ z) para x € [O,W]

6 n=1 n

- 0 ™ 2w

n 1. Calcular el desarrollo en serie de

Fourier de la funcién de periodo 2 definida en
(— 1,1) por la ecuacion f(t) =U(t) - U(t —1)

donde

o 1 st t>c
(_6)70 st t<c

es la funcidon escaldn unitario

( 1 n—1
2. Calcular Z

n=1 2n —1

3. Anpartir de la serie de Fourier de la
funcién f(t), obtener la serie de Fourier
en forma compleja de la funcidén

0, —m<t<0
g(t) =
5, 0O<t<m

Solucién: 1)

1 &X1-(-1"
t)y=—+>» ————sennnt, Vit=k, keEZ
1 2 Z nmw

2 A 0 1 2 3
2)m/4 3)
- n=oo _1 n _1 )
g(t):§—|— il Le””‘, t=km kel
2 2= n

13
- Escribir la serie de Fourier en sus

formas armdnica y compleja para la funcién
de periodo 2p,

2
f)y==t, 0<t<2p
p

Justificar la convergencia de la serie obtenida.

Solucién:

Hy=2+= Z—el”, 0<t<2p

T p=—cc
n=0

n Hallar la serie de Fourier de la funcidn

definida por
f(z) = sen® z + cos’ g, VreR

(Cudl es el periodo propio y la frecuencia
angular de la funcién?
Solucién:

r)=1——cos—zx ——coslx, S
! 1; 3 ; 2, VreR

T=3m w=2/3
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Test de autoevaluacion

1

El término constante del desarrollo en
serie de Fourier de la funcién

T, —m<zx<0
Jlw) = z, O<z<m e
A)m/4.

B) 3w /4
AQmn/2.
D) Ninguna de las anteriores.

2
El desarrollo en serie de Fourier de la
1, —r<x<0
funcién f(z)=1 1 es:
——, O<z<m
2

1 3 &sen(2n—1)zx

A) = — _Z¥

4 w7 2n —1

1 3 &sen2nz
B = _ =2
) W; 2n

1 3 &sen(2n—1)z
Q—-—+—> ——
)4 WZ 2n —1

n=1

D) Ninguna de las anteriores.

3

El periodo propio de la funcién

ft) = 3cos3t+3sen3t—%sen9t,es
A)m/3
B)27/9

Q2r/3
D) Ninguna de las anteriores.

4

Se sabe que la serie de Fourier de la

A si O<z<m
funcién f(z) =

, es:
0, st m<zx<2m

A 243 1
==+ o — 1)z,
f(z) 5t P sen(2n — 1)z

z=kr (keZ).

Entonces la serie de Fourier de la funcidn
24, si 0<z<T/2
g(z) =

n=1

0, si T/2<z<T

A) g(z) = A+ﬁ2isen(2n2?ﬂx),

T 3 2n
Iikz
2

44
B — A2
) 9(z) ngnq

sen(2n —1) 2 x,
T

Tikz
2

4AS 1 2
Q) g(z) = A+—22n lsen(2n—1)?7rx7
n=1 -

x;ztkZ
2

D) Ninguna de las anteriores.

5

Al desarrollar la funcién f(z) = x|x|,

—7m < z < 7 en serie compleja de Fourier, los
coeficientes no nulos, cumplen:

A) Todos son reales

B) Todos son imaginarios puros.

C) Todos son complejos con parte real e
imaginaria no nula.

D) Ninguna de las anteriores.

6

Decir cudl de las siguientes

afirmaciones es verdadera:

A) El producto de una funcién par por una
impar es una funcidn par.

B) El producto de dos funciones impares es
una funcién impar.

() La derivada de una funcién par es una
funcién par.

D) Ninguna de las anteriores.

7

Se considera la funcién de periodo

T = 2, definida en el intervalo (—1,1) porla
ecuacion f(t) = U(t) — U(t —1). El coeficiente
complejo de la serie de Fourier de f(t) es:

i(cosnm —1)

A)C =
nm
B) O — i(cosnm —1)
" 2nm
-1
9C - (cosnm )
nw

D) Ninguna de las anteriores.
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8

Los coeficientes reales de la serie de
Fourier de la funcién de la cuestion 7, son:

A) . _o, bﬂ _ 1—cosn7r.
) nm
B) GHZM7 b =0.
nmw
Oa =0, b ———2
" " @2n -7

D) Ninguna de las anteriores.

ke Si la serie de Fourier de la funcion
fz) =2z para -7 <z < m,es

o0
g é— )" sennx
- n

Se puede deducir que la suma de la serie

o
numeérica Z

2n—1

n=1

Soluciones del Test:

A) - /4.

B) m/4.

Qmn/2

D) Ninguna de las anteriores.

10
Dada la funcién de periodo 4, definida
0, 0t
por f(t) = L 1<t<4 El coeficiente

complejo de la serie de Fourier de f(t)es

inm

A) ani[l—e 2], nez, n=0.
nm

inm

B) C, ZL[l—eQ], neZ n=0

2nm

nm

C)ani[l—e 2 ], nez, n=0
nw

D) Ninguna de las anteriores.

N
w
o
w1
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Ejercicios resueltos

FUNCIONES PERIODICAS. ARMONICOS

Dadas las funciones g(m)z5cos(2x>—sen[§] y h(z):sen(%)-l-e‘”, (son

periddicas? Si es asi, determina su periodo.

Solucion

La funcidn g( ) = Hcos (Qx) — sen[?)]es periddica de periodo 67 = m.c. m( ,67r)

La funcién A (:z:) = sen (2:1:) —+ €” no es periddica.

40

20 -

11
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Se considera la funcién f (t) periddica de periodo 27 definida de la forma

2t(7r—t) 0<t<m
£t) = 2(r+t) —T<t<0

- 16
siendo su serie de Fourier: Z—zsen((Qn — 1) t).
n=1 (Qn — 1)
Se pide:
a) Determinar la frecuencia angulary el periodo de los 3 primeros armdénicos no nulos.
b) Escribir el cédigo Matlab para representar la suma de los 10 primeros armdnicos no nulos

en el intervalo [—577, 5%] junto con la grafica de la funcidn.

Solucién a)

Los 3 primeros armdnicos no nulos son

f(1) = §n (1) 5= ;_%en@t) £ (1) = = sen(50)

I 251

e Elperiodode f (t) es 27 y su frecuencia angular es 1

e Elperiodode f (t) es 2% y su frecuencia angular es 3

e Elperiodode f, (t) es 2% y su frecuencia angular es 5

Solucién b)

El cédigo Matlab para representar la suma podria ser:

$Forma 1

x1=linspace (-pi, 0);

x2=1linspace (0,pi);

yl=2*x1.* (pi+xl);

y2=2*x2.* (pi-x2);

hold on

for k=-2:2
x=x1+2*k*pi;
plot(x,vyl)
X=x2+2*k*pi;
plot(x,y2)

end

hold on

t=linspace (-5*pi, 5*pi);

suma=0;

for k=1:10
suma=suma+16/ (pi* (2*k-

1)72)*sin ((2*k-1) *t) ;

end

hold on

plot(t,suma, 'r')

hold off

$Forma 2

%$Representacidén de la funcidn

x1=1linspace (-pi, 0);
x2=linspace (0,pi);
yl=2*x1.* (pi+tx1);
y2=2*x2.* (pi-x2);

xc=[x1 x2];yc=[yl y2];
hold on

plot (xc, yc)

plot (xc+2*pi, yc)

plot (xc-2*pi, yc)
%$Representacidédn de los
%10 armbébnicos

Syms x

n=1:10;

nter=sum(l6*sin ((2*n-

1) *x) ./ (pi*(2*n-1) ."2));
vx=linspace (-5*pi, 5*pi);
sumandos=subs (nter, x, vx) ;
plot (vx, sumandos)

hold off

axis equal
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DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER. CONVERGENCIA

Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo T' = 4, definida como

0, s —2<t<—1
st —1<t<0
-1, st 0<t<1
0, s 1<t<?2

Estudiar la convergencia de la serie de Fourier en el intervalo [—2, 2 } .

Solucién

El periodo de la funcién es T' = 4, luego la frecuencia fundamental o frecuencia del primer

i . . 2w
armonico de la serie de Fourieres w = — = —.

2

eje

periodo fundamental

x1=[-2 -1]1;x2=[-1 0];x3=[0 1]1;x4=[1 2]1;
yl1=[0 0];y2=[1 1];y3=[-1 -1];y4=[0 0];
hold on
plot(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3,x4,vy4)
plot (x1+4,vyl,x2+4,y2,x3+4,y3,x4+4,vy4)
plot(x1-4,vyl,x2-4,y2,x3-4,y3,x4-4,v4)

(

(

plot ([-6 6],[0 O0],'b")
plot ([0 O], [-4 4],'b")
hold off

axis equal
xlabel ('eje X');ylabel('eje Y'")

A la vista de la gréfica, por tratarse de una funcién impar, es decir f (—t) =—f (t) vVte R,

los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier nulos seran a, =a, = 0 VneN.En

cuanto a los coeficientes b, se obtienen asi

2 7 nt 1. nt r nt
b = ?Li@sen[T]dt = EQ[f(t)sen[T]dt = {(—1)sen[7]dt

impar ‘“——
impar

par

13
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[mrt]]
Pl 2
b =|——+ :—[COS[E}—l],para n=12,3,...
’ nw nm 2
2

Luego el desarrollo en serie de Fourier de f(t) es

en[mt, Vte[—2,2]—{—1,0,1}

En cuanto a la convergencia de la serie de Fourier en el intervalo [—2, 2 ], la serie converge a
f(t) en todos los puntos donde la funcién es continua, tal como muestra la expresién

anterior. En los puntos de discontinuidad de salto de f (t) , la serie converge al valor promedio

del salto; concretamente, se verifica

- +
. . f(—l) +f(—1) 1
si t=—1, la serie converge a 5 = B
- +
flo) +£(0
si t=0, la serie converge a % =0
- +
. . 1) +£(1) 1
si t=1 la serie converge a ———-— = ——
2 2
a) Determina el desarrollo en serie de Fourier de la funcién 27 — periddica
0 —T<z<0
fle)=
T— 0<z<m

b) Justifica donde converge la serie ala funcién f.

Solucién a)
Los coeficientes de la serie de Fourier son

=T

2

1] 1] 1
ao:;LEf(x)dx:;[(w—z)d:ﬁ:;[wx—%

™ ™

2

=0

S
|
| =
~
IS
SN———
o
o
)]
3
\&_/
ISH
=
Il
|
—
3
|
=
S———
o
o
»n
3
=
SN————
ISH
=

=0
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b = %]ﬂf(x)sen (nx)dx = %‘Z‘(W — x) sen <nx) dz

:l —(77—3:) cos(n ac) - sen(n x) o _ 1

m n n n
z=0

El desarrollo en serie de Fourier es

f(fﬂ) =—+ fcos(m:) + %sen(m:) =

2 1
3 Wcos (<2n — 1)96) + gsen (nx) zE€R— {2]{:77 / k€ Z}

-3mwi2 - w2 0 2 o 3m/2 2

2 (a) Calcular la serie de Fourier de la funcién 2-periddica definida en el intervalo [—1, 1)
0 si —1<t<0
de la forma siguiente f(t) = ,
3 st 0<t<1

b) Estudiar la convergencia de la serie obtenida.

(_1)n—1

c) Obtener el valor de la serie: Z 5 1
/,’L J—

n=1

Solucién a)

Setieneque T =2, p = 1,w = 7. La funcién no es par ni impar.

15
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B SERIES DE FOURIER

P 1
aozlff(z)dz:ffida::?»
P_p 0

14 ! sen(mm) !
a, pif(m)cos(nwx) x [3cos<n7m’> T =3 - ~ 0
1% L —cos(nmc) =
b, = ;ff(x)sen (nwx)da; = f3sen (mrx)dx =3 - =
-P 0 =0
n 0
:3—@4)+1: n par
nmw — n impar
nmw

La serie de Fourier es

3 o0
S(m) = 5+ n; (2n —1)7r sen((Qn — 1)771:)

Solucién b)
Se tiene que

Slz)=flz) zeR-Z

k" k™

N@_f()zf()_% kel

Solucién c)

Considerando z = %, se tendra
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6

a) Justificando la respuesta, determinar los valores de x para los cuales es cierta la
siguiente igualdad

%Tui — f(=)

™ n

[“)—1] cos (n) - ~sen (nz)

siendo f(m) la funcién 27 — periddica definida en [—7?, 7r] de laforma

f(x):[w —r<z<0

r O<z<m

b) Calcular el valor de f: ! 5
= (2n - 1)

Solucién a)

Calculamos el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(m) periddica de periodo

T=2r , w=1, p=n7

aO:%]f(:E)dx:% 37

2

71_2
4+ —
2

| T 1

fﬁwdx—l—{xdx]:;
1 T 1 0 T

a, :;!;f(x)cos(nx)dx :;[fﬂcos(nx)dw—|—fxcos<nm)dx

-7 0

rsen () cos<m>]

_1|msen (n:z:) .

™

_l’_

+

n n n

IT=—T

b = l] f (x) sen (nw) dr = l[] msen (nx) dzr + ]wsen (nx) dw] =

™

=0
—T COS( TLJI)

n

_1

™

_l’_

_ X COS (TLCE) . SEN <nx>] '
n n

T=—T

El desarrollo en serie de Fourier de la funcion es

S<I>:%+n§?

2
™ n

(1)—1] cos (n) — = sen (na)

Esta serie converge a los siguientes valores

17



T5 = Series DE FOURIER

S(w)zf(x) si x=2kn kEZ

S(x)zz six=2km kel
2

Solucién b)

En el caso en el que x=0 se cumple

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcidn de periodo 2x, definida como

0 st —m<t<0
f@t) = ,
sent s O0<it<m

Estudiar la convergencia de la serie en el intervalo [—71', 7r ] .

Solucién

gje ¥

AN

-3w -2 - ] T 2 am

Bje X

x1l=linspace (0,pl) ;x2=[pli 2*pil];
yl=sin(x1l);y2=[0,01];
hold on
plot(x1,yl,x2,v2)
plot (x1+2*pi,yl,x2+2*pi,y2)
plot (x1-2*pi,yl,x2-2*pi,y2)

(

(

plot ([-6 121, [0 01,'b")
plot ([0 01, [-6 6],'b")
hold off

axis equal
xlabel ('eje X');ylabel('eje Y')



19

CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

La funcién f (t) es periddica de periodo 2m, luego la frecuencia fundamental vale 1. La serie

de Fourier que representa a dicha funcién f(t) serd

f(t) = % + ian cosnt +b sennt
1

Calculamos el valor de los coeficientes de la serie, utilizando las férmulas de Euler, asi
a, = z]f(t)cos (nt)dt = L ]sentcos (nt) dt
T - T 0
La funcién subintegral se debe expresar de otra forma, utilizando una relacién de
trigonometria, para poderla integrar de forma inmediata

sen(a —l—b)—2|—sen<a —b) . sent-cos(nt) = sent(1+n)J2rsent(l—n)

senacosb =

Sustituyendo queda

™

o :l]sent(l—i—n)%—sent(l—n)dt:__1 cost(l—i—n) cost(l—n)
0

T 2 27 1+n 1—n
0
. __1cos7r(1+n) COSW<1_")_ 1 1 | _ —lj-cosnm cospm 1 1
" 27 1+n 1—n 1+n 1—n 27| 14+n 1-n 1—n 14n
1 |2cosnm 2 14 cosnm
a =_— 2 = yn=1;
27| 1—n 1—n 7r(1—n2)

calculamos ahora de forma particular el coeficiente a, , ya que la expresion general de a, no
nos sirve para n = 1 porque quedaria cero en el denominador

™

1

17 1 7 —cos 2t
a, :—fsentcostdt = —fsen?tdt — |8
T 2T !

2

=0

2

Y
Por otra parte, b, = —jsentsen ntdt , teniendo en cuenta la relacion
i
0

cos(a—b)—cos(a+b) cost(l—n)—cost(1+n)

—> sentsennt =

senasenb =

2 2
1 7 1 sent(l—n) sent(l—i—n)W
bn:Z[{cost(l—n)—cost(1+n)}dt25 R 0
’ _ 1 senw(l—n)_senw(l—!—n) :iisennﬂ- Sennﬂ-}:(), e
" 2m 1-n 1+n 2r | 1—n 1+n

calculamos también de forma particular el coeficiente b, para evitar la divisién por cero.
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™

sen 2t
2

t—

17 17 1
b, :;{sentsentdt:§[<1—c052t>dt:§

La serie de Fourier quedara asi

0

f(t):l-i—blsent—i-iﬂ
T n:27r<1—n2)

cos(nt) = PR R 15 35

1 sent 2 |cos2t cos4t cosb6t
5 + + + ...
T

La serie convergea f (t) en todos los puntos del intervalo [—w, 7r] , porque en ellos la funcidén

es continua.

DESARROLLO DE LAS FUNCIONES PARES E IMPARES EN SERIE DE FOURIER. EXTENSION PAR
| EIMPAR

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcidn de periodo 2w, definida como

—t s —-3<t<0
t st 0<t<3

Estudiar la convergencia de la serie en el intervalo [—3, 3 }
Solucién:

eje

gje X
| |

periodo fundamental

x1=[-3 0];x2=[0 3];
yl=[3 01;y2=[0,3];
hold on
plot(x1,yl,x2,v2)
T=6;
plot (x1+T,yl,x2+T,y2)
plot (x1-T,yl,x2-T,y2)
( ]
( ]

plot ([-3-T 3+T],[0 0],'b")
plot ([0 O], [-6 6],'b")
hold off

axis equal
xlabel ('eje X');ylabel('eje Y')

En este caso, el periodo de la funcién es T =6, siendo la frecuencia fundamental
_2r 7

T3 Por otra parte, la funcién es par, ya que verifica f(—t) = f(t) VteR.En

consecuencia, tendremos b =0 Vn € N. Luego la serie de Fourier quedara asi
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Calculamos el valor de los coeficientes de la serie

2 7 nwt 1. nt
a, :?i@cos[?]dt :§2jo‘tCOS[T]dt’

par ‘—————

par
S S —
par

aplicando el método de integracion por partes:

U= 2t du = 2dt
3 sen me [
[mrt 3
dv=cos|—|—wv=———+
3 nmw
sustituyendo queda
3
; 5 3sen [n;rt] 5 2 [mrt]
an:[uvr—fvdu: —t —f—dt
! 3 nmw f nm

39 nmt 6 cos nmt 5
2P | s )| _osenfom) Geos(ur) g 6feos(r) 1)
a =|— + 5 = + ' 2 : S
3 " (mr) nm (mr) <n7‘r) (mr)

203 1. 2 (]
aoz?j;diﬁt:§2{tdt:§50_

par

Sustituyendo estos coeficientes en la serie se obtiene
3 X 6 nmt 3 &K 6 n nmt
f(t):§+z . (cos(mr)—l)cos[?]:§+ 5 2[(—1) —1]cos[?]

que también puede expresarse asi

La serie de Fourier converge a f(t) vVt e [—3, 3] , Ya que la funcién es continua en todos los

puntos del intervalo [—3, 3 ]

21
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-1, - m<t<0
1, O0<t<nm

(a) Definir la serie de Fourier de la funcién f(t) = { ] en el intervalo

[—77, 77] , sabiendo que se trata de una funcién periédica de periodo 2.

b) Estudiar la convergencia de la serie obtenida en dicho intervalo. Aplicar los resultados
obtenidos en el estudio de la convergencia de la serie para hallar la suma de la serie numérica

= ()"
; 2n—1)

Solucién a)

3w ox - 0 T ox 3 e

periodo fundamental

x1=[-pi 0];x2=[0 pil;
yl=[-1 -1];y2=[1 1];
hold on
plot(x1l,vyl,x2,vy2)
T=2*pi;

plot (x1+T,yl,x2+T,y2)
plot (x1-T,yl,x2-T,y2)
plot ([-pi-T pi+T], [0 0], 'b")
plot ([0 O], [-6 6],'b")
hold off

axis equal

La funcidn es impar, pues verifica f(ft) = ff(t) vVt € R. Los coeficientes del desarrollo

en serie de Fourier nulos seran o, =a =0 Vn € N, quedando la serie de Fourier asi

f(t) = Zb sen nt, pues la frecuencia fundamentales w = 1.

n=1

Calculamos los coeficientes no nulos

2 7 1 7 2 cos (nt)|
b = ?j;f(t)sen(nt)dt = ;2[sen<nt)dt = —# =
" impar impar 0
par
2 2 n
:E(—cos(rm)—i-l) :% 1—(—1) ]

sustituyendo en la serie quedard

sennt = —
n | 1 3 5

f(t)—Qi[l_(_l)”] 4[sent+sen3t+sen5t+m]
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La serie converge a f(t) Vte [—72',72']—{—72’, 0, 72'} , donde la funcién es continua. En los

puntos restantes del intervalo tendremos

fl=n) +5(7) 141
2 2
si t=20, la serie converge a f<0) —;—f(O) = _12+ 1 =

st t==m la serie converge a 0

0

Solucién b)

(_ 1>n71 o Sen [(2’11 - 1) ;r]
—~  coincide con la serie Z

La serie numérica Z
(2n —1) = (2n-1)

n=1

,que esigualala

expresion entre paréntesis de la serie de Fourier si hacemos ¢ = > Como ademads sabemos

/4 . T
que para t = > la serie converge a f[E] , resulta

7T
sen — sen3— sen5—7r o En [(Qn -1) 2] - (_ 1)"_1
fE=1=2 +—2+ T 9
2 Tl 1 3 5 T @n-1) T 2n—1)
n—1
. = (_1> T
despejando resulta > =
2 (9n—1) 4
10

Hallar el desarrollo en serie de Fourier de senos y de cosenos en el intervalo [0, 1 ] para

lafuncion f(t)=t—t>, 0<t<l1.

Solucidn: Serie de senos

Para desarrollar en serie de Fourier de senos la funcion f (t) en el intervalo [0, 1 ] , Serequiere
prolongar analiticamente f(t), construyendo una funcién periddica e impar, de periodo

. . , 2
T = 2. La frecuencia fundamental de esta funcidn serd w = ?77 =T

prolopgacidn araliica impar de fit)

1_

aje

periodo fundamental

23
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x1=linspace(0,1);
x2=1linspace (-1,0);
yl=x1-x1."2;y2=-yl;
hold on
plot(x1,yl,x2,v2)
T=2;

plot (x1+T,yl,x2+T,y2)
plot (x1-T,yl,x2-T,y2)
plot ([-1-T 1+T], [0 O]
plot ([0 O0],[-2 2],'b’
hold off

')
)

Los coeficientes de la serie de Fourier de esta funcién impar seran

a =a =0, VneN

0 n

:—ff sen nt)dt—2j(t—t ) sen (nrt i,

HH[)CH zmpa/

par

La integral se resuelve aplicando el método de integracidn por partes dos veces
u=t—t — du=(1-2t)dt

cos (mrt)

dv = sen(mrt)dt =/

nm

sustituyendo queda

cos (mrt) 1 ! Cos(mrt) w=1=2t — du=—2dl

b =2 —(t — tQ)— + 2f (1 — Qt)—dt = cos (mrt) sen(mrt)
nm 0 nm dv=———>dt —v=
0 nw 7127T2
Sustituyendo de nuevo queda
1
cos (nm sen (nm sen (nm
(nrt) (nt)| sen(nt)
b =2 —(t—t2)T+(1—2t)Wo —1—2[726%
1
cos(nm sen (nm cos (nm cos (nm
_ (nt) (nrt) 2cos(omt)| [ sonwr 2cos(nm) o

b = _(t _tQ) nm +<1_2t> e o - R " n’r®
b = n;;g {1 — (—1” , n=0.Paran =0 tendremos b = 2}(2& — t2)sen(0>dt = 0;

luego el desarrollo en serie de Fourier de senos de f(t) , en el intervalo [0, 1] quedara

f (t) = ibn sen nmt = igil_(—zl)sen nmwt
n=1 T p=1 n

Solucidn: Serie de cosenos
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Para desarrollar en serie de Fourier de cosenos la funcién f(t) en el intervalo [0,1}, se
requiere prolongar analiticamente f(t), construyendo una funcién periédica y par, de

periodo T' = 2. La frecuencia fundamental de esta funcién serd también w = ?W =m.

x1l=linspace(0,1);
x2=linspace (-1,0);
yl=x1-x1."2;y2=yl;
hold on
plot(x1,yl,x2,v2)
T=2;

plot (x1+T,yl,x2+T,y2)
plot (x1-T,yl,x2-T,y2)
plot ([-1-T 1+T], [0 O]
plot ([0 O], [-2 2], 'b’
hold off

P 'o")
)
profongacion araliica par de fit)
gje ¥

1 —

gje X

periodo fundamental

Los coeficientes nulos de la serie de Fourier de esta funcién par seran
b, =0, VneN,

por otra parte,

———
b

a, = %I@COS (mrt)dt = ZZ(t — t2)cos (mrt)dt ,
par ar

par

aplicando dos veces el método de integracién por partes y sustituyendo queda

1
.\ sen(nmt cos|nmt) 2sen(nmt 2sen (nm 1
an:2<t_t2>%+<l_ t) nETr2 >+ nsgrs ) =2 _CZ§;W+ n37(r3 )_n2ﬂ2
0
a = n:jz {1 + (—1)n] , n=0.Paran=0 tendremos a, = 2}(15 — tZ)dt = %;

0

luego el desarrollo en serie de Fourier de cosenos de (1), en el intervalo [0,1] quedara

25
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f(t) = a—°+§:an cos nmt = l—%iﬁcosnmﬁ
2 6 73 n

n=1

1

Se considera la funcién definida en el intervalo [0,7[] por f(x)= cos%. Se pide:

a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcién f(z).Puedes ayudarte
de alguin programa para obtener los coeficientes.

b) Indica dénde converge la serie a la funcidn justificando la respuesta.

c) Escribe el cédigo que permitiria representar, en una misma figura, la gréfica de f(z) en
[O, 77} y sobre ella la grafica de las aproximaciones que se obtienen utilizando los dos,

cuatro y seis primeros armonicos no nulos de su desarrollo de Fourier. Indica el programa
utilizado.

d) Calcularelvalorde c, y c_, del desarrollo complejo de la serie de Fourier.

Solucién a)

Para obtener la serie de Fourier de senos, hacemos una extension periddica impar de f(z):

z
cos|—|, O<z<m
9(z) =
x
—008[5], —rm<z<0

La funcidn g(z) tiene periodo 27 y es impar por lo que su serie de Fourier es,

g(z) = Z b sennz

n=1

Como g¢g(z) = f(z) en (0,m), la serie de Fourier de g(z) es la serie buscada. El Unico
coeficiente de la serie es,

17 2 7 T
b =— zr)sen nzdr = — | cos—sen nxdzr
" F‘j;g( ) 71"[ 2

Resolvemos esta integral,

™
T
cos —sen nrdx =
0

e T
cos (271 + 1) 5 Cos <2n - 1) 5 1 1 An
+ + =
_ o 2
2n +1 2n —1 2n+1 2n-—-1 4dn° —1

Por lo tanto, el coeficiente es



Y el desarrollo de Fourier es,

2:
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T 8 n
cos — ;;msennx, xG(O,W]

De acuerdo con el Criterio de Dirichlet, la serie obtenida representa a la funcién periddica
g(z) donde es continua, por lo tanto representa a f(z) en el intervalo (0, w] ,yaque g(z) es

continua en z = 7, pero tiene un salto finitoen z = 0.

$Forma 1
$representacién de la funciodn
x=linspace (0,pi); y=cos(x/2);
plot(x,vy,'k"');grid on;hold on
N=6; S%$Numero de términos
de la mayor suma parcial
buscada
y=0;
for k=1:N
bk=k/ (4*k*2-1) *sin (k*x) ;
y=y+(8/pi) *bk;
end
plot(x,y);
legend ('funcidén', 'aprox')
axis equal;
hold off

12

flz)=

Se pide:

$Forma 2

%$Representacidén de la funcidn
x1=1linspace (0,pi);

yl=cos (x1/2);

hold on

plot (x1,vyl)

%$Representacidédn de los

%6 armdénicos

syms X

n=1:6;
nter=sum(8*n.*sin(n*x) ./ (pi* (4*n."2-
1))):
sumandos=subs (nter, x,x1) ;
plot (x1, sumandos)

hold off

legend ('funcidén', "aprox"')
axis equal

Se considera la funcién definida en el intervalo [0,2] de la forma

0<z<1
1<z <2

a) Justificar si la funcién 2-periddica definida como f(x) en el intervalo [0,2] es

desarrollable en Serie de Fourier y obtener su desarrollo analizando la convergencia

de la serie en cada nimero real.

b) Obtener el desarrollo en serie de cosenos de la funcién f (x) definida en el intervalo

[0,2]. ;A qué valor converge la serie obtenida en el punto 2?

c) Obtener el periodo y la amplitud de los primeros dos armdnicos no nulos de la serie
calculada en el apartado (b) y determinar también el periodo de la suma de estos

dos armdnicos.

Solucién a)

27
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En este caso, el periodo de la funcién es T'=2, p =1, siendo la frecuencia fundamental

2 . . ,
w= ? = 7. La serie de Fourier sera

f (t) = C;—O + f: a, cos (mrt) +b cos (mrt)
n=1

Calculamos el valor de los coeficientes de la serie

1P 0 1 1 3
a0:;f L(Q dt:[dt+[tdt:1+§:§

-p periodica de
periodo 2p

a, = %] f (t) cos (mrt)dt = Lofcos (mrt) dt + ]t cos (mrt) dt, (1)

—p

Para la segunda integral se aplica el método de integracion por partes:

ftcos (mrt) dt =t sen (mrt) B f sen (mrt) Q1 sen (mrt) cos (mﬁ)

+ 2_2
nm nm nm nm

u=¢t — du=dt

dv = cos(mrt) — v = M
nmw

sustituyendo en (1) queda

sen <n7rt> . sen (nmﬁ) Cos (mrt) -

a =——2 4+t + =
" nm nm n’m?
t=—1 t=0
n
cos(mr) 1 (—1) —1 0 npar
a, = 2 2 2 a2 s 2 |] —2 .
n n T n T 7 2 n mpar

n T

b = %]f (t) sen (mrt)dt = ]tsen (mrt) dt + Ztsen (mrt) dt, (2)

—p

Para la segunda integral se aplica el método de integracién por partes:

ftg@n (mrt) dt =t —cos (mrt) n f COS (mrt) Q1 — COS (nﬂ't) sen (mrt)
T

+ 2_2
nm n nm nm




CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

u=t — du=4dt

dv = sen (nmﬁ) — = M
nm

sustituyendo en (2) queda

bn _ —Cos (mrt) o P —COoS (mrt) N senz(nzrt> . _
) nm L nmw nem -

—1+ cos (mr) cos <n7r) -1

nm nm nmw

Sustituyendo estos coeficientes en la serie se obtiene

S (t) = % + i%cos <n7rt> + ;—isen (mrt)

La serie convergera

S(t)=f(t) t=2% ke
S(t):% t=2%k keZ
4 3 2 1 u] 1 2 3 4

Solucién b)

Consideramos la extensién par de la funcién f (t)

olt)= |§Et—)t) e

‘ . . 2 . .
Setendrd T = 4, p = 2, siendo la frecuencia fundamental w = il g La serie de Fourier

sera

S(t):%—l—nf;an cos[%ﬂf]

Calculamos el valor de los coeficientes de la serie
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2 1 f 1 3
aozg{f<tﬂt:{tdt+[dt:§+1:

:—ff cos[ ]d ftcos[ ]dt+fcos[ ]dt, (3)

Para la primera integral se aplica el método de integracién por partes:

2sen [mrt] 2sen [mrt] 2tsen [mrt] 4 cos [n;rt

nwt 2 2 2
tcos|—|dt =t — dt = +
f { 2 ] nm f nm nm n?

nm

sen Et 2 sen ﬂ1t
nmw 2 2
dv = cos 71& — v = =

nm nm

2

sustituyendo en (3) queda

an pry 3 2 pry
nmw n-mw nmw
t=0 t=1
2sen 4 cos n 2sen|— 4 cos T 4
2 2 4 2
a pry —_ _ R
" nm n?mr? nmw n?mr? nir’
La serie sera:
4 cos [2] —4
= nmw
S(t)=—+ cos t
( ) nZ:; TL271'2 2
J \/ 1\/_\/_\/
4 -3 2 1 o 1 2 3 4

Solucién c)
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. (o 4 8
Los dos primeros armdnicos son ——cos [—7r t] , — cos (mﬁ).
2 2 22 2

™ s
e  Amplitud: i? Periodo T = 2 =4
T T
2
o Amplitud:%. Periodo T' = Els =2
™ ™

13

Se considera la funcién 2-periddica definida de la forma

- ‘Qt‘ —1 siendo t € [—1, 1]

Calcular la serie de Fourier de esta funcion indicando los valores de t paralos cudles converge
a la funcién f(t). Justifica la respuesta y explicar por qué es posible calcular la serie de

Fourier.

Solucién
La funcidn es par y es continua por lo tanto se cumplen las condiciones de Dirichlet para ser

desarrollable en serie de Fourier

2T

Setiene: T =2 =2p p=1 w:?:ﬂ

1
=1

_2 _ o2 ) =
ag—p{f(t)dt 2[ (2t —1)it=2(r —t) =0

0

a = 2 ff(t)cos nwt)dt = QJ 2t—1 COS mrt)dt
0

P

4(_1)” _4 0 sines par

o =——— =1 _§
n 2_2 . .
n°m — Si mes impar
n'm

S(t) = nf; a, cos (nmﬁ) = 456:%008 (mrt) i coS (<2n — 1) 7rt)

2_2
n=1 nm n=1 ( n — 1)

Aplicando el teorema de Dirichlet la serie converge a la funcién para todo valor de t real.
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SERIES DE FOURIER

DESARROLLOS DE FOURIER A PARTIR DE OTROS CONOCIDOS

14 - (2
Sabiendo que el desarrollo de Fourier de la funcién f(z) es Z sen(2n + 1
‘= 2n+ 1
—z, —nm<z<0
f@y=1 4
s
—, O<zr<m
4
justificar si las afirmaciones de los apartados a) y b) son ciertas o falsas
™
—— —-1<z<0
. . . ’ >, 2sen(2 Dm
a) La serie de Fourier de la funcién g(z) 2 E sen(2n +
-, 0<z<l =0 2n+1
2
-1 7
b) Secumple ( —
) P ; on+1 4

t
, se tiene

Solucién a)
g(x) se obtiene mediante un escalado vertical y un escalado horizontal sobre f(z). En efecto,

X
sillamamos ¢ alavariable de f(z) y establecemos la proporcion o
™

—z, —rT<7t<0 —z, —-1<t<0
f(w) = flat) = | 4 -1 4 = (1)
—, O<mt<m Z, O<t<l
= 2f(wt), olo que es lo mismo ¢(z) = 2f(nz)

Es decirlarelaciénentre g y f es, ¢(¢)
Llevando esta relacién a la serie de Fourier de f(x) se obtiene la serie de Fourier de g(x)

_ 22 sen(2n + )
p— 2n+1
Solucién b)
Haciendo z = g en laigualdad f(z) = Ew y teniendo en cuenta que f(z)
n=0 n +

continua en este punto, se puede asegurar que,
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sen(2n + 1)

e D

= 2n +1 ‘o 2n + 1

FORMA COMPLEJA DE LA SERIE DE FOURIER

15

0 —4<t<-2
Sealafuncién f(t) =13 —2<t<2 ,deperiodo T =8.Se pide:

0 2<t<4

a) Representar graficamente f(t).

b) Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(t), utilizando notacidn

compleja.

c) Estudiar la convergencia de la serie de Fourier obtenida, en el intervalo[f4, 4].

d)

Hallar la frecuencia fundamental w correspondiente a f(t). Obtener el espectro de

amplitud de f(t), indicando sobre la amplitud de los armdnicos de f(t) que tienen las

frecuencias:
w=0, w=r/4, w=—7/4, w=71/2, w=-7/2,

Solucién a)

w=3r/4, w=-31/4, w=7, w=-—7
gje ¥
-]
| | | | | | EjE}{
-12 -8 - ] 4 g 1z

periodo fundamental

x1=[-4 -2]1;x2=[-2 2],x3=
=[0 0];y2=[3 3]1;y3=I0
hold on
plot(x1l,vyl,x2,v2,x3,y3)
T=8;
plot
plot

(2 4];
0]

x1+T,yl,x2+T,y2,x3+T,y3)
x1-T,yl,x2-T,y2,x3-T,y3)
plot ([-4-T 4+T],[0 0],'b")
plot ([0 0], [-6 6],'b")

hold off

axis equal

o~~~ —~
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Solucién b)

El desarrollo en serie de Fourier de f (t) utilizando notacidn compleja es

x % f F(tf " at,

—T/2

o T/
f(t) = Z Cnemw ;O 2

. ™ . . 2 s
siendo w = T la frecuencia fundamental de la serie. En este caso, w = — = —. Calculamos
los coeficientes complejos de la serie

-2

2

f 3 dt = —, sustituyendo en la serie queda
7, 8 2

-2
inZt
nmi: 1
2

La serie de Fourier converge a f (t) vVt e [—4, 4] — {—2,2} , es decir en todos los puntos del

intervalo donde la funcién es continua. En los dos puntos de discontinuidad tendremos

f(t) :§+ i %sen
"0

Solucién c)

- +
st t=—2, la serie converge a f(—2) ;f(_Q) = g
- +
st t=2, la serie converge a M = g

Solucién d)

El espectro de amplitud de f(¢) es la grafica de ‘Cn‘ en funcién de la frecuencia de los

armonicos w =n-w, n =041, +2,....Calculamos ‘Cﬂ

, resultando

e =

isen[n—ﬂ-]‘, n=-414+2+3,...
nmw 2

Construimos una tabla de valores de las amplitudes que después representaremos en el
espectro de amplitudes de f(¢)
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Frecuencia n — 0 | _rj = _Tl 3™ | 3T w | —m
4 4 4 2 2 4 4
Arménico n 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4
Amplitud ‘Cﬂ‘ 3 3 3 0 0 1 1 0 0
2 s us us T

La representacion grafica de las amplitudes queda asf

Cal
i Espectro de amplitud de j{t)

3

R [

T bl 1 T ot T L (ﬂn
-n =3m4 w2 —n/d 0 T4 w2 3nsd T

16

a) Obtener el desarrollo en serie de Fourier utilizando notacién compleja para la
funcién periddica de periodo T = 2, definida ast:

fO)y=t, 0<t<2; ft+2)=f(t),VteRr

b) Representar graficamente el espectro de amplitud de f(t), sefialando la amplitud de los
armonicos de frecuencias:

0o=0, o=n, =21, ®o=31y 0=4m.

Solucién a)

eje

eje X
4 ]

periodo fundamental

x1=[0 2]1;yl=x1;

hold on

plot (x1,yl)

T=2;

plot (x1+T,yl)

plot (x1-T,yl)

plot ([-1-T 2+T], [0 O
plot ([0 O], [-3 3],'b
hold off

axis equal

xlabel ('eje X');ylabel('eje Y'")
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T5 = Series DE FOURIER

00
. . i wt . .
La serie de Fourier se expresa f(t) = E Cnem , siendo la frecuencia fundamental de la

n=—oo

. 27 - L
serie w = - = 7 . Calculamos los coeficientes complejos integrando por partes

) u=t — du=dt

2
—inmt 2 —inmt
C :lJ'te—inntdt: . e—inm :l t € +J.e dt
"2y dv=e""Mdt > v=— 2 —inm o inm
—1lnT
C - 1 _te—inm‘ .\ e—innt 2 _1 _2e—in2n +e—in21'c 1
"2 inm —i*n?n? 0 2 inm ol
o — 1 22'(0052”77_Z'Senznﬂ+cos2n7r—z'sen2n7r—1 i
"2 nw n® nmw

Hemos tenido en cuenta que cos2nzr =1y sen2nmw = 0. Para el caso n = 0 lo calculamos

2

directamente, asi C, = %ftdt =1 ; sustituyendo todo lo anterior, el desarrollo en serie de
0

Fourier queda

0 l )
:1 inmt
=1+ 3 Le

n=—00
n#0

Solucién b)

Hallamos el espectro de amplitud de f(t) . Para ello, calculamos ‘Cn , resultando

1

i
N P
|

Gl =
nm

Construimos una tabla de valores de las amplitudes que después representaremos en el
espectro de amplitudes de f(7)

Frecuencia nm 0 T -7 2 2z 3z —3r 47 | —4Arx
Armonico n 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4
Amplitud ‘Cn‘ 1 1 1 1 1 1 1 11

T T 27 2z 3z 3 47 47

La representacion grafica de las amplitudes queda asi
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i Especira de amplitud de f12)

1/im

‘“TT[

-dr -3z -Zr

TTT%
N

0

17

Se considera la funcién 4-periddica definida de la forma
fit)y=2-— ‘ t‘ siendo ¢ € [—2, 2]

a) Calcular la serie de esta funcidn indicando los valores de t para los cudles converge a la
funcién f(t). Justifica la respuesta.

b) Obtener el coeficiente ¢, de la serie compleja de Fourier.

= 1
c) Calcular el valor de la serie numérica siguiente: E S
et (Qn - 1)

Solucién a)
La funcién es periédica de periodo T=4 (p=2). Al ser f(t)=2— ‘ t ‘ una funcién par en el

intervalo [-2,2], la serie de Fourier sera de la forma:

S(t)= Gy + ian cos(nwt)

n=1

siendo
2 27 2 7
w:%:g a, :E‘[f@dt a :E{f(t)cos<nwt)dt
Se tiene que
2 7 i el
a, == [f(t)at= [(2—t)dt =2 - =2
p 0 0 2 t=0

sen (nwt) B sen (nwt)

= (2—1) dt =
u=2—t—du=—dt nw nw
sen(nwt)
d'zv:cos(7z'lvt,)dt~>'u:7

nw
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Cos (nwt) . Cos (mr) — COs (O) — <_1)n 41 0 simes par

2 2 - 2_2 2_2
nw w=" n T nm

t=0 2 n°mw

sim es impar

La serie de Fourier es

8 mrt]

S(t)=1 Y cos
" —’—;(271—1>27r2 [2

Por el teorema de Dirichlet, dado que la funcién es continua en todo R, se tiene que la serie
de Fourier convergerd a la funcién en todo R.

Solucién b)

a, —1ib
¢, =—=0
2

También podria hacerse calculando la integral

2 0

¢, = i ‘_[2 (2 [} ar = i f (2+t)e ™ dt + Z(z —t)e " dt

-2

Solucién c)

Para calcular el valor de la serie numérica, tenemos en cuenta que

-8+ 2o —S
n=1 (2n - 1) w
O S T e S
n=1 (271 — 1) 772 T on=1 (Qn — 1)

00 1 71'2

= D 2T g
= (2n —1)

18 5 e 0  —w<t<0
Dada la funcién 27 — periddica definida como f(t) = ; Octen '® pide,

a) Calcular su desarrollo en serie de Fourier indicando en qué puntos converge a la funcién
f.

b) Calcular la expresién compleja de la serie de Fourier y dibujar su espectro de amplitud.

SN

2n—1

00
c) Obtener el valor de la siguiente serie numérica: Z

n=1

Solucién a)
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-17

9 X cos(2k—1)t

_T_Z
S(t) 4 i <2k_1)2 2k*

Solucién b)

Basta sustituir t por 0 en la expresién de S(t) y tener en cuenta que

k
S(0)= r_25 cost+(—1)27rsen0
4 7o (2k—1) 2k

73 (2k-1)
luego
) SRR S
4 7 (2k-1) o (2k-1)°
1
2 Se considera la funcién definida en el intervalo [0,7[] por la funcién f(z) = seng
Se pide

a) Obtener la serie de Fourier de senos de f(z).
b) Escribe, a partir de la serie obtenida en el apartado a), la expresién compleja de Fourier.

c) Calcula el valor aproximado de sen (1 / 2) con los cuatro primeros términos no nulos de

la serie de Fourier.

d) Escribe las 6rdenes Matlab/Octave/Geogebra, para representar la grafica de f(z) en [O, 7'(']

y la grafica de la aproximacion que se obtiene utilizando los cuatro primeros armdnicos no
nulos del desarrollo de Fourier calculado.

Solucién a)

Para obtener la serie de Fourier de senos, se consideraria la extension periddica impar de f(z) :
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x

sen—, O<z<m

gla)=1 2
x

sen;, —rT<x<0

/_ hk /—
'_y—'zn 32 o 2 2 ™ 3ml2 o 5m/2
,1 p

La funcidn g(z) tiene periodo 27 y es impar por lo que su serie de Fourier es,

00

g(z) = an sen nx

n=1

Como g(z) = f(z) en (0,7), la serie de Fourier de g(x) es la serie buscada. Los coeficientes a
calcular son,

17 2 7 T
b =— z)sen nzdr = — | sen—sen nzdr
" ﬂ‘j;g( ) Wv[ 2

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

Integralisen(x2ysen(n®x),x 0 piy2pi

1 R _E"sen[% (2nmw4m))

dnta—m

El valor de la integral es

. —8n sen g(2n+1) B 8n(—1)n+1
o w(-1) (et 1)

y el desarrollo de Fourier pedido en [Om) es

Solucién b)

La forma compleja de las serie de fourier es
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= " op (4n2 - 1)

n=0

o _ 1\n1
sen[g]: E c.e" € = MZ n=ELE2..

Calculando con ordenador los coeficientes seria

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

Integral{sen(x2Fexp(-*n*x)x -pi,pi = U2*pi)

1 —2ine"™ _2jipe "

- 42nlw 4+

~2in (1) —2in(-1)"  4(-1)'n

%= (1—4n2>7r :Z<1—4n2)7r

n=+142,...

Solucién c)
El valor aproximado de
1 4 _1 n—1
sen — & §Z(Z)—nsenm
2 w43 4nt —1

con matlab es 0.558691462134401

n=1:4;
sum((-1)."(n-1) .*n.*sin(n) ./ (4*n."2-1)) *8/pi

Con geogebra

¥ Calculo Simbolico (CAS)

Sumaill-1"n-1Fn*senin4*n"2-1),n,1,4)*8/pi

) 1} sen(1) — TEE sen(2) + -}5 sen(3) — E‘}E sen(4)

—

3 g1/ 3sen(1)-2/15zen(2)+3/35sen(3)-4 /63 sen(d))/m

= 0.55869

Solucién d)

Representacion con Matlab:

x=linspace (0,pi); y=sin(x/2);
plot(x,vy);grid on;hold on
N=4; SNumero de términos de la mayor suma parcial buscada
hold on
vk=0*x;
for k=1:N
yk=yk+ ((-1) " (k-1) *8*k) / (pi* (4*k"2-1)) *sin (k*x);
plot (x,vk)
end
legend ('funcién', 'aproxl', 'aprox2', 'aprox3', 'aprox4"')

Con geogebra
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rﬂ Redefine | = |
Funcién g r\'J — 1 > 15
Suma((-1¥(n-1)8n sen(nx)/ (m (4n*- 1)), n, 1, 4) ]
[ Propiedades... ] [ OK H Cancela H Aplicar ]
TE
_ it sen(1x) g2t sen(2 x) 3t sen(3 x) T sen(d x)
® s(x) = (1" 81y H (D82 e Tyt (D83 ey T Y A T Ty
b Vista Grafica [

Material de consulta

Armonicos: Representacion de armdnicos

MR | Ver video|
Desarrollo en Series de Fourier: Ejemplos de series de Fourier M Ver video

Autora: Elena Alvarez
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