Temas Grado en Ingenieria Mecanica

SERIES DE FOURIER

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e Series. Concepto de convergencia.

e Funciones trigonométricas y propiedades.

e Numeros complejos y funcién exponencial compleja.

e Dibujo de curvas y programacion basica con Matlab.

e (Cdlculo diferencial e integral de funciones de una variable.

Los objetivos especificos de este tema son:

1. Definir y representar funciones armdnicas, conociendo el significado de los parametros
que intervienen en la definicidn.

2. Entender la definicién de funcién periddica y saber calcular el periodo propio y la
frecuencia angular de una funcién definida como suma de armdnicos.

3. Sabery aplicar el criterio de Dirichlet para desarrollar una funcién en serie de Fourier.
4. Saber calcular desarrollos en serie de Fourier.
5. Aproximar una funcidn periddica mediante un desarrollo limitado de Fourier.

6. Obtener el desarrollo en serie de Fourier de una funcién a partir de otra de desarrollo
conocido.

7. Obtener la serie de Fourier en forma compleja y dibujar el espectro de amplitud.

SERIES DE FOURIER

- Definiciones basicas

Definicién (Funcién periédica).- Una funcién f(z) definida en un conjunto no acotado D se

llama periédica, si existe un nimero T > 0 tal que para cada x € D se cumple la condicién

flz+T)=f(z).

Ndétese que si T es periodo de f(z) también admite f(x) los periodos 2T, 3T ,etc.Si T esel

menor nimero positivo que verifica esta condicién le llamaremos periodo propio o fundamental.
Cuando no indiquemos lo contrario supondremos que nos referimos al periodo fundamental.
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Definicién (Funcién armdnica o armdnico).- Se llama funcién armdnica o simplemente
armonico a una funcién periddica definida por una de las ecuaciones siguientes:
f(z) = Acos(wz +®) 6 f(r) = Asen(wz + D)

Como se desprende de la definicidn, los armdnicos son ondas senoidales o cosenoidales cuya
forma viene determinada por los valores siguientes:

e A, eslaamplitud o altura de la sinusoide.
e &, eseldngulo de fase e indica el punto de arranque dentro del ciclo.

e w,eslafrecuencia angular medida en rad/seg.

La frecuencia angular w es el pardmetro determinante de la forma de la senoide y va a jugar un
papel fundamental en todo el Andlisis de Fourier. Su expresién es

w=2nf
siendo f la frecuencia en ciclos / sg. Puesto que el periodo T es la duracién de un ciclo u

o . 1 27
oscilacién se verifica f = T y, por tanto w = T

Definicién (Serie trigonométrica o de Fourier).- Una serie de funciones del tipo
a

?0 +> (a, cos nwz + b, sen nwz)

se llama serie trigonométrica y las constantes a,, a , b

n=1

(n=1,2,..) se llaman

n

coeficientes de la serie trigonométrica.

OBSERVACION.- Las funciones de la serie trigonométrica anterior son arménicos con angulo de
fase cero, frecuencia angular nw y periodo propio 7' = 27 / nw y, por tanto, todas ellas tienen
como periodo comun 27 / w.

Definicién (Desarrollo de una funcién en serie trigonométrica).- Desarrollar una funcién
f(z) con periodo T'=21 6 T =2p en serie trigonométrica significa hallar una serie

trigonométrica convergente, cuya suma S(z) sea igual a la funcién f(z).

n Serie de Fourier para la funcién periddica de periodo 2p

Analizaremos a continuacién las condiciones suficientes para que una funcién sea desarrollable
en serie de Fourier, estas condiciones se recogen en el teorema de Dirichlet’.

! Las condiciones bajo las cuales una funcién admite desarrollo en serie son muchas. Sin embargo, la mayor

parte de las aplicaciones practicas quedan cubiertas con el Teorema de Dirichlet.
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TEOREMA DE DIRICHLET.- Si f(z) es una funcién periddica de periodo 2p, y continua en un

intervalo de un periodo o tiene en este intervalo a lo sumo un ntimero finito de puntos de
discontinuidad de salto finito, asi como un niimero finito de mdximos y minimos, entonces
se puede representar por una serie de Fourier convergente que tiene por suma el valor de
la funcién f(z) en los puntos en que ésta es continua y el promedio de los limites por la

derecha y por la izquierda en los puntos en los que es discontinua.

Suponiendo que la funcién f(x) cumple el criterio de Dirichlet, el siguiente teorema nos da el
método para calcular los coeficientes a,, a , b delaserie de Fourier apartirde f(z), asicomo

las condiciones de convergencia de la serie.

TEOREMA.- Supongamos que la funcién periédica f(z) de periodo 2p cumple el criterio de

Dirichlet en [— p, p]. Entonces si se considera

a (o]
S(z) = EO + Z (a, cos nwz + b sen nwr)
n=1

siendo,

p p p
a, = %ff(x)dx, a, = %ff(x) cosnwzrdr, b = %ff(a:) sen nwxdx
P

P —-pP
se cumplird que la serie S(z) converge a:
e  f(z),si X espunto de continuidad de f .
f@") + (=)

5 , i x es punto de discontinuidad de f .

Desarrollo de las funciones pares e impares en Serie de Fourier

Definicién (Funcién par e impar).- Una funcién f(z) definida en el intervalo [—p, p} donde
p >0 sellama

 parsi f(—z) = f(z) paratodo x[-p, p].

e imparsi f(—z) = —f(x) paratodo z € [—p, p].

Es facil ver que la grafica de una funcién par es simétrica respecto al eje de ordenadas mientras
que una funcién impar es simétrica respecto al origen de coordenadas.

La serie de Fourier de una funcién par contiene sélo el término independiente y los términos en

a/ 00
coseno, es decir, f(z)= ?U + > a, cosnwz

La serie de Fourier de una funcién impar contiene sdlo los términos en seno, es decir,

f(x)= ibn sen nwx

n=1

n=1
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También es posible obtener un desarrollo de Fourier solo en senos o solo en cosenos para una
funcién definida en [O, p] , sin mds que hacer una extensién periddica impar o una extensidn

periddica par de dicha funcidn (ver ejercicio resuelto 6).

Forma compleja de la Serie de Fourier. Espectro de amplitud.

Supongamos que la funcién f(x) satisface las condiciones suficientes de desarrollabilidad en

serie de Fourier. Entonces en el segmento [—p, p] puede representarse mediante la serie

a OO
-+ E (a, cosnwr +b sennwr), w=

n=1 p
Utilizando las férmulas de Euler para la exponencial compleja

- B emwx + e*im,';lr
e™’ = cosnwzx + 1 sen nwz COS W = 9
L , = . B
e """ = cosnwz — isen nw et — et
sen nwr = .
21
y sustituyendo en la serie resulta
- . )
f(l') — a_(] + Z an an einwl‘ _|_ a’n + an e*inwz
2 n=1 2 2
LLamando
_a _a, — zbn _a, + zbn
CU - 5 cn - ’ cfn -
2 2 2

OO

00 00
f — CO _"_ § [C elﬂu}]’ 3 e—mwz] — CO _"_ § Cﬂelﬂwl _"_ § Cine—l’llwl‘ —

n=1 n=1 n=

— CO + z :Cnezmul + z : Cnemwz
n=1

n=-—00

Abreviadamente,

(@) =c, + Zce”’“

n=—0o0
n=0

que es la representacién compleja del desarrollo en serie de Fourier de f (m) . Alos coeficientes

c, selesllama coeficientes complejos de Fourier de la funcién f (x) y pueden obtenerse a partir
de los coeficientes reales:
a —1b _a, +ib
n 2 —n - 2

O bien directamente,
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p

c :—ff(x)e*m“zdx,

n=0,+1 £2,...

Definicién (Espectro de amplitud).- Se llama espectro complejo de amplitud de f(x) ala

grdfica resultante de representar la amplitud ‘Cn,‘ frente a la frecuencia angular nw.

Nétese que el espectro de amplitud de f(z) es una gréfica formada por un conjunto de puntos

. . . . nz .
discretos, correspondientes a las frecuencias discretas @, =nw=— vy se extiende a

frecuencias negativas.

(o A

n Derivacidn e integracion de Series de Fourier

A continuacidn se presentan dos teoremas que establecen las condiciones para poder escribir
nuevos desarrollos de Fourier mediante integracion o derivacién de otros conocidos.

Teorema (Integracion de series de Fourier).- La integral de cualquier funcién 2p- periddica,
que cumpla el criterio de Dirichlet, se puede hallar integrando término a término la serie de

Fourier de la funcién en el interior del intervalo [—p, p] .

Teorema (Derivacion de series de Fourier).- Si f(z) es una funcién periddica continua en el

intervalo [—p,p], con f(—p) = f(p), y su derivada f'(x) satisface las condiciones de

Dirichlet en este intervalo, entonces la serie de Fourier de f'(z) se puede obtener

derivando término a término la serie de f(x). La serie obtenida converge a f'(z) en las
condiciones del criterio de Dirichlet.
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Ejercicios propuestos

- Con la herramienta de representacion
de arménicos de la pagina
http://personales.unican.es/alvareze/CalculowW
eb/Calculoll/descartes)S/armonicos-
JS/armonico.html

analiza el significado de la amplitud, la
frecuencia y la fase en una onda cosenoidal.

- (a) {Qué observas en la grafica de la

figura? ;Cudl crees que es el periodo
fundamental de la funcién?

03

02H

01

0

01

02

03

o ; ; i ; ; i
o

(b) Sila ecuacion de la funcién es

fi) = L sen 2¢ +lsen6t +lsen10t ,
s 3 5

comprueba cudles de los siguientes valores
son periodo de f(¢):
T=n/2 T=mT=2r ;Cudlessu

frecuencia angular?

Solucién: T = 7 es el periodo propio;
T = 27 también es periodo. Frecuencia
angular: w =2

a) Obtener el periodo fundamental y la

frecuencia angular de la funcién
t t

t) = cos— + cos—.
(1) = cos =+ cos

b) Sea f(t) unafuncién de periodo T ;Cudl
seria el periodo de la funcién f(at), a > 0?2

Solucién: a) T =24w, w=1/12b)T /a

4
- Se considera la funcidn

f(t) = cos10t + cos ((10 + 7r)t> . Razonar si su

2
periodo fundamentales T = ?W . Encaso

negativo, ¢cudl seria?
La figura muestra la grafica de la funcion.

Solucién: No es periddica.

n En la herramienta de representacién

de series de Fourier de la pagina siguiente
http://personales.unican.es/alvareze/Calculow
eb/Calculoll/descartesJS/armonicos-
JS/fouriert.html

pulsa sobre el botdn ejemplos para ver cudl es
el desarrollo en serie de Fourier de distintas
funciones periddicas. Observa cémo
aumentando el nimero de armdnicos se
consigue una mejor aproximacion a la funcién

n Desarrollar la funcién 2-periédica f(x)
definida en [-1, 1] de la forma
z, Si IE[*I,O]
xTr) =
/(@) {—x, st T € [0,1]

Analizar la convergencia de la serie obtenida
Solucién:
1 4 = cos|2n—1)mz

5 VreR
i (2n - 1)

9 bl

1

7
- Desarrollar en serie de Fourier la

siguiente funcidn periddica


http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/armonico.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/CalculoII/descartesJS/armonicos-JS/fourier1.html

z 0<z<1
—x —1<z<0

Solucién:
5 - —4
flz)= - + ;mcos ((2n - 1) 7TZL'> +
e 2
2. +—7T2 (2n>2 Ccos (2n7rx) —
e 4
,; msen ((Qn — 1) 7m:)

para -1 <z <1

r
=]
]

n Ejecuta la presentacion “Series de

Fourier” que encontrards en la pagina de la
asignatura en Moodle.

En esta presentacién se analiza cdmo,
conocido el desarrollo en serie de Fourier de
una funcién f(z), es posible obtener la serie

de Fourier de una nueva funcién, siempre que
esta nueva funcion sea el resultado de hacer
una de las transformaciones siguientes en la
funcién de partida:

- Escalado horizontal (cambio de periodo).
- Escalado vertical.

- Desplazamiento horizontal.

- Desplazamiento vertical.

Después de ver la presentacidon contesta
razonadamente a estas preguntas,
considerando

x, 0<z<m
f(z) = 2 —x, w <1 <27

Tt 0<t<l
g(t) =

2r —mt, 1<t <2’

1. ¢Qué relacidn hay entre las funciones
f(@)y ¢(t)?

2. ¢y entre sus series de Fourier?

n En este ejercicio se obtiene el

desarrollo en serie de Fourier de la funcidn
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vista en la presentacién del ejercicio anterior y
se dibuja la aproximacién de la funcién
sumando " armdnicos.

Se considera la funcién 4-periddica definida
por:

flzy=2- |a:|, x € [—2,2]

Se pide:

1. ¢Cudl es la frecuencia angular de f(z)?,
¢Es una funcién par o impar? ¢Es continua?
(Cumple el criterio de Dirichlet?

2. Dibuja con Matlab la gréfica de la funcién

en el intervalo [—4,4] .

3. Calcula, resolviendo las integrales con
Matlab, los coeficientes del desarrollo de
Fourier de f(z).

4. Escribe la serie de Fourier de f(z) y
justifica la convergencia de la serieala
funcidn utilizando el criterio de Dirichlet.

5. A partir de la serie obtenida, calcula la

0

suma de la serie numérica Z;Z .

= (2n—1)
Comprueba el resultado sumando esta
serie con Matlab.

6. Dibuja, en una misma figura, la grafica de
f(z) yla grafica de la aproximacion que
se obtiene utilizando los cuatro primeros
armodnicos no nulos del desarrollo de

Fourier, funcién g (z) ,

s 1 3rx
g(‘7c):1+—7r2 cos—+—32 s—— +
1 Stz 1 Tmx
5—2C S—+—2C ST

Indica con una leyenda la curva que
corresponde a lafunciényala
aproximacion.

7. Ejecuta el fichero sierra.m para dibujar
aproximaciones de f(z) utilizando los n
primeros armdnicos de su serie de
Fourier.

n Desarrollar la funcidn

f(z)=m—2, 0<z < enserie de Fourier

de senos y en serie de Fourier de cosenos,
justificando la convergencia de cada

desarrollo.
Solucién: a) senos:
00
SEeNn nNr
T—x=2 , O<z<m
n
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\\\ mw \\
\\\ \\\
N [1]
T 0 r’?‘\ m
N
N N
b) cosenos:
1& 2n —1
ﬂ_x:L_ZM, <r<n
2 w43 (2n—1)
']
n rul T L] ™ 2 I

n Determinar el desarrollo en serie de

Fourier de senos y en serie de Fourier de
cosenos de la funcién f(z) == (77 - 1:) en

[0.7]
Solucién: En serie de senos

S sen ((Qn — 1)x) para

n=lqr (Qn -1
S [0, 77]
.
.-'/
0
i 0 y o
En serie de cosenos
2 00 1
fz) = r_ > —cos (2n :1:) para x € [0, 7r]
6 n=1 7l2
SN Ve SN
/ /
0
rr 0 ™ 2w
.

n 1. Calcular el desarrollo en serie de

Fourier de la funcidn de periodo 2 definida en
(—1, 1) por la ecuacion f(t)=U(t)—-U(t —1)

donde

U(t ) 1 s t>c
—) =
0 s t<ece
es la funcidn escaldn unitario
00 (_1)7171
2. Calcular -
Z 2n—1

n=1
3. Apartir dela serie de Fourier de la
funcién f(t), obtener la serie de Fourier

en forma compleja de la funcién

0, —T<t<O0
g(t) =
5 O<t<m

Solucién: 1)

1 & 1= (=1
H==+5S"""" cennnt, Vt=k keZ
f(®) 5 Z} -

2)w/4 3)
g(t)zé_‘_i N (_D—_lei”t, t=km kel
2 27 n

n=—00
n=0

13
- Escribir la serie de Fourier en sus

formas armdnica y compleja para la funcién
de periodo 2p),

2
fy==t, 0<t<2p
p
Justificar la convergencia de la serie obtenida.

Solucién:

2 28] Z ml)f
fy=24=> —e?, 0<t<2p
™ n

n=-—00
n=0

14
- Hallar la serie de Fourier de la funcidn

definida por
f(z) = sen® z + cos’ %, Vz e R

¢Cudl es el periodo propio y la frecuencia
angular de la funcién?
Solucidn:

flz)= l—lcoszx —lcos2$ , VzeR
2 3 2

T=3m w=2/3
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Test de autoevaluacion

1

El término constante del desarrollo en
serie de Fourier de la funcidn

m, —m<zx<0

f(@) = s,

z, O<z<m

A) /4.
B) 3w /4
Qn/2.

D) Ninguna de las anteriores.

El desarrollo en serie de Fourier de la
1, —rm<x<0

funcién f(z)=1 1 0 se es:
-, <
2

1 3 &sen(2n—1)z
A) - SN AT
)4 W; 2n —1

1 sen 2nx
B L - 2%

4 Q n=1
1 Sen n—l
+
; 2n—1

D) nguna de las anteriores.

3

El periodo propio de la funcién

1
fit)= 3cos3t+35en3t75sen9t,es
A) /3
B)27/9

Q2r/3
D) Ninguna de las anteriores.

4

Se sabe que la serie de Fourier de la

A si O<z<m
funcién f(z) = 0 si m<z<on
, st <z T

A 24 & 1
=— ben2n—1
fl@) =75 Wz; )z,

z=kr (keZ).

Entonces la serie de Fourier de la funcién
24, si 0<z<T/2

g(z) = ,
0, st T/2<z<T

4ASKR 1
A) g(x)=A+—) —sen(2n—u),
) o) = A+ 723 sen(on )
T =k—

4A & 27
B) g(x) =A+— sen(2n —1)—u;,
) o) = A+ Yo senen — 1)
Tz =k—

4JAK 1
Q) glx)=A+— sen(2n — 1 z,
) o) = A+ 23 o sen(on —)
x;tkI

2

D) Ninguna de las anteriores.

5

Al desarrollar la funcién f(z) = :1:|:v|,

—7m < x <7 en serie compleja de Fourier, los
coeficientes no nulos, cumplen:

A) Todos son reales

B) Todos son imaginarios puros.

C) Todos son complejos con parte real e
imaginaria no nula.

D) Ninguna de las anteriores.

6

Decir cudl de las siguientes

afirmaciones es verdadera:

A) El producto de una funcién par por una
impar es una funcién par.

B) Elproducto de dos funciones impares es
una funcién impar.

() Laderivada de una funcién par es una
funcidn par.

D) Ninguna de las anteriores.

7

Se considera la funcién de periodo

T = 2, definida en el intervalo (—1,1) porla
ecuacion f(t) =U(t) — U(t — 1). El coeficiente
complejo de la serie de Fourier de f(t) es

i(cosnm —1)

A)C =
nm
B)C — i(cosnm —1)
" 2nm
Q0 - (cosnm —1) .
nm

D) Ninguna de las anteriores.
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A) -7 /4.
8 B) w/4.

Los coeficientes reales de la serie de Q /2
Fourier de la funcién de la cuestién 7, son:

D) Ninguna de las anteriores.

Aa =0, b _ 1—cosnm
- 10
B)a, = Heosnr ~1) b =0. Dada la funcién de periodo 4, definida
nm > ; 0, 0<t<1 - ;
— icient
C)a:()b:f—2 por f(1) L 1<t<4 coeficiente
! T @2n—-1Dm

. . complejo de la serie de Fourier de f(t) es
D) Ninguna de las anteriores.

A) C, :L[l—eQ], nez, n=0.
9 nm
Si la serie de Fourier de la funcién ) .
f(z) =2z para -7 <z <mT,es B)C’:Ll—e 2|, neZ n=0
4 " 2nm
> = (1" senna . inr
=t 1 QC =—|1—e 2|, n€eZ, n=0
Se puede deducir que la suma de la serie "onm
( )"H D) Ninguna de las anteriores.
numérica Z
n=1 2n —1
Soluciones del Test:
1 3 4 5 6 7 9 10
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Ejercicios resueltos

FUNCIONES PERIODICAS. ARMONICOS

Dadas las funciones g(x)=5cos(2x)—sen[§] y h(m):sen<2x)+ex, fson

periddicas? Si es asi, determina su periodo.

Solucion

La funcidn g( ) = 5cos (2x> — sen[?)]es periddica de periodo 67 = m.c.m (7r 677)

Gl . VVVVVV ﬁﬁ?;

La funcién h (m) = sen (2:1:) + €” no es periddica.

o

40

20 -

11



12
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2 Seconﬁdmalafundénjmt)peﬁédkadepeﬁodo2ﬂ'deﬁmdadelafonna

B %@—Q 0<t<m
f@%_2ﬂw+ﬂ —r<t<0

= 16
siendo su serie de Fourier: E:———————;sml«Zn——Qt»
mﬂw@n—g
Se pide:
a) Determinar la frecuencia angulary el periodo de los 3 primeros armdnicos no nulos.

b) Escribir el cédigo Matlab para representar la suma de los 10 primeros armdnicos no nulos

en el intervalo [—57r, 57r] junto con la gréfica de la funcién.

Solucién a)

Los 3 primeros armodnicos no nulos son

f)=Tsenlt) () =grsen(3t) (1) =5omsen(st)

e Elperiodo de ﬁ(t)es2ﬂ-ysuﬁecuendaanguhres1

e Elperiodode f (t) es 2?% y su frecuencia angular es 3

e Elperiodode f, (t) es 2% y su frecuencia angular es 5

Solucién b)

El cddigo Matlab para representar la suma podria ser:

%Forma 1

x1=linspace(-pi,0);

x2=linspace(0,pi);

y1=2*x1.*(pi+x1);

y2=2*x2.*(pi-x2);

hold on

for k=-2:2
X=X1+2*K*pi ;
plot(x,yl)
X=X2+2*K*pi ;
plot(x,y2)

end

hold on

t=linspace(-5*pi ,5*pi);

suma=0;

for k=1:10
suma=suma+16/ (pi*(2*k-

DM2)*sin((2*k-1)*t);

end

hold on

plot(t,suma, "r")

hold off

%Forma 2
%Representacion de la funciodn
x1l=linspace(-pi,0);
x2=linspace(0,pi);
y1=2*x1.*(pi+x1);
y2=2*x2.*(pi-x2);

xc=[x1 x2];yc=[yl y2];
hold on

plot(xc,yc)
plot(xc+2*pi,yc)
plot(xc-2*pi,yc)
%Representacion de los
%10 armonicos

syms X

n=1:10;
nter=sum(16*sin((2*n-
D*X)./(pi*(2*n-1).72));
vx=linspace(-5*pi,5*pi);
sumandos=subs(nter,Xx,Vvx);
plot(vx,sumandos)

hold off

axis equal
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DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER. CONVERGENCIA

Hallar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 1" = 4, definida como

0, s —2<t<—1
st —1<t<0
-1, s O0<t<1
0, s 1<t<?2

Estudiar la convergencia de la serie de Fourier en el intervalo {—2, 2 } .

Solucion

El periodo de la funcién es T' = 4, luego la frecuencia fundamental o frecuencia del primer

. . . 2row
armonico de la serie de Fourier es w = ? = 5
eje
21
B 4 2 0 2 4 B
— — g X

periodo fundamental

x1=[-2 -1];x2=[-1 0];x3=[0 1];x4=[1 2];
y1=[0 0];y2=[1 1];y3=[-1 -1];y4=[0 0];
hold on

plot(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)
plot(x1+4,yl,x2+4,y2 ,x3+4,y3,x4+4,y4)
plot(x1-4,yl,x2-4,y2,x3-4,y3,x4-4,y4)
plot([-6 6],[0 O], b")

plot([0 0],[-4 4].,°b")

hold off

axis equal

xlabel("eje X™);ylabel("eje YT)

A la vista de la gréfica, por tratarse de una funcién impar, es decir f (—t) =—f (t) vVt e R,

los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier nulos seran a, =a, = 0 VneN.En

cuanto a los coeficientes b, se obtienen asfi

13
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2

b, =2 [ g{t)sn [Tﬂ]dt _ %QI (1) sem [7”] it = j;“(_l) en [”T“] @

IMpar \——
mpar

par

nm nm

= :—[cos[g—w]—l] ,paran=123, ...

Luego el desarrollo en serie de Fourier de f (t) es

f(t)= zi . [2] - sen[n;t], vte|-2,2)- {—1, 0, 1}

En cuanto a la convergencia de la serie de Fourier en el intervalo [—2, 2 ], la serie converge a

f(t) en todos los puntos donde la funcién es continua, tal como muestra la expresion

anterior. Enlos puntos de discontinuidad de salto de f(t) , la serie converge al valor promedio

del salto; concretamente, se verifica

- +
fl=1) +f(-1
si t=—1, la serie converge a ( ) 5 ( ) = %
- +
. . 7(0) +£(0)
si t=0, la serie converge a — 5 =0
- +
. . (1) +£(1) 1
si t=1 la serie converge a ————-— = ——
2 2
a) Determina el desarrollo en serie de Fourier de la funcién 27 — periddica
T =
T—2z 0<z<m

b) Justifica donde converge la serie a la funcién f.

Solucién a)

Los coeficientes de la serie de Fourier son

17 17 1 27
ao:;Jﬂ‘f(z>dx:;‘{<7r—a:)dx:—[mv—%]“ :g
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a, :l]f<x)cos(nx)da: = L [ (W—x)cos(nx)dx =

= l[( " —a)— (ne) cos[n x)]

b = ljff(x)sen (nw) dr = lj(w — :v) sen (nx)dx

—EE

1

™

5 =
n n n

El desarrollo en serie de Fourier es

1-(-1)
n’m

f($):§+§

Cos (nx) + %sen (nx)] =

(2n - 1>2 W coS (<2n — 1) x) + Esen (nm)

0
_24_2

n=1

reR—{2kr /ken}

-3mi2 - w2 0 w2 ™ 3miz 2

2 (a) Calcular la serie de Fourier de la funcién 2-periddica definida en el intervalo [—1, 1)
dela iente f(t 0 st —1<t<0
elafo ente =
a forma siguiente f(t) 5 6 0<t<l

b) Estudiar la convergencia de la serie obtenida.

00 (_1)n—1
c) Obtener el valor de laserie: " ~———
1 2n—1

Solucién a)

Setieneque T'= 2, p = 1,w = 7. La funcién no es par ni impar.

15
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P 1
a[):lff(x)dx:fi%dz:?)
P g

r=1

1 / B ! B sen<n7m)
a, = ;_j;f(x) cos(nwx) dr = {3008 (mrx)dx =3 - . =0
1 ¥ ! —cos(nm;) !
b, = —ff(x) sen(nwx) dr = f336n <n7m:) dx =3 =
b -p 0 nr z=0
_(_1)" +1 0 n par
=31 15
nmw — n impar
nw

La serie de Fourier es

(2n-1)7
Solucién b)
Se tiene que
Slz)=flz) zeR-Z
k* k™
S (k) = w = g kel
Solucién c)

. 1 ‘
Considerando z = 5 se tendra
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6

a) Justificando la respuesta, determinar los valores de x para los cuales es cierta la
siguiente igualdad

I &
e

n=1

:f(x)

L sen(na)

™n n

W_l] cos (n) —
siendo f<1:) la funcién 27 — periddica definida en [—7‘(’, 77] de laforma

f(”:):r —r<z<0

r O<z<m

- 1
b) Calcular el valor de Z

o (2n-1)

Solucién a)

Calculamos el desarrollo en serie de Fourier de la funcion f(x) periddica de periodo

T=2r , w=1, p=7

:_ff [fwdx—i—fxdx

-7

2
2T
2

™

a, = l ] f (x) cos (nx) dxr = l [} T COS (m:) dr + ] T COS (nx) dx] =

=0

1 |msen (nx)

™

[menfoe) cos (m)]

+_ 2
n n

n

T=—T

=0

17 1] f
b = ;L_/;f(m) sen (m:) dr = ;[i Wsen(nx) dr + [msen (nx) dm] =

1|—m cos(m;) .

n

%_ —

+
n n

2 cos (na) sen(m)]

™

=0

El desarrollo en serie de Fourier de la funcidn es

(x) =2 +Z

[ ) 1]cos<m)lsen(m)

n

Esta serie converge a los siguientes valores

17
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S(x)zf(x) six =2kt ke

S(m):E six=2kn keZ
2

Solucién b)

En el caso en el que x=0 se cumple

T . N S
4 “Z;T['<2n—1>2 _2:> m ;(271—1)2 4 - ;(2n—1)2 8

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcién de periodo 2x, definida como

0 st —m<t<O
sent s O0<t<m

f(t) =

Estudiar la convergencia de la serie en el intervalo [—w, s }

Solucion

gje

AN

-3 -2 - ] T 2 am

Bje X

x1=linspace(0,pi);x2=[pi 2*pi];
yl=sin(x1);y2=[0,0];

hold on

plot(x1,yl,x2,y2)
plot(x1+2*pi,yl,x2+2*pi,y2)
plot(x1-2*pi,yl,x2-2*pi,y2)
plot([-6 12],[0 0], b")
pIOt([O 0]1[_6 6]1.b.)

hold off

axis equal

xlabel ("eje X");ylabel("eje YT)
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La funcién f (t) es periddica de periodo 2m, luego la frecuencia fundamental vale 1. La serie

de Fourier que representa a dicha funcién f (t) serd

f(t) = C;—O + ila" cosnt + b sennt

Calculamos el valor de los coeficientes de la serie, utilizando las férmulas de Euler, asi

™

2 1
a, —?j;f(t)cos(nt)dt —;-[sentcos@t)dt
La funcién subintegral se debe expresar de otra forma, utilizando una relacién de

trigonometria, para poderla integrar de forma inmediata

sen(a+b)+sen<a—b) sent(1+ n)+sent(1—n)

sen a cosbh = — sent-cos(nt)z
2 2
Sustituyendo queda
. :l]sent(l+n)+sent<l—n)dt:__1 cost(1+n)+cost(1—n)ﬁ
oo | 2 2w 1+n 1—n .
_ -1 COSW(1+”) cosw(l—n)_ 1 1 | _—1lf]—cosnm cosnr 1 1
"oor 1+n 1-n l+n 1-n| 27| 1+n 1-n 1-n 14+n

1 {ZCOSTLW 2 }_1+Cosmr
2
n

YT 1 _w(l—nQ),nil;

calculamos ahora de forma particular el coeficiente a, , ya que la expresion general de a, no

nos sirve para n = 1 porque quedaria cero en el denominador

™

17 1 7 1
a, :—fsentcostdt:—fseHQtdt:— =0
T 0 27T 0

27

—cos 2t
2

1 T
Por otra parte, b, = —Isentsen ntdt, teniendo en cuenta la relacién
T
0

cos(a—b)—cos(a+b) cost(1-n)—cost(1+n)

senasenb = — sentsennt =
2 2
1 7 1 sent(l—n) serlt<1+n)7T
b":E[{cost(l—n)—cost(l—i—n)}dt:E - — T+n O
) :L senw(l—n)_senw(1+n) :L{senmr Senmr}:(), o
" 27 1—-n 1+n 27| 1—n 1+n

calculamos también de forma particular el coeficiente b, para evitar la divisién por cero.
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™

sen 2t
2

t—

. L7 1
b, :;{SentsentdtZEJO‘(I—COSQt)dtZE

La serie de Fourier quedara asi

0

1 o 1+4(—1)
f(t):;—i-blsent—i-;ﬁ

1 sent 2 |cos2t cosdt cosb6t
+ + +...

cos (nt) =—+ -
T 2 T 3 15 35

La serie converge a f (t) en todos los puntos del intervalo [—7r, 7r] , porque en ellos la funcién

es continua.

DESARROLLO DE LAS FUNCIONES PARES E IMPARES EN SERIE DE FOURIER. EXTENSION PAR
E IMPAR

Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcidn de periodo 27, definida como

ﬂOZ[_t sé —3<t<0}

t st 0<t<3
Estudiar la convergencia de la serie en el intervalo [—3, 3 } .
Solucién:

eje ¥

gje X
| |

periodo fundamental

x1=[-3 0];x2=[0 3];
y1=[3 0];y2=[0,3];
hold on
plot(xl,yl,x2,y2)
T=6;
plot(x1+T,yl,x2+T,y2)
plot(x1-T,yl,x2-T,y2)
plot([-3-T 3+T]1,[0 0],"b")
plot([O 0],[-6 6],"b")
hold off
axis equal
xlabel("eje X™);ylabel("eje Y)
En este caso, el periodo de la funcién es T =6, siendo la frecuencia fundamental
= 2% = % Por otra parte, la funcidn es par, ya que verifica f(—t) = f(t) VteR.En

consecuencia, tendremos b =0 Vn € N. Luego la serie de Fourier quedara asi
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nmt
3
Calculamos el valor de los coeficientes de la serie

o= 2] {50 Lo o

par ————
par

f<t>=%+ian cos

n=1

par

aplicando el método de integracidn por partes:

2 2
L2 2dt
3 sen nmt
[mrt] 3
dv = cos — v =
nmw
sustituyendo queda
3
5 o 3 sen mf] 5 2 [mrt]
3
an:[uv]—fvdu:— —f—dt
0 nmw ! nmw

seen| ™) g eos| ||
o sen 3 €08 3 6 sen (nﬂ') 6 cos (mr) 6 6 (COS (mr) — 1)
a, =|— + 3 = + 5 — T = 3 , n= 0
3 nm (TWT> nm (mr) (mr) (mr)

2 3 1 3
a =— [ fltdt==2| tdt = =|—
=g
par
Sustituyendo estos coeficientes en la serie se obtiene

():_+Z mt] i

nlnﬂ-

(cos (n) - 1) cos

e -

1 St
— |+ —cos|—]...
5 [ 3 ] ]

La serie de Fourier converge a f (t) Vit e [—3, 3} , Ya que la funcién es continua en todos los

n7rt
Cos
3

que también puede expresarse asi

1) =322

puntos del intervalo [—3, 3 l .

21
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-1, - m<t<0
1, O0<t<m

9 | (a) Definir la serie de Fourier de la funcién f(t) = [ ] en el intervalo

[—77, 77] , sabiendo que se trata de una funcidn periddica de periodo 27.

b) Estudiar la convergencia de la serie obtenida en dicho intervalo. Aplicar los resultados
obtenidos en el estudio de la convergencia de la serie para hallar la suma de la serie numérica

n=1 (2n - 1)

Solucién a)

-3m -2 - ] ™ 2m I Bje X

periodo fundamental

x1=[-pi 0];x2=[0 pi];
yl=[-1 -1];y2=[1 1];
hold on
plot(x1,yl,x2,y2)
T=2*pi;
plot(X1+T,y1l,x2+T,y2)
plot(x1-T,yl,x2-T,y2)
plot([-pi-T pi+T],[0 0],"b")
pIOt([O 0]1[_6 6]1 .b.)
hold off

axis equal

La funcidn es impar, pues verifica f(—t) =—f (t) vVt € R. Los coeficientes del desarrollo

en serie de Fourier nulos seran a, =a, =0 Vn € N, quedando la serie de Fourier asi

f(t) =) b sennt, pues la frecuencia fundamental es w = 1.
n=1

Calculamos los coeficientes no nulos

b = %j[]i(’t)sen (nt)dt = %2“;/(‘ sen (nt)dt | 2 Co;Ent) _
impar impar 0
par
2 2 n
= E(—cos(mr) + 1) = E[l — (—1) ]

sustituyendo en la serie quedara

o 11q
f(t) = 22[(—>SQHM _ é[seilt N seg3t N se1;5t +]

[ n
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La serie converge a f (t) Vte [—7[,7[]—{—7[, 0, 7[}, donde la funcién es continua. En los

puntos restantes del intervalo tendremos

fen) +f(m) g1

st t=4m la serie converge a 5 5 0
- +
f{0) +/(0 ~1+1
si t=0, la serie converge a ( ) ( ) = o 0
2 2
Solucién b)
(_ )nfl sen|(2n —1) ;]

o0 o0
La serie numérica z coincide con la serie Z

-_— ue esigual ala
n=1 (277’ - 1) n=1 (2n - 1) ’ q g

expresidn entre paréntesis de la serie de Fourier si hacemos t = > Como ademas sabemos

V4 . T
que para t = E la serie converge a f[;] , resulta

10

Hallar el desarrollo en serie de Fourier de senos y de cosenos en el intervalo [0, 1 } para

lafuncién f(t)=t—t*, 0<t<1.
Solucion: Serie de senos

Para desarrollar en serie de Fourier de senos la funcién f (t) en el intervalo [0, 1 } , Se requiere

prolongar analiticamente f(t), construyendo una funcién periddica e impar, de periodo

. . p 2
T = 2. La frecuencia fundamental de esta funcion serd w = ? =

prolongacion araliica impar de fit)

1_

eje X

periodo fundarmental

23
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x1=linspace(0,1);
x2=linspace(-1,0);
y1=x1-x1.72;y2=-y1;
hold on
plot(x1,yl,x2,y2)

T=2;
plot(x1+T,yl,x2+T,y2)
plot(x1-T,yl,x2-T,y2)
plot([-1-T 1+T],[0 0],"b")
plot([0 0],[-2 2],"b")
hold off

Los coeficientes de la serie de Fourier de esta funcién impar seran

a =a =0, VneN

0 n

f sen nt)dt — 2](t—t )sen nt Yt ,
- 0

zmpm zmpm

par

La integral se resuelve aplicando el método de integracion por partes dos veces

u=t—1" — du:(1—2t)dt

dv = sen(mrt)dt — = _M
nm
sustituyendo queda
Cos(mrt) 1 ! cos(nmf) u=1-2t — du=—-2dt
b =2 —(t_ﬁ)_ — 7 +2f(1—2t)—dt: cos(mrt) Sen(nﬂ't>
nmw . 0 nmw dv = Tdt Sy = o

Sustituyendo de nuevo queda

y =2 —(t B t2) cos (mrt) N (1 B 2t) sen mrt j mrt
nm 0
_\ cos|nmt sen (nmt 2cos n7rt 2cos|nm 2
b —(t—tﬂ%%—(l—%) 712(772 )— 2{ SCRNT n37(r3 >+n37r3
b = n347r3 [1 — (—1)"], n = (0.Para n =0 tendremos b, = 2]: t—t )sen O)dt =0;

luego el desarrollo en serie de Fourier de senos de f(t) , en el intervalo [0, 1] quedara

x 1— —1)"

f(t) = ibn sen nt :i&z(—g

n=1 T p=1 n'

sen nmt

Solucién: Serie de cosenos
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Para desarrollar en serie de Fourier de cosenos la funcién f(t) en el intervalo [O,ll, se

requiere prolongar analiticamente f(t),consﬂuyendo una funcién periddica y par, de

] . s . . 2m
periodo T' = 2. La frecuencia fundamental de esta funcién serd también w = — = 7.

x1=linspace(0,1);
x2=linspace(-1,0);
y1=x1-x1.72;y2=y1;

hold on

plot(x1l,yl,x2,y2)

T=2;

plot(x1+T,yl,x2+T,y2)
plot(x1-T,yl1l,x2-T,y2)
plot([-1-T 1+T],[0 0], b")
plot([0 0],[-2 2],"b")

hold off
prolongacion analiica par de fit)
gje
1 -
gje X
| |
periodo fundamental

1 1 1 1 1 1
-3 2 -1 a 1 P 3

Los coeficientes nulos de la serie de Fourier de esta funcidn par serdn
b,=0, VneN,

por otra parte,

a, = %]:i@cos <n7rt)dt = ZI (t — t2) cos(mrt) dt,

par par

par

aplicando dos veces el método de integracién por partes y sustituyendo queda

1
sen (nmt cos|nmt) 2sen(nmt 2sen(nm 1
oo =) ) ool el) o e 1
0
a, = n;; [1 + (—1)n] ,  n=0.Para n=0 tendremos a, = QI(t — tQ)dt = %;

luego el desarrollo en serie de Fourier de cosenos de f (t) , en el intervalo [0,1] quedara

25



26

T5 W Series DE FOURIER

f(t) = &+ian cos nmt :l—%iﬁcosnwt
2 6 7 I n

n=1

1

Se considera la funcién definida en el intervalo [O, 7[] por f(z) = cosg. Se pide:

a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de senos de la funcién f(z) . Puedes ayudarte
de alglin programa para obtener los coeficientes.

b) Indica dénde converge la serie a la funcién justificando la respuesta.

c) Escribe el cédigo que permitiria representar, en una misma figura, la grafica de f(x) en
[O, 77] y sobre ella la grafica de las aproximaciones que se obtienen utilizando los dos,

cuatro y seis primeros armonicos no nulos de su desarrollo de Fourier. Indica el programa
utilizado.

d) Calcular el valor de C, y C_, del desarrollo complejo de la serie de Fourier.

Solucién a)

Para obtener la serie de Fourier de senos, hacemos una extension periddica impar de f(z):

9(z) =

E], O<zx<m
2

— COS

g], —r<z<(
La funcién g(x) tiene periodo 27 y es impar por lo que su serie de Fourier es,

g(z) = an sen nx
n=1
Como g(z) = f(x) en (0,7), la serie de Fourier de g(x) es la serie buscada. El Unico
coeficiente de la serie es,

17 2 7 T
b =— z)sen nxdr = — | cos—sen nzdz
"oow J:g( ) 7T‘[ 2

Resolvemos esta integral,

s
T
cos—sen nxdr =
0

cos (2n + 1)% cos (271 — 1)% 1 1

+
2n+1 2n-—-1

_dn
4n? —1

+
2n +1 2n —1

Por lo tanto, el coeficiente es,
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Y el desarrollo de Fourier es,

cosg = %nf; 4n2n— ! sennz, T € (0, W]

De acuerdo con el Criterio de Dirichlet, la serie obtenida representa a la funcién periddica
g(x) donde es continua, por lo tanto representa a f(z) en el intervalo (0, 7T] ,yaque g(x) es

continua en = = 7, pero tiene un salto finitoen £ = 0.

%Forma 1 %Forma 2
%representacion de la funcioén %Representacion de la funciodn
x=linspace(0,pi); y=cos(x/2); x1=linspace(O0,pi);
plot(x,y,"k");grid on;hold on yl=cos(x1/2);

N=6; %Numero de términos hold on

de la mayor suma parcial plot(x1,yl)
buscada %Representacion de los
y=0; %6 arménicos
for k=1:N syms X

bk=k/ (4*k"2-1)*sin(k*x); n=1:6;

y=y+(8/pi)*bk; nter=sum(8*n.*sin(n*x) ./(pi*(4*n."2-
end 1)));
plot(x,y); sumandos=subs(nter,x,x1);
legend("funcion®, "aprox™) plot(x1,sumandos)
axis equal; hold off
hold off legend("funcion®, "aprox™)

axis equal

DESARROLLOS DE FOURIER A PARTIR DE OTROS CONOCIDOS

10 0
Sabiendo que el desarrollo de Fourier de la funcién f(z) es Zw,
n=0 2n + 1

—1, —r<zx<0
flw)=1 2
T

—, O<z<m
4

justificar si las afirmaciones de los apartados a) y b) son ciertas o falsas.

m
——, —-1<z<0
a) La serie de Fourier de la funcién g(z) ={ 2

o z”: 2sen(2n + )z
n=0

g, 0<z<l1 2n+1

00 (_ 1)71 T
b) Se cumple = —
) P ”Z; 2n+1 4

27
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Solucién a)

g(x) se obtiene mediante un escalado vertical y un escalado horizontal sobre f(z) . En efecto,

. . X 4 .
sillamamos ¢ alavariable de f(z) y establecemos la proporcién o = 5 se tiene
T

“I —r<m<o| =L, —1<t<o

fw) = fr) =1 4 =11 = g0t
—, O<mt<m —, O0<t<l
4 4

Es decir larelacidnentre g y f es, g(t) = 2f(nt), olo que eslo mismo ¢(z) = 2f(nwx)
Llevando esta relacidn a la serie de Fourier de f(z) se obtiene la serie de Fourier de g(z)

> sen(2n + \)mz
T)=2y ———
9(@) ”Z:; 2n +1

Solucién b)

. T . =, sen(2n + 1)z
Haciendo z = — enlaigualdad f(z) = e
2 8 J@) ; 2n +1

continua en este punto, se puede asegurar que,

y teniendo en cuenta que f(z) es

s

sen(2n + 1) 5

7T o0
Ty

s 2n +1 o 2n+1

FORMA COMPLEJA DE LA SERIE DE FOURIER

—4<t< -2
13

0
Sealafuncién f(t) =13 —2<t<2 ¢t,deperiodo T = 8. Se pide:
0 2<t<4

a) Representar graficamente f(t).

b) Obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(t), utilizando notacion

compleja.

c) Estudiar la convergencia de la serie de Fourier obtenida, en el intervalo[—4, 4} .

d) Hallar la frecuencia fundamental w correspondiente a f(t). Obtener el espectro de

amplitud de f (t) , indicando sobre la amplitud de los arménicos de f (t) que tienen las
frecuencias:
w=0, w=r/4, w=—7/4, w=71/2, w=-7/2,

w=3r/4, w=-31/4, w=m, w=-7

Solucién a)
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1 1 1 1 1 1 Eje ¥
-1z -8 -4 ] 4 3 1z

periodo fundarmental

x1=[-4 -2];x2=[-2 2],x3=[2 4];
y1=[0 0];y2=[3 3];y3=[0 0]
hold on
plot(x1,yl,x2,y2,%x3,y3)

T=8;
plot(xX1+T,y1l,x2+T,y2,x3+T,y3)
plot(x1-T,yl,x2-T,y2,x3-T,y3)
plot([-4-T 4+T],[0 0],"b")
pIOt([O 0]1[_6 6]1.b.)

hold off

axis equal

Solucién b)

El desarrollo en serie de Fourier de f (t) utilizando notacidn compleja es

= T/2
f(t) = E Oneinwt ; Cn = i f f (t)€717IWtdt’
T T —T/2

. 2w . . 2 0w
siendo w = T la frecuencia fundamental de la serie. En este caso, w = — = —. Calculamos

los coeficientes complejos de la serie

—in—t

]_ ¥ —inZt ]_ ¥ —inZt 3 e 4 —3 —inZ inZ
C =— tle *dt=—|3e * -dt=— = e ?2—e?
" 8~£f<) 8f2 8| .« 2inm

- - —in—

4],

¢ =3 | 2igen|™T|| = Zgen|"T|, p=a1 4243
" 2inm 2 nmw 2

Como esta expresion no permite sustituir n = 0, calculamos aparte el coeficiente C

4 2
C, = —ff(t)dt = éf3dt = g, sustituyendo en la serie queda

—4 —2

=2+ 52 o2

n=—00
n=0

Solucién c)



B SERIES DE FOURIER

La serie de Fourier converge a f (t) vVt e [—4, 4] — {—2,2} , es decir en todos los puntos del

intervalo donde la funcién es continua. En los dos puntos de discontinuidad tendremos

- +
st t=-=2, la serie converge a f(_Q) ;—f<_2) = 3

- +
st t=2, laserie converge a M = g

0o |

Solucién d)

El espectro de amplitud de f(t) es la gréfica de ‘Cn‘ en funcién de la frecuencia de los

armonicos w, =n-w, n=0,+1,+2,....Calculamos ‘C’” , resultando

e =

Sosen| ™™ p =41 42 43,
nmw 2

Construimos una tabla de valores de las amplitudes que después representaremos en el
espectro de amplitudes de f (t)

Frecuencia n — 0 Ty | Iz _T g™ | 3T 7| -
4 4 4 2 2 4 4
Armonico n 0 1 -1 2 -2 3 -3 4 -4
Amplitud ‘Cn‘ 3 3 3 0 0 1 1 0 0
2 T T T T

La representacion gréfica de las amplitudes queda asf

Crl

i Espectro de amplitud de j{t)

3in

ST 1

T * 1 T " T ¥ Wp
-n =3z w2 —ndd 8] i w2 3ndd T

14

a) Obtener el desarrollo en serie de Fourier utilizando notacién compleja para la
funcidn periddica de periodo T' = 2, definida ast:

fOy=t, 0<t<2; f(t+2)=f(t),ViteR

b) Representar graficamente el espectro de amplitud de f (t), sefialando la amplitud de los

armonicos de frecuencias:

0o=0, o=, o=2n1, o=31y =417
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Solucién a)

eje Y

t eje X
-4 3 2 -1 0 1 2 3

L

periodo fundamental

x1=[0 2];yl=x1;

hold on

plot(xl,yl)

T=2;

plot(x1+T,yl)
plot(x1-T,yl)

plot([-1-T 2+T],[0 0],"b")
plot([0 0],[-3 3],"b")
hold off

axis equal

xlabel ("eje X");ylabel("eje Y*)

.
. . inwt . .
La serie de Fourier se expresa f(t) = Y Ce"" ,siendo la frecuencia fundamental de Ia

n=—oc

. 27 - L
serie w = Y = 7. Calculamos los coeficientes complejos integrando por partes

) u=t — du=dt . 2,
1 . ) 1 e—lnTct e—lnrtt
Cn :_J’teflnntdt _ - e—lnnt =1t _ _|_J. _ dt
20 dv=e dt > v=— 2 —-inm o inm
—-INnm
C ~ 1 _tefinﬂ?t . e*inTCt 2 ~ 1 _2efin27t . e*iﬂZTE 1
" 2| inx —i’nn? 0 2 inm n>nx® n?n?
N 1 Qi(COSZnW—iseDQmT) +C082nﬁ_isen2mr_1 i
"2 nw n’ nmw

Hemos tenido en cuenta que cos2nz =1y sen2nm = 0. Para el caso n = 0 lo calculamos

2
. , 1 . . .
directamente, asi C| = Eftdt =1 ; sustituyendo todo lo anterior, el desarrollo en serie de
0

Fourier queda
f(t)=1+> —e'"™
=1+ 2
n=0
Solucién b)

Hallamos el espectro de amplitud de f (t) . Para ello, calculamos ‘C , resultando

n

31
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:ﬁ, n=+1+2+3,...
T

Col= nm

Construimos una tabla de valores de las amplitudes que después representaremos en el
espectro de amplitudes de f (t)

Frecuencia nr 0 T -7 o —2r 37 —3r| 4n | Az
Armodnico n 0 1 -1 P -2 3 -3 4 -4
Amplitud ‘O,,,‘ 1 1 1 1 1 1 L N

T T 27 27 3r 37 4 47

La representacion grafica de las amplitudes queda asf

Cnl
1M Bepecire de amplitud de fit)

14

| T T [N
-3r  —Zm  -= Es 2w im dm

=

15

Se considera la funcién 4-periddica definida de la forma

) =2— ‘ t ‘ siendo ¢ € [~2,2]

a) Calcular la serie de esta funcién indicando los valores de t para los cudles converge a la
funcién f(t). Justifica la respuesta.

b) Obtener el coeficiente ¢, de la serie compleja de Fourier.

= 1
c) Calcular el valor de la serie numérica siguiente: E =
i <2n — 1)

Solucién a)

La funcién es periddica de periodo T=4 (p=2). Al ser f(t)=2— ‘ t ‘ una funcién par en el
intervalo [-2,2], la serie de Fourier serd de la forma:
a o0
S(t) ==+ Za” cos (nwt)
n=1

siendo
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wZQ_ﬂ-:z a :z]f<t>dt a szf(t)cos(nwt)dt
T 2 °p ) " /
Se tiene que
D t=2
a, = —]f ] —tdt 2t—q =2
0 2 t=0
a = 2jf(t)cos(nxwt)alt = ](2 — t)cos(nwt)dt =
Py 0
sen | nw - sen | nwt
(mat) | sen(nut)
u:2—t~>du:?dt <2 o t) nw + f nw dt =
|dvcos(nwt)dt~>usei£:m)] t=0 0

cos (nwt)

sim es impar

[ t=2 ) o8 (mr) ~ cos (O) \ B (_1)” 11 [ 0 simes par
nw

La serie de Fourier es

Por el teorema de Dirichlet, dado que la funcién es continua en todo R, se tiene que la serie
de Fourier convergerd a la funcién en todo R

Solucién b)

a4—ib4
c, = =0
! 2

También podria hacerse calculando la integral

¢, = ii(Q —[t])e>at = i z(2 +t)e ™ dt + I(z —t)e " dt

Solucién c)

Para calcular el valor de la serie numérica, tenemos en cuenta que

f(O)zS(O) = 2=1+ (2n_127r COS(O)
S 214y 5 S o=y
n=1 <2n_1) ? T n=1 (Qn—l)

33
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17 0 —m<t<0
Dada la funcién 27 — periddica definida como f(t) = , se pide,
t O<t<m

a) Calcular su desarrollo en serie de Fourier indicando en qué puntos converge a la funcién
f-

b) Calcular la expresién compleja de la serie de Fourier y dibujar su espectro de amplitud.

)

2n —1

.
c) Obtener el valor de la siguiente serie numérica: »

n=1

Solucién a)
™ 0 m 2w 3w
S(t): T2 cos<2k—1)t+(—1)27rsenkt
4T (26-1) 2
Solucién b)

Basta sustituir t por 0 en la expresiéon de S (t) y tener en cuenta que

. K
s(o)zﬁ_g cosOZ+( 1)2”sen0
4 73 (2k—1) 2k

luego

T 2% 1 & 1
i) '8 _kz:;(Zk—l)z

18

Se considera la funcién definida en el intervalo [O, 7r] por la funcién f(z) = seng

Se pide
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a) Obtener la serie de Fourier de senos de f(z).
b) Escribe, a partir de la serie obtenida en el apartado a), la expresién compleja de Fourier.

c) Calcula el valor aproximado de sen (1 / 2) con los cuatro primeros términos no nulos de

la serie de Fourier.

d) Escribe las érdenes Matlab/Octave/Geogebra, para representar la gréfica de f(z) en [O, 7[']

y la gréfica de la aproximacién que se obtiene utilizando los cuatro primeros armdnicos no
nulos del desarrollo de Fourier calculado.

Solucién a)

Para obtener la serie de Fourier de senos, se consideraria la extension periddica impar de f(x) :

x
senE, O<z<m

x
SGHE, —rT<zx<0

/2 om o ami2 m /2 _~0 w2 m 3m/2 am 5mi2
,1 .

La funcion g(z) tiene periodo 27 y es impar por lo que su serie de Fourier es,

00

g(z) = Z b sennz

n=1

Como g(z) = f(z) en (0,7), laserie de Fourier de g(z) es la serie buscada. Los coeficientes a
calcular son,

17 2 7 x
b =— z)sen nxdr = — | sen—sen nxdx
" ﬂj;g( ) 7['[ 2

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

Integralisen(x2ysen(n®x),x 0 piy2pi

1 R _E“sen[% (2nmw4m))

dnta—m

El valor de la integral es

. —8n sen [;T(Zn —1—1) B . (_1)n+1

7 (4n* —1) m(4n* —1)

35
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y el desarrollo de Fourier pedido en [0, 7r) es

Solucién b)

La forma compleja de las serie de fourier es

n=1 47’1/2—1 n=1 4712—1
00 n—1
sen[z] = Z ce™ c, = —Mz n==+14+2
et ' 271'(4712 - 1)
n=0

Calculando con ordenador los coeficientes seria
¥ Calculo Simbdlico (CAS)
Integral{sen(«2 ¥ exp(-*n*x)x -pi,pi = U2*pi)
1 —2ine"™ —2ine ™
12na 47

o —2in (—1)" —2m(—1)” .

! (1—4n2)7r

4(-1)"n
(1—4n*)

Solucién c)

El valor aproximado de

con matlab es 0.558691462134401

n=1:4;
sum((-1) .- ~(n-1) .*n_*sin(n) ./(4*n_."2-1))*8/pi

Con geogebra

n=+1+2...

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

Sumal-1"n-1¥n*senin¥i4*n*2-1),n,1,4*8/pi

1} sen(1) — TEE sen(2) + 335 sen(3) —

-

E"‘E sen(4)

£

3 81 /3sen(1)-2/15sen(2)+3/35seni3)-4 /63 sen(d))/m

= 0.55869
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Solucién d)

Representacién con Matlab:

x=linspace(0,pi); y=sin(x/2);

plot(x,y);grid on;hold on

N=4; %Numero de términos de la mayor suma parcial buscada

hold on

yk=0*x;

for k=1:N
yk=yk+((-)N(k-1)*8*k)/ (pi*(4*k"2-1))*sin(k*x);
plot(x,yk)

end

legend("funcidn®, "aprox1l”, "aprox2®, "aprox3®, "aprox4")

Con geogebra

% Redefine =

Funcidn g ﬂ a—:E, --J :3
Sumal{-1y(n - 1) 8n sen(n x) / {m (4n*- 1)), n, 1, 4} @
[ Propiedades ] [ OK ] [ Cancela ] [ Aplicar ]

® 5(x) = (~1)-t.g.1._sen(ln)

T (4-12-1)

sen(2 x)
m(d.22-1)

sen(3x)
(432 -1)

+(=1)*"t.8.2. +(=1)*1t.8.3. +(—1)“l‘s‘a‘%

b Vista Grafica X

Material de consulta

Armoénicos: Representacién de armdnicos

-
Desarrollo en Series de Fourier: Ejemplos de series de Fourier HlM Ver video

Autora: Elena Alvarez
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