Tema 4 Grado en Ingenieria Mecanica

INTEGRACION DE FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

CONOCIMIENTOS PREVIOS ‘

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e (alculo de primitivas
e Propiedades de las funciones integrables.

INTEGRAL DEFINIDA. INTEGRAL DE RIEMANN ‘

n Definicion

Definicién (Particién).- Dados dos nimeros reales tales que a < b, recibe el nombre de
particion del intervalo cerrado [a, b] todo conjunto finito de puntos de [a, b] , de los cuales
unoes a yotroes b:

P= {x T,7,,.. xn/a:m0<ml<x2<...<xn:b}

X0 .}C1 .}C3 -x4 @i .xi .xn-2 .xn-I on

Figura 1.- Ejemplo de una particién de [a, b] .

Definicion (Norma de una particién).- Llamaremos norma de la particiéon P, y la
designaremos por HPH a la longitud del subintervalo mds largo, es decir,

HPH max

1<i<n

IL‘-IL“

(2

Si todos los puntos de la particion son equidistantes, se habla de particién regular. En este caso
se cumple HPH = Az.

Definicién (Integrabilidad).- Dada una funcién y = f(z) acotada en un intervalo cerrado
[a, b], se dice que es integrable en este intervalo [a, b] si para cualquier particidn P, existe
el limite siguiente: lim [Z e, xl] con € €[X 4. %]

P‘HO

71~>OC
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En este caso, el valor del limite recibe el nombre de integral definida o integral de Riemann
b
de f (x) sobre [a, b] y se denota por f f(z)dzx.

En esta expresidn, los numeros a y b se llaman, respectivamente, limite inferior y limite
superior de integracion.

Si f (:v) es integrable en cualquier intervalo [a, b] contenido en R se dice que es integrable

entodo R.

Observacioén: Si P es regular, se verifica ;ﬁgﬁ [ZZ; f(ci)sz’] = Alauj}) [121: f(cz.)A:v]

n=—00) (n—00)

n
La expresién Zf(ci)Ax se llama Suma de Riemann de f(z) en [a,b], correspondiente a una
i=1
g . ~ b—a
particidn regular con n subintervalos, de tamafio Az = .
n

Definicién (Suma inferior, suma superior y suma central de Riemann).- Se definen la suma
inferior, la suma superior y la suma central de Riemann de la funcién f(a:)

correspondientes a la particion regular P, y las designaremos por s(f,P), S(f,P) y

O'( f, P), respectivamente, como

° s(f,P):zn:mi-b_

a
i=1 n
C b-a

e S(f,P)=> M,

= n

, siendo m, = min {f(x) /x € [mi_l,xi]}

, siendo M, = mdx {f(x) /x € [xH,xi]}

. l]b—a} b—a
Z—— .

2] n n

=

L

o o(fP)=327

i=1

a +

IMPORTANTE.- Si la funcidn es integrable, el valor de la integral de Riemann se puede calcular
como el limite de cualquier suma de Riemann correspondiente a cualquier particién regular P,
cuya norma tienda a o.

OBSERVACION.- Si f es creciente en [a,b] , las sumas superior e inferior de Riemann para una

particidn regular son, respectivamente:

n n i=1

s(f,g):jf[mb—a].b—“ s(f,Pn):Zf[aJr(z‘—l)
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Si f es decreciente, las sumas superior e inferior de Riemann se definen intercambiando las
definiciones anteriores.

n Interpretacion geométrica de la Integral de Riemann

El valor de la integral de Riemann de una funcién f(z) acotada y positiva en [a,b], se puede

interpretar como:

“El drea de la region limitada por el eje horizontal, las rectas verticales t =a e y=by
la graficade f(z) en [a,b] "

N\

P o o5 1 15 2
a=04 b=17
n=a

Figura 2.- Interpretacién geométrica de la integral de Riemann

Condiciones de integrabilidad

TEOREMA.- Toda funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] es integrable en dicho

intervalo.

IMPORTANTE.-También es integrable en [a, b] toda funcién acotada que tenga en este intervalo

un ndmero finito de puntos de discontinuidad.

TEOREMA.- Toda funcién monétona en un intervalo cerrado [a, b] es integrable en él.

IMPORTANTE.-También es integrable en [a, bJ toda funcién no mondtona y acotada que pueda

descomponerse en un nimero finito de intervalos donde sea mondtona.
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TEOREMA.- Es condicién necesaria para que f(z) sea integrable en el intervalo [a, b], que

esté acotada en él.

Propiedades de la integral de Riemann

PROPIEDAD 1 (Cardcter lineal de la integral definida).- Si f(z) y g(z) son dos funciones
integrables en [a, b] también son integrables las funciones f(z) + g(z) y kf(z) con ke R

, cumpliéndose:
b

M) [ ()% g(w))do = ]f(w)dw + ffgmdx

a a a

(ii) ]‘kf(:v)dx = k;]‘ f(z)dx

PROPIEDAD 2 (Inversién de los limites de integracion).- Si se invierten los limites de una

b a
integral ésta cambia de signo, ff(m)dx = —f f(z)dx
a b

PROPIEDAD 3.- Para todo ntimero real a se tiene: f flz)dz =0

PROPIEDAD 4 (Propiedad aditiva del intervalo de integracién).- Si f es integrable en los

intervalos [a,b] y [b, cJ entonces f esintegrable en [a, cJ siendo,

jf(x)da: = ]f(x)dx + ]f(a:)da:

PROPIEDAD 5 (Positividad).- Si f es integrable y no negativa en [a,b], entonces

]f(:v)d:v >0
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PROPIEDAD 6 (Propiedad de monotonia).- Si fy g son integrables en [a,b] y ademds

flz) < g(x) Vz € [a, b], entonces ff(x)dx < fg(x)dx

PROPIEDAD 7 (Acotacién modular).- Se verifica

] f(z)dz

a

< [|f(@)|de

Teorema del Valor Medio Integral

Definicién (Valor medio).- Si f es una funcion integrable en [a, b] , entonces el valor medio

b

f f(z)dz

a

1

—a

de f en este intervalo se define como: p =

Nota: El valor medio de una funcién de variable continua, constituye una generalizacion de la
media aritmética de n ndmeros.

TEOREMA DEL VALOR MEDIO.- Si f es continua en el intervalo [a,b] entonces existe un

b
nimero ¢ comprendido entre a y b tal que ff(x) dz = f(c)(b—a)

a

|
|
|
|
|
|
|
|
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|
|
|
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Figura 3.- Interpretacién geométrica del teorema del valor medio para integrales.
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Este teorema tiene una interpretacién geométrica sencilla (ver figura 3): "El drea limitada por la
curva en el intervalo [a, b] es igual a la de unrectdngulo de base igual a la amplitud del intervalo

y de altura igual a la ordenada de la curva en un punto de dicho intervalo".

Segun el teorema anterior una funcién f, continua en el intervalo [a,b] , toma su valor medio,

i, enalgin punto c € [a,b] .

n Teorema Fundamental del Calculo Integral

Este teorema relaciona estrechamente conceptos aparentemente tan dispares como el de
primitiva e integral definida de una funcién continuay, a partir de él se obtiene un procedimiento
sencillo para calcular integrales definidas sin usar limites de sumas.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO INTEGRAL.- Sea f(t) una funcién continua en el

intervalo [a, b]. Entonces, la funcién F(x) definida por

F(z) = ]f(t) dt con z€ [a,b]

es derivable en dicho intervalo verificdndose d};(:v) = f(z) Vze [a, b}
T

2.5

F'it)=7(t)

0.54

bh=10.86

08 o 0.5 1 15 2 25 3

-0.54

Figura 4.- Representacion grafica para ilustrar el Teorema Fundamental del Calculo Integral.

A partir de este teorema se puede probar la Regla de Barrow, que es la regla practica para
calcular integrales definidas. Pero ademas, el teorema fundamental, es una nueva forma de
definir funciones no elementales.

Regla de Barrow

Esta regla, explica cdmo utilizar las primitivas en el calculo de integrales definidas de funciones
continuas en el intervalo de integracion.
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REGLA DE BARROW.-Si f es una funcién continua en el intervalo [a, bJ , entonces

J 1@ ds = G60) - Glo)

donde G(z) es cualquier primitiva de f(z), es decir, cualquier funcién que verifique que

G'(z) = f(:v)

n Calculo de integrales definidas

En general, las integrales definidas se calculan mediante la regla de Barrow. En el caso de que
se utilice un cambio de variable para obtener la primitiva, los limites de integracidon de la integral
en la nueva variable, se ven modificados de la forma indicada por el siguiente teorema.

TEOREMA (Cambio de variable en integrales definidas).- Si la funcién t = g(z) tiene
derivada continua en [a, b] y [ escontinua en el rango de g, entonces

b g9(b)

Sila integral indefinida se resuelve por partes, los limites de integracién afectaran naturalmente
tanto a la nueva integral que se debe calcular como a la parte ya calculada de la primitiva. Es
dedcir,

b

udv = uvb — b vdu
[ue],

a a

En el caso de que las funciones del integrando tengan la propiedad de ser pares, impares o
periddicas, las integrales pueden simplificarse de la forma que indica el siguiente teorema.

TEOREMA (Integracion de funciones pares, impares y periédicas).- Sea f integrable en R

(1) Si f esuna funcién par, entonces ff(x)dx = 2f f(z)dz, Ya e R.
0

—a

(2) Si f esuna funcién impar, entonces ff(x)dx =0, Ya e R.
(3) Si f esuna funcién periddica con periodo T, entonces
b+T a+T

[ f@)dz = ]f(fﬂ)dw : Tf(m)dw = [ f@)dv

a+T a
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n Interpretaciones de la integral definida

Hemos visto que la integral definida puede representar un drea, pero también es la respuesta a
muchos otros problemas planteados por la fisica y la tecnologia. En la tabla se recogen algunas

interpretaciones de la integral definida, dependiendo del significado fisico de f(:r) .

Funcién h (m)

Interpretacidn del
rectangulo aproximante

h (cl) (mL — wH)

Significado de la
integral definida

jh(x)dx

Densidad lineal 6(1;)

Estimaciéon de la masa en

[zi—l’zi]

0 (cz. > (:EZ — xi_l)

Masa

j&(m)dm

Altura de unaregidn plana limitada por dos

curvas h(m) = f(x) — g(m)

T =

g(c)

Area de wun rectangulo
aproximante de anchura

(:vl. — l‘i_l) y altura

fe)=g(c,)

Area de una regidn
plana comprendida
entre dos curvas

Jlla)=g(a))do

Area de una seccién plana del cuerpo de

revolucién obtenido al girar la curva f (ac)

Volumen de una rebanada
del sdlido de radio f(c,) y

grosor (.’L’l — 55'%1)

W[f(ci)r (a:l — mH>

Volumen del sélido de
revolucién

Jalle)] o

a

Velocidad v(t)

Estimacidon de la distancia
recorrida entre los tiempos

t,yt

”(Ci)(ti - tz‘—l)

Distancia

Zu(t)dt

Tabla 1.- Interpretaciones de la integral definida.
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

m Calculo de areas planas

Curva en explicitas

El drea limitada entre y = f (X), el eje OXy las rectas x=a y x=b es
A= ]"‘ f(2) ‘ dz
El drea entre dos curvas f y g en el intervaloa [a,b] se calcula como:
A= j‘f(x)—g(x)‘dx

Nota: Para resolver estas integrales se debe calcular previamente ‘f(x) — g(:v) , es decir, cudl

de las dos funciones es la mayor dentro del intervalo [a, b] .

Curva en paramétricas
Sea Cla curva dada por las ecuaciones paramétricas X = X(t) , Y= y(t) conte [t t }

1772

El drea limitada por la curva Cy el eje OX es

-]
tl

y(t) ac'(t)‘dt

El drea limitada por Cy el eje OY es

b

A:ﬂx(t) y'(t)‘dt

4

Curva en polares

El drea encerrada por la curva C dada por p = p (9), para 6 € [Ha, Gb]

p=p(6)

Area sector = 48 p(c)"2

Figura 5. Representacién grafica del drea de un sector diferencial en polares.
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n Volimenes de seccion conocida

Si el sélido H cumple que la seccidn transversal perpendicular al eje OY tiene area conocida,

A(y) paracada y € [a,b} , entonces el volumen de H se calcula como

N
D

AL

SR
N
\\\“

A
-

/e

Vol. adlindro =
=A(c)Ay,

A

o A A

J

Figura 6. Volumen seccién conocida

n Volumenes de sélidos de revolucion

Si f esunafuncién derivable en el intervalo [a,b] , entonces el volumen del sélido generado al

girar el drea bajolacurva y = f (X) respecto del eje OXentre z =a y X=Db es

b
V= Wff(ib’f dz
El volumen del sélido generado al girar dicha drea respecto al eje OY es
b
V:27rfxf<x)d:v

En este caso la funcidn tiene que ser positiva.

Area de superficies de revolucién

Si f esuna funcién derivable con derivada continua en el intervalo [a, b] , entonces el drea de

la superficie generada haciendo girar alrededor del eje OX el arco de la curva y = f(m) entre

X=ayzx=»bes

S :277]‘f<$) 1—|—f'($)2 dx

m Longitudes

Si f esunafuncién derivable con derivada continua en el intervalo [a, b] , lalongitud de la curva

y:f<x>entrex:ayx:b es
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Figura 7. Longitud de una curva

INTEGRACION INDEFINIDA

Funcidn primitiva

Definicién (Funcidn primitiva).- Se dice que F(x) es unda funcién primitiva de otra funcién
f(x) siysdlosise verifica

Fl(a) = f(x) VzeD,

siendo D, el dominio de la funcién f(z).

Obsérvese que si F(z) es una primitiva de f(z) también se verificard dF(z) = f(z)dx .

PROPOSICION.- Si F(z) es un primitiva de f(x), también serdn primitivas de f(z) todas
aquellas funciones G(z) que verifiquen G(z) = F(z) + C y sélo esas.

TEOREMA (Existencia de primitiva).- La condicién necesaria y suficiente para que f(z)
tenga funcién primitiva en un intervalo |, es que sea continua en I.

n Integral indefinida

El proceso de cdlculo de primitivas se denomina integracién y se denota por el simbolo [, llamado
signo integral.

11
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Definicién (Integral indefinida).- Dada una funcién, f(z) continuaen un intervalo |, se llama
integral indefinida de f(z) y se representa por

f f(z)dz

al conjunto de funciones que tienen por derivada f(z) ( tienen por diferencial f(z)dx ). Es
decir,

f f(z)dz = F(z) + C
donde f(z) se llama integrando o funcién subintegral y C constante de integracién.

Debiendo verificarse di [F(x) + C] = f(z)
T

Propiedades de la Integral indefinida.- Sea f(z) una funcién continua en el intervalo
abierto I. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
P1.- fkf(a:)dx = k;f f(z)dx, siendo K una constante

P2.- f[f(ac):l:g(x)] de = ff(x)dx:l:fg(x)dx

Las propiedades P1y P2 confieren al operador I cardcter lineal.

Una forma coloquial de expresar que dos operadores son inversos, consiste en decir que cada
uno anula o destruye el efecto producido por el otro. Resulta inmediato comprobar que la
integracion es la operacidn inversa de la diferenciacion.

TEOREMA.- Los operadores [ (integracién) y d (diferenciacién), son inversos, si bien cuando
se aplican en el orden [ d debe afadirse una constante arbitraria.

Integrales inmediatas

A continuacién se incluye una tabla con algunas de las integrales inmediatas mds frecuentes.
Convendremos en llamar integrales inmediatas a todas aquellas cuya solucién puede escribirse
sin mas recursos que el recuerdo de las reglas de derivacion.

Tabla de integrales inmediatas

1. fadx:ax+0

m+1
2. f(x+a)mdx:%+0 (m = —1)

3. fxcfazlog‘x—l—a‘—i—c

ar

wy €
4, fe d:c—a+C (a¢0)
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Tabla de integrales inmediatas

5. fk’””dw: LA (k>0, a¢0)

alogk
sen ax
6. fcosaxdm: " +C (ai(])
COS azx
7. fsenaacdx:— . +C <a¢0>

8. ftg ax dr = —llog‘cosax‘ +C (a = O)
a

— arcsen — +C (a = 0)

dx
J&=

10. f do = larctgE +C (a = 0)

a2+x2 a a
11. fSha:de:ChaijC (a:cO)
a
Shax
12, [Chawde = +C (a=0)
a
dx T
13. fW:ArgShH—FC:logx—l—\/xZ—Hf+C (a = 0)
14. f%:ArgChﬁ—l—C:logw—i—\/x?—a?—I—C’ (a=0)
d 1 1 +
15. ff _‘7”:62 :EArgThg—i—O:%log Z_:‘: +C  (a=0)

Tabla 2.- Integrales inmediatas.

El cdlculo de primitivas interesa sobre todo como auxiliar del cdlculo de integrales definidas, por
lo que los métodos que se presentan son de tipo practico pero también de alcance limitado.

Es importante sefialar que todos los métodos de integracién estan inspirados en la misma idea:
reducir la integral planteada a una integral inmediata.

m Integracién por cambio de variable

El cambio de variable es una de las técnicas mas utilizadas para obtener la primitiva de una
funcién.
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TEOREMA.- Se considera la integral ff(:z:)d:z: y el cambio de variable = = ¢(t). Si T y g
verifican:

(a)  fescontinuaen elintervalo I,.

(b) g tiene derivada continua en el intervalo I,.

(9 9, <
entonces:

[ @z = [ flot)]g'®)dt con zel, tel,

De esta forma se obtiene una nueva integral en la variable t que debe ser mas sencilla de
resolver que la integral de partida. La primitiva que se obtenga debe expresarse en la variable
inicial, por lo que se deshara el cambio de variable una vez realizada la integracion.

m Integracién por partes

Este método es eficiente para integrandos en los que aparezcan productos de funciones
trascendentes.

TEOREMA.- Sean u = u(z) y v = v(z) dos funciones con derivadas continuas en un cierto
intervalo I. Entonces: fudv = Uy — fvdu

m Integracién de funciones racionales

Recordemos que se llama funcidn racional R(z), a toda funcién en la que sdlo se efectiian con

X las cuatro operaciones racionales. Cualquier funcién racional puede expresarse como
cociente de polinomios:

R(z) = Plz)
Q(z)
Este apartado estd dedicado al cdlculo de integrales de funciones de este tipo. Es decir,

P(z)

(x

integrales de la forma f dz con P(z) y Q(z) polinomios.

Distinguiremos dos casos:
1. Gradode P(z)> Grado Q(z)

En este caso se divide P(z) > entre (z), obteniéndose

P(l‘) = Cc\T)ax r(x) T
fcz(x)dx_f @) +f@d




CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA 5

siendo fc(:x)dz: laintegral de un polinomio (por tanto inmediata) y f%dl‘ unaintegral
T

racional en la que el grado del numerador es inferior al del denominador que se estudia en
el caso siguiente.

2. Gradode P(z) < Grado Q(z)

Estas integrales se resuelven por descomposicién en fracciones simples. Para ello se
descompone Q(x) en factores irreducibles,
"Ll 7712 mq 9 9
Q(m) = (ZIJ —z1> (m—xQ) ---(z—xq) -{a,lx +bx +cl]---[aj$ —I—bja; +¢
donde los ultimos factores tienen raices complejas (se cumple bk2 —4dac <0).

Nota: Supondremos en este curso que Q no tiene raices complejas multiples.

La descomposicidn en fracciones simples es la siguiente:

P (.Z' ) Al A2 Aml Bl BZ My
= - et — + - e —
Q(fU) (x_xl) (z—a:l) (:1:—$1>l (:1:—$2> (x—:132) (:1:—$2> ’
o,z + 3 N a,z + 3, ‘e ar+ 0
a1$2 +bz +¢ a2z2 +0, +c, a]w2 +b]a:+cj

Las integrales que resultan son todas de los tipos siguientes:

fﬁ-dw =A log‘gy—ac1 +C
f Aml cdx = _Aml +C;

(o=a)"  (m=)(o—a )"

ar+ 5 .
f = I .dr = logaritmo + arco tangente
azr” + b]w +c

OBSERVACION: Es interesante darse cuenta de que la primitiva de una funcién racional, en el
caso mas general, estd compuesta por una parte racional y otra parte trascendente y que,
ademas, la componente racional procede Unicamente de la integracion de raices multiples.

H Integracién de funciones trigonométricas

Son integrales de la forma fR(senx, cos :Ii)d$ donde R indica una funcién racional.

Estas integrales se resuelven mediante un cambio de variable que depende de la forma de la
funcion R(sen z,cos z). Los mas frecuentes son:

1. Si R(senz,cos ) es paren (senz,cosz), el cambioes tgz =t

con lo que:

t 1 dt
sen gy = —— COST = —— dx =

J1+8 J1+ 8 1+t
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2. Si R(senz,cosz) esimpar en cos X, el cambio es senz = ¢.

3. Si R(sen z,cosz) esimpar en sen X, el cambio es cosz = t.

4. Si R(senz,cosz) no tiene ninguna de las paridades anteriores, entonces el cambio

general aplicable es tgg =1

2t
1+ ¢

En este caso: senz =

COST =

1—¢ 2dt
14 ¢ 14 ¢

Expresiones basicas de las funciones trigonométricas

sen’ x+cos’ z=1
cos 2z = cos® z —sen” z
1+ cos 2z

2
1

V1+tg'z

COS2 xr =

COS T =

sen 2r = 2-sen r-cos T

s 1—cos 2z
sen‘r = ;
2
tg x
sen r =

J1+tg'z

m Integracion de productos de senos y cosenos

Son integrales de la forma

Sen mx
I = f :
cosmx

sen nr

dx con
COS hx

m,n € Z

Las distintas integrales que surgen al combinar de todas las formas posibles estos productos se
resuelven recordando las férmulas de trigonometria que ensefian a transformar productos de
senos y cosenos en sumas o diferencias. Estas férmulas son las siguientes:

sen(a+b = senacosb + cosasenb

sen(a—b) =senacosb —cosasenb

cos(cH—b) = cosacosb —senasenb
)

cos(a—b = cosacosb+senasenbd

senacosb = %[sen(a +b)+ sen(a — b)]

cosasenb = %[sen(a +0b) —sen(a — b)]

cosacosb = %[cos(a +b) + cos(a — b)]

senasenb = %[cos(a —b) — cos(a + b)]

Aplicando estas férmulas, las integrales se convierten en inmediatas.



Ejercicios propuestos

- Considerar la funcién f(z) = 2* +1

en el intervalo [17 3] .
(a) Representar graficamente f(z)en el
intervalo [1, 3] y destacar sobre la grafica

la regidn del plano cuyo drea viene dado
3

por f (z* + 1)dz .
1

(b) Aproximar el drea anterior mediante
sumas de Riemann, utilizando n
rectangulos, de la misma base y de altura
el valor de f en el extremo izquierdo de
cada uno de ellos. Tomar los siguientes
valores de n:
b1) n=10 b2) n =20

(c) Obtener una férmula general que
proporcione una estimacién del drea
tomando n rectangulos como los
anteriores.

(d) Calcular el valor exacto del area como
limite de la expresidn anterior paran
tendiendo a infinito.

(e) Calcular el error cometido en las
aproximaciones calculadas en el apartado
b).

Solucién:

a) Representar con Matlab.

n [ 2 ]2 2

b) Saprox = Z 1+@GE-1)=| +1|—,

n n

i=1

Saprox(10) = 9,88,  Saproz(20) = 10,27

S = z":f(ck)Ax =

4 1
= %—%+—+%k2——§k+%k‘
1| n n o n n n
d)S:IimSnz%

e) error(10)=0,79  error(20) = 0,40
SUMAS ENESIMAS
FRECUENTES:

il:n

k=1

S h=142+3+. +n="0FD

k=1

CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

n

S =10+2+3+..+n' =
n(n+1)(2n +1)

E=1+2+3+...+n" =
k=1
~ n(n+1)
4
n Aproximar el drea bajo la curva
y = NP enelintervalo [0,7 /2], utilizando
T

sumas de Riemann con particiones regulares
de 10y 20 intervalos y considerando el valor
de la funcidn en el punto medio de cada
intervalo.

Solucién: Saproz(10) = 1,3712
Saproxz(20) = 1,3709

Se considera la funcion
f(I) =1+2°

(a) Analiza la integrabilidad de f(:v) en

cualquier intervalo de la recta real.
(b) Acota inferior y superiormente la integral
3
I = f 1 + z*dx utilizando
0
propiedades de la integral definida.

(c) Ordenar los siguientes nimeros
3

I, zjf(x)dx I4=]2f(x)dx

Solucién: Ejercicio 1 del apartado Condiciones
de Integrabilidad de la pagina:
http://www.giematic.unican.esfindex.php/inte
gracion-simple/material-interactivo

n(a) Ordena los siguientes nimeros

1

j eﬁda:7 f " dx
0

0

17
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(b) Utilizando las propiedades de la integral
definida, hallar una cota inferior y una cota

dz
2 +1 .
(c) Utilizando las propiedades de la integral

definida, razonar las siguientes afirmaciones:
1

(c.1) fL dz =0

2
Y 1+cos™x

3
superior de la integral f

1

9
() 8< [Jrar<24
1

dr =20

L tg’rsenw
3 [

711—|-.732—|-$4
3

3
(c.4) fcosx dx = 2f coszdr
0

-3

2 g% senx
(c.5) dz =0
‘!;2 14z
Solucidn:

a) ] e‘/;dac Zj " dz ;
0 0

3

1> [ 21

r4+1 5
¢.1), ¢.3) y ¢.5) La funcién subintegral es impar
en X, estando el intervalo de integracién
centrado en el origen, luego la integral vale
cero.
¢.4) La funcién subintegral es paren X,
estando el intervalo de integracién centrado
en el origen, luego la integral se puede
escribir como el doble de su valor en la parte
positiva del intervalo.

5
- La grafica de la funcién f se muestra

en la figura. La region sombreada tiene un
drea de 5 unidades cuadradas y

Zf(z)dx:—él.

1

(2) Usar esta informacién para calcular el
valor de las siguientes integrales.

(a.1) ]f(m) dz (a.2) jf(m) dx
@3) [|rler

(a.5) L:f(2 + f(x))dx

(b) Calcular el promedio de f sobre el

(a-4) f —2f (:L’) dzx

intervalo [O, 6] .

Solucién: (a.1)1/2 (a2) -9/2 (a@3) 5
(a.4) 1 (a5) 92 (b) 23

n (a) ¢Tiene la funcién

. sent . N
si(z) = f . dt algun tipo de simetria?
0
(b) ¢En qué puntos se obtienen los extremos
relativos de si(z)?

(c) Calcular los extremos de la funcidn

1,2

h(:r) = fsen(tz)dt
0
(d) En la siguiente figura se representa la

grafica de la funcién f (m) . ¢En qué valor x

alcanza el valor maximo la funcién

g(x):j:“f(t)dt?

(d) Suponiendo que el drea de A1es 3
unidades de dreay el de A2 es 4, ;cudl es el

valor medio de f (x) en el intervalo [0,3]?

3
f(x)
2
1
Al
0
0 2
A2
-1

Solucién: a) si(z) esimpar. Extremos en

X, =kz, keZ, k=#0. Minimosen



r =2nTtyenz =—2n—1)m, neN.

Méximosen z = (2n —1)m yen z = —2n7.

(b) =0, z, =+Vnm con n € N.

Minimosen x=0 yen z = +32nr.

Maximosen z = +{/(2n — )7 .

(c) x=1. El valor medio es -1/3

i i
Sin resolver la integral, calcular los

extremos de la funcién F(z) = f t'+1dt
21

Solucidon: F' es crecienteentodo R .

n Aplicar el Teorema del Valor Medio a

las siguientes funciones, en el intervalo
indicado. Como consecuencia de dicha
aplicacién, calcular el valor medio de la

funcio’nf(x) en el correspondiente intervalo:

a) f(:n) = 27, en el intervalo cerrado [71,2 } .

b) f(:z:) =z , en el intervalo [0,2].

Q) f(:n) = tgz, enelintervalo O,% .

d) Hallar el valor medio de la funcién
1
f(z) = —— enelintervalo [0,2] y los
(z—3)
valores de x donde la funcién toma su valor
medio, justificando la existencia de dichos

puntos.
Solucién: a) valor medio = 1; b) valor medio =

ﬁ; ¢) valor medio = ilog (2)
3 T
d) u:%, c=3-13

n Calcular las siguientes integrales

aplicando la regla de Barrow:

@) j(2m3 —1) ' =2z +1 dr
0

e P
() f log % g
1

X

(© j: (w—x)sen:p dx

2 arcsen x
(d) f —
1 2
0 — X

CALcuULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

2
™

Solucién: a)-1/3 b)13 )= d)5

n (a) Integrando respecto a la variable y,
calcular el drea de la region encerrada por las
curvas: ' +2-3=0, z—-y—1=0.

(b) Calcular el drea de la regién plana S
comprendida entre las rectas de
ecuaciones: y=z, xr=2-—2y.
r=1,z=4

(c) Hallar el drea determinada por la curva
y= (xfl)(x+2);las rectas z =-3,

X=2 y el eje OX.
(d) Calcular el drea de la region plana D,
encerrada por las curvas de ecuaciones:
1 1,

2
=—z, T=——
Y 5 22/

Solucién: a)érea=9/2 u*; b)éarea=33/4 u’
c) drea=49/6 u’> d)éarea=4/3 u’

Graficas

(a)

19
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(C) II' |II
".I I.' I', ;/ _h\\ I|I
/ 81 / f
|.I 4 I IIII Illln' I'-.l II|
|III III| |III I,-'r \ I'I
|I III| 4|'I_ |I,l II'II IIII
|II Ill|I \ Ilill
\ f i i
lllll 2 |'II 2|'L \ ."l I'|I
I'-I IIII '|. f,l'll |III
IIII'\ .'"f |IIEI \ r"ll \
\ / T o N2/ &1
\ { | \‘-\_,/ |
"\.. ! o l.-"l f I|I
-:\\ : .f’fl |II “] II|
\ |l-.l.' 1
\ /
\ / Apartados b y c: Ejercicios 1y 2
\ p ycE y
\ o respectivamente del apartado aplicaciones la
— pagina
(d) http://www.giematic.unican.esfindex.php/inte
\ ] / gracion-simple/material-interactivo
- | H.....
' Dada la funcién
N f(:z;)zalogx+bx2—|—x.5epide:
(a) Determinar a,b € R con la condicién de
3 3 T =0 5 T v quelospuntos z =1y z =2 sean
criticos.
oy (b) Analizar, paralos valores deayb
obtenidos, el tipo de puntos criticos que
n seproducenen z =1y z=2.
Para las parejas de funciones (c) Esbozareldibujode y = f(:z:) calculando
@) f (m) =2 4z +3, los elementos que se consideren
- ) necesarios.
g(m) tar—w (d) Determinar el rea limitada por y = f(:v)
2
(b) f(:z:) = —b5z+4, ,eleje OX,lasabscisas z =1y z = 2.
g<x) =922 +2—93 Nota:log 2 ~ 0,69.
Solucién:a) a=-2/3, b=-1/6; b)el punto
(9 f(z):—x2+3r—1, 5
g(z) B P [I,g] es minimo relativo y el punto
Se pide: P (2, 0'87) es maximo relativo.
1. Determinar los puntos de corte de las
graficas de dichas funciones. d) drea=0,85 u’.

2. Dibujar de forma aproximada el dominio
encerrado por dichas curvas.

3. Calcular el drea encerrada por las dos
curvas.

Solucién: Apartado a) 1) los puntos de corte
seencuentranen =0y z=4; 3) drea=

64/3 u’.
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13
- (2) Calcular el drea limitada por la

elipse de ecuaciones paramétricas:

x =acost, y =bsent con 756[07 27T].

(b) Hallar el &rea encerrada entre un lazo de la
cicloide y el eje OX. La parametrizacion de la
cicloide es:

xr = R(t—sent), Yy = R(l—cost), teR

Nota: Esta curva se genera al hacer girar una
circunferencia de radio R sobre si misma al
tiempo que se desplaza por el eje OX; serfa la
curva que describirfa un puntero de tinta
situado en un punto de esta circunferencia.

(c) Hallar el area contenida en el interior de
la astroide de ecuaciones paramétricas:

r=2cos’t, y =3sen’t,con t € [O, 271'].

3]

CALcuULO | - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

Solucién: (a) y (b) Ejercicios 3y 4 del apartado
aplicaciones de la pagina
http://www.giematic.unican.esfindex.php/inte
gracion-simple/material-interactivo

97
Q) —u
()4

n (a) Calcular el volumen del

semielipsoide dado por la ecuacidén

z =464 —42* — 3

(b) Calcular el volumen de una esfera de radio
5 cm haciendo girar la semicircunferencia

y =+~25—2" alrededor del eje X.

(c) Calcular el volumen del cuerpo limitado
2
por la elipse ;—5 +9° =1 al dar una vuelta

completa alrededor del eje OX.

(d) Calcular el volumen engendrado al girar
alrededor del eje Xlos recintos limitados por
las gréficas que se indican

(1) f(x):\/;, g(a:)::vQ
(2)f(m):4x, g(m):4
(3)y:%,r=y2, x=4

127

Solucién: Solucién: (a) v’ (b)
007 % s
U (C) — u A1) — u (d.2
3 ) 3 ( )10 (d.2)
—u’(d3) — u
5 w(d3) =

21
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Test de autoevaluacion

1 %,
El valor de la suma Z# es:
i=1 N
A) 0
B) 1
1
C —
) 2
D) Ninguna de las anteriores.
2 2
Sabiendo que fﬁdx = §, se puede
g 3
afirmar que:

A) fodx = —%

B) f3x2d:r =8

Q) fm2d:v =
-2
D) Ninguna de las anteriores
3 9 .
Sea f una funcién continua en el

intervalo [a,b] , de forma que se cumple que

b
a<byquel= f f(z)dz = 0. Razonar cual

o cudles de las siguientes afirmaciones con
verdaderas:

A) flz)=0
INGLE

Vz € [a,b].

B) = 0.

Q fab|f(x)| dz = 0.
D) I:fab[f(x)Jrl]dx:bfa.

4

Sea f (m) una funcién continuay par
en R.Sea p el valor medio de f(a:) enel

intervalo [—a, a] , con a>0. Indicar cual de las

siguientes respuestas es la correcta:
A) p=0

B) w =valor medio de f(x) en [O,a].

Q) ju=doble del valor medio de f(z)en
[0, a].
D) Ninguna de las anteriores es correcta.
5 .
Cuatro estudiantes no se ponen de

acuerdo sobre el valor de la integral

T

f sen® z dz . Uno de ellos estd en lo cierto.
0

(Quién es?

A) Victor dice que esigual a 7.
35

B) Lara dice que vale Sl
128

3T
C Jorge,quevale — —1.
) ge, q m

. . m
D) Rosario afirma que es 5

. "¢ coszdr
El valor de la integral f

o V1+senz

es:

N
B) 2

Q) 02 -2
D) Ninguna de las anteriores.
7 . .
El valor medio de la funcién

f(z) =senz en [0, 7r] es:

2
A) arcsen —
T
B) 2/7
Q 1/x
D) Ninguna de las anteriores.
8
El drea de la regidn limitada por la

curva £ =t —sent, y =1—cost,

0<t<2m yelejeOXes:

A) 3m

B) 2m

Q T

D) Ninguna de las anteriores.
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10
2 Utilizando el teorema del Valor Medio Supdngase que f (x) tiene una

1
para acotar f\/l + 2° dz , podemos decir
0

1
A) 0§f\/1—|—:1:2dl’S1
0

derivada positiva para todos los valores de x,
y que f(1) = 0. ¢(Cudles de las siguientes
afirmaciones acerca de la funcién

y = ff(t)dt son ciertas?

1 0
B) 1 < f\/l +2° dr < J5 A) La grafica de y tiene un punto de
2 inflexionen z =1.
1
K - d .
Q) 1< f‘” + 2t dr < \/5 B) La grafica de d—y corta al eje OX en
z
D) Ninguna de las anteriores. z=1.
Q La graficade f (ac) tiene una
tangente horizontalen z =1.
D) Ninguna de las anteriores.
Soluciones del Test:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C B BD B B C B A C B

Ejercicios resueltos

SUMA DE RIEMANN. INTEGRABILIDAD

Utilizando la definicidn de integral definida, calcular el valor de dex .

n+1)

Nota: Zk =

Solucion

Como la funcién f(x)=x es integrable, se puede calcular la integral de la siguiente forma

3
IXdX—hme
2

nN—oo

considerando

Es decir,

3 n noi n
IXdX—lIme Ax_llm{2i+2%}=lim{2+n—lz i}z
) i n—oo i—1

nN—o0 n—w

1
:|im{2+%M}:2+1:
n—o n 2 2

N | o

23
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2 | Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones en el intervalo [ —2,2 ]:
a) f(z) =12’ +senz b) f(z) = L o) f(z) =tgx
T+ 3
1 2
— z=1 7, —2<1z<0

d) flz) =1z -1 e) f(z) =

3 =1 1 O<z<?2

Solucién a)

La funcién f(z) = 2’ + senz es continua en el intervalo [ —2,2 } luego es integrable.

Solucién b)

La funcion f(z) = es continua en el intervalo [ -2,2 ] luego es integrable.

T+

Solucidn c)

La funcidn f(z) = tgz no es integrable en el intervalo [—2,2] ya que presenta dos
discontinuidades de salto infinito en este intervalo: ig .

Solucién d)
La funcidn

1

flx)=1z-1
3 r=1

r=1

no es continua en el intervalo [—2,2} ya que presenta una discontinuidad en el

punto 1. Al ser de salto infinito la funcidn no es integrable en el intervalo

[ —2,2 } , ya que no esta acotada en dicho intervalo.

Solucién e)

) b, —2<z<0
La funcién f(z) =

no es continua en el intervalo [ —2,2 } ya que presenta
1 O<ax <2

una discontinuidad en el punto 0. Al ser de salto finito la funcidén es integrable en el intervalo

[ —-2,2 } por estar acotada en dicho intervalo.

1
. . _ 2 . . .
Aproximar el valor de la integral fe “ dx mediante la suma superior de Riemann,
0

obtenida dividiendo el intervalo [0, 1] en 10 subintervalos iguales. Se dibujard la gréfica de la

funcién, y sobre ella se representara el significado geométrico de la suma superior de
Riemann.

Solucion
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La suma superior de Riemann representa la suma de las dreas de los diez rectdngulos de base
1/10 y altura el valor maximo de la funcién en cada subintervalo, que se obtiene en el extremo
izquierdo del mismo:

10 Az = i 1 & [7*1]2
s=y flc)Ar= 10 i1 :EZ ) =
= c =(—1)Az= =t

- % 1+ e,(%f + e{ﬁ))2 + e{fo)2 + e{lzjz ot e{%JZ =0.7778

A continuacidn, se escribe el céddigo Matlab de las dos funciones externas que permiten
dibujar los rectangulos junto con la funcién y calcular el valor de la suma superior de Riemann.

function AreaAprox=Rsumasizq(n)
% Esta funcion aproxima el area bajo y=e~(-x"2) en [0,1] utilizando
% sumas superiores de Riemann con n rectangulos
AreaAprox=0;
suma=0;
dx=1/n;
for i=1:n
c=(i-1)*dx;
h=exp(-c"2);
suma=dx*h+suma;
end
AreaAprox=suma;

function dibujorectangulos(n)
dx=1/n;
for i=1:n
c=(i-1)*dx;
h=exp(-c"2);
rectangle("position®,[c 0 dx h], "FaceColor®,"g")
end
hold on
ezplot("exp(-x~*2)*,[0,1])

2

4 ) e -
Calcular con Matlab un valor aproximado de J—4dx utilizando:
X
1

25
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a) una particion regular de 100 subintervalos donde el punto considerado en cada

subintervalo sea su extremo superior derecho.

b) una particién regular de 100 subintervalos donde el punto considerado en cada

subintervalo sea el punto medio.

Para cada uno de los dos apartados se deberd escribir a mano la suma de Riemann que se

esta calculando.

Solucién a)
100 A
La expresion de la suma de Riemann pedida es: Z AX siendo
i=1 Ci
2—-1 1
=—=— c, =141 Ax 1=1,2, ..., 100
100 100 '
Cdédigo Matlab
n=100;
incx=1/n;

ci=1l+incx:incx:2;
f=inline(Cexp(X."2) . /(X "M) " ,"x");
sum(F(ci)*incx)
double(int(exp(x"2)/x™4,1,2))

Solucién b)
100 oG
La expresidon de la suma de Riemann pedida es: z X AX siendo
i=1 i
m=2"t L ci=1+g+(i—1)Ax i=12,.
100 100 2

Cdédigo Matlab

incx=1/n;
ci=1l+incx/2:incx:2-incx/2;
f=inline("exp(x."2) ./(x.M)","x");
sum(F(ci)*incx)
double(int(exp(x"2)/x"4,1,2))

Dada la funcidn f(a;) = cos(a;Q) , escribe el cédigo Matlab para

., 100

1
a) obtener una cota superior y una cota inferior de la integral ff(x) dz utilizando

0

sumas de Riemann con una particién regular de 10 y 1000 subintervalos. Escribe las

sumas de Riemann utilizadas y justifica la respuesta.

b) Obtener el valor medio de f(x) en el intervalo [O, 1] .

Solucién a)
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Encontrar el punto ¢ que garantiza el Teorema del Valor Medio aplicado a la funcién f(:v)

en el intervalo [0, 1] mostrando en una figura la interpretacién geométrica de este Teorema

justificando la respuesta.
x=0:0.05:1;
f=inline("cos(x-"2)");
plot(x,f(x))

0.95F

0.9r

0.85F

0.8

0.75F

0.7r

0.65F

0.6

0.55F

0.5 I I I I I I I I I

% La funcidn es decreciente.

% Una cota superior mediante sumas de Riemann se obtiene

% considerando el punto de cada subintervalo el extremo inferior
n=10;
incx=1/n;
ci=0:incx:(1-incx);
cotaSup=sum(f(ci))*incx

% Una cota inferior mediante sumas de Riemann se obtiene

% considerando el punto de cada subintervalo el extremo superior
n=10;
incx=1/n;
ci=incx:incx:1;
cotalnf=sum(f(ci))*incx

% Valor medio de la funcién en [0, 1]
valor=quad(f,0,1)

o Calcullo del punto c pedido
c=solve("cos(x"2)==0.90452","x")

% Otra posibilidad para calcular el punto c
ecuacion=strcat("cos(x"2)==",num2str(valor))
c=solve(ecuacion)

% El valor que buscamos es el segundo elemento de c: 0.66

¢ Interpretacion geométrica
hold on
altura=f(c(2))
plot([O0 1],[altura altura])
plot([c(2) c(2)],[0 altura],"*")
hold off

X

X

Nota:

- Enelcaso de que la suma de Riemann sea con 1000 subintervalos sdlo habria que
cambiar el valor de n. Las sumas de Riemann para n=10 son
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2
—1
cota Superior = n ;101: oS (Z 102)

1 i\
cota inferior = —Z cos| |—
Py 10

PROPIEDADES

1 1
a) (:Qué propiedad de la integral definida prueba que ff(oc)dm < f‘f(x)‘ dz?
0 0

z+3
b) (Es cierto que el valor de f f(t)dt no depende de x?

Solucién a)

Para todo x real se verifica f(z) < ‘f(:z:)‘ por lo que, aplicando la propiedad de monotonia de

la integral definida, se puede afirmar que:
1 1
ff(x)dm < f‘f(x)‘ dz
0 0

Solucién b)
Resolviendo ésta integral por la regla de Barrow se tiene:

z+3
f F(t)dt = F(z + 3) — F(z)
donde F' es una primitivade f .

Por tanto la integral siempre dependera de x, salvo en algunos casos particulares como por
ejemplo que f(t) sea una funcidn periddica de periodo 3 o una funcién constante.

! Sin calcular su valor, ordenar las siguientes integrales justificando la respuesta:
S |
Il:[1+x8dx 12:[1+$8dx
g e
Igzj;l+x8da: 14:[1+$8dx
Solucién

Utilizando las propiedades de las integrales se tiene que:
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e [, =0 yaquelafunciénintegrando esimpar en el intervalo simétrico de integracion

[-2,2]. Las demds integrales son positivas ya que se integran funciones positivas en
cada intervalo de integracion.

2 2 T
e I = f L dx gf € v =1, ya que en el intervalo [1,2] , se cumple,
1 1

1+ 2° 14+ 2°
1 e’
1+ 28 1+ 28

14+ 2°

intervalo es mayor en el caso de la integral I1.

2 7 z
e I = f C < f ¢ _dr= I, ya que la funcion a integrar es positiva y el
1 1

8

Ordenar de mayor a menor el valor de las siguientes integrales justificando la
respuesta

q:lﬂ@m g:zﬂ@m

L= ol =se)n 1= f(r(e)-ole) s

siendo fy g las curvas de la figura de la
derecha (f trazo discontinuo, g trazo
continuo).

Solucion

Integrales positivas

L= [ofe)da \ = /’

-1

V1 D 2
Es positiva : ! '

1 Integral g en (-1,1) es Integral f en (-1,1) es negativa con
f(g (x) —/f ($>) dx negativa valor mas grande en valor absoluto
! que el de laintegral de g

29
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Es positiva

INTEGRACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Ademas I3 > 12 >0

Integrales negativas

es negativa

:];(fx _

negativa

PU A

Integral fen (-2,1) es

x)) dx negativa

La integral g en (-2,1) es
negativa con valor mas pequefio

en valor absoluto que el de Ia

integral de f

V/ A

Ademas I1 < I4 <0

Ordena de mayor a menor los siguientes valores sin calcular las integrales y

9
justificando la respuesta
I = ]‘serf (x) dz ]‘xsen ](1 + sen® )dx
“4 4 0
Solucién
4 4
2fsen2( )dac>0
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Se tiene que

I, = 4+jsen2 (m)dm > jsen2 (m)dfc—l—jsenQ (:z:)dac =1 >0=1,
0 0 0

10

¢Qué valores de la constante C hacen que las siguientes igualdades sean ciertas?

Justifica las respuestas.

c
(v —1)’2zdr = fu3du

-1

a)

b) | f(t)dt = F(z*)+ C, siendo F' es una funcién primitiva de f .

o\% c%_

) ]f(x)dx = CJ f(2t)dt

Solucién a)
Haciendo el cambio de variable 2> —1 = u en la primera integral, se tiene:

L ' —1=u — 2zdz = du 0
f(x2—1)32:vd:v: r=0—-u=-1 :fusdu
0 r=1—-u=0 -
Por tanto, C = 0.
Solucién b)

Aplicando la regla de Barrow para resolver la integral se tiene:
f ft)dt = F(z*) — F(0) = C =—F(0)
0

Solucién c)

Haciendo el cambio de variable z = 2¢ en la primera integral, se tiene:

) T =2t — dr = 2dt
ff(x)dx: z=0—t=0 :2ff(2t)dt
0

r=2—t=1 0

Por tanto, C' =2.
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VALOR MEDIO INTEGRAL. TEOREMA FUNDAMENTAL

1

Determina, justificando la respuesta, si es integrable Ila funcidn
204+1 0<z<3

(x) = . Calcula su valor medio integral en el intervalo (—27r, 3)
sen(x) —2n <z <0

Solucion

La funcidn es integrable en el intervalo (—27r, 3) ya que es continua en este intervalo salvo
en el punto 0 donde hay una discontinuidad de salto finito siendo, por lo tanto, acotada.
El valor medio es

3

1 1| | 1 12
3+27Tff(x)d$:3+2ﬂ £sen(m)dz+jo1<2x+l)d$ :3+27r(0+12):3+27r

2m

12

Calcular el valor medio de sen” z en el intervalo [O, w] . ¢{Toma la funcién este valor en

algun punto del intervalo, ¢;por qué?. Si la respuesta a la pregunta anterior es afirmativa,
calcula el valor de x donde la funcién toma su valor medio en el intervalo.

Solucién

Calculamos el valor medio de la funcién en el intervalo, aplicando la definicién:

1
2

17 1 71—cos2 1 2
M:—fsen2xdx:—fﬂdx:—z—sen Il =
T T 2 2 2

0

Como sen’z es una funcién continua en [(),77], el teorema del valor medio garantiza la

. . 1
existencia de z, talque f(z,) = 5

Calculamos T,

V2

1 2
sen’ r,=— = senz, = +— = T, = arcsen +—
2 2

Existen cuatro soluciones, de las cuales sélo dos estan en el intervalo [O, 7r] , que son:

13

1
Acotar la integral f V1+ z* dz utilizando el Teorema del Valor Medio para una
0

integral definida.

Solucién
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La funcién 1+ 2” es estrictamente creciente en el intervalo [0, 1] y por tanto el minimo
absoluto m lo alcanza en x=0, es decir,

m=+1+0>=1

analogamente el maximo absoluto M lo alcanza en x=1, por tanto

M=+1+1> =2

se puede escribir

1-(1—0)§f01\/1+7dx§\/§(1—0)

simplificando

1§ﬁ1\/1+x2.dx§\/§

2 2
14 f e’ "dx
Acotar, mediante el teorema de la media para integrales definidas, +'0

Solucién

2
Determinaremos los extremos absolutos de la funcién f(m) =¢" " en el intervalo [O, 2]; la

funcion es derivable Vz € R.

e Los posibles extremos relativos seran los valores que anulen f'(x),

) 11
f'(x) = (2x = 1) e” "; haciendo f'(x)=0 se obtiene x=1/2 — f(1/2)=¢* 2 =€ *.

e Comparamos con los valores en los extremos del intervalo f (0) =e’=1y f(2) =¢

1
. - 1 -
. En este caso, el minimo absoluto es m=e¢ * = ? y el maximo absoluto es
Ve

M =é.

Recordando el teorema de la media para integrales definidas, podemos escribir

m(b—a)< b fle)de < M(b—a —>is ’ e dr <2€?.
a e " Jo

15

Calcula el valor medio de la funcidn f(ac) = 3z + S en el intervalo [-1,2].

24

Solucidn
El valor medio es
2

1 1 !
Mz—f3$+§da::—f 3$2dm+§f ~dr =
2+1Y 242 3Y 2+ 3Y. 2+

-1

33
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2

17 2z 5
:5f2+$2dm+3\/§f1

-1

=2
r=2 —
= élog (2 + xQ) + i arctg [i] = l log2 + i [arctg (\/5) —arctg [—1]]

r=—1 32 \/5 1 2 3\/5 \/5

16

2
Calcula el valor medio de la funcién f(x) =44 — (;r — 1) en el intervalo [0,3].

Solucion

El valor medio es

M:

w |

Z 4—(z-1) do

Para calcular la integral, se hace el siguiente cambio,

-1 d
sent:x— — costdt:—x

Se obtendria:

3 /2
1 2 9 4 1+ cos2t
,u—gf 4—(1:—1) dx:—fcostdt——f 5 dt =
0 -7 /6 —m/6
_2f, sen2tf 2 _2fm ow 3| _4r B
3 2 | _~ 3|2 6 4 9 6
6
T et
Dada la funcién f(z) = - dt, calcular f'(1). Justifica la respuesta.
17 d |
Calcula — fcos 3tdt
dz !
Solucién

Esta derivada se calcula aplicando el Teorema Fundamental del Calculo Integral.
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1

f cos 3tdt

T

T

f cos 3tdt

1

dx

Xz

=—cos 3z

ok

*

En este paso se aplica la propiedad de la inversién de los limites de
integracion de una integral definida.

i En este paso se aplica el Teorema Fundamental del Célculo Integral:

= f(x)

] f(t)dt

a
dx

18

Siendo f(x)z] ¢

t
dt, calcular f'(l).
t+1

Solucion

Dado que g(t) = es una funcién continua, aplicando el Teorema Fundamental del
t

xT t x

Calculo: f(x):fﬁ(:_ldtaf'(x): - p()=£

19

¢Es creciente la funcién f (x) = ]10g (1 + t) dt?
0

Solucién
Es creciente ya que utilizando el teorema fundamental del calculo se tiene

f'(:v) = log<1+:1:) >0

AREA LIMITADAS POR CURVAS

20
Halla el drea de la region del primer cuadrante que estd acotada porlarecta y =z y
2z
lacurva y = =
1+z
Solucién

Puntos de corte z =

- x(1+m2):2m —> x=0; z==+1
14 2°

Puntos (0,0), (1,1), (—1,—1)

1

Area = f

0

2z
14 2°

—:L']dx:

35
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0.5 4

-0.5 4
9 . £
2 —
T y=x 1
21 ) ., . 1 5
Calcular el drea de la regién plana D, encerrada por las curvas de ecuaciones: y = Ex
1 5. . .
, T = —Ey integrando en la variable x y enlavariable y.
Solucién

2

Los puntos de corte de las dos curvas, Y = ; X“, X= —% y?, son(0,0)y (-2,2) ya que

X=—=Y 2
2 (1, 1, 3 y=0 x=0
== -= S y=—y = -8)=0=
2 y 2[ Zy) y=gY y(y*-8) MIPEED
y=5X
\ N /
\ 21 |
1_
0
3 2 1 0 1 2
-1 4
Integrando respecto a x, el drea encerrada por las dos curvas es
=0
3/2 3
0 9 3 3/2 -9
P | Narri O (2] 1wt oae (2 s o8 4
J, 2 (_2>§ 2 3 -3 6 3 6 3
2 r=-2

Integrando respecto ay, el drea encerrada por las dos curvas es
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y=2
3/2
2 3 2 3 3/2
. 1, ( ) 1y ( ?J) 2> 4 8 8 4
drea = ——y — |2y ||dy =|——=—+ = ——+ =t —=—
[[2" ‘/7]‘1’ 23 3 6 3 6 3 3
2 y=0
22 . , .z .. 9
Determinar el drea de la region limitada por las curvas f(:z:) =-z +3r—-1 e
f (z) = 12° —22° + 12 —1, esbozando previamente un dibujo de la misma.

Solucion

f(:v): g(:v)% 2 +3r—1=2"-2"4+2-1—2"—2>—22 =0
de aqui salen las raices x=-1, x=0 y x=2 abscisas de los puntos de interseccién de f(:z:) y de

g (x), obtenemos las ordenadas correspondientes:
para x=-1 = f(—l) = g(—l) =-5

g((]):—l

para x=0 — f(O) =

para x=2 — f(2> = g<2)
" 1w /~ -_‘\,."IIIE

Para determinar la posicién de las curvas, damos valores intermedios:
parax=1/2 > f(-1/2)=-11/4, g(-1/2)=-17/8 —

f estd por debajo de g en el intervalo (- 1, 0)

para x=1 — f(l) =1, g(l) =—-17
f estd por encima de g en el intervalo (o, 2).

El drea vendra expresada por

37
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A= [" (o)~ f(@))det [ (F(z)-0(a))de = [ o ~20)da

0
37,

12

4 3
x x 9

4 3

4 3
T T 9
— Tt
4 3

3 2 _
+f0 (—z° + 2" +22)dx = = +

-1 0

23

Se consideran las funciones f(a:) =22y g(m) = z.Se pide:
Hallar el drea de la regién plana de dimensiones finitas, limitada por las gréficas de las

funciones f(x) y g(m) esbozando el dibujo de f(x) y g(m)

Solucidon

Determinamos la interseccion de las dos curvas:
r)=2—2°

J(@) 22 r=r—24+2r-2=0—-c=-22=1

g(z) ==

Los puntos de corte son (—2, —2) )y (1L,1).

/ il
fo) /S gt
/-
."l.; \".
! ‘\\
.'llll.l \l“l
."II 4] I\\.
2 [ A o T\
fF \
\
.": ™ H"\.
.'I \I
|'II II'I
/ \
|III Il"
2
el drea sera:
A—f1 [f(i)— ((:L')]dx-fl [2—:52 —x]dm— 2x—x—3—x—2 1 SN
-2 I -2 32, 3 2
_2 3 _2 2
3 2 2
24 . . > - : .
Calcula el drea de las dos partes en que la pardbola y° = 4z divide a la circunferencia
9
2 2
rHy =—.
Y 4
Solucién

La representacion de las dos curvas es la siguiente
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“ Calculando los puntos de corte
A
9

1 ;1;2—|—,y2:Z :>$2+4I:g:>x2+4$_2:0

92: T 4 4

yz 1 3p
L AENI6+9 445 1/2
2 2 -9/2

La solucién -9/2 no es valida ya que se debe cumplir que 3* = 4x . Los puntos de corte son

b4 b4

2

Hay distintas formas de resolver este ejercicio, planteamos a continuacién dos de ellas:

I Y[\/%—T—\/Zx]dx

0

Método 1.

Entonces, teniendo en cuenta que el area del

2
circuloes A =« § = 9—7r
¢ 2 4

el area de las dos regiones pedidas seria

A A
=—-2] =—=+2I
4 2 4 2

Calculamos la integral I=J—-K
arcsen 3

1/2
9 .,
* J:f\/—ixzdm = f QCOSQtdt:
0 4 zzésent dz:§ cost 0 4
2 2

1=0—1t=0
zzl/?ﬂt:urcscn[é]

u'r'cstin(l/S

f 1+ cos2t L ol1  sen (213) m«nsen[,]
0

SRILL L) A
2 4]2 4

=~ | ©

9 9 1
= —arcsen + —sen|2arcsen|—
16 3

Nota: La solucidén tal y como estd escrita se puede considerar correcta aunque podria
simplificarse mds teniendo en cuenta que

39
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1 22

1 1
o = arcsen 3 —>sena:§—>cosoz: l——=——

9 3

122 42

sen(2a):2 seno cosoz:2-§-T: 9

J = —arcsen l —I—gﬁ:garcsen — —1-@
3 16 9 8 4
1/2 z=1/2

4 .
. K:f\/@deExm
0 T

Método 2.

Entonces el area de las dos regiones pedidas
seria

] A =2(I+17) A=A A

Calculamos las dos integrales

z=1/2

=0 B 3\/5

1/2

]:f@dx:éxm
3

0

/2 /2
= f 2 cos’ tdt = 2 f Mdt
4 2

J;:§5(tvzt dJ;:E cost 1 1
2 2 arcsen 3 arcsen 3

zzl/?—»t:urcsen[é

:t:3/2~>t:g
sen (2t) 2 9 9 1] 9 1
=—|—t+ = —m ——arcsen|—|——sen|2arcsen|—
4 4 16 3 16 3

t=arcsen|—
3

25

Se considera la regidn del plano limitada por la curva y = \/53:2 , la circunferencia

> +1y> =1 yeleje OX con z > 0. Representa la regién y calcula su area.

Soluciéon

La regidn limitada es
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0.5

-0.5

Los puntos de corte son

y =22

Y
2 2 \/5 i\/gy2+y—\/§=0—>y=£
o +y =1 v 2
V2

El 3rea se obtendria mediante la siguiente integral

vage 2 372
drea = f\/§:r2d$+f\/1—a: d:z— _ o

B 8 24

Nota: Para la segunda integral hay que hacer el cambio z = sent

/2

1—2% de = 1— sen’ cos tdt = cos2 tdt =
K I

22 /4 Tr/4
7

’“/21—1—008 2t ¢ sen(Zt) e T )

=/ — t_TT “173 1 8

/4 =T 8 8
4

26

Dadas las siguientes curvas

—3r+2y =38 x4+ 3y =12 y=032"4+01z

Representa las tres curvas y selecciona una de las regiones limitadas por estas tres
curvas. Puedes ayudarte de Octave/Matlab/Geogebra para hacer la representacion.

b) Calcula una aproximacion del area de la region del apartado a) utilizando para cada
integral que se considere una suma de Riemann tomando una particién regular de 15
subintervalos.

Solucién

Representacion de la region

41
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Integral o integrales para calcular el drea pedida
0 3
drea = f dx —i—f
-2 0

¥ Calculo Simbdlico (CAS)

12—x

8tz (0.3.7}2 + 0.135)

- (0.3952 T 0.1x)]dx

Integral({8+3*xW2-0 3" 2-0 122 -2 0)+Integral ({12-x)3-0. 3" 2-0. 1%, %, 0,3)
47
4

_

Expresion de las sumas de Riemann

Consideramos para cada una de las integrales una suma de Riemann tomando una particién
regular con 15 subintervalos eligiendo en cada uno de ellos el punto medio

5 (8 4 3¢ 2 Jdi(12—-4d 3
L—(0.3¢” +0.1c. || — + L—(0.3d* +0.1d.||—
; 2 ( ‘i cz) 15 ; 3 ( ' ) 15
siendo
ci:—2—|—i+<i—1)l i=12..15
15 15

3 N3 1, 1.
di:va(z—l)E:EvL(z—l)gz:1,2,...,15

Cédigo utilizado para evaluar la suma de Riemann y valor que devuelve el ordenador

a=-2;b=0;

incx=(b-a)/n;

mi=(a+incx/2):incx: (b-incx/2);
f=inline(" (8+3*x)/2-0.3*x.7"2-0.1*x");
areal=sum(f(mi))*incx

a=0;b=3;

incx=(b-a)/n;

mi=(a+incx/2):incx: (b-incx/2);
f=inline(" (12-x)/3-0.3*x."2-0.1*x");
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area2=sum(f(mi))*incx
areal+area?2

Resultado dado por Matlab: 11.75388

27

2
Calcular el drea de los dos trozos en los que la circunferencia z° + (y + 1) =2
divide a la circunferencia z° + y* = 1. Representar graficamente las regiones.

Solucion

Se trata de dos circunferencias, la primera centrada en el punto (0, -1) y de radio \/5 yla
segunda centrada en el origen y de radio 1.

2 0 2

El 3rea de la region sombreada es:

A :2J[J1—x2 —(\/2—:1:2 —1)]dx :2J 1—x2dx—2fﬂd:z:+2:

r=sent =<2 sent
dz=cos tdt dz :\/5 cos tdt
z:0~>1‘,:2 z=0—1t=0
r=1—t=— 1:1_,25:1

4

L

—2fcos t dt —

\/5\/5 cos’ tdt +2 =

c%p\:\

: :
f +cos2t dt—2-2f 1+((,052tdf+2:
0 0
=" ="
sen2t| ? sen2t| * T T
=1|t+ —2(t+ +2=——-2——1+2=1
2 2 4
t=0 t=0

El area de la otra region encerrada por las dos curvas seria el area del circulo unidad salvo el
area calculada

A=m1"-1=n-1

43
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28

Dibuja la region del plano cuya drea puede calcularse resolviendo la siguiente integral:

1

[teeay

0

Solucion

Sea z = z(y) la ecuacién de cada una de las curvas que acotan la regién del plano. Entonces,
laintegral propuesta calcula el drea de la regidn definida por las siguientes desigualdades:

cuyo dibujo es el siguiente:

1.2 4
084

044

AREA EN PARAMETRICAS

2
2 (a) Calcular el drea encerrada por la curva
t t t
aCOS2 7 y:asen C(;S : 0<t§27’(’
1+sen”¢ 1+sen”¢

b) Calcular el drea interior a la circunferencia de radio 1y exterior a la curva de ecuacién

szsenzt, y:2tgtsen2t, 0<t<

o

Solucién a)

drea = fﬁy(t)x'(t) ‘dt
0

Calculamos z'(t)

z'(t) __ —asent — asen®t —2asentcos’ t . asen’t —3asent
(1+ sen” t)’ (1 + sen® t)’

Sustituimos en la integral,

2
— 1
drea:f‘y(t)x'( _ f sen’ t cost — 3 sen’ 2fcost|dt:4a2 L e
(1+sen®t)’ | 4
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Para calcular la integral utilizamos Matlab:
syms z
Y=int((sin(z)"4*cos(z)-3*sin(z)"2*cos(z))/(1+sin(z)"2)"3,z,0,pi/2)
double(Y)

Representacidn de la curva

>> t=0:pi/30:2*pi;

>> x=cos(t)./(1+sin(t) -"2);
>>y=sin(t).*cos(t)./(1+sin(t)."2);
>> plot(x,y)

Solucién b)
Calculamos z'(t)

7'(t) = 4sentcost

Sustituimos en la integral,

drea = jf‘y(t)x’(t)‘dt = T‘S sen’ t|dt = Sme sen' tdt = 3?77
0 0 0

Calculamos aparte la integral,

2
i, [|1—cos2t _ 1—2cos2t+cos’2t
fsen tdt_f[T dt—f =

4

:Li sen 2t +lfCOSQ ot — t sen 2t +lf1+COS4t gt —
4 4 4 4 4 4 2
_ 3t sen2l sendl
8 4 32
10
Representacidon de la curva 9r
ol
>> t=0:pi/60:pi/2; r
>> x=2*sin(t)."2; Br
>> y=2*tan(t) .*sin(t)."2; 5
>> plot(x,y); i
>> axis([0 2 0 10]1); I
sl
A

30 C e . . . -
Calcula el volumen de la pirdmide de la figura mediante una integral definida,
utilizando secciones perpendiculares al eje Y:
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Aly)

Solucion

Utilizando secciones perpendiculares al eje Y, el volumen elemental seria la rebanada de la
figura, de drea A(y) y espesor dy . Entonces, el volumen de la pirdmide seria:

V= [ AWy
0
siendo A(y) el area del triangulo de base z(y) y altura z(y), por tanto
1
Aly) = 5 2v)=(y)

Para calcular z(y) y z(y) necesitamos las ecuaciones de las rectasen 2 =0 yen z =0
respectivamente.

e Ecuacion de larecta situada en Z=0:y:—%x—|—h — x:%(h—y)

e Ecuacién de larectasituadaen X=0: 2z = —%y +3= %(h —y)

Sustituyendo en la ecuacién del drea del tridngulo se tiene:

1 6
= (h—qy)
5 hg( y)

Y sustituyendo finalmente en la integral

h h PR
V:fA(y)alyzﬁ2 (h—y)dy = 6y =2h u.vol.
h 0

31

(a) Calcular el volumen del sélido generado cuando la regién limitada por las graficas

de las funciones f(z) = 2™y g(z) = 2°"" enelintervalo [O, 1] , gira alrededor del eje OX.

(n es natural distinto de o).
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b) La base de un sdélido es la circunferencia z* + 4> = a’ y las secciones perpendiculares al

eje OY, son tridngulos isésceles con un cateto en la base del sélido y altura constante h.
Calcular el volumen del sélido

Solucién a)

Puntos de interseccién de las curvas,

x2n+3 — x2n+l = T = 07 T = 1
Ademds 2*** < z**', paratodo X en [O, 1] .

El volumen pedido es:

V:W‘lf
0

=T

4n+3 4n+T7
T T

(x2n+1)2 _ (x2n+3 )2 _
dn+3 4n+7
1 1 B 4m
in+3 _4n+7]_ (4n + 3)(4n +7)

de =7

0

Solucién b)

El drea de cada seccidn perpendicular al eje OY es,

1 h ‘ ‘
Aly) = 50 =5 e —y*) = hfa* — '

El volumen de una rebanada de drea A(y) y espesor dy es, dV = A(y)dy.

Para calcular el volumen total bastara sumar los diferenciales de volumen de todas las
rebanadas que se forman cuando 0 <y <a y multiplicar por 2 teniendo en cuenta la

simetria:

/2

V:2h0 Ja’ —y’dy =y = asent} = 2a’h | cos’ tdt =
0 0

_ 2a2hT1+C082t it — wa’h
0

2 2
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