Temas Grado en Ingenieria Mecanica

SERIES NUMERICAS Y SERIES DE POTENCIAS

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

Desigualdades de ndimeros reales.
Conceptos generales de funciones: dominio, cotas, crecimiento, ...

Conocimiento de las propiedades de las funciones elementales: polinédmicas, racionales,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y del valor absoluto.

Calculo de limites de funciones, indeterminaciones y regla de L’Hopital.

Sucesiones numeéricas. Limite de una sucesion. Calculo de limites de sucesiones.

SUMAS INFINITAS

n Definicidon

Dada una sucesion infinita de nimeros reales (a ) se denomina serie numérica a la suma de sus

n

o0
infinitos términos, se denota: Zan =a +ta,+...+a +..
n=1
. Ala expresion a  se le llama término general de la serie.
" La suma parcial enésima de la serie es S =a +a,+..+a
o] o0
. El resto enésimo de laserie ) "a_ es: R =a_  +a ,+..=> a,
n=1 k=1

Es facil ver que: Z a, =85 +R
k=1

Dependiendo del caracter de la sucesién de sumas parciales se definird el caracter de la serie. Si

la sucesidn (S ) es

n

o0
. convergente, entonces se dird que la serie Zan es convergente. Ademas
n=1
o0

Y a, =1lim S =S,Enestecaso, S eslasuma de la serie.

n—00
n=1

OO
. divergente, entonces se dird que la serie » a, es divergente.

n=1

o0
. oscilante, entonces se dird que la serie Z a, es oscilante.

n=1
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n Series notables

OO0

Series geométricas: Z ar” , siendo a = 0 el primer término de la seriey r la razén
n=0

Se cumple:

art

. . N a S
= Si ‘r‘ <1 la serie converge y ademds E ar’ = T En general E ar’ =
—-T

n=0 n==k —-T

= Si v >1 la serie diverge.
= Si r < —1 la serie es oscilante.

c . . 1
Series armdnicas generalizadas: Z—p p > 0.Se cumple:
n=1 T

Si 0 < p <1 laserie diverge Si p > 1 la serie converge.

Condicion necesaria de convergencia

TEOREMA: Si Y "a, es convergente entonces lima, = 0.

n—00
n=1

=1
IMPORTANTE.- Se trata de una condicidn necesaria pero no suficiente. La serie § — cumplela
n=1 T

condicion necesaria de convergencia y, sin embargo, es divergente.

Series de términos positivos: Criterios de convergencia

o0
Las series de términos positivos son las series Z”n cona, >0 para todo n € N.

n=1

00
Criterio del cociente: Se considera la serie Z a, de términos positivos cumpliendo

n=1

o an 4 o an+1

lim — =171 0 lim *==1
n—0oo n—oo
n—1 n

Entonces

Si L <1 laserie ) a, esconvergente Si L >1laserie y a, es divergente

n=1 n=1
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o0 OO
Criterio de comparacién. Se consideran las series Z a .y Z b, de términos positivos:

n=1 n=1

e Sia <b paratodo neN, b es convergente, entonces a también es
n n p y n n
n=1 n=1

convergente.

e Sia <b paratodon €N,y Zan es divergente, entonces .. también es divergente.

n=1

o0 o
Criterio de comparacién por paso al limite. Se consideran las series > a 'y > b .

n=1 n=1

. . a . . . ,
Entonces si lim b—" =)\= ambuas series tienen el mismo cardcter
n—o00 O

n

Series alternadas. Criterios de convergencia

Las series alternadas son de una de las formas siguientes:

)) i(—l)Wl a =a, —a,+... <an > 0)
n=1

OO

i) Z(—l)n a =—a +a,—.. <a” > 0)

n=1

e n—1
TEOREMA DE LEIBNIZ: La serie alternada » (—1) a, (a, > 0) convergesi

n=1

la sucesidn (an) es mondtona decreciente y se verifica lima, =0.

n—0

SUMA APROXIMADA: Si la serie alternada Z(—l)"_1 a, (an > O) es convergente porque verifica

n=1
las hipdtesis del Teorema de Leibniz, el valor absoluto del resto enésimo se puede acotar
facilmente.

En efecto, como

R =5-5 = (—1)" a,., + (—1)"'+1 a, ,t..= (—1)" <an+1 -a,,+ta ., — )

y la sucesion (a”) es monotona decreciente el valor absoluto del resto enésimo es:

R

n+2 +an+3 e = an+l _(an+2 _an+3)_(an+4 _an+5)"'

>0 >0

= an+l —da

n
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es decir,

|R <a

n n+l
Obsérvese que este error sera:
e por exceso si el primer término despreciado es negativo

e por defecto si el primer término despreciado es positivo

n Series de términos cualesquiera. Criterios de convergencia

o0
Una serie de términos cualesquiera, Zan , es absolutamente convergente si la serie de sus

n=1

0
valores absolutos es convergente, es decir, si Y |a,| es convergente.

n=1

TEOREMA: Si una serie es absolutamente convergente entonces es convergente.

Si una serie es convergente pero no es absolutamente convergente se denomina
condicionalmente convergente.

SERIES DE POTENCIAS

Definicion

o0
n
Una expresién de la forma § a, (x — a) recibe elnombre de serie de potencias centrada
n=0

en el punto a. Una serie de potencias puede ser interpretada como una funcién de z

fle)= 20, (r—af

n=0

n Radio e intervalo de convergencia

o0
n
El dominio de la funcién f (:v) = Z a (x — a) serd el conjunto de valores de = donde la serie

n
n=0

convergey el valor de f (:z:) sera precisamente la suma de la serie.

Nota: Es evidente que toda serie de potencias converge en el punto a
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TEOREMA DE ABEL.

00
n
Se considera la serie Z a, (x — a) . Entonces se cumple una y solo una de las afirmaciones
n=0

siguientes:

. La serie converge solo en el punto a.
. Existe unnumero R > 0deforma que la serie converge en ‘a: = a‘ < R yno converge
en ‘x = a‘ >R.

= La serie converge para todo = € R.

IMPORTANTE: El teorema anterior afirma que la serie converge siempre en un intervalo de la
forma (a —R,a+ R), considerando que en el caso a) el valor de R es ceroy en el caso ¢) el

valor de R es infinito. Al nimero R se le llama radio de convergencia y al intervalo
(a —R,a+ R) intervalo de convergencia.

OBSERVACION: Conviene observar que el teorema no dice nada sobre la convergencia en los
extremos de dicho intervalo, pudiéndose dar el caso de que la serie converja en ambos
extremos, en uno solo o en ninguno. Para determinar la convergencia en los extremos se deberd
analizar la convergencia de la serie numérica que resulte.

n Operaciones con series de potencias

Si f(x) = ianry" y g(m) = ibﬂx” en (—R,R) entonces
n=0 n=0
. en (—R,R)

L S ST R R
f(kx)—;ankx en ‘ka‘

C f(x’f):zanx”" en (—’(/E,’{/E) siendo k>0

n=0

n Derivacion e integracion de una serie de potencias

El siguiente resultado permite desarrollar una funcién en serie de potencias a partir del
desarrollo conocido de la funcién derivada o de su primitiva.
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TEOREMA. Si la funcién f viene definida por una serie de potencias Zan (z — a)” con

n=0

radio de convergencia R >0 entonces
= f es continua en todo punto interior al intervalo de convergencia.
= f es derivable en el intervalo de convergencia y su derivada f'(m) puede

obtenerse mediante la derivacién término a término:

0 o n—1
f (ac) = Znan <x — a)
n=1

siendo el radio de convergencia de la serie derivada también R .

. f es integrable en el intervalo de convergencia y, ademds, se puede integrar

término a término:

. ff(z) dr = f:[f a, (:13 — a)n dx)z Zoo: % : (:1: — a)n+1 + C' siendo también R,
n=0

n=0 10 +
el radio de convergencia de esta serie.

Nota: Cuando se obtiene el desarrollo en serie de una funcién aplicando la propiedad de
integracion de otra serie de potencias conocida, el valor de la constante de integracién, C', se
determina sustituyendo = = a enla funcidny en la serie integradas.

n Serie de Taylor

Ahora estudiamos el problema de hallar el desarrollo en serie de potencias de una funcién f <z)

analizando qué condiciones debe cumplir f(a:) para que pueda encontrarse una serie de

o
n
potencias Z a, (x — a) que converja a dicha funcidn.
n=0

Recordemos el Teorema de Taylor que permitia expresar el valor de una funcién mediante su
polinomio de Taylor.

FORMULA DE TAYLOR: Si la funcién f es derivable n +1 veces en un intervalo
(a —R,a+ R) y escribimos f(z) =T (f;a) + R (a:) siendo

1 ()= 320y

el polinomio de Taylor de grado n de f enelpunto ay R (x) el resto del polinomio,

R" (m)
entonces se cumple: lim———— =10

z—a ©
(¢=a)

Considerando la expresidn de Lagrange del resto se tendra que la férmula de Taylor se puede
escribir de la forma
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e SO w1
e e

con ¢ un punto intermedioentre a y z.

TEOREMA: Si la funcidén f es infinitamente derivable en un intervalo | abierto centrado en

aysi R (m) es el resto de la férmula de Taylor, entonces:

(x = a)" < lim R (x) =0

—0 n ' n—00

o f(n a )
Laserie Z # (x — a) se llama Serie de Taylor de la funcién f (:1:) .Enel caso particular
n=0 n:

en que a = 0, la serie se denomina Serie de MacLaurin de la funcién f (x) .

PROPIEDAD: Puede probarse que si existe una constante k > 0 de forma que |f(" (x)| <k

f(n <a) (x B a)"

n!

para todo n>0, x € I entonces f(ac) = XOO:
n=0

Recogemos en la siguiente tabla los desarrollos en serie de Taylor de algunas funciones
elementales asi como los valores de x para los que dicha serie converge.

Desarrollos en serie
=Z, — L4t o <o
i) = 331 (J:)' —o-Z 4L ] < o0
cos(x)zi(_l)" <;;“)!:1_§_2,+Z_1,— ] < oo
og(1+2) = 30(-1) L oL S () " cicas
11x:§%x":1+x+x2+...+x”+... 2| <1
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Desarrollos en serie

141—30:"230%(_1)“ =l—-z+4+a — +(—1)nx”+ H<1
< (n) e k(k=1)(k—2)..(k—n+1)
<1+x):§kx:; = " =
k(k-1) ,
=1+kr+ Y T+ ‘x‘<1 keR

Nota: El dltimo desarrollo generaliza el Binomio de Newton a cualquier exponente real y se

conoce con el nombre serie binomial.

Con frecuencia, resulta dificil encontrar la derivada enésima para muchas funciones, asi como
probar que el resto enésimo tiende a cero cuando n tiende a infinito. En consecuencia, para
encontrar el desarrollo de una funcién en serie de potencias, es frecuente utilizar funciones de
las que ya se conoce su desarrollo y luego integrar, derivar o realizar operaciones algebraicas.

Ejercicios propuestos

- En cada uno de los casos siguientes

nos dan la suma de los n primeros términos
de una serie numérica. Estudiar el caracter de
la serie y determinar, si es posible, la suma:

2
a) S = 22n +3
n°—n-+2
2
b) S = on - 3n1—|—2 . Hallar también el
n? —

término a, y el término generala .
3 n

QS = dn+1 —l. Hallar el término a,,
8 n+3 3

Solucidn: a) Serie convergente, suma =2

b) Serie convergente, suma=5; a, :7£

30t —1Tn+10

o ) —2)

1 11
) Serie convergente, suma = 4 — 3 = 3
Q. — i
20 46

n Comprobar la condicién necesaria de

convergencia en las siguientes series:

b) Zﬁ beR

Q) in”,peR d) Z[ ]

9L, AL 9%
hy S i Z””

n=1 n=1
Solucidén: a), d), e) y f) verifican la condicién
necesaria de convergencia; b) verifica la
condicién necesaria de convergencia

a) Z—

n=1

= |b| < 1; ¢) verifica la condicién necesaria de

convergencia < p <0;g), h), i) no verifican
la condicidn necesaria de convergencia

- Determinar la convergencia de las

siguientes series utilizando algun criterio:

@)2: ()E}f

n=1 2” 3” n=1
= 1

(o) Zlog 1-—
n=1 n

2n+3

(d) j{: COS(7Lﬂ)

n=1 7l _% 3

®§:

n=1 2”

00

(@Z( n-e

“~ (5m + 3) 2+



< 2" +n > 3n+2
h I
O ()Y og[ ]

Solucién: (a) Convergente (b) Convegente
(c) Convergente (d) Convergente

(e) Divergente (f) Convergente

(g) Divergente (h) Divergente (i) Convergente
(j) Convergente (k) Convergente

4
- Halla el radio y el campo de

convergencia de las siguientes series de
potencias y comprueba el resultado con
Matlab:

2 3 EVE=DT s~y

n=0 n+1 n=0

s (71)71 I2/1+l .
C _ d 2x)"
) ; (2n+1)! ) ; (22)

o) _1 nwn o0 n Zn+1
e)z (# Z

n=0 n n=0
Solucién:a)Rzl,xe[ ] )R—O
zz?;C)Rzoo,xER;d)R:%,

S

-11
?,5] e) y f) El alumno puede encontrar

las soluciones, en los tres primeros ejercicios
del apartado Encuentra el error de la pagina:
http://www.giematic.unican.es/index.php/seri
es/material-interactivo

n Desarrollar en serie de potencias de

X, salvo en los apartados en los que se
indique un valor de a distinto de o0 para
centrar el desarrollo, las siguientes funciones,
indicando el campo de validez del desarrollo
en cada caso:

2) f<x>=£3—1j$2
_ 2z + 3
Q) fw) = —22

14 2z + 2°
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2
senx]

d) f(z) = [
e) f(a:):(arz—i—l)e” a=2

Nota: En el ejercicio d) se aconseja tener en

cuenta que sen’z = ﬁ
Solucidn:

00 2 n
) 1(e) =3 [ + ()«

converge Vz e( 1 1)

b) f(x )—5Zx ——Z[ ] converge

n=0 n=0

vz € (-1,1)

&) f(@) = 3(~1)" (n+2)a”

n=0
d) y e) El alumno puede encontrar las
soluciones, respectivamente, en los ejercicios
3y 4 que se encuentran en el apartado
Desarrollar en serie de potencias de la pagina:
http://www.giematic.unican.esfindex.php/seri
es/material-interactivo

n (a) Desarrollar en serie de potencias

de x lafuncién f(z) =
término general mediante la derivada
enésima de la funcién f, utilizando la

Yz € (-1,1)

),
¢ ", hallando el

férmula de MacLaurin.
(b) Obtener el campo de convergencia de la
serie de potencias del apartado anterior.

(c) Hallar el valor aproximado de e *
utilizando hasta el término de grado 2 de la
serie de potencias anterior.

(d) Calcular una cota superior del valor
absoluto del error cometido en la
aproximacion realizada, justificando
previamente que la serie alternada utilizada
verifica las condiciones del criterio de Leibniz.

- 2x n
Solucién: a) ¢ =Y <—'> ; b)converge
n=0 n:

Ve eR; o) "' ~0,68;

—0,0106

3
d) |Err0r| < (0, 4)
3!
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7
- Utilizando las propiedades de

derivacién e integracion de las series de
potencias, desarrollar en serie de potencias de
Z las funciones siguientes y estudiar el campo
de convergencia de la serie en cada caso:

a) f(z) = arctg(\/g :U)
b) f(r) = log(1+4%)  Of(a) = (1+2)"
Solucién:

a) arctg(\/gx) \/_Z( ) lznﬂ

= 2n+1

&

converge paratodo z € 5

b) log(l + x2) = i%xz"“’ converge
n=0 T

paratodo = € [— 1, 1]

) (1 + :v)fQ = i(—l)" (n + 1) z" converge

n=0

paratodo = € (—1, 1)

n Dada la funcién f(a:) = log(e + x) se

pide:
a) Desarrollar f (a:) en serie de potencias de

X . Estudiar de forma razonada el
intervalo de convergencia de dicho
desarrollo.

b) Basandonos en el apartado anterior,
determinar la suma de la serie numérica

n=1

¢) Calcular el valor aproximado de la suma

de la serie z(—l)" 1 que se obtiene

n=1
cuando se toman los 6 primeros términos
de dicho desarrollo. (El resultado se dara
en forma de fraccién simplificada al
maximo).
d) Determinar el error cometido usando,
como valor aproximado de la suma de la

serie Z —, el nimero de términos
n=1

del apartado anterior.

Solucidn:
0 n n+l

a) log(eJrz) = 1+;(71) (nfw,
converge Vzr € (—e,e]
b) S(-1y L = —log(2)

n=1 n

= N VR
o)) ;(—1) o= 0,616
d) |Ermr| @ 1 0,1428
n Dada la serie de potencias

00 4n—3

S(:r):z4i_3

n=1
a) Determina su campo de convergencia.
b) Encuentra la expresion de la suma S(x)
para los valores de x del campo de
convergencia utilizando derivacion.
¢) Como caso particular, calcula el valor de
la suma numérica siguiente y comprueba

el resultado con Matlab: Z;
= (4n —3)2
d) Dibuja con Matlab las primeras cuatro
sumas parciales de la serie de potencias
en el intervalo (-0.9,0.9), asi como la
funcién suma S(x).

X
T recuerda que
1-—z
debes descomponer en fracciones simples el
integrando de la forma:
1 Az + B C D
e 2 + + ’
11—z 1+ 142 1—=x

Nota: Para calcular f

obteniendo A =0, Bf , C = D—l

2’ 4
Solucidn: Solucidn: El alumno puede
encontrar la solucién en el ejercicio 1 que se
encuentra en el apartado Campo de
convergencia de la pagina:
http://www.giematic.unican.es/index.php/seri
es/material-interactivo
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Test de autoevaluacion

1

Las siguientes colecciones ordenadas
de nimeros pueden ser o no progresiones
geométricas. En el caso de que lo sean, hallar
larazdén:

4 4 4
a _43__7__a__
@ 3 9 27
(b) 2%,2227' 1
(C) 37_3737_3

(d) —3,3v2,—6,612

A) (a)y (c) son progresiones geométricas,
sus razones son -1/3 y -1, respectivamente.
B) Las cuatro son progresiones geométricas,

sus razones son 1/3,2,-1y —\/5 ,
respectivamente.

Q) (a),(b)y(d)son progresiones
geométricas, sus razones son 1/3, 1/2y
—V/2 , respectivamente.

D) Ninguna de las anteriores.

2

En las series siguientes estudiar si se
verifica la condicién necesaria para la
convergencia:

n

Mo, =D Y =Y
= e

n=1 n=1 37L,',L! n=1 n=1
icn = i ! n’ i dn = i 3 8"*1
n=1 n=1 <10g2) n=1 n=1

A) Solamente Zan y Zb7l verifican la

n=1 n=1

condicién necesaria para la convergencia.

B) Solamente Zan y Zdﬂ verifican la

n=1 n=1

condicién necesaria para la convergencia.

C) Solamente ian, ibn y icn
n=1 n=1 n=1

verifican la condicién necesaria para la
convergencia.
D) Ninguna de las anteriores.

o0 o0
Delasseries » "a 'y » b sesabe

n=1 n=1

que las sucesiones de sus sumas parciales
4n —5
1+n

enésimasson: § =3+ y

1 1
S = ontl 1 , respectivamente. Se
" n+3 3
verifica:

A) > a, esdivergente; > b es
n=1 n=1

convergente y la suma vale 5.

B) Zan y an son series divergentes.

n=1 n=1

00 OO
Q) > a, y ) b sonseries convergentes,

n=1 n=1

siendo las sumas 7y 14/3,
respectivamente.
D) Ninguna de las anteriores.

n

4

es:

> 1
La serie Z [1 +=

n=1 n

A) Divergente porque la sucesion

1+1]

tiene limite 1.

B) Divergente porque la sucesién
n

1]

tiene por limite el nimero e .

C) Convergente, aplicando el criterio del
cociente.

D) Ninguna de las anteriores.

5
Aplicando el criterio de Leibniz, se
deduce que el caracter de la serie alternada

o0

Z(— 1)" senl es:

n=1 n

A) Divergente.

B) Oscilante.

C) Convergente.

D) D) Ninguna de las anteriores.

(_ 1)‘7! 2771,

o0
S La serie Z— verifica:
n=1 n

A) S =S, conerrormenor que 0.001.
B) S<&,.

C) Esdivergente.
D) Ninguna de las anteriores.

11
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Se considera la serie

us
~ 1 —sen—

Yt
a

(a > 0) . Se puede afirmar

n=1 n

que esta seriees:

A) Divergente para todo a .

B) Divergentesi a <1.

@) Convergentesi a > —1.

D) Ninguna de las anteriores.
8

Decir cudles de las siguientes son
series de potencias:

@3 o) S ——

no’ﬂ +2 no(n —|—2)

@ 32 (@2]

n=0 T n=0
A) Solamente (a) y (d) son series de
potencias.
B) Solamente (a), (b) y (d) son series de
potencias.
Q) Solamente (), (c) y (d) son series de
potencias.
D)Ninguna de las anteriores.

Nota: El alumno puede encontrar las
soluciones de esta pregunta en el gjercicio
inmediato n°1 del apartado de series de
potencias, resuelto en la pagina web:
http://www.giematic.unican.es/index.php/seri
es/material-interactivo

9

El campo de convergencia de la

71 n

serie Z i

n=0 n
A -1
11
B — =
) [ %
o[22
D) Ninguna de las anteriores.
10
El desarrollo en serie de potencias de
1
X para la funcién f(x) = ( )2 se obtiene
1—2

aplicando la propiedad de derivacién de la
serie geométrica que tiene como suma

S(:z:) = 1 . Decir cudl es la afirmacion
1—=2
correcta:
= i "1 convergente
(1 - J;) =1
Vo e[-1,1|

5 convergente

Q L 5 :infv”
(1—3:) n=1

Ve (-11).

D) Ninguna de las anteriores.

, convergente

1

El desarrollo en serie de potencias de
1 1

X paralafuncién f(r)=——+

P f< ) 142 1-2z

verifica:

A) f(m)zf:[(—1)” +3-2" ¢

n=0
11
2 "2

B) f(z):i[(—1)"+3-2“ 2",

n=0

convergente Vz € (—17 1).

O fla)= Y [1+3 (-2

n=0

11
2 2]

D) Ninguna de las anteriores.

n

convergente Vz €

x", convergente

Vz €

12

Sabiendo que el desarrollo en serie de
potencias de la siguiente funcién

f(:r) = arcsen

T . .
—| se obtiene integrando
1+ 2°

la serie geométrica cuya suma es

S (a:) __2 . Calcular hasta qué grado n de
1+ 27

los términos de la serie de f(x) sera

. . s
necesario tomar para aproximar el valor de 1

con un error en valor absoluto menor que
o’o1.
A) Se debe tomar hasta el grado n=4.
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B) Se debe tomar hasta el grado n=49. D) Ninguna de las anteriores.
C) Se debe tomar hasta el grado n=97.

Soluciones del Test:

-
N
w
-~
vl
(o)}
~
%)
O

10 11 12

Ejercicios resueltos

SERIES NUMERICAS. CONVERGENCIA

1

Imagina un cuadrado de lado unidad y considera la suma de las dreas
coloreadas

1 1 1
==t
2 4 8

¢Cudl es el valor de su suma?

Solucién

Escribir el nimero 1 /3 como serie numérica.

Solucion

se escribe en forma decimal periddico como 1/ 3 = 0,3 donde se entiende que el 3 se repite
infinitas veces. Es decir,

1/3=0,3+0,03+ 0,003 +0,0003 +....

13
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que abreviadamente podemos poner como:

0]

1/3:2[3-(0,1)"
n=1
3 e 3n+2
Dada la serie Zan , Se sabe que Sn = 1 L
n_

n=1
a) ¢Se podria calcular la suma de la serie? En caso afirmativo indicar su valor.
b) ¢Cumple la condicidn necesaria de convergencia? Justificar la respuesta
Solucién a)
Si, la suma de la serie es %.
Solucién b)

Como es convergente, debe cumplir la condicién necesaria de convergencia.

4 o . . 2n® —1 . -
Una serie tiene por suma parcial enésima S, = T ¢Es una serie geométrica? ;Es
n +

convergente? En caso afirmativo calcular la suma de la serie.

Solucién

La serie es convergente y susuma es

2
lim$S = lim n -1 =
n—oo " n—oo m -4 3

2

No se trata de una serie geométrica, el término general de la serie es

B 27 -1 2(n—1)2—1_
a =85 =8 = 3 (n—1)+3 =

_2n2—1_2n2—4n—3

n+3 n—+2
:%f+4n2—n—272n/3—6n2+4n2+12n+3n+9: Mm? —14n +7
(n+3)(n+2> (n+3)(n+2>

= 1
Dada una serie Z a, cumpliendo que S, = sen [—] (n + 3) determinar el caracter
n

n=1

de dicha serie obteniendo, si procede, el valor de la suma.

Soluciéon

=1

lim S = lim sen ! (n+3>: lim nt3
n—od n

n

La serie es convergente siendo su suma 1.

6

Determinar el caracter de la siguiente serie

Solucién
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. 1 . . .
Considerando f(z) =—, una cota de la suma parcial enésima de la serie es
X

1 r1 1
S =Y =<1+ | —dz=1+|——+1
T

Entonces,

§ <2-L5lms <2

n n—00

. - Lol .
y, por lo tanto, la suma parcial enésima de la serie Z—Q es convergente ya que una serie de

términos positivos o es convergente o divergente.

7

b) i[g] 9 in+2

n=1 n

f)Z—,bER 2) an,peR
n=1 n n=1
i
) 00 1 00 n 2
1) Zsen— k) Z -
n=1 n n=1 2

Solucién a)

n’> — oo, por tanto, la serie es divergente.

n=1 T

Comprobar la condicién necesaria de convergencia en las siguientes series:

d) n70A999 e)

) 3L, beR

n=1

15
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Solucién b)

n

4 4 . .
—| — oo, porque 3 > 1, por tanto la serie es divergente.

3
Solucién c)
n+2 . .
— 1= 0, por tanto la serie es divergente.
n
Solucién d)
—0.999 1 .« ez . .
n = — 0, se cumple la condicidn necesaria de convergencia por tanto no

n0.999
se puede extraer ninguna conclusién con este criterio.

Solucion e)

o
%/E—{—Q In?

Solucién f)

— 0, igual que en el caso anterior.

— —0,si ‘b‘ <1, por lo tanto si ‘b‘ > 1 la serie es divergente.
n

Solucion g)

n’ —0,si p<0,porlotantosi p >0 laserie es divergente.

Solucién h)
n 1
Y — 0, porque 3 <1, por tanto se cumple la condicidn necesaria de
convergencia y no se puede extraer ninguna conclusién con este criterio.
Solucion i)
n
—'HO, para todo b€ R, por tanto se cumple la condicidn necesaria de
n:

convergencia y no se puede extraer ninguna conclusién con este criterio.

Solucion j)

1 o . .
sen — — 0, por tanto, se cumple la condicién necesaria de convergencia y no se
n

puede extraer ninguna conclusién con este criterio.

Solucién k)

n n

1 1 1
o 1+—| |1+ 3 — 0-e-1— 0, igual que en el caso anterior.
n ,,,L

Determinar el caracter de las siguientes series
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a) Zarctg W b) ZQ—
n=1

Solucién a)
Para calcular el cardcter de la serie basta tener en cuenta que

I A PO 1 1
arctg 32n+1 = 32n,+1 B g §

Aplicando el criterio de comparacidn las series

n

o0 n o
Z arctg 22n+1 y l Z 2
n=1 3 3 n=1 9

n
o0

Tienen el mismo caracter. Como 12 2 es una serie geométrica de razén r=2/9 menor
n=1

n

también.

[&8]
que uno la serie es convergente y, en consecuencia, la serie Z arctg P
n
n=1 3

Solucién b)

_ nsen’ (j
. n e . ope . . . .z
La serie 22—1 es de términos positivos. Aplicando el criterio de comparacién por paso
n’+

n=l1

=1
al limite se deduce que es convergente ya que tiene el mismo cardcter que la serie Z—Bya

n=1

que se cumple:

n sen2 -
n

L] ~

n’ +1

n

1
non 1
n?
=1
e laserie ZT es convergente.

n=1

Solucién c)

comprobamos que es divergente porque no se cumple la condicién necesaria de
convergencia

1 1

el/n o 1 - — N
lim N — fim 22 — Jim 2 = oo
n—00 tg i n—00 i n—00 2
n’ n’

Para este limite se ha utilizado las siguientes equivalencias

17
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T Ao ‘/L‘_ ~ .
e ~1+:1:+2! tg(w)wx st x— 0
: 1 1 1 1
e —1-=x tg|—|~—
n  2n’ n’ n®
> Determina la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones justificando la
respuesta:

o

2

a) Laserie, cuya suma parcial enésimaes S =1+ , se trata de una serie

n
oscilante.
0 n+1
b) Lasumade 23—2“ es g
n=1 7(_4) 91
Solucién a)

=,

No es oscilante, es convergente. Susuma es 1 porque lim S = lim |1+

n—oo n—oo n
Solucién b
) 3
00 n+1 00 : Ty
La suma de la serie geométrica es ;7{)’—4)% - %;[%] _ %1i123 _ %% =3
42
10
Determina si las siguientes series son convergentes:
oo, 2 00 00 (_2)n
st Z3log[1+i] )
n=1 77277 n=1 371 n=1 2”%
= [n+3 >, 22!
3
; n+2 ; (_9>ﬂ
Solucién a)
Aplicanco el criterio del cociente
2 n
- (n+1) +1 | w4l . (n2 +2n+2)n2 . (n2 —|—2n—|—2)n 1,
v ()2 n2t e () (2 +1)20 e (1) (n? 4 1)2 2

Luego la serie es convergente

Solucién b)



CALcuLO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

o0
Es convergente por comparaCIon con la serie geometrlca Z—
n= 1371
1 1
310g 1 -+ —n ~ in = 1
3 3 3"

Como Z — es convergente por tener razén 1/3 que es menor en valor absoluto a 1.
n

n=1
Solucién c)
n

= (1)
Es convergente por Leibniz. La serie es Z
n=1

. 1
. Se tiene que a, = —= cumple:

%

=

e Jlima =0
n—oo n

an-i—l < an

Solucién d)
No es convergente porque no cumple la condicién necesaria de convergencia.
Solucidn e)
Es una serie geométrica de razén -4/9, por lo tanto, es convergente.
$3.2" _ié[__]’ 9 6
vy (_ > T2 14 4 13

9

SERIES NUMERICAS. SUMA

1
Calcular la suma de las siguientes series:
1 1 1 1 1 3 2
Q) A+ T - — b — .. b) o2
2 22 9 o 2" = n’ +3n° +2n
o n+1 o n 22 1+2"
log d) -1 e)
) 71,;1 n + 2 T;( ) 3277,—1 ”2; 4 32n+3
Solucién a)
1 1 1 1 . . . o
Observamos que —+—+—...+—+... es una serie geométrica de primer término % y

22020 2t
razén % por lo que

19



T3 W SeriEsS NUMERICAS Y DE POTENCIAS

1
"2
4+ﬂ—l+iz+%+i4...+i+...=4+7Z'—l+2—=4+7Z'
2 20 2 2 2" 2 1_1
2
Solucién b)
Descomponiendo en fracciones simples
3n + 2 _l+ 2
n* +3n°+2n n n+l n+2
1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
S =ll+=4+=+..+=|+|=+=+...+=+ e N
2 3 n 2 3 n n+l 3 4 n n+l n42
1 1 1 2 2 1 2
=|1+—=|+|=+ — + =2- —
2 2 n+l1 n+1 n+2 n+1 n-+2
1 2
S =lim|2— - =2
n—o0 n+1 n+2
Solucién c)
L n+1 . . . C
La serie Zlog es divergente, ya que basta aplicar el criterio de comparacién por
n=1
paso al limite.
J— x —_—
n—+2 n—+2 n—+2 —n+2
n+1
Ademas: lo -
; s n+2
Solucién d)
n 2n+2 . i
La serie Z( ) es geométrica con razén r=2/9 menor que 1, por lo tanto, es
n=2

convergente y su suma es

2 2
-3
3t [ NV

1
n=2 3

Solucidn e)

La serie es convergente por ser la suma de dos series convergentes

0 1_’_271, 0 00 on © 1 1 S ) "

Z 2n+3 Z 2n+3 Z 213 3 ar 3 Z 9

71,:04‘3 :04 3 7104'3 4 3 7109 43 n=0 9
geo;netrlca geométrica

r=— )
9 779
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SERIES ALTERNADAS. SUMA APROXIMADA.

12

Determinar el cardcter de las siguientes series y estudiar también su convergencia
absoluta:

, s el el e )

n=2 n2 10g (n) n=1 g n 4+ 1 n=1 N~ + 1 n=1 n2 + 1

Solucién a)

~  (=1)
La serie Z(—) es una serie alternada convergente por el criterio de Leibnitz:

CRe T )

° {%} es mondtona decreciente:

1 1
(n N 1>2 log (n N 1) < n? log<n) a 13,%?}2’77;% n> log (n) < (n + 1)2 log (n + 1)

creciente

Estudiamos ahora la convergencia absoluta, es decir, la convergencia de la serie:

im. Como log (Q)n? < n? log (n) se tiene que
n=2

1 1
n” log (n) = log (2)-n2

y, por el criterio de comparacién es convergente. Luego la serie es absolutamente
convergente.

Solucién b)

La serie i (_1)

n=1 \3/ n + 1

e lima = lim

1

° {an} es mondtona decreciente:

es una serie alternada convergente por el criterio de Leibnitz:

=0

1 1

< @%/n+1<§/n+2
Jn+1)+1 Ynt1

21
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- 1
Estudiamos ahora la convergencia absoluta, es decir, la convergencia de la serie: Z—
n=1 \JI n + 1

.Como

1 1

por el criterio de comparacidn es divergente. Luego la serie no converge absolutamente.

Solucién c)
0 cos(mr) oo (—1)"
La serie z = z 5 es convergente por Leibnitz,
n=1 n°+1 n=1mn" 4+
[ a = 1 — O

1
* a = es mondtona decreciente,
ST |
1 1 2
a, ., <a, < 5 <— <:>n2—|—1<(n+1> +1
(n+1) +1 » +1
n+1
13 . | = (-1 .
a) Aproximar la suma de la serie alternada 2—4 cuando se considera la suma
n=1 n

parcial enésimay S, estimar el error en la aproximacion.

b) ¢Cuantos términos es necesario sumar para garantizar que la suma parcial enésima de la

n+1
- <_1) 10
serie 2—4 aproxima al valor real de S con un error menor que 10 .
n=1 n

Solucion a)

)
S

Como la serie alternada,z

, es convergente por Leibniz, se tendra que una cota de
n=1 n

la aproximacién de S por S, siendo

n+1 n+1
x (=1 10 (-1
s-yt 5, -

1
n=1 n
sera

1
‘S - 540‘ < T4
41
Calculando este valor con el ordenador la cota del error es 4-3.54 - 107" y el valor aproximado
S~ 0.9470326439 .
Para realizar estos calculos con Matlab se pueden escribir las siguientes instrucciones:
>>n=1:40;

>>S40=sum((-1) .~ (n+1l) ./ (n."4))
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>>cota=1/41"4

Solucién b)

Si se quiere garantizar que el error de la aproximacién sea menor que 107" basta elegir el
numero de términos n que cumpla

% <107,
n

. 1 _
Ya que en ese caso se tendrfa: ‘S — Sn‘ <—<107"
n

Teniendo en cuenta que

1 _ ,

— <107’ & n>310" -1~ 315.2

n

basta considerar un nimero de términos n verificando n > 316 para conseguir que el error

sea menor que 107",

1 o0 n
¢ Sea la serie Zﬂ Se pide:

n=1 T 2”

a) Probar que es convergente.
b) Calcular S, y determinar el error que se comete al aproximar la suma de la serie

utilizando esta suma parcial. (Es S, mayor o menor que la suma exacta?.

c) Calcular el valor de n necesario para aproximar la suma de la serie por S, con error
menor que 0.001.

Solucién a)

Se trata de una serie alternada, comprobamos su convergencia utilizando el teorema de
Leibniz:

o . . . 1
e Eltérmino general de la serie de valores absolutos tiende a 0, lim — =0
n—oo n2 '

e Lasucesidn de valores absolutos es mondtona decreciente,

& LIPS L & (n+12" > &

a >a =
n n+1 n2n (n + 1)2n+1
& 2n+42>n & n+2>0

La dltima desigualdad es cierta para todo n natural.

Por lo tanto, la serie alternada convergente porque verifica el teorema de Leibniz.

11 1 1
S, =——t+———+
2 2.4 3.8 4-16

El error es menor o igual que el primer término despreciado:

= —0-4010

‘error‘ <a = ‘error‘ < L_: 0-0063
5.2°

23
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Como el primer término despreciado se resta, el resto de la serie es negativo por lo que S,

es mayor que la suma exacta (S < S, ).
Como |error| < a,, tomando a, <0.001 se tendra ‘ermr‘ < 0.001.

Por tanto sélo hay que resolver la desigualdad

L <L < n2" >1000 <& n>38
n2" 1000

DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS

15

o0 4” n
Calcular el dominio de la siguiente funcion f(z) = T —2
: 1(e)= 3 (a2)

n

Soluciéon

Se trata de calcular el campo de convergencia de la serie de potencias. Utilizando la
convergencia absoluta, se tiene que como

4n+1 n+1
) B
lim "Zf - = lim 4(71’:1})2) : = 4|z -2
n—+1

. . . 1
la serie sera convergente si ‘x — 2‘ < Z .

1 9 =N 1 R ,
e Parax=2+4—=—, laserie — = Z es divergente por ser la
4 4 —on+14 —on+1

serie armonica.

1 7 o0 n
e Parax=2-——=—,laserie

ey
—_— = es convergente por
4] Z n+1

—on+1

n=0

Leibnitz (se deben comprobar las hipdtesis del teorema).

79
4’ 4

o0
Se considera la serie de nimeros reales Z
N (n + 2)

El dominio de la funcidn es

n

X

16

z € R. Se pide:

a) Estudiar para qué valores de x es convergente dicha serie
b) Calcular su suma para x=1.
Solucién a)

Como x es un nimero real estudiamos en primer lugar la convergencia absoluta, es decir la
convergencia de la serie de los valores absolutos
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- M
—— z€R
n=1 T (n + 2)
Aplicando a esta ultima serie el criterio del cociente:
|x|n+1
lim (n + 1)(n +3) —lim |x|n(n + 2) _ |x|
e w2 (n+1)(n+3)
n(n + 2)
o0 x’fl
Si [x| <1 La serie —— converge.
) |x| ; n (n + 2) &
Si |x|>1 La serie g A diverge.
) |x| ; n (n + 2) &
e Six=1,Laserie zx: es convergente por el criterio de comparacion por paso
1 T (n + 2)

= 1
al limite sin mas que compararla con E — -
n=1 1

x (=1)"
e Six=-1, La serie Z% es convergente por el criterio de Leibniz (la sucesién
n=1 n\n + 2

1 . . ;
a = ——— es mondtona decreciente y tiende a cero).

! n<n+2)

Solucién b)

00

Calculamos la suma para x=1, es decir, el valor de Z , para ello descomponemos

n=1 n(n+2>
el término general de la serie en fracciones simples:
1 A B 1 -1
=T = — con A=— B=—
n(n+2) n n+2 2 2
La suma parcial enésima es:
1 1 1 1 1] 111 1 1 1 1
S =a+a,+..+a ==|1+=+—+=+. . +—|-=|Z+-+..+—+ + =
2 2 3 4 n) 23 4 n n+l n+2
1 1] 1f 1 1
= — +— _—
2 2] 2{n+1 n+2
Calculando su limite
limll—l—l —l 1 + 1 :l 1_|_l :§
n—oo |2 2] 2{n+1 n+2 2 2 4

se tiene

25
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n+2) 1

- 3
X

17 v 1)n

oo
Calcular el intervalo de convergencia de la serie f( ) Z y, si fuera

n=1T ('ﬂ + 1> 3"
posible, el valor def(4) y f(6>.

Solucidn

Utilizando el criterio del cociente se tendra que las serie sera convergente para los valores
x € R que cumplan que

L = lim <1

Calculando el limite

n(n+1) 3" m—lnH

L = lim
"7 (n+1)(n+2) 377 ‘x —1

) nlr—1 1
. :Jﬁﬂo(an)L:E‘x‘l‘

%|x_1|<1<:>|x—1|<3<:>CE€(—2,4>

El radio de convergencia es 3.
Valor en x=6

El valor f(6) no puede calcularse porque el Teorema de Abel indica que en el conjunto
(—00,—2) U(4,00) la serie no converge. Sin embargo, este Teorema no establece si la serie

puede converger en los puntos x=-2 y X=4.

Valor en x=4

i(_l) 5

Para ver si converge en x=4 consideramos la serie f(4> ( 1) ” W
n + n—1n(n

. . (. 1 .
y por comparacién con la serie arménica y ——se puede concluir que es convergente.
n=1M

Para calcular su suma tenemos en cuenta que

1 1 1

K n(n—i—l) n n+1

Luego,
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1 1 1 1 1
+ ——|+|—— =1-
n—1 n n n+1 n—+1

lim § = lim |1 — =1= f(4)=
n—00 n—o00 n _|_ 1
18 ) o "
Se considera la funcién f(m) = ZW . Determinar:
n=0

a) El dominio de la funcién f(x)

b) Escribir el c6digo Octave/Matlab para representar la funcién derivada y su
aproximacién considerando los 10 primeros términos de su desarrollo.

Solucién a)
y . . . 1 (z) _ 30 1
Esta funcién es una serie de potencias geométrica f(:v) = —32 —| = =
3 =9 1_g 3(9— 1)
9
que es convergentes si 9 <l= ‘ ‘ < 9. Luego su dominio es ( 9, 9)
Solucién b)
Dentro de su intervalo de convergencia la derivada de la funcidn es
1 & na! -2
fe)=3 ( ~ 1)
35309
Cddigo Octave/Matlab para representar la funcion
x=-8.9:0.3:8.9;
g=1./(3*(9-x).%2);
plot(x,g,'*r")
hold on
suma=0;
for k=1:10
ter=k*x.” (k-1) /9"k;
suma=sumatter;
end
plot (x, suma, 'og')
hold off
19 . , . 1
Calcula el desarrollo en serie de potencias de la funcién f(a:) T ——
—z° + 3z —2

indicando su campo de convergencia.
Solucién

Descomponiendo en fracciones simples

27
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T8 S S VE N Vi

Utilizando el desarrollo de la serie geométrica se tendra:

11 1 1 1, 1, wfz]”
f<x):_§1—w_gl+x:_g7;)x _67;)(_1) [g] si ‘m‘<1
2 si‘x‘<l

x

si =<1
2

20

Determinar el desarrollo en serie de potencias de las siguientes funciones en los
puntos que se indica sefialando su campo de convergencia:

a) f(x) = % a=0 b) f(ac) = arctg(m), a=0
Q) f(x)z ! - a=0 d) f(x):l a=1
(1-2) !
24z _ 1 _
e) f<x>—1+2$+$2 =0 f) f(x)—x2+1 a=0
g) f(:v)zlog(l—l—x) a=0 h) f(x):(llJr—x)3 a=0
. 5z 4+ 3 . _ 1-z -
i) f<x>:<2+x>(—1+3x) a=0 j) g(x)—log{2+6x] a=0
Solucién a)
P —1—2=0 _1= 21+8: ii: — 2’ —z-2=(2-2)(z+1)

Descomponemos en fracciones simples

bz —1 Bz —1 A B Alz—2)+B(z+1)

-2 (pti)(r-2) 2+l 2-2  (2+1)z-2)
— br—1=A(z—2)+B(z+1)

dando valores a x,

para T =—1: —6:A<—3)

— A=2
para x=2: 9:B<3) — B=3

Sr —1 5z —1 2 3
Por tanto, =

xQ—x—2_(x+1)<x—2):x+1+x—2

Desarrollamos cada una de las fracciones
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2 2

. = ):2(1—x+$2—x3+...>:2i(—1)nx”
n=0

r+1 1—(—z

Serie geométrica de razén —x; converge siy solo si

‘—x‘<1 = ‘x‘<1 = ze(-11)

= = =—=|1+=+
=2 2-z 1-(z/2) 2| 2

3 -3 ~3/2 3/ @ [m]Q
. = +

Serie geométrica de razén E; converge siy solo si
T
2

~

1la) = Sl =)o

n=0

<1 = ‘x‘<2 = xe(—?,z)

El desarrollo completo serd

A

que converge en el intervalo interseccién de los dos, es decir V x e (-1,1).

Solucién b)
o ( ) 2n+1
)= s
Solucién c)
Integramos la funcién ;2, resultando g(x) = f ! dx = ! +C.

(1-2) (1-a) 1-z

Desarrollamos g (x) en serie de potencias de x y tendremos

g(z) 1—1x+0 (1—|—w+$2—1—11:3—1—...)—1—0:”203:”—1—0

o0
Z z" esuna serie geométrica de razdn x, que converge siy solo si |a:| <l = =ze (—17 1) .
n=0

Para obtener el desarrollo en serie de f(x) derivamos término a término el desarrollo de

g(x) y obtenemos

[o°]

)= o) = S = S 1)

n=1 n=0

Al derivar desaparece el primer sumando porque es la derivada de una constante, en
consecuencia comenzamos a sumar en n=1; después hemos vuelto a expresar el sumatorio
comenzando en n=0.
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La serie obtenida para f(a:) converge como minimo Vxe(—l,l). Estudiamos la
convergencia en los extremos:

e Para z=-—1: f(—l):i(nﬁLl)(—l)”; la serie no cumple la condicién

n=0

n
necesaria de convergencia porque no existe el limite lim (n + 1)(—1)

e Paraz=1: f(l) = i(n + 1) — 00; la serie diverge.

n=0

En conclusién, resulta f(m) = i(n + 1) ", Vx € (—1,1)
n=0

Solucién d)

Hallamos la derivada enésima en el punto x=1/

fla)=1 = s()=1

Ple)=()es s()=-

£ (2) = (=1) (=2)(=8) ()oY = (1) e T g (1) = (1)
El desarrollo en serie de Taylor serd

PRI S TR T A

|
n=0 n: n=0

Calculamos el intervalo de convergencia aplicando el criterio del cociente a la serie en valor
absoluto, asi

:‘m—l‘

que converge si ‘x — 1‘ <l — Vze (0,2).

Ahora estudiamos la convergencia en los extremos del intervalo

e Paraxz=0: i(—l)n -(—l)n = i(—l)Qn = il; la serie no cumple la condicién
n=0

necesaria de convergencia, es divergente.

[ee]
n
e Paraz=2: Z(—l) ; la serie es oscilante.
n=0

En conclusidn, resulta f<x) = i(—l)n (x — 1)”Z , Vze€ (0,2) .

n=0
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Solucién e)
2 2
(az) = te ;= a a;2 Descomponemos en fracciones simples
1+2z+z (z + 1)
92 A B A+ Blz+1
tz _ + = ( ) — 2—|—I:A—|—B<’£+1>

(z41) (z+1] [+ (s41)

para cT=-1: 1=A4
para xz=0: 2=A+B — B=1

<x+1>2 :(ac+1)2 +(fﬂ+1)

e Para obtener el desarrollo de ~ podemos integrar la funcién

(m+1)
[ 1 .dxz_—1+0=_—1+0=—(1—x+x2—x3+...)+C=
<x+1)2 z+1 1—<—:1:)
R
n=0

derivando obtenemos el desarrollo buscado
- x"! —Z n+1

El desarrollo de L=;=1—x+x2 -x +..=> (-1)"x", que converge si
1+x 1—(—x) s

x+1 _‘[ x+1

y s6l0 si ‘—x‘<1 = ‘x‘<1 = :z:e(—l,l).

o0

En conclusidn, resulta f(:z:) = Z(—l)n (n + 2):5", V€ (—1, 1)
n=0
Solucion f)
1 1 ‘ =
f(x): e 1—(—x2) =1-2"+z2"—2° —i—...:;(—l) %’

se trata de una serie geométrica de razén —z°, que converge siy sélo si
2
2 <1 = <1 = of <1 - <1

resultando

Solucién g)

31



2
3 T3 W SeriEsS NUMERICAS Y DE POTENCIAS

Desarrollamos la funcién que se obtiene al derivar f (m) = log (1 + x), ya que es mas sencilla

1 1 . " a
:1+$:1_<_I):1—x+$2—x3+...:;<—1> T

1'(z)

Es una serie geométrica de razén —z, que converge siy solo si ‘—x‘ <l — ‘x‘ <l1.

Para obtener el desarrollo de f(a;) integramos término a término el desarrollo de f'(:z:) y

tendremos
- "on - (_ 1>n l‘m—l
f(x)z f;(—l) x" - dx :;—(n—i—l) +C
Hacemos z = 0 para obtener el valor de la constante de integracion, asi
0) =log(1+0) =1 1—0—m<_1)non+1 C C=0
1(0) = Tog(1+0) = log 1) = _Zo(n—+1)+ = C=0,
o (1] o
Luego quedard el desarrollo f (x) = » —————, que converge al menos para ‘:1:‘ <1.
n=0 (n + 1)

Estudiamos ahora la convergencia en los extremos del intervalo

e Paraz=-—1: f(—l*) = log(()*) — — 00} la serie diverge.

e Para z=1: f(l) = log (2) — i((n_—il—)l)’ la serie es alternada, resultando
n=0

convergente porque verifica el teorema de Leibniz, pues cumple las dos hipdtesis:

La sucesidn es mondtona decreciente

(n + 1)
a, <a, < ( Jlr2)<( il) & n+2>n+l & 2>1 VneN
n n
Ademds se cumple lim a =lim L =0
R Y
En conclusidn, el desarrollo en serie quedara
B - - (_1>" "
f(x) = log(1+a:) = ;W , Vzx¢€ (—1,1]

Solucién h)

=S e

n=0
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Solucion i)
Descomponiendo en fracciones simples:

52+ 3 __A B
(2+x>(—1—|—3x)_2+:r —1+ 3z

5x+3:A(71+3:1:)+B(2+I)
Sigz=-2 5(—2)+3:A(—1+3(—2)):>—7:—7A:>A:1

Siz=0 2B=3+A=2B=4= B =2
Por lo tanto,

5+ 3 1 n 2
(2+m>(—1+3x)_2+x -1+ 3z

Utilizando el desarrollo de la serie geométrica, se tiene que

5r+ 3 1 . 2 B 1/2_ 2
(2+$)<—1+3I)_2+$ —1—}—33:_1_'_{ 1—3$_
= (1) " & ~ |(=1) —2-3"
ég( 2)n 2;37L:E";()TIE" 5@'|$|<§
.s'i,‘S.v:‘<1

Solucion j)

Conocido el desarrollo de la funcion

1og(1+g;):i(—1)"71x—n ~1<z<1
n=1 n
Se tiene que
f(x) = log 21;—;%] = log (1 — 1:) — log<2 + 63;) = log(l — x) — log[? (1 + 31;)}
_ oy - e (mr) e e (3e)
f(z)=—log2+log(1—z)—log(1+3z) = —log2 + > _(~1) . > (1) .

n=1 n=1

fz)= —log2+i

n=1

(_1)M [(—1)71’ — 3"‘} -z

n
La serie resultante serd convergente si la variable x estd en el intervalo interseccién de los
intervalos de convergencia de las dos series restadas.

El intervalo de convergencia de la primera serie es

—“1l<—=z2<l—=1>z>-1— —1<z<1

El intervalo de convergencia de la segunda serie es

33
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—1<3z<]l —» ——<z<

w |~

1
3

1 1
El intervalo interseccién de ambos es —g <z< E

21

Dada la funcién f(x) = log (1 + xQ) . Se pide

a) Calcular la serie de potencias de esta funcién en el punto a = 0 a partir del
desarrollo de su funcién derivada.

b) Obtener el campo de convergencia de la serie obtenida en el apartado anterior.
Enunciar el Teorema de Abel.

c) Escribir el c6digo Matlab para representar la funcién y los primeros cinco términos

-y

n

no nulos de la serie de potencias.

d) Calcular la suma de la siguiente serie: Z

n=1

.
Solucién a)

f'(ac) L 2x L _ 295206:(—3;2)71/ = 2?: (—1)n ! ‘x‘ <1

142 1+ 72 —~ part

Integrando término a término

00

fog1-+47) = z[(_l)" -

n=0 n + 1

Para x=0 se tiene que log1=C luego C=0. Como al integrar una serie de potencias se conserva
el radio de convergencia se tendra que

2n+2

log(l + x2> = i[(—l)n a si [x|<1.

n=0 n + 1

Solucién b)

2n+2
X

Conocido el radio de convergencia de la serie de potencias Z (—1)” N
n=0 n +

obtener el campo de convergencia basta analizar los puntos extremos de dicho intervalo.

R=1, para
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0 _1 n
x=1 - Z( )1 . Esta serie es convergente por el criterio de Leibniz ya que
n=0 n+
I . o
se cumple a = 1 tiende a cero cuando n tiende a infinito y es
n

una sucesion mondtona decreciente.

o _1 n
x=-1 — z( )1 . Esta serie es convergente como se ha visto para el punto
n=0 n+

anterior.
El campo de convergencia es el intervalo [—1, 1] , es decir,

2n+2

1og(1+x2):f:(—1)" - v e[-11]

n=0 n + 1

Solucién c)

El cédigo Matlab pedido es:

x=-1:0.1:1;

s=0;

for n=0:4
s=s+((-1)"n)*x."(2*n+2) / (n+1) ;

end

plot(x,log(l+x.%2),x%x,s)

Solucién d)

Para obtener el valor de la serie basta tener en cuenta que

o0 o0

log(l—l—l):i(_l)" —Zﬁ = —log2:z<_l>”

n=0 n + 1 n=1 n n=1 n

22

a) Desarrollarla funcién f(x) = ze” enserie de potencias de x, obteniendo el término

general de |a serie mediante la derivada enésima de f(x), aplicando la férmula de MacLaurin.
b) Obtener el campo de convergencia de la serie de potencias del apartado anterior.
c) Hallar el nimero de términos de la serie que debemos sumar para obtener el valor

. -1 . . . .
aproximado de —= con dos cifras decimales exactas, es decir que el error cometido en

2\Je

la aproximacién sea inferior a 0’005.
Solucién a)

Sabemos que el desarrollo es

0 (n O
La formula de MacLaurin es Zf—(')z"’ . Calculamos la derivada enésima de la funcidn:
n!

n=1

35
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y=uze", y(r)=e" +ze', y'(x)=2e"+2e", y"(x)=3e" +zc",...

Por lo tanto,
y"(0)=n

Y, sustituyendo en la férmula de MacLaurin

" (z) = ne" + ze”

00 00
n 1
T
n=1 n' n=1 (TL - 1)'
A este mismo resultado se hubiera llegado multiplicando por z el desarrollo conocido de la
funciéne”:
00 n 00 n+1
. T T
DAY
n=0 T ‘ 0 n '
Solucién b)

Para obtener el intervalo de convergencia se aplica el criterio del cociente:

1
7 —1)!
L=lim—2! i =D L
n—o00 1 n—00 n! n—oo
(n—1)!

Por lo tanto el radio de convergencia es infinito, es decir la serie converge para todo = real.

Solucién c)

Obtenemos en primer lugar el punto z donde se hace la aproximacién
-1

T
re =-——
e
Sustituyendo este valor en la serie se obtiene la serie numérica,

00 (_ 1)n
= 2" (n—1)!

1
= r=——
2

Que es una serie alternada, por tanto,
1 5
+1 =

2" n! 1000

Y esta desigualdad se verfica para n>4.Tomando n = 4 se obtiene

|error| <a,, <0005 =

-1 1 1 1 1 29

+———+-—=——conerrormenor que 0.005.

ofe 2 4 16 96 96

23

Dada la funcién f(x) = log x, se pide:

=  2"'31>200

a) Obtener el desarrollo en serie de la funcién f (:z:) en potencias de (x-1) calculando

su campo de convergencia.
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)

n

o0
b) Obtener el valor de la suma de la siguiente serie: »

n=1
c) Calcular el valor aproximado de log 1.5 con la suma de los 10 primeros términos de
la serie obtenida en el apartado 1. dando una cota del error.
Solucién a)
La serie de potencias de esta funcidn es
S f(" (1)

|
n=0 n:

(]

(o)

siendo " (x) = (—1)n (n - 1)!:0’"’ n>1, f(l) = 0. Luego, el desarrollo en serie es

>0 ey

n=1 n

Nota: También podria haberse obtenido conocido el desarrollo de la funcidn geométrica e
integrando.

Para analizar la convergencia de esta serie basta aplicar el criterio del cociente a la serie de los
valores absolutos

1 ‘x_ln—O—l
lim ntl :limﬂz‘x—l‘
ST =

n

Si ‘x — 1‘ < 1 la serie de potencias es convergente. Analizando los extremos:

n n
e Enx=2, laserie i <_1) (2 — 1)” = i (_1) es convergente ya que se puede
n n

n=1 n=1

aplicar Leibnit (hay que demostrar las hipdtesis del teorema)

n
e Enx=0, la serie i (_ ) (0 — 1)71 = il es divergente por ser la serie armdnica.

n

n=1 n=1

Solucién b)

El valor pedido es el resultado de sustituir en la serie x por 2, luego

log (2) = ni:% (—1)71’

n

Solucién c)

Teniendo en cuenta que
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log (1.5) = g:l <_1>n <1.5 — 1)” = i <_1)”

un valor aproximado con los 10 primeros términos

log (1.5) A i <—1)”

n=1 N 2”

tendra un error de aproximacién menor que el valor absoluto del término 11 de la serie (al ser
una serie alternada)

log (1.5) - 3 (_1)71‘ r-—

— o ‘ 11. 2!

24

x
8 4 z*

Dadala funcic’mf(a:) =

a) Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el punto a = 0, que
denotaremos por T (m) , indicando donde converge la serie a la funcion.
b) Escribir el cddigo Matlab para representar, junto con la grafica de la funcidn, la

aproximacion que da la serie de potencias considerando los ocho primeros términos
no nulos del desarrollo en el dominio donde la serie converja a la funcién.

c) Escribir el codigo Matlab para calcular f<1.5) -T (1.5).

Solucién a)

Utilizando el desarrollo de la serie geométrica,

1 n n . = _ n n
1+Jf:1—x+x2+“f+«4>x +“”—Z;(1)x
se tiene
x x 1 T & n " x n gt
)= gva s A Ve
8
5 |2 <le o <2

Solucién b)

El cédigo Matlab para representar la funcidn y la aproximacion sera

x=-2:0.1:2;
s=0;
for k=0:7;

s=s+ ((-1) "k*x."(3*k+1)) /8" (k+1);
end
plot (x,x./(8+x."3),x,s)
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0.5

Solucién c)

Para calcular el valor pedido el cddigo Matlab podria ser

format long
x=1.5; f=inline('x./(84x.74)");vl=f (x)

k=0:7;ak=((-1) ."k.*x.~(3*k+1))./8." (k+1) ;v2=sum (ak)
vli-v2
25 x (3] o
Dada la serie de potencias = . Se pide:
p f(z) Z:; . p

a) Calcular el dominio de la funcién f (a:) .

b) Encontrar la expresion de f(x) a partir de su derivada.

1
Calcula el valord 2 =1.
c) Calcula el valor ef()yf[?)]

Solucién (A)

Para calcular el dominio, se aplica el criterio del cociente a la serie de los valores absolutos,
n+1

es decir, alaserie nzoc; 3; j_ T Se tiene que
lim i ‘I o : ¥ o = lim i ‘xm <n - 1) = limM = 3‘I‘

o 14l ol e g

[T we) " ()

La serie serd convergente para los valores de x que cumplan

3o <1 ] < -
3
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(=3

n+1
1 .
) el

1 OO
e Para z=—,laseriees Z— = —Z . Se trata de una serie
3 n=1 n+]— 3n:1 n+]—
I s 1 .
alternada convergente por Leibniz ya que la sucesiéona = es mondtona
oon+
decreciente y tiende a cero cuando n tiende a infinito.
1 n+1
S
1 . & 3 1 1 .
e Parar=——,laseriees Z— = —— ) ———.Setratade unaserie
3 p— n+1 3gn+1

divergente por comparacidn con la serie armdnica.

1 1
El dominio de la funcién es, por tanto, —g <z < g

Solucién (B)

00 — " n+l
Derivando f(x) = m% se tiene
f'(:L‘):i(_?))n <n+1>$n _ i(_:;z)n _ —3z N f(x>:llog x+l a4 C
n=1 n+1 p— 1 + 37 integrando 3 3
I
o0 —_ " nl
Dado que f (:c) = ;(?Tx; = %log T —i—é —x 4+ C', sustituyendo en el 0 se tendra

1 1 1 1
0= f(()) :glog[§]+0+0 =C = —glog[g]

Luego

f(a;) zélog[:ﬁ—ké]—az—éleg[é] = élog(l—l—&r)—z

Observacion:

n—1
00 _1 ./I;’!l
Teniendo en cuenta log (1 + a:) = ZL 1<z <1, se podria haber obtenido la
n

n=1

expresioén de la funciéon considerando que

L EAN N E M M)

n=1 n

[
Il
W |
(¢
|
—_
—
|
—
\ﬁ/
|
w
8
Il
| =
5}
o
—
—_
+
w
\i
|
]

n—+1

3
||
[\

zlog(1+3z>731’

siendo su campo de validez
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[SCRE
AN
]
IN

w |

—1<3z<1 <« —

Solucién (C)
f<2> no se puede calcular porque 2 no es un punto del dominio, para calcular en el punto 1/3

basta sustituir en la expresién de la funcién.

3]st

Obtener el desarrollo en serie de potencias en el origen de la funcién

g(a:) = 231: ~1_indicando su campo de convergencia.
T +zr—6
Solucién
1/2 2/3 -1 1 2 1
_1/2 ,2/3 -1 1 2
3 z

g(x)— 1 2
r—2 z+4+3 T 1 T 21_§ 142
3 3

1&gt 29X —1"53” o | _q 1(-1)" .
S S i L E N PR

B 2 n=0 2” 3 n=0

‘.1;‘<2

M<3

APLICACIONES DEL DESARROLLO EN SERIE DE POTENCIAS

27 ! 2
Calcular el valor de la siguiente integral f310g 1 +% dx con un error menor que 10~
0
Solucién
Utilizando el desarrollo en serie de la funcién logaritmo
n+1
fEQ (ES 0 (-1) "
log(l+z)=0——+——...= - —-1<z<1
g( ) 2 3 ; n
se tiene
n+1 n
2 ~ (—1 2 2
z)=3log|l+—|=3 — —-1<—<1
f< ) s ; n 3 ] 3
Por lo tanto,
n+l
o (1)
flz)= 0<z*<3
( ) ; n 37171
es decir,
n+l .
o 71 1,211,
() —3<r<B

2
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iy
R j— 2n —
[SIOgl—i— dz ;n.?{'*l«[z dz
=1
e (71 n+1 e = (71)“1
_; n-3"" 2n 41 _;n~3"*(2n+1)

z=0
Como es una serie alternada, el error al considerar como aproximacion de la integral los
primeros n sumandos es menor que el valor absoluto del primer término no considerado.

Para que el error sea menor que 107?, basta elegir n cumpliendo
1

: <107
(n+1)~3” <2n+3)
es decir, n=2. Por lo tanto,
L 2
[3l0g|1+2-|d ~ LI 0.3
| 3 1-3"-3 2.3-5

28

Utilizando desarrollos en serie de potencias, calcular con Octave/Matlab una
2

. .7 . — -2
aproximacion de laintegral I = fe “dz
0

Nota:

e (Considerar los 10 primeros términos del desarrollo y escribir el desarrollo utilizado.
e Para calcular el factorial de un niimero en Octave/Matlab se puede utilizar la funcién
factorial, por ejemplo:

Solucién

Como

g
9]
4
Il
!
[
&l\’)
8
AN
8

Utilizando los 10 primeros términos se puede encontrar una aproximacién de la integral

z=2
B O N G AP ) RN o il
L D R 2 et e e 1 ey

n
z=0

9 <_1)" 92n+l B (_1)" 92ntl

9
B p— (2n—|—1)-n! — (2n—|—1)-n!

El codigo matlab para calcular la aproximacion de la integral es
n=0:9;
an=(-1) ."n.*2.%(2*n+1) ./ ((2*n+1) .*factorial (n))
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sum (an)

29

Dada la funcién f(a:) = /? . Se pide

[
—c¢
N2
a) Obtener el desarrollo en serie de potencias centrado en el punto a = 0.

b) Considerando una distribucidn normal de media 0 y desviacidn tipica 1, la
probabilidad de que x esté entre a y b se calcula mediante la siguiente integral:

P(a<x<b e " 2y

Escribir el c6digo matlab para obtener el valor de P (O <z< 1) con los primeros
8 términos de la serie obtenida en el apartado a). Utilizar el formato largo

c) Escribir el codigo Matlab para obtener una cota del error cometido en la aproximacion
del apartado anterior.

d) Obtener el valor aproximado que devuelve Matlab para P (O <z < 1) usando el

comando int.

Solucién a)

Utilizando el desarrollo de la serie de la funcién exponencial

2 n 00 n

T T x o Zz

€ —1+x+a+...+n!+...—;—! z€eR
se tiene que

R z z! n g
Solucién a) y d)
Para calcular el valor pedido se tendra
] T I e P U 0
PO 1 SRy = — —_—
0<w< \/7f ) Qﬂuof ; 2"n,| QW;(Qn—i-l)Q"n!

El cédigo Matlab pedido es

format long

n=0:7;

an=(-1) .”"n./ ((2*n+1) .*2.”n.*factorial (n)) ;
valorl=sum(an)/sqrt (2*pi)

sSyms u

valor2=double (int (exp (-u~2/2),u,0,1) /sqgqrt (2*pi))

Resultado dado por Matlab: valor1=0.341344743903117 valor2=0.341344746068543

Solucién c)
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Dado que la serie que permite calcular la probabilidad es una serie alternada convergente
por Leibniz, el error que se comete en la aproximacién con los 8 primeros términos de la

R - (—1)" _ 1
serie 5= @;(%H)Tm! con a4, = (2n +1)2"n! ©

1 1
<o, =—F——"—
S Jor 172881
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