Tema2 Grado en Ingenieria Mecanica

PoLINOMIOS DE TAYLOR

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia
sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e Funciones elementales: grafica, dominio, imagen, simetria y traslaciones.

e Definicion de derivada. Tabla de derivadas.

PoLINOMIOS DE TAYLOR. DEFINICION Y CALCULO

- Definicion

Definicién (Polinomio de Taylor).- Supongamos que f(:x) es una funcién derivable n

veces en el punto z = a . Se define el polinomio de Taylor de grado n correspondiente
alafuncién f enelpunto z = a como
L f(k (a) k
T [f(:v);a} = Z—k! (m—a) =

f'\a fa f" (a "
= (a)—i—%(m—a)—i—#(x—af +...+#(m—a>
En el caso en que a = 0 el polinomio se llama de MacLaurin.

Veamos algunas propiedades que nos permitiran obtener polinomios de Taylor a partir de otros
conocidos

Sean f y g funciones que admiten polinomio de Taylor hasta el grado N en el punto a
entonces se cumplen las propiedades siguientes:
e Linealidad: T, (ozf + ﬁg;a) =aTl| <f;a) + BT, (g;a)

e Derivacion, integracién: [T, (f;a)|'=T,,(f"a)

Otras operaciones: Se puede obtener el polinomio de productos y cocientes de funciones a
partir de los correspondientes a cada una de las funciones involucradas.
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n Resto enésmo

Definicién (Resto n-ésimo de Taylor).- Sea f una funcién para la que existe 7' [f (:c) ; a} .
Se define el resto n-ésimo de Taylor correspondiente a la funcién f enelpunto z =a,
y lo escribiremos R [f(m);a} como

R [f(:c);a} = f(a:) =T [f(a:);a]

La expresion

f(a:)z T [f(x);a]%—R" [f(a:);a}
se llama férmula de Taylor de f(x) degrado N enelpunto z =a.
En las proximidades del punto = = a se verifica no sdlo que el resto enésimo es pequefo

. . . Ve . . ~ e n
(infinitésimo) sino que se hace pequefo en comparacién con (x - a) . Esto se expresa en el

siguiente teorema.

TEOREMA DETAYLOR: Si f es derivable N vecesenelpunto z =a y R, [f(x);a] essu

correspondiente resto de Taylor entonces

r—a (l’ . (1,>"
Resto de Lagrange
F e
Rn [f(l'),(l] = (nTl()?<$ — a) +1

siendo ¢ un punto intermedioentre a y z .

Resto de Cauchy. Sea f es una funcidn derivable n 4+ 1 veces en un intervalo abierto |,
que contenga al punto X=a. Si R [f(x);a} es el resto enésimo de Taylor

correspondiente a la funcién f en el punto X =4a entonces:
o+l (C) .
R [f(a:);a] = —(m—c) (a:—a)

!
n:
siendo ¢ un punto intermedioentre a y z .
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Resto Integral
z f(n+1 ¢
sl J I

definido sila derivada n +1 de f esintegrable en el intervalo I.

(2 —t)" dt

n!

APLICACION DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR. CALCULO DE LiIMITES INDETERMINADOS

Infinitésimos. Definicion

En el cdlculo de limites de funciones surgen las mismas indeterminaciones que en el caso de
sucesiones y se aplican las mismas técnicas para su resolucidon. Una de esas técnicas consiste en
la comparacion de los érdenes de infinitud o los érdenes de magnitud de los infinitésimos que
producen estas indeterminaciones.

Definicién (Infinitésimo).- Una funcidn <p<x> es un infinitésimo para z = a si tiende a cero

cuando X se aproxima al punto a, es decir, lim go(x) =0

r—a

PROPOSICION.-

- La suma, diferencia y producto de infinitésimos para z = a es un infinitésimo para
r=a

- El producto de un infinitésimo para z = @ por una funcién acotada en un entorno
del punto a es un infinitésimo para x = a.

Orden de un infinitésimo

Definicién (Infinitésimos del mismo orden, orden superior y orden inferior).- Se dice que
C <p<x> y u(m) son dos infinitésimos del mismo orden para z =a si

11133% =X con A=0, A = 00.Eneste caso se escribe @(m) = O(,u (fz:))
. ¢(g;) y ,u(:z:) son equivalentes para X =a si kiiral S:Ei; =1
= gp(x) es de orden superior a u(a:) para X=a si lim@ =0.

(o

En este caso se escribe ¢ (a:) =0 (u(a:))
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Definicion (Infinitésimos de orden p).- Decimos que un infinitésimo es de orden p para

T =a si cp(x>=0[(:v—a)p] es decir, si lriglle)p:)\ con A =0, A =00

r—a

PROPOSICION.- El orden de uninfinitésimo para ¢ = a no varia al sumarle o restarle otro
de orden superiorpara z = a .

Consideremos ahora ¢ (:5) un infinitésimo de orden p para X =a, esto significa que

lim M

=X con A=0, A =00
:Eﬂa(m_a/)P

En este caso se tiene que:

-1

ola) =Mz =a) =of(a=af | & o(s) = Al ~a] +o

Parte principal de un infinitésimo

Definicién (Parte principal de un infinitésimo).- Si gp(:ﬂ) un infinitésimo de orden p para

_ela)

p:)\ con A= 0, A = o0

T = a ysecumple ljliral

r—a

La expresion A <m = a)p se llama parte principal de dicho infinitésimo.

Ndtese que ¢ <x> es un infinitésimo equivalente a su parte principal.

PRINCIPIO DE SUSTITUCION.- Si en la expresién de un limite se sustituye un infinitésimo
que sea factor o divisor por su parte principal o por otro equivalente, el valor del limite
no se ve alterado.

IMPORTANTE: Cuando los infinitésimos aparezcan como sumandos la sustitucién de un
infinitésimo por otro equivalente puede conducir en general a errores.
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Tabla de equivalencias

Si  — 0 entonces senz ~

Si x — 0 entonces 1 —cosz ~

m|&w

Si z — 0 entonces tgz ~ =

Si x — 0 entonces log (1 + x) ~ x . Esta equivalencia se puede expresar de la

siguiente manera: si ¥ — 1 entonces log (m) ~r—1

Si x — 0 entonces log (1 + xk) ~ (k > 0)

Si x — 0 entonces " —1 =~ zloga

Si z — 0 entonces arcsenx ~ ¢

Si x — 0 entonces arctgzr ~ x

Si £ — 0 entonces (1 + x)a ~1+azx

Si x — 0 entonces P, (a:) ~ término de menor grado

Calculo de la parte principal utilizando polinomios de Taylor

Sea y = f(x) una funcién que es un infinitésimo para z = a con todas sus derivadas

nulas hasta el orden k£ —1 en el punto a y cumpliendo f“ (a) =0.

Utilizando la férmula de Taylor se tendra:

f(x) —w(x—a)k +0[(x—a>k]

k!
De esta expresion se deduce que el orden del infinitésimo y = f(x) paraz=aesky

su parte principal es

ﬂk—(‘CL)(w—a)k.
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n Infinitos

Definicién (Infinitos).- Una funcién w(:p) es un infinito para = = @ si tiende a infinito

cuando X se aproxima al punto a, es decir, si lim w (:r) =00

r—a

OBSERVACION.- Todo lo visto anteriormente para infinitésimos puede aplicarse a infinitos
teniendo en cuenta que si w (m) es un infinito para X =a entonces

® (x) = ﬁ es un infinitésimo para X=4a

En particular, la sustitucién de infinitos en la expresién de un limite se rige por las mismas reglas
que las de los infinitésimos.

Definicién (Infinitos de orden inferior, superior).- Sean a)(X) y Z'(X) dos infinitos para

x = a se dice que:

()
C a)(X) es un infinito de orden inferior a 7-(:1:) para X=a si lim =0

)

—
es un infinito de orden superior a 7 (:1:) para X=a si lim =00
s

)

un infinito del mismo orden que 7 (m) para X=a si

= o(x)
* o(X)

w

(S
2l
i

En el caso particular de que A =1 entonces se dice que son equivalentes.

=X con A=0, A =00

Definicién (Infinito de orden p).- Decimos que un infinito w (m) para z = a es de orden

_wlz)
el

A continuacién, se dan en la tabla los denominados érdenes fundamentales de infinitud para x
tendiendo a infinito. Segun se avance de izquierda a derecha en las columnas los érdenes de
infinitud van decreciendo.

psi lim

r—a

=X con A=0, X\ =00
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Potencial - Exponencial Potencial Logaritmo
Exponencial
Xax bz: XC »
bt <logq :B)

APLICACION DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR. ESTUDIO LOCAL DE UNA FUNCION

Extremo relativo y absoluto

Definicién (Extremo relativo).-Sea y = f (m) una funcioén real definida sobre un dominio

D . Decimos que f tiene

° un minimo relativo en un punto a € D si existe un intervalo (a—r,a—i—r)
contenido en D de forma que f<x> > f(a) para x € (a —r,a+ r) , TEa.
° un maximo relativo en un punto a € D si existe un intervalo (a—r,a—i—r)

contenido en D de forma que f(x) < f(a) para x € (a —r,a+ r) , TEa.

Si un punto es minimo o maximo relativo se dice que es un extremo relativo o local.

Definicion (Extremo absoluto).- Sea y = f(:c) una funcién real definida sobre un
dominio D. Decimos que f alcanza

° su valor minimo absoluto en un punto a € D si f(:z:) > f(a) para XeD, z =a.
° su valor maximo absoluto en un punto a € D si f(m) < f(a) parazeD,z=a.

Si un punto es minimo o maximo absoluto se dice que es un extremo absoluto o global.
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PROPOSICION.- Consideremos una funcién y = f (x) con derivadas hasta el orden n+1
en el punto a, entonces se podra escribir
" (n
f(x)_f(a):f'(a)<m_a>+f2_@(x_a)2 +...+fn_@(x_a)” +of(z=af
Supongamos que f'(a) = W (a) = =t (a) = 0, entonces
° Si n espary f" (a) > 0 entonces en el punto a la funcidén tiene un minimo local.
° Si n espary f" (a) < 0 entonces en el punto a la funcidn tiene un maximo

local.
° Si m es impar en el punto a hay un punto de inflexién.

APLICACION DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR. DERIVACION NUMERICA

En este apartado se considera el caso en que solo se conoce el valor de una funcién en n puntos,
T,7,...,7 ,equiespaciados. En este caso, se puede calcular una aproximacion de la derivada

FEEZERD

en r=a, f'(a), siendo @ cualquiera de estos n puntos, utilizando diferencia progresiva,

diferencia regresiva o diferencia centrada.

Diferencia progresiva f' (a) ~

Para acotar el error que se comete en esta aproximacién hay que tener en cuenta la férmula de
Taylor de grado 1,

fla+h)=f(a)+f'(a)h+R,

Luego

R, f(t)

Una cota del error podria obtenerse considerando que 7 = Th conte [a,a + h]

Si M es una cota de |f" (t)| en [a, a+ h] entonces una cota del error sera:

<My
- 2!

1

‘Ermr‘ =
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n Diferencia central f' (a> ~ / (a + h)z_hf (a ~ h)

Para acotar el error que se comete en esta aproximacion hay que tener en cuenta la férmula de
Taylor de grado 2, y las expresiones

fla+th)=f(a)+ f'l(!a)m f;(!a> B2 +0(h3)

f(a—h)—f(a)—f'l(f)h+f;(!a)iﬂ +0(h3)

Restando
flath)—fla—n)= f'(a)2h+o(h3)

es decir,

Luego, el error de truncamiento

o[}

f(a+h>—f(a—h)%

‘Error‘ = ‘f'(a) —

Observacién: Es interesante ver que la diferencia centrada aproxima mejor el valor de la derivada
que las diferencias progresivas y regresivas, ya que en el primer caso el error es un infinitésimo
de orden 2 mientras que en los restantes casos es de orden 1.

Ejercicios propuestos

E N {f” (0)=0 ]
Hallar la derivada enésima de = ) ( )

a) f(x)-senx en x=0 A H(
b) f(x) = CoSZ enx=0 También
) f(z)=¢" enx=o 1 (w) = sen|z + "5] 7 (0)= Sen[”g]
d) f (:1:) (1 + :c) en x=0 b)
e) flz) = 21 £ () = _1)Cff(z) n=012..
T —14 [l (a: = (71) sen |
L P ) N [ff“’ YRR ]
f(zn+1 (0 =0
g) f (:1:) = log ((3 - x) (2 - x)) en También
|x| <2. i

" (x —cos[a:+—] (0 —cos[ ]
h) f(x) = acos (ax) ( ) 2 ( )
Solucién: o 1 (;1: = fo (0) =1

)
! "(z) = (-1) sen(<) } n=012.. d) £ ()
o= 1 el
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! Calcular, mediante la diferencial, una

aproximacion de cos(155°) y dar una cota del
error cometido.

Solucién:
cos (1550) = cos 3l ~ _ﬁ _T_ —0,9097
36 2 7
2

|Error| < l T

2136

3

- Dadala funcién y = 175

1. Calcula el polinomio de Taylor de grado 3
de la funcién alrededor del punto a= o.
2. Calcula, mediante el polinomio anterior,

un valor aproximado de +/0,5.

3. Halla una cota del error cometido en
dicha aproximacion.

4. Comprueba con Matlab cdmo mejora la
aproximacién cuanto mayor sea el grado
del polinomio de Taylor utilizado. Escribe
una tabla con las aproximaciones que dan
los polinomios de Taylor de grados 3, 5,
20.

5. Escribe la férmula de Taylor de orden n y
acota el resto enésimo. Utiliza esta
acotacién para afiadir a la tabla anterior
las cotas del error correspondientes a los
polinomios de grados 5y 20.

6. Representa en una figura la grafica de la
funcion y la grafica de los polinomios de

grados 3,5y 20 en el intervalo [0.5,1.5]
T 1, 1,

Solucién: 1) T, = 1—133—53; —@x

2) o5 =

15-27%  15.2! 5
3) |E7’r0r| < < =—
256-41  256-4! 128

x 1 L (2k—3)
R ) ey
5) 2 4 ; 22kk!

—(2n+1)/2
2n -1 c
- 2n+2 | Y ce (0,.1')
2" (n 4+ 1)! 2
...
Se considera f(z]=1lo . Se
rle)=eel 552

pide:

1. Calcula el dominio de la funcién f(x) .

2. Escribe la férmula de Taylor de orden n
de f(:c) en a = 4 con el resto de
Lagrange.

3. (Calcula una cota del error cometido

. 6'1
cuando se aproxima log 2 por el

polinomio de Taylor grado 3.
4. ;Cudl es el grado del polinomio de Taylor

de f(a:) en a = 4 que habria que
. . 6'1
considerar para aproximar log 2 con

un error menor que 107'? ;y para que el
—6
error sea menor que 1072

5. Comprueba con Matlab los resultados de
los apartados anteriores y representa la
curvay los polinomios obtenidos en el

intervalo [3.9,4.3]
Solucién: 1) dom f = (—oo,—Q)U(l, oo) 2)

SIET

n

T :%l(x74)+...+

n
-1)
R, :( ) ! el ! ntl (I_4> N
n+1 (c—|—2) (c—l)
1 1 1
3) |R3|<4-104 6 3t

4) Polinomio de grado o. 5) Polinomio de
grado 3.

.
Determinar el ordeny la parte

principal de los infinitésimos siguientes
cuando x>0



(@) f(z) =sen*2x +cosz —1

32°
senz + 162°

(b) f(z)=

Solucién: (a) Infinitésimo de orden 2, la parte
2
principal es % (b) Infinitésimo de orden 1,

la parte principal es NEY" paraz — 07 y
—\/ﬁx paraz — 0 .

1. Obtener los extremos relativos de la
funcién f(z) =z' e

2. Hallar los extremos absolutos de la
funcién f(z) = 2 -(5 - 235) enel
intervalo [-1, 2].

3. Calcular los maximos y minimos de la
funcién: f(;z:) ="' +42° 4 62° + 4z

4. Demostrar que la funcidn:

2 3

f(:r):e”’ 71:7%7% tiene un

minimoen z = 0.
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Solucién:
1. Como

£1(0)=f"(0)=f"(0) =0, f*(0) =24 >0
la funcién tiene un minimo relativo en x =
0, cuyo valor es f(O) = 0.Ademas tiene

dos maximos relativos, que valen lo

mismo, f(—\/g) = f(\/g) 2;12.

2. Los puntos criticos de la funcién f(x) en

el intervalo [-1, 2] son: x =0 (fno es
derivable en dicho punto); x = 1 (porque

f'(l) =0); x=-1yx =2 (extremos del
intervalo).
3. Maximo absoluto de f(:z:) en[-1, 2] es

f(—l) = 7 . Minimo absoluto de f(x) en
[1,2] es f(()) =0
Maximo relativo de f(ac) en[-1,2] es
f (l) =3, z = —1 es un minimo relativo
y absoluto, f(—l) =-1

4. Se cumple f'(O) = f"(O) = f"'(O) =0y
fr(o)=1>0

Test de autoevaluacion

1

El polinomio 2 — 22°, en potencias
de X—1 se escribe:

A (z-1° (-1 +(z-1)—1.
B) (z—1°+(z—17+(z—-1)-1.
Q @-1)+@-17—(z-1)—1.
D) Ninguna de las anteriores.

2

Si aproximamos en un entorno del

punto x=2 por Taylor una funcién mediante un

polinomio de tercer grado, el error que se

comete:

A) Esnulo enx=2.

B) Es menor que si el polinomio fuera de 4°
grado.

C) Esindependiente de la distancia entre el
punto en el que se desea la aproximacion
y punto x=2.

D) Depende exclusivamente de valor que
toma la derivada cuarta en x=2.

3 T aulrctgE
El valorde lim 2
2=0 (sen 2z)” cos(sen )

es:

A) 1/2
B) 1/4
Q) 1

D)  Ninguna de las anteriores.

: La derivada enésima de
1
f(w)zm enx =0 es

0= S+
B) £ (0) = (-1) m+Drfr-2)
Q f(0)=(-1) (1 _ 2—<nﬂ>)

D) Ninguna de las anteriores.

11



12

T2 B PoLINOMIOS DE TAYLOR

5

Sea f (;1:) un infinitésimo de orden 2

paraz =a,y g(a:) un infinitésimo de orden 3
para * = a entonces
A) f(a:) + g(:z:) podria no ser un infinitésimo
para z =a
B) f(a:) + g(:z:) es un infinitésimo para
z =a deorden3
Q) f(a:) + g(:z:) es un infinitésimo para

r = a deorden2
D) Ninguna de las anteriores.

6

Justificar si son ciertas o falsas las
siguientes afirmaciones:
A) El polinomio de MacLaurin de grado 2n

delafuncién f(z) = e” es:

I2n

4
1+22+ 5 4.+
21 n!

1
B) Sea lafuncién f(z) = —, entonces el
X

polinomio de Taylor de grado 4
correspondiente a fenel punto a =1 es:
A—10z + Bz’ —52° +2',donde Ay B
son ndmeros naturales.

C) Elpolinomio de Taylor de grado 4 de la
funcién f(z) =logx enelpunto a =1
es

2 3 4
D) Si f(z) tiene un extremo relativo en a y

P s | s Vi )

es dos veces derivable en a entonces

F'(a)=0

7

Dados los infinitésimos para z — 0
f(a:) = sen’ (33:) g (m) =1-é"

h (m) = log (3 - 333) k (a:) = arctg (ze)
podemos afirmar que:

A) Todos son equivalentes.

B) Sdlo son equivalentes gy h.

C) Sdlo son equivalentes fy h.

D) No se cumple ninguna de las afirmaciones
anteriores

8

La funcién f(a:) = 1" cos (;1;) tiene en
el origen:

A) Un punto de inflexidn.

B) Un maximo.

() Un minimo.

D) No se cumple ninguna de las afirmaciones

anteriores.
Soluciones del Test:
1 2 6 7 8
1,2,3
A D D = D
¢ Ciertas ¢

Ejercicios resueltos

POLINOMIOS DE TAYLOR

a) Considerar el polinomio de grado 3, p (x) = 22" + 32> — 72 + 1. Comprobar que el

polinomio queda perfectamente determinado si se conocen el valor de las funcién y de las

tres primeras derivadas en el punto o.

b) Expresa en potencias de <z - 2) el polinomio p (x) =x' —52" +52° +x+2

c) Expresaen potencias de (m + 1) el polinomio p (x) =2’ 422" — 2"+ +1.



Solucién apartado a)
p(x) =2x3+3x2 —7x+1
p'(x)=6x%+6x—7
pflx) =12x+6

p'tx)=12
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Se considera ahora un punto cualquiera, por ejemplo, a=-1 y se realizan las divisiones

sucesivaspor r —a =1 — (—1) =xz+1

2 1 -8
-1 -2 1
2 -1 -7
2 -1
-1 -2
2 -3

263+ 3x2 —7x+1 = (2x%+x—-8) (x+ 1) +9

200+ 3x 2 —Tx+1=((2x—1) (x+1) =7) (x+ 1)+ 9

2t 43l —Tx+1=((2(x+1) -3 (x+ 1) -7) (x+1)+2 =

—2(x+1)° —3(x+1)° —7(x+1)+9

Puede comprobarse también que

plx) =2x3 +3x2 —7x+1 p{__ljl :|E|

p'(x) =6x%+6x—7
p'(x) =12x+6
Pfl'f{x]l — 12

Solucién apartado b)

Consultar el siguiente enlace

https://www.giematic.unican.es/funciones/ejercicios/ejpolTaylor1i.htm

13
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Solucién apartado c)

Consultar el siguiente enlace

https://www.giematic.unican.es/funciones/ejercicios/ejpolTaylor2.htm

2
Se considera la funcién f (x) = 3/; determinar el polinomio de Taylor de grado 2 en
a=8.
Solucién

1 o , 1
f'e) 3" / / <8):12

2 i ; 1
f”(x)__§x / / <8):_144

El polinomio de Taylor de grado 2 es

1 (o) = 18)+7(8)(o—8) + Lo o] -
:2+%( —8)—%(3;_8)2

Un dipolo eléctrico consiste en dos cargas eléctricas de igual magnitud y signos
opuestos. Si las cargas son q y —q y hay una distancia d entre ellas, entonces el campo
eléctrico E en el punto P en la figura es

E— % _ LQ
D (D + d)
q -
ji\
: D — d—|

Al desarrollar esta expresion para E por el polinomio de Taylor de grado 1 en d/D, demuestre

. : 1 Lo .
que E es aproximadamente proporcionala £ = o cuando P estd alejado del dipolo.

Nota: Ejercicio del libro Trascendentes tempranas de Stewart.

Solucién


https://www.giematic.unican.es/funciones/ejercicios/ejpolTaylor2.htm
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Considerando el polinomio de Taylor de grado 1 en el punto O de la funcién f (x) = (1 + :::)72

fla)=(1+2)" f(o)=1
f'(x)z—?(l—i—x)is f'(O):—2

f(:z:):<1+x)72 ~1—2z cuando z — 0

Cuando P estd alejado del dipolo, d/D toma valores préximos a o,

-2
1—|—i] ~1-2
D

4
D

Sustituyendo ese valor en la expresién (1)

-2
P-4 ___ ¢ _ 49 _ 4|, 92 ¢ _q|;_o,d|_2¢
D2 2[ d]2 D2 DZ D D3 D2 D D3
D7 |1+ —
1

4

Si una onda de agua de longitud L se desplaza con una velocidad v a través de un
cuerpo de agua de profundidad d como en la figura, entonces

L 2 z - 2 _ 1
v = g—tanhid donde tanh(x) = e“ : . 62/‘
2 L e’ +e " e’ +1

L
a) Sielagua es profunda, demuestre que v = Eond

2T

b) Sielagua es poco profunda, utilice un polinomio de Taylor para tanh para demostrar que

v a2 4Jgd. Asi, en agua poco profunda, la velocidad de una onda tiende a ser
independiente de la longitud de onda.

Nota: Ejercicio del libro Trascendentes tempranas de Stewart.

Solucién apartado a) Si d es profunda tanh? ~1

Por lo tanto

15
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Solucién apartado b) Considerando
f(x) = tanh (x) f(O) =0
2621(62z+1)_2€21(€21_1) L

e (o)1

el polinomio de Taylor de grado 1 de la funcién tangente hiperbdlica es
f(x) = tanh(x) ~ f(O) —|—f’(0>x =2z cuando z — 0
Por lo tanto, cuando es poco profunda

vgzﬁtanh¥%%?:gdivz\/gj

5

Dada la funcién f(m) = +/1+ 3z utilizar el polinomio de grado 3 para dar un valor

aproximado de f (0.3) estimando el error cometido.

Solucién

f(x):\h—i-?)x:(l—l—?)x)l/? — f(0)=1

Pl =50 - 1=
! -1 - " _32
f'(x):5[7 (1+32) 2 (3 - o) -2
. 1(-1)(-3 3 N —1)-(-3)-3°
R
; ; . 3 9 5 27 g4 . .y
El polinomio de Taylor de grado 3: T, <x>:1+5x—gz +EI . La aproximacion

seria

3 9 27
F(03)=V19~T, (0.3):1+5-0.3—§-0.32 +1 08 =

Para encontrar una cota del error cometido en esta aproximacién, calculamos el resto de
Taylor de orden 3. Como

se tiene que
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(v 1.3.5.31
R, (0.3) = 4 450) 2t = 12434? ’ (1+3c)zZ (0.3) con ¢ € (0,0.3)

Teniendo en cuenta que

0<c<0.3é1<1+30<1.3é(1.3>77/2 <<1—|—3c)77/2 <1

el error de aproximar f(0.3) =+/1.9 por 1, (0.3) se puede acotar por el siguiente valor:

< 257 1?(’; c€(0,0.3)

‘ 5-3°

|, (0.3) =

7
2

2710 (1 + 3c)

1

Vvi+z

a) Calcula una estimacion del error de la aproximacion de f(x) =

Se considera la funcion f (x) =

1
por su polinomio
NV1+z

. 1
de Taylor de grado 2 en el punto ¢ = 0 cuando x pertenece alintervalo 0 < z < 5

b) Calcula para esta funcidn la diferencial en ¢ = 0 e Az = 0.5. Haz un bosquejo de esta
funcién y representa el valor obtenido.

. 2
c) ¢Puedes dar una cota del error que se comete al aproximar 3 por 12

Solucién apartado a)

Consideramos la funcion f(z) = \/11_3: derivando
)=+a) " ~i{o)=1
£(z)==(1+a) " - ()=
Pl =S~ =S

El polinomio de Taylor de grado 2 es:

3 .
T, (f(x),O) =1——x —i-gxz
Utilizando el resto de Lagrange el error es
1-3-5<1+C)*7/Q$3

17
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. . . 1 C
donde c es un punto intermedio entreoy z.Si 0< X< 2 una estimacion del error es

5 (1) 5
., -

0<e<z<~
2

e

1_§1+(:§1+1'" ’
(1+a:)ﬂ/2 §(1+c>7‘ ” <1

Solucién apartado b)

La diferencial es:

P(a, f(a)

Para que se vea mejor la grafica se ha considerado un incremento de valor Az = 3.

Solucién apartado c)

Se esta pidiendo calcular una cota del error de sustituir f [%] = ! = \/g por f (0) =1.

J1+ 1
2
Es decir acotar Ay que sabemos que para incrementos pequefios se puede aproximar por la

diferencial, luego, Ay = -0.25.

Otra forma es utilizar el resto de Lagrange

Ay:f[%]—f(O): T con0<c<%

es decir,
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1
con 0<c<—
2

7

Considerando la funcidén f (m) = /4 — x , calcular aproximadamente /3.5

utilizando un polinomio de Taylor de grado 3 en un punto adecuado. Dar una cota del error
cometido en la aproximacion.

Solucién

Se considera la funcién f (:c) =4 — 1z, el punto a = 0 para obtener el polinomio de Taylor

de grado 3
"0 "o (o
1(#) = 4_x%@(m>_f<0)+f1(!)“f2(!)x2+f3(')xg
Como
fle)=N4-q -  f(0)=2
1 —1/2 1 f'O
T T OB S C I
(el = L4 o] o RO
f(z)=—=(4—2) — (o) 5 TR
m 3 -5/2 i) 3 f'"(O) 1
I
se tiene
f(m): 4—1 =~ 3<$):2—%$—§x2—2i9 3
Por lo tanto

7(05)=v1-05 =35~ T (a) =2 -~ L L _ 1003

29 2% 212 4096

f (e
El error de la aproximacion viene dado por R, (0.5>: 4(‘ )0.54 siendo ¢ un punto
intermedio entre 0 y 0.5. En este caso,
) 15 . 15
R,(05)= 205" = 0.5 = |R, (0.5)| < T

4! 24t (4—c)"

19
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Donde se ha utilizado que

iv __E N2 . . _ —15
/ <$)_ 16 <4 x) f (C) o (4_0)7/2

7/2

—7/2
0<c<05 = 1<4-05<d4—c<4 = 1<(4—c) = (4—0) <1

8

Dada la funcién f(a:) =1 -z, se pide:

. 1 . . . :
a) Calcular el valor aproximado de —, utilizando la diferencial primera en el punto o.

2

b) Hallar una cota del error cometido en la aproximacién anterior.

c) Escribir el cédigo Matlab que permita obtener la aproximacién de —= con el polinomio

N

de Taylor de grado 20 en el punto o.

Solucién apartado a)

Como f(x) = cuando x=1/2, la aproximacién pedida es:

1
V2
1 1 1
&m0
se concluye que

Solucién apartado b)

Utilizando la férmula del resto de Lagrange, el error de la aproximacion es:

n 1 73/2
Sl p —0=¢ 1 1
R, = <') —_o| =4 = 32 con c€|0,—
2 2 8 32(1—0) 2
. . 1
Teniendo en cuentaquesi 0 < ¢ < 3 se cumple que:
1 1 1
——<—c<0, =<1l-cx1 1< <2,
2 2 1-c

la acotacion del error es



9
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‘%‘:&_—1<i23/2:£<g con CE[O,%]

(1_C>3/2 32 16 16

Dada la funcién f(m) =+/4 — 2z, se pide Calcular el valor aproximado de V4'2

utilizando la diferencial y el polinomio de Taylor de grado 3. Acotar en ambos casos el error
cometido.

Solucién

Para calcular V4'2 se considera a=0 y x=-0.1ya que se debe cumplir

\/472\/4—255

Utilizando la diferencial

£(=0.0) = (0) m dy = £1(0)-(~0.1) = £(=0.0) = £(0) = ' (0)- 0.1 =2+ =2 =205
El error de la aproximacién es
£ <C)

R <x) = ——7'27 siendo c un punto intermedio entre 0y x
' 2!

En este caso

0.1° 0.1°
R (—0.1)‘ = — < (-0.1<c<0)
2.9
2!(4—2)
Utilizando el polinomio de Taylor de grado 3
fll 0 fHI 0 [
T3<x):f(0)+f'<0)-a:+ 2< )'IQ + 3<| )z“
1 gL
z 2 2 27 3 z o8 2
T, (z)=2-=+ + =2
2 2 3! 2 16 64
1 01 071
T,(-0.1) = g 01 0L DLy 0494
2 16 64
El error de la aproximacién es
£ (c)
R, (:z:) = T:z:4 siendo c un punto intermedio entre 0 y x
En este caso
15-0.1" 5-0.1"
R, (—0.1)‘ = < (-0.1<c<0)

N alffa—2)” 2"

21
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POLINOMIO DE TAYLOR DE GRADO N.

10

Calcular la derivada enésima de la funcién f (m) =4 -2z

Solucién

1

Para calcular la derivada enésima de la funcién f(a:) =4 -2z = <4—2w)5 se deriva

sucesivamente la funcion

2n—1 2n—1

£ (2) = —3-5-...-(271—3)(4—21:)77 = —(2n—3)!! (4—2x) 2

1

Dada la funcién f (a:) = +/1+ 3z, escribir su polinomio de Taylor de orden n centrado

en el punto o.

Solucién

f<$>=\/1-|—3ac

o) =50 (0 - 10)-3
)=l o) - 1o)==
R o e YA R e
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(n
T (m) - f(O) + f'1<!0) T+ f;('()) o+ f';(!()) 2?4+t d n('O) z"
T

12

a) Dada la funcién f(m) = log|1 —g], se pide calcular, utilizando un polinomio de
Taylor, un valor aproximado de log(0.5) con un error menor que 1072,

b) Escribir las 6rdenes Matlab necesarias para calcular el valor aproximado de log (0.5) por

el polinomio obtenido en el apartado a.

Solucién apartado a)

Como se pide obtener un valor aproximado para log(0.5) se tendra que log [1 — g] = log

2

para x =1.Tomamos a = 0.

En este ejercicio se trata de escribir el resto del polinomio de Taylor de grado n de la funcién
f enelpunto a = 0 cuando el valor de z = 1y, una vez acotado, analizar para qué valor de

n se podria asegurar que el resto es menor que 1072, La expresién del resto de orden n en
general es:

R () J(f(H()') o™ ce(us)
R, (m)zj([;%ll(;) 06(0,1)

Calculamos entonces la derivada de orden n +1 de f.

23
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o) = () (2)(e -2
)= () (i)
El resto del polinomio de Taylor de grado n para a = 0 y = = 1tiene por expresion:

oy (c_z)<"“>: (1) .
- (n+1)! (n+1)(c—2)"" )

Acotando el resto:

R (1 :‘ ! ‘< ! ce (0,1
<)‘ ‘(n—i—l)(a—Q)nH n+1 ( 7 )

_2 . .
Para asegurar que el resto sea menor que 10, basta elegir n cumpliendo

1 1

<
n+1 100

es decir, n = 100.

Para calcular el valor aproximado de 0.5 calculamos la aproximacion por el polinomio de
Taylor de grado 100

f£'10 (o 7000 (g
Two(x)_f@)—!— 1<!)a:+ 2(!)3524_“._’_ 100<!)x100
(0 -
Siendo f(()):O' ! (O):_<n 1)!: L y z =1.Esdecir,
n! n! 2" n-2"
11 1 1
Tmo(l)— 2 3.9 3.9 002"

Solucién apartado b)
Nn=1:100; v=-1./(n-*2_.7~n) ;sum(Vv)

Pararepresentar la funcién f (:u) junto con su polinomio utilizando el comando plot se puede

utilizar las siguientes instrucciones:

%Grafica de la funcidn
x=0:0.1:0.5; plot(x,log(1-x/2))
%Grafica del polinomio

pol=0;
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for k=1:100
pol=pol-1/(k*2"k)*x."k;

end

pause()

hold on

plot(x,pol)

hold off

13

Calcular mediante el polinomio de Taylor con un error menor que una décima el valor
de T Representar de forma aproximada la gréfica de la funcién y del polinomio de Taylor
3/ 2
e

obtenido.

Solucién

1 - oo Co s
Observamos que T = ¢ ** . Una posibilidad para hacer el ejercicio es tomar como funcién
3/ 2
(&

f(x) =e". El punto donde desarrollaremos serd a=0 y el punto donde aproximaremos la

., U , 2
funcién por el polinomio de Taylor serd x = 3

Como
f(z)=¢" ¥neN = f"(0)=1 V¥neN

es sencillo ver que la férmula de Taylor es

f(:r):1+m+;—2!+...+fl—n!+Rn(f,x)

donde R (f,x) = (213

siendo c un punto intermedio entreoy x .

. 2 . o 2 _ . :
Haciendo z = 3 se tiene que el error al sustituir f[— g] = ¢ 23 por el polinomio de Taylor

de grado n en el punto —2/3 es

n+1
i
2 3 . 2
R, [f,—g] = W siendo —g <c<0
Como
et [_ 2]n+1 N [2 n+1
P [f _2] _ 3 3 _ 2n+1
U3 ()t 2s, (1)t 3 (n))
sHcer =1

Hay que encontrar el valor de n que hace

25
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L<i@10-2”“<3"’“(”+1)! 0
) 10

ya que asf se tendra:

Dando valores a n en la desigualdad (1)

n=1=10-2°<3*-2!  NO
n=2=10-2><3*.31 SI

Luego el polinomio buscado es el segundo

2
_2]
- 3
L2 g 220
) 3 2! 3.9 9

14

Considera la funcién y = log (Qx — 1)

a) Escribe la expresion del polinomio de Taylor de grado n en el punto @ = 1 y el resto de
Taylor.

b) Dibujala gréfica correspondiente a los polinomios de Taylor de grado 3y 4 de esta funcién
en un intervalo que contenga al punto a = 1 sin utilizar la herramienta taylortool
para hacer la representacion.

c) Calcula el error relativo cometido al aproximar la funcién logaritmo por los polinomios

. 3
anteriores en el punto z = 5

valor obtenido — valor real

Nota: el error relativo es © =
valor real

d) Si considerdaramos el puntoz = 1.1, ;se obtendria mejor o peor aproximacién? ;Qué
resultado tedrico justificaria la respuesta dada a la pregunta anterior? Enuncia dicho
resultado.

Solucidn apartado a)

f(z) =log(2x —1) — f(1)=0




CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

o) = (-2 ()= ()2

T P 1 Py

El polinomio de Taylor de grado n en a=1es

17@):f@y+£19@—lykgggﬁ—lf+Z%$&x—wy+m+zighx—wn

)=l ) B o Do o CLIT
YT TR Y e B

El resto de Taylor de orden n es:

f(n+1 (C)

R, (@‘)Zm(

n+l . .
T — 1) siendo c un punto intermedio entre a=1y x

(1) nt (2= 1) 1" g T

(n+1); (n+1) (20_1)"“( )

z—1

R le)=

siendo c un punto intermedio entre a=1y x.

Solucién apartado b)

t3=inline("2*(x-1)-2*(x-1) ."2+8/3*(x-1) ."3")
ta=inline("2*(x-1)-2*(x-1) .~2+8/3*(x-1) .~3-4*(x-1) .~4")
x=0.6:0.1:1.5;

plot(x,t3(x),x,t4(x))

hold on

%Dibujamos la funciodn

plot(x,log(2*x-1),"r")

hold off

Solucién apartado c)

(t3(3/2)-10g(2))/10g(2)
(t4(3/2)-10g(2))/10g(2)

Solucién apartado d)

Se obtiene mejor aproximacion en el punto z = 1.1. La justificacién tedrica para garantizar
que en el punto 1.1 se obtiene mejor aproximacion se debe al Teorema de Taylor.

27
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INFINITESIMOS

15

sen z
€

Encontrar un infinitésimo equivalente a la funcién f(x) =e" — en z=0.

Solucién

Utilizando polinomios de Taylor analizamos el orden de la primera derivada no nula en el
puntoz = 0. Se tiene que:

f'(x):ef —e™ cosx = f'<0): 0

f”(x) =e' —e cos’ z +esenz = f"(O) =0

SenT SenT

3 4
" (x) =e" — e cos” x + "2 cos zsenx + e senx cos x + €™ cos x

~ ()=1=0

Aplicando la férmula de Taylor:
UL

/(o) 3 3
T+ z + "+ R =—1 +R,
1! 2! 3! 06 :

fla)=1{0)+
donde el resto es un infinitésimo de orden superior a tres. Por lo tanto f(:z:) es un

infinitésimo de orden 3y su parte principal es Ex?’.

16

Determinar un infinitésimo equivalente para 2z =0 de Ila funcidn

f(:r) = <Cosx—1)(log<1+x)—x) .

Solucién

Basta tener en cuenta el primer término no nulo del polinomio de Taylor en el punto a =0

para afirmar que
2

T
cosz —1~——

log<1—|—ac)—ac%—x2—2

Por lo tanto f(a:) ~ 2—4

17
Utilizando polinomios de Taylor calcular los siguientes limites:

rarctg v

e . - )

a) lim 2 == b) i SERE —&cosT _ 2

0 cosa (sen Qx) 8 =0y (1 — cos x) 3
2

(m - sem:) 1 e" — cos (a:v) — sen (ax) ,
¢) lmi——--—Ft=_2 d) lim =a* (a=0)

z—0 3 2—0 2
(msenx) 36 ’ z



Solucién apartado a)
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La parte principal de las funciones infinitesimales del numerador y del denominador son:

Funcién: f (m) = zarctg g

Taylor Tool

2 2
.z 2
~ L Funcién: f, (x) = cos(x)[sen (2:3)} ~ dx
2
B Taylor Tool E]@
E]@ Fle Edt View [nsert Tnoks Deskiop Mindow Help =

Fle Edit Wew Insert Tooks Deskiop Window Help

Taylor Series Approximation

»

Taylor Series Approximation

. B 4 2 ] 2 4 [
) -4 2 i 2 4 [3
Tyl = 42 22 %3
Tl = 522 - xhod
) cos(*(sin(2m))2
fb) peatan(x/2) . - e N a=0 -2pi <x< 2pi
A ) =P P [Cree =n [Coee |
=) [ Help ] [ Reset ] [ Closs ]
x
T arctg —
El polinomio de Taylor en x=0 de f (x) =————— es
cos T <sen 21:)
lmix
Flle Edit Tooks Window Help
Taylor Series Approximation
st i
al "'--....... ---------- |
sl J
-100
3 2 ] 0 i 2 3
) = 158+7/32 2 +1297/5780 x*+17321/96763 +°
) = [ocatan(x/2)cos (9 (sin(2*) "2)
a= |0 I-p\ EES |p|
Nt
N =
=l Help | Reset | Close |
T 2
zarctg|— x
. . 1
Se cumple entonces, lim—————=lim—=- = —
z—0 z—0
CoS T (sean) 4z 8

Solucién apartado b)

La parte principal de las funciones infinitesimales del numerador y del denominador son:

.. 1 .
Funcion: f, (x) = SenT — T COST =2 ng

Funcién: f (:L’) =z (1 — cos J:) ~ %xs

29
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B

¥ Taylor Tool
Eile Edit Tools Window Help

Taylor Series Approximation

T =13 ¢

4 = [sinfgocoosg

i B a= II] Ipl <x¢ Ip.
M=
| Help | - | (T |
1
. Senx —TCcosT .. 3
Luego, lim = lim ==
r—0 T (1 — COoS l‘) z—0 1 x3

Solucién apartado c)

¥ Taylor Tool
File Edt Tooks Window Help

Taylor Series Approximation

~=1olx|

8 4 e 0 2 4 &
Tyl = 172 w3124 o
) = feti-cosix)
a= |0 |-7 << |7
a7
M=
| Help | Resst | (o |

La parte principal de las funciones infinitesimales del numerador y del denominador son:

6
2
Funcién: f ($) = <x — senz) ~—
1
36
B Taylor Tool =]
File Edit View Insert Tools Deskiop Window Help >

Taylor Series Approximation

=0 i <x< |Zpi
N a pi X pi
a [Cree | =3 (oo |
2 i 6
(x — senx) 36 z
Luego, lim — = hm—( =
z—0 d z—0 0
(a:senx) z 36

Solucién apartado d)

e — cos (a:z) — sen (ax)

Debemos calcular lim
z—0
X

Llamamos

3
Funcidn: j; (m) = (xsem:) ~ z°

B Taylor Tool

[B][=)%]

Fle Edi View [nset Tools Deskiop Window Help

Taylor Serias Appraximation

1 -, wl
50 4
-100 1

-150 4
-200 4
B 4 -2 0 2 4 B
Ty = 8
flx)  (Fsinpg)3
a=0 -2°pi =x<= Tpi
N=8
8] [ Help ] [ Reset ] [ Close ]

siendo a es un ndmero real no nulo.

f (:v) =e" — cos (a,x) — sen (am)
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Entonces
f v(;p) = ae™ + asen (ax) — @, COS (am) = f v<0> -0
f1 n(x) = a%e™ + a% cos (ax) + a’sen (ax) - f1 n(0> — 242
Luego lim i COS(MQ) ~ sen(‘“) ~ lim 'z’ _ 22
I, N p i
EXTREMOS
18

Determinar qué tipo de extremo tiene la funcién f(x) =z'+1enel origen.

Solucién

Teniendo en cuenta que

flz)=a"+1=f(0)+ f'1<‘0) z+ f';('o) 2 + f”?')<'0) 2+ f“;('o) 2!
fz'v (O) ,
= 41

Por lo tanto,

f(0)=24>0
(0)=7(0)=17(0) =0

y la funcién tiene un minimo en el punto o

=

19

Determinar si la funcién f (a:) = 2% sen (255) tg (z?’) tiene un maximo o un minimo en

el punto a = 0. Justificar la respuesta.
Solucién

Utilizando infinitésimos equivalentes para ¢ = 0

f(:c) = 2% sen <2x) tg (x3) ~ 2?0 223 = 22

Esto significa que la férmula de Taylor de la funcién f(m) enelpunto ¢ = 0es

f(x) = 2% + R,

31
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En consecuencia, la primera derivada no nula de f(x) en dicho punto es la de orden 24, par,
y ademas es positiva pues
f(24 (O)

24 24

(o)
24!

=2

= fP0)=2-24!>0

Se concluye entonces que la funcidn tiene un minimo en el punto o.

La imagen siguiente muestra la grafica de la funcidn:

Material de consulta

Proyecto Lemat: https://www.bdmat.com/lemat/

Tema: Sucesiones y series. Nivel 3.

Autora: Elena Alvarez
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