E.T.S.I. Industriales y Telecomunicacion Grado Ingenierfa Mecanica

Métodos matematicos de la ingenieria EXAMENES

Apellidos y Nombre: Ndm.

En todos los ejercicios se debera justificar las respuestas

Bloque 1- 28 de marzo de 2025

1 Se considera el campo vectorial F (m, Y, z) = (:1; - y)i + (y - z)j + (z — x)k y H el sélido
formado por los puntos (m, Y, z) tales que z° +y* < z < 1. Calcula el flujo de F hacia el

interior de la frontera de H utilizando y sin utilizar el teorema de la divergencia de Gauss.
Escribe las condiciones que deben cumplirse para aplicar el resultado e identifica cada
elemento que interviene en este teorema.

Para calcular el flujo hacia dentro del campo F (m, Ys z) = (:1; - y)i + (y — z)j + (z — x)k através de la

frontera de H, que llamaremos S, se puede utilizar la definicion. La superficie S estd formado por dos

superficies, S, que es la porcion de plazo z = 1 que forma parte de Sy S, la porcion del paraboloide.

}\\ o

Llamamos D a la proyeccién de S sobre el plano z=0, esto es, el circulo unidad.

Aplicando la definicion

Dado que el flujo pedido es hacia dentro se debera considerar para S| lanormal n, = (0, 0, —1) y para S, la

normal n, = <—2x,—2y,+1>. Se tendra que:
flujOZIfFonldS—i-ffFonZdS
s, s,

e Elflujoatravésde S , siendo D el interior del disco unidad es,

Femds= z—yy—L1-2)(0,0,-1)dd= —1+4+2z)dA = T 1+rc059 rdrdd =
: n ) (00-1)ia= [[(-1+a)aa= [ |
2 1 o
:ff—rdrd@—i—ffr cos@drde__%”:_7r
0 0 0

=0 integrando en 6
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e Elflujoatravés de S,, siendo D el interior del disco unidad es,

ffF-n2dS:f (:B—y,y—(:v2 +y2),fc2 + v —z)-(—Qm,—Qy,l)dA:

S, D

:2ff[—(:c—y>2x—2yy+2y(a:2 —|—y2)+z2 + 4 —x}dA:
D

= ff[(—:f — 1y + 2zy +2y(x2 —+ y2) —x)}dA
D
Pasando a coordenadas polares:
T

?j(—ﬁ + 2r* cos Osend) + 2r°senf — r cos 9) rdrdf = —7 J‘ r’drdf = — 5
0 0 b

Las integrales del segundo, tercer y cuarto sumando valen cero al integrar primero en 6.

El flujo hacia dentro de S es la suma de los dos flujos obtenidos: —m —g =—

Aplicando el Teorema de Gauss:

Se puede aplicar el teorema de la divergencia ya que S, frontera de H, es cerrada y suave por partes y
ademas el campo es de clase C1 en todo el plano, calcularemos el flujo teniendo en cuenta que nos piden
hacia adentro aplicando el teorema de Gauss

flujo hacia dentro = ffF-ndS = —fff div F dxdydz = —ffdexdydz
s v v

Como z* + y3 < z <1y los puntos (x,y) estan en el interior del disco unidad, se tendra

—fff?)da:dydz - —3ff ] dz dA:—ff3(1—(x2 +y2))dAm;d0 —3?}(1—r2)rdrd0 -
v D |24y D a polares 0 0

= —6m

r=1
ﬁ_ﬁ — 67 1 :__377
2 4] 2] 2

2 Se considera:

e Clacurva planaen polares: r = 2sen (t) , t € [O,’N / 2].

e Slasuperficie: z =1— 2 sobre D el disco unidad.

e Felcampo: F(a:,y) = (xQ,y)
. Tlafuncién:T(m,y,z)zx—i-y—i-z

Se pide, plantear las integrales que permitirian obtener los siguientes valores.
1. Longitud de C.

2. Elvalor medio de T sobre S.
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3. Eltrabajo desarrollado por F para mover una particula a lo largo de la curva C.

Escribir el codigo Matlab para calcular la integral del apartado 2.
Apartado 1. La curva viene dada en polares r = 2sen <t> . Lalongitud de la curva C se puede obtener de
distintas formas:

e Utilizando la expresion de la diferencial de arco en polares, su longitud sera:

L= fds—irfzd —i—r dt f\/Qsen 2008 )th=ff?dt=7r

0

e Pasando a cartesianas se puede ver que es un arco de la circunferencia
2
r? =2rsen<t>%x2 +yt =2 — 2 —i—(y—l) =1

Como t € [0,7r / 2] , su longitud es 7. Se puede calcular este valor también como integral.

e En paramétricas, la curva se puede expresar como

t) = 2cos (215)

(t) = 4sen (t)cos <t>
L= [ds = fﬁx'(t)z + y'(t)zdt = if\/2cos 2t 4sen( )cos(t)rdt

Apartado 2. Considerando S la superficie z = f(:v, y) = 1— 2’ que esta definida sobre D el disco unidad, la

S
—
~
~——
I
<
—
~
~—
aQ
(@]
w0
~
I
[\
Vo)
[
S
—
~
~—
Q
e}
w0
—
~
~——
I
»
)
S
A
\_/
~ /—"\

integral pedida es

ffT(x,y,z)dS j;fT(x,y,l—f)\/(f‘mY +(f'z){Z +1 dudy

T . = b = =

oA S o

Sustituyendo

ff(m+y+1—x2>\/4x2 +1 dzdy
= D =
s f f \/4:1:2 +1 dxdy
D

Pasando a polares:
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f ]1 (r cos(0) + rsen (9) +1—7? cos2(0)) 4r* cos’ (0) +1 r drdf
0 0

T iia = 2
ff 4r* cos® (0>-|-1 r drdf
0 0

Apartado 3. El campo es conservativo, por lo que aplicando el teorema fundamental de integrales de linea.

fF -dr = f(B) — f(A) siendo f una funcion potencial del campo y B el punto final de la curvay A el
C

extremo inicial. Es decir,

Seria:
fF-dr:f(B)—f(A>:§—0:2

Otra forma, utilizando la definicién de integral de linea, se tendrd
/2

JFin= fF(r(t))-r'(t)dt = ]f[x(tf,y(t)]. (2'(t).w'(£))dt = [xw o (t)dt + 9 (t)y'(¢)dt

siendo r(t) = (:v (t),y(t)) cont e [O,7r / 2]

x (t) =r (t) cos (t) = 2sen (t) cos (t) = sen (2t> — ' (t) = 2cos (Zt)
Y (t) =r (t) sen (t) = 2sen (t) sen (t) = 2sen’ (t) —y' (t) = 4sen (t) cos (t)
Es decir,
/2 /2
fF-dr = fF(r (t))-r'(t)dt = f[? sen’ <2t>cos (Qt) + 8sen® (t)cos(t)l dt
C 0 0
L &
3 (a) Invertir el orden de integracion en la siguiente integral fff(x,y)dydx.
0 42
(b) Calcular la integral ff y\Jz° + y*dzdy siendo D el dominio limitado por y =
D
2> — 2z +y° = 0. Nota: Considerar el dominio de drea mds pequefia de los dos posibles
limitados por estas curvas.
Puntuacién: 2.0
Apartado a)
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La region de integracién es la comprendida entre lascurvas y = 2°, y = e"para 0 < z < 1.

Describiendo la region por franjas horizontales, la integral se podra calcular como

1 e 14y e 1
fff(z,y)dydx:fff<x,y>dxdy+fff(x,y)dxdy

1 logy

Apartado b)
Completando cuadrados, puede verse que la curva z° — = + 3> = 0 es una circunferencia de centro

’ 1
+y' =

1.0 y radio %: x—l —
2 2 4

. . s
Pasando a coordenadas polares, la curva serd r° = rcos — r = cosf siendo — < 0 < 5

T
4

NG

El drea de la regién pedida es

5
/2 cos O T/2] 4 r=cosf /2 5 0 O=m/2 (\/5)
f rsend - r - rdrdf =f T—} senfdb =1fcos4 (9) senfdb =——COS ( > =
4 4 20 20.2°
w/4 0 /4 r=0 /4 -
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4 (a) Calcular la integral f(:c — Zy) dz + y’dy alo largo de la circunferencia unidad.
C

(b) Se considera F(m,y) = (y, a:3y> y A(Q,O), B[ 3]y C[ 3]tres puntos. Se pide calcular

3
fdiv F ds siendo C la curva que une AB seguida de la curva y = % gue une B con C.
C

Puntuacion: 1.5

Apartado a)
Como la curva es cerrada, simple y suave por partesy el campo F <a:, y) = (:v — 2y, y2) esdeclase C' en

todo el plano, aplicando el Teorema de Green, el valor de la integral sera

f(m—2y)dx+ Y dy_f —2dA =271 = —2r
€ Mog) Vo)

donde D es el dominio encerrado por C, esto es, el interior de la circunferencia unidad.

Apartado b)
Dado que F (a:, y) = (M(x, y) N (m, y)) = (y, a:3y) hay que integrar sobre C el siguiente campo escalar,

dlvF—a—M-l-a—N—O-i-m =2z’
or Oy

La curva C estd formada por dos curvas.
e (1 segmento que une A con B. Una parametrizacion es

s(t)=2-1t —a'(t)=-1 te[0,1]

<
—_—
~
~—
|
S
+
I
<
—
~
~—
|

Jio

El diferencial de arcoes ds = ,[1 + %dt —dt

fleFds_fxds_f( )\/_ _ \/_( il _@.(1—24) 5110

4

C, 0

e (2 curva que va desde B hasta C. Una parametrizacién es.
z(t)=t —>x'<t):1 te[1,2]

=5 vl

El diferencial de arco es ds = /1 + t*dt
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t=2
3/2
2 1/2 L+t 178 — 2%
fdiVFds:fx3ds:ft3(1+t4) dt:( ) =
c, c, 1 4. § 6
P

Por lo tanto, la integral pedida es la suma de los dos valores obtenidos:

/ 32 o3/2
fdides=fx3ds+fa;3d3=5410_|_17 2
C c,

6

G

Bloque 2 - 19 de mayo de 2025

(a) Encontrar la solucion general de la ecuacidn diferencial ydz + (a: + y) dy = 0 utilizando

dos métodos de resolucion.

. 2 . S o, d
(b) Si u(m) =e¢e" es un factor integrante de la ecuacion diferencial d_y + p(:r,)y =z,
XL

obtener p(ac) . Justificar la respuesta.

T

(c) Encontrar la solucion general de y"—2y'+y = Justificar los pasos.

5

1+z
Solucion a)
Forma 1. La ecuacion diferencial es exacta ya que:
oM
Mx,y) = — —=1
()= h
ON
Nlz,y|=x+ — —=1
(r)=rty o
Buscamos una funcidn f de forma que df = ydz + (fc + y) dy . Se tendrd que cumplir;
f=y — f(z,y) =yz+h(y)
2
P _ — -y
f=z+y —>x+y—x+h'(y) —>h'(y)—y—>h<y)—2

2 2
La funcién puede ser f(z, y) =yx +% y la soluciion general de la edo es yz +yE =C,CeR

Forma 2. La ecuacioén diferencial

y'=—2

ydx+(x+y)dy=0 — =
T+y

es homogénea, se hace el cambio z = LN Y= 2z y'=z'x 4+ z. Sustituyendo
T
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, —2x , —2 . —2
z2'z+z= — z2'z+z= — Z'z= -z
T+ 2z 1+2 1+2
, —z—z—2 dz  —22—7 142 dr
- Zlr=— —z—= — dz = ——
142 dx 142 22 4+ 2 x

N %log‘22+z2‘=—10g|l”|+0—> ‘2z—|—z2‘:2—2—> 22+ 2° =$—C; CeR

Deshaciendo el cambio,
2
2E+y—2=£ (CeR) — 2yr+y’ =C (CeR)
X

2
T T

Solucién b)
La ecuacidn diferencial es lineal de orden 1. Un factor integrante es

u(m) = efp(m)dm =" — 7= fp(ac) dr — p(x) =2z

También puede multiplicarse la ecuacion por el factor integrante dado e imponiendo la condicicidon para que
sea exacta, se obtendria el valor de p(x).

Solucion c)
La ecuacidn diferencial es de orden dos y de coeficientes constantes. La solucién general es la solucidon
general de la homogénea asociada sumada a una solucién particular de la completa.

Para calcular la solucidn general de la homogénea se calcula la ecuacidn caracteristica:

r—2r+1= (r—1)2 =0 — r =1 doble — Yo = Cl€" + C,ze” (Cv C, e ]R)

Para encontrar la solucidn particular de la completa, utilizamos el método de variacién de parametros
considerando

y, = C, (:E) e’ +C, (:L") xe"
Dado quey, debe cumplir la edo, se obtendria la ecuacion

T

e
1+
Imponiendo ademas la siguiente condiciéon C’l' (:r,) e’ + C; (a:) xe" = 0, se resuelve el siguiente sistema

C’l' (:L') e+ C; (x)(e‘” + xe‘”) =

i(z)e’ C;(x):xe‘”zo Cl(x) C;(m)xzo
q(z)ewc;(x)(em+xew)zli2 = c;(m)w;(m)ux):ljﬂ
Resolviendo
0 x
1 ; 1tz
Olfe) == G fe) = Jlos[4 )
1 1+
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1 0
! 1 : ? 1
! +x
C |z)= = — C |x)=arctg|z
()=l L (¢) = arco)
1 14z

La solucidn particular es
1 2 T T
y, = Elog(l +z )e + ze arctg(m)
La solucién general de la ecuacidn diferencial

Y =Ygy Y, = Ce" +C,xe’ +%10g(1 + .722)61 + ze'arctg (:L') (Cv C, e ]R)

2 (a) Dada la ecuacion diferencial (:1:2 + 21:) y"—2 (a: + 1) y'+2y=e’,

1. encontrar la solucién general de la edo homogénea asociada sabiendo que z°es una
solucién.

2. Escribe el codigo Matlab para encontrar la solucion general de la edo completay la
curva solucion que pasa por el punto (0,0) y tiene por pendiente en dicho punto el
valor 3.

(b) Obtener la transformada de Laplace de la solucién del P.V.I. siguiente:
q"(t) +2q'(t) +4g(t) = 10U (¢ 1)
a(0)=0 ¢'(0)=1
Nota: Para calcula la transformada de U(t - 1) utiliza la definicidon de transformada. Se

deben enunciar las propiedades de las transformadas que se utilicen.

Apartado a.1
La ecuacidn diferencial es lineal de orden 2, la homogénea asociada es (:1:2 + 217) y"— 2(9; + 1)y'—|— 2y =0.

Para encontrar la solucidn general de la homogénea debemos:

1. Comprobar que y, = z* es solucién. En efecto, cumple la ecuacién diferencial
(:172 +2x)y'1' —2(1‘—|—1>yi +2y, = (x2 +2$)-2—2<x+1>-2m+2m2 =0
2. Obtener otra solucién de la ecuacién diferencial homogénea que sea linealmente independiente con

y, = 2°. Para ello se considera y, = v(az) z°. Derivando

y2 = v'(m)mQ + v(x)-?x
y2 = v”(:p)mz —I—v'(m)-2a:+v'(:v)-2:1:+v(a:)-2 = v”(m)x2 +4a:v'(a:) —i—v(x)-?
Sustituyendo en la ecuacién diferencial homogénea

(ac2 +2m)[v”(aj)m2 +4xv'(x>—|—2)(:1:)-2]—2(w+1>[v'(m)x2 +v<x>-2x]+2x2v(x) =0
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v"(x)[(mj +2x>m2}+v'(m>[(a¢2 —|—2x)4x—2<x+1>x2]+v<x>[2(az2 +2x)—4x(x+1)+2x2} =0

413+812:2m3—2z2 -0
U" T 2
v"(x)(a:2+2x)x2:—v'(aj>x2<2x+6) — ( ): z+6 _ _3
1”<$> z’ 4‘2xifﬁﬂﬁﬁﬁﬁhmﬁ z
Integrando
x+2 1 2
log v —3logz + log(x 42 — v'(z)= -4+ =
8 pr2) - ef)=2ol 2
1 1 1
— ’U(:l:>—————2 - Y, = 2[———_2]:_;1;_1
T oz T x
La solucién general de la ecuacion diferencial homogénea es
, =Cz+C,(z+1) C,C,eR
Apartado a.2
%Para buscar la solucién en simbdlico
syms y(x)

dy=diff(y);dy2=diff(dy);
ecuacion=(x"2+2*x)*dy2-2*(x+1)*dy+2*y==exp(x);
condiciones=[y(0)==0,dy(0)==3];
dsolve(ecuacion,condiciones)

Apartado b. Llamamos Qzﬂ[q](s) , es decir, Q es la transformada de la soluciéon del PVI. Aplicando la

transformada de Laplace a la ecuacidn y utilizando que la transformada es lineal, se tendra

2{o"(0)} +22{0 (1)} + 22 {a(t)} = cfrov(t-1)} )
Se tiene en cuenta que:

1. Aplicando la propiedad de la derivada
ﬁ{q()}—sﬂ{ (t)f -a(0) = 5@
e{e(t) =se{e(}-o'(0) = fo-1
2. Paracalcular la transformada de

10 t>1
f<t> - 10U(t B 1) - [0 en otro caso

por la definicidn, habra que calcular

R 4 =R
£[f](s) f 10e"dt =10 lim [ e™"dt = 10 lim |- =
R—oo 1 R—oo S -
—sR —s 1 —s
_10lim |- | 10 (s>0)
R—o0 S S S

1
T+ 2
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Sustituyendo en (*), la transformada de la soluciéon de la ecuacion diferencial es:
10e”* 10e”*

S S

-1

$Q—1425Q +4Q = . (52+2s+4)Q:

10e” —s
s(s*+2s+4
( )

Dos recipientes de igual capacidad se llenan de liquidos diferentes. El recipiente A se mantiene
a 10°Cy el B a 80°C. Una pequeiia pieza metalica con temperatura inicial de 30°C se introduce
en el recipiente A, donde su temperatura baja a 25°C durante el primer minuto; a los 2
minutos (desde el comienzo) se saca de Ay se introduce en B, donde pasado otro minuto
alcanza los 40°C. ¢ Cuanto tiempo, contado desde el principio del proceso, tardard la pieza en
llegar a 60°C?

Nota: Experimentalmente se ha comprobado que la temperatura de un cuerpo cambia
proporcionalmente a la diferencia entre su temperatura y la del medio en que se encuentra:
aT

donde, T es latemperatura del medio.
Ejercicio entregado como tarea de grupo.

Considerando T<t> la temperatura en el instante t medido en minutos, la ecuacidn diferencial que modeliza
este problema en el recipiente A es la siguiente
T
dt

La solucién de la ecuacion diferencial es

~k(T—10)  T(0)=30, T(1)=25

aT
T —-10

= —kdt — log|T—10|=~kt +C — ‘T(t) - 10\ = e — T(t)=10+Ce™

Con las dos condiciones se obtiene Ky la constante C de integracion.

30=T(0)=10+C — =20

t
25:T(1):10+2oe*k — =1 _3 et |3
20 4

Por lo tanto, la funcidon para la temperatura en cada instante t.

3 t
T(t) =104 20 [Z]

2
. 3 180 340 85
A los dos minutos la temperatura es 7(2) = 10+ 20 Z] =104+ —=—=—

16 16 4

Para los siguientes minutos, la ecuacion diferencial es la siguiente:
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85
—=—k(T —-80 T(0)=— , T(1)=40

= k(r=s0) 7)==, 71

Se ha considerado que el instante inicial en este proceso es cuando la pieza se mete en el recipiente B (a los
dos minutos de iniciar todo el proceso). La solucion es

T@=m+@%

Con las dos condiciones se obtiene Cy k.

§§=T@}=%+C¥+C=§§—m=—§§
4 4 4
t
10=T(1)=80- 2R or 052w 152
4 235 47 47
La temperatura a partir del segundo minuto es
t t—2
T(t)=80— @[Q] ) T(t) = 80— @[Q]
4 47 4 47

En el primer caso, el valor de t es el tiempo transcurrido desde el minuto 2, en la segunda expresion, el
tiempo se considera desde que se inicié todo el proceso. La temperatura sera de 60°C para ¢ ~ 4,8 min

4 Puntos Extra Bloque 2

L . d .
Dada la ecuacion diferencial d—y =z —y, se pide:
i

(a) Dibujar a mano una muestra del campo de direcciones en la region del plano
[0,1]x[1,2] considerando Unicamente cuatro puntos en esta region. Justifica la
respuesta explicando qué es un campo de direcciones.

(b) Escribe el codigo Matlab para calcular la solucién general de la edo y representar diez

curvas solucion.

Ver priacticas.
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