E.T.S.l. Industriales y Telecomunicaciéon Grado Ingenieria Mecanica
Célculo 11 Curso: 15-16

Seguimiento 8 de Marzo

1 (a) Calcular el volumen del sélido H limitado superiormente por

7=2-x"-y? einferiormente por Z = (Xz + yz)/ 2

(b) Calcular el volumen del sélido H limitado superiormente por

X% + y2 +2% =4 einferiormente por Z = (X2 + yz)/ 2

Apartado a)

Nota: Este ejercicio es el propuesto niumero 19 del tema 1.

El sélido esta limitado por dos paraboloides

R 2N
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La curva interseccion es:

2 2 4
2:2—x2—y2 X +y _§
z:(x2+y2)/2:> 2
z=—
3
Llamando D al interior de la curva proyectada sobre el plano XY

D={(x,y)/x2+y2£%}

se tendrd que el sélido H es el conjunto de puntos (X, Y, Z) eR® cumpliendo
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2 2

ty

<7<2-x2—y?
> y

(x,y)eD
En coordenadas cilindricas

2
(r,6,z)eR’ 0<r< 0<@<2r %sst—r2

Rl

El volumen se podra calcular como:

2//3 275 2-r? 2/3 712 2-r?
V= I J- J. rdz dé dr 0 V=4 J. J. I r dz d@ dr (utilizando simetrias)
0 0 r?2 0 0 r?2

El cédigo Matlab es:

syms z t r
int(int(int(r,z,r"2/2,2-r"2),t,0,2*pi1),r,0,2/sqrt(3))

Apartado b)

El sélido esta limitado superiormente por una esfera e inferiormente por un paraboloide

AL TN
L TR REN

i TN SN GV N
iy LN LA Ky
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La curva interseccion es:
X+y*+7° =4 22+2° =4 z=-1++/5
z:(x2+y2)/2 = z:(x2+y2)/2:> x2+y2=-2+25
Llamando D al interior de la curva proyectada sobre el plano XY

D:{(x, y) ! x*+y? £—2+2\/§}

se tendrd que el sdlido H es el conjunto de puntos (X, Y, Z) eR®

<7<\ JA-XP-y?

X2 2

ty

con (x,y)e D
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En coordenadas cilindricas

(r,0,2) eR® 0<r<y-2+2y5 0<@<2z

El volumen se podra calcular como:

2z \a-r? V-2+245 z/2a-r?
I rdzdédr o V=4 I I I r dz dé@ dr (utilizando simetrias)
0 0

r2/2 0 r?/2

.
—<z7<4-r?
2

N
o'—.z‘
&

El cédigo Matlab es:

syms z t r

a=sqrt(-2+2*sqrt(5))
volumen=int(int(int(r,z,r"2/2,sqrt(4-r"2)),t,0,pi/2),r,0,a)
double(volumen)

Seguimiento 15 de Marzo

Dada la curva
2 x(t) =3cos’(t)
y(t)=3sen’(t)

se pide escribir las 6rdenes Matlab para:

te[O,l]

(a) Representar la curva

(b) Calcular su longitud

Este ejercicio se ha resuelto en la practica 4

%Apartado a)

t=0:0.1:1;

x=3*cos(t) -"3;
y=3*sin(t) -"3;

plot(x,y)

%Apartado b)

syms u
xu=3*cos(u)"3;yu=3*sin(u)"3;
xd=di FF(xu) ;yd=diff(yu);
ds=sqrt(xd"2+yd"2);
longitud=int(ds,u,0,1)
double(longitud)

Examen Primer Bloque 1
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Calcula el area limitada por las siguientes curvas y=x, y=1/x, x=2, y=0
1 barriendo la regién por franjas horizontales y por franjas verticales.

2 y=x /

Barriendo el dominio por franjas verticales

Dz{(x,y)IOSXgl,0£y£x}u{(x,y)/1£x£2,0S ysl}
X

su area sera:

21/x 1
1

j.dydx +.|. I dydx:.[xdx+.2[£dx_ +log 2
0 10 0 1 X 2

O ey

Barriendo el dominio por franjas verticales
1 1 1
D=1(xy)/0< ySE' Yy<X<2HU (x,y)/Egysl, y<x<=—

Su area sera:

122 11y 1/2 1 1
dexdy+j Idxdy: j(2—y)dy+ j(—-y]dy:
0y vz2y 0 2\ Y

y2 ) v\ 1 1 11 1
—loy—L | +|llogy-2| =1-Z+logl-=—log=+===+1log2
(y 2] [gy J g1-2-logZ +2=>+log

y=0 y=1/2

312 3/2+:/9/4-x2
graficamente la regién de integracion: | = j j f (x, y)dydx

0 3x—x?

2 (a) Pasa a coordenadas polares la siguiente integral y representa

(b) Calcula el jacobiano del cambio de coordenadas rectangulares a
esféricas.
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Nota: El apartado a) es el propuesto nimero 6c) del tema 1. Este ejercicio se realizé en clase el
dia 12 de febrero.

El dominio de integracién es:

D:{(x,y)/0£x£3/2, \V3x—x? Syngr /%—xz}

Para representar el dominio consideramos las curvas

2
C,: y:\/3x—x2<:>y2=3x—x2<:>(x—§] +y2:%

3 (9 3V 9, ( JZ 9
C,: =—+4,[—X & — | = —— X" &S X+ _—_ | ==
2 y 57 (y ZJ 4 y > 4

El dominio de integracion es:

3. %€ 4+y2=3y
324 C
/-(.r "‘..1 XE+‘:,."2= Sx
BECEE
En polares, teniendo en cuenta que
C,: X +y*=3x =r?=3rcos0 =1 =3c0s0
C,: X+y*=3y =r?=3rsend =r=3send
se tendrd que la integral es:
n/2 3sen®
| = j j r f (rcos(0),rsen(0))drdo
n/4 3cos0

Apartado b)

Para el cambio de variables de coordenadas rectangulares a esféricas
X = psengcosd , y= psengsend , z= pcos¢

el jacobiano sera
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x oy @

J :—a(x’ y,Z) = % ﬂ g :pzsen¢
2(p.0.4) |06 06 06
ox oy oy

op 0p O0¢

Se considera el campo de fuerzas
3 F(x,y,z):4xezi+cosyj+(2x2ez+z)k

Calcular el trabajo realizado por F para desplazar una particula de masa unidad

desde el punto (%%%J al punto {0,\/%,0} siguiendo el camino mas

3
corto sobre la esfera x* + y* + z° =

Como rotF(Xx,y,z)=0 setendrd que F un campo gradiente.
i K

0 0 0
tF y y =| — _— _— :0
o (X Y Z) OX oy oz

4xe’ cosy 2x%e’+z
La funcidn f cuyo gradiente es F debe cumplir las condiciones siguientes:
(1) f, = 4xe’
(2)  f,=cosy
(3) f, =2x%" +2
Integrando la condicién (1) tenemos:

f (X, y,z)=j4xezdx =2x%e’ +9(y,2)

Derivando ahora con respecto a y e introduciendo el resultado en la igualdad (2) tenemos:

%z%gzcosy = g(y,z)=seny+h(z)
Se tendrd entonces que f,
f(x,y,z) =2x%" +seny +h(z)
y derivarlo con respecto a z e introducir el resultado en (3):

f,=2x¢* +h'(z)=2x¢"+z = h(z)=1z°+C
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Por lo tanto,
f(x,y,z)=2x%" +seny+1z°+C

Por el teorema fundamental de las integrales de linea, el trabajo sera la diferencia de valores
de la funcidn potencial en sus extremos final e inicial:

sz(o,ﬁ,o)—f(ﬁﬁﬁJ

2 2272

W =sen£—eﬁ’2 —senﬁ—l ~-2.166
2 2 4
4 Calcular el flujo del campo F(X, y,z) =ycosYyi+senxj+zK hacia el exterior de

la superficie S que es frontera del sélido H comprendido entre las superficies
7=1+y, x*+y°=1y z=0

S es la frontera del sélido H interior al cilindro acotado inferiormente por z=0 vy
superiormente por el plano z=1+Yy.

|

quh""‘wi:aiumiaiua' Lot
Como se cumplen las hipdtesis para aplicar el Teorema de la divergencia, se tendra que el flujo
se puede calcular como la integral triple sobre H de la divergencia de F:

jsj Fends = | ﬂdideV

Teniendo en cuenta que:
divF =1
H :{(x,y,z)/x2+y2 <1, 0£z£1+y}:

={(r.0,2)/0<r<1, 0<z<l+rsend}
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el flujo sera:

27 11+rsen@ 2z 1
_” _[ rdzdrde = jr(1+rsen9)drd¢9:
00 0 00
2/ .2 3 r=1 2 6=2r
=J‘(r—+r—sen9] do= (1+15en0)d0=(10—1c050) =7
L2 3 o o\ 2 3 2 3 0=0
5 Resuelve con Matlab los siguientes ejercicios:

a) Se considera S la porcidn de la esfera x2+y2 +722=9 gue estd por
encima de z=2 y la funcién g(X,y,z)=X+Yy+2Z que representa la

funcién temperatura en un punto del espacio. Se pide calcular la
temperatura total en S.

b) La base de una valla circular de radio 10 metros viene dada por las
ecuaciones

X(t) =10cost , y(t)=10sent 0<t<2rx
La altura de la valla viene dada por la funcién f(X,y)=x*+2y’. Se
pide:
b.1) Representar la valla

b.2) Suponiendo que un litro de pintura permite cubrir 5 metros
cuadradros de valla, determinar cuantos litros de pintura se necesitan
para pintar toda la valla.

Nota:

- El ejercicio a) es el ejercicio nimero 1c) de la practica 7 realizdo en clase el dia 22 de
Marzo de 2016
- El ejercicio b) es el nimero 3 de la practica 5 realizado en clase el dia 8 de Marzo de 2016

Se trata de calcular con Matlab la integral de superficie sobre S de la funcién escalar

9(X,y,2)=X+Yy+1z.Sesel trozo de esfera, z=f(x,y)=+/9-x*—y?, centrada en el punto
(0,0,0) y de radio 3 para z>2. La proyeccién D sobre el plano XY de la superficie S es el circulo

de centro (0,0) y radio \/5 ya que la interseccién de la esfera y el plano es la curva:

2 2 2 _ 2 2 _
X“+y +z2°=9 :>x +y =5
z2=2 z2=2

Se tendra entonces que:
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Hg(x, y,z)dS :”g(x, y,\/9—x2 —y? )\/1+ f.2 + f,dxdy

S D

syms X y
Ff=sqrt(9-x"2-y"2);

x=diff(f,x);

fy=diff(f,y);

dS=simplify(sqrt(1+Ffx"2+fy"2));
g=inline("x+y+z","x","y","z");

syms r theta

Ffl=subs(F,{Xx,y},{r*cos(theta),r*sin(theta)});

%También Fl=sqrt(9-r"2)

dS1=subs(dS, {x,y},.{r*cos(theta),r*sin(theta)});
integrando=simplify(r*g(r*cos(theta),r*sin(theta),f1)*dS1);
temperatura=int(int(integrando,r,0,sqrt(5)),theta,0,2*pi)
double(temperatura)

Nota: Dada la sencillez de las funciones f y g no seria necesario realizar la sustitucion con el
comando subs.

Apartado b) resuelto en la practica.
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Seguimiento 4 de Mayo
Se considera la funcién de periodo T=2, definida en el intervalo (-1,1) por la
1 ecuacion f(t)=U(t)-U(t-1).
(a) Escribir el codigo Matlab para calcular los coeficientes de la serie de
Fourier y la expresion de la serie sin los términos no nulos.
(b) Escribir el cédigo Matlab para representar la funcién y los cuatro
primeros términos no nulos de la serie de Fourier en la misma figura.
(c) Escribir el cédigo Matlab para obtener el valor de la serie para los
valores det =21 y T=50’5.
Nota:

- Ver la practica 9 del 19 de abril

Prueba Bloque 2 — 23 de Mayo

Dada la siguiente funcidn
1 0 0<t<3
f(t)=91 3<t<5
t>  t>5

Calcula la transformada de Laplace

a) utilizando la definicién

b) escribiendo la funcion f(t) mediante

aplicando propiedades.

la funcion de Heaviside vy

Nota:

- Elapartado (b) es analogo a los realizados en la practica 10 del dia realizada el 26 de abril y

a los ejercicios de clase del dia 25 de abril.

Apartado a)
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Utilizando la definicidn,

T -2 _st |t=0 st [ 242 t=co
o(f (t)):I f(t)e "t =j)-e"5tdt+ft2e‘5‘dt _et ¢ (S t +25t+2)|
0 3 s

=S |t:3 S

3

t=5

Stog3t @ (2587 +10s+2) o
() -- e )2 en(2,00.2)

s s s s s s° s

Apartado b)
f(t)=U(t-3)-U(t-5)+t’U (t-5)

Por lo tanto la transformada de Laplace es:

£(f (1)) =£(U (t-3))+£((r*-1)u (t—5))=L3+£:((t+5)2 -1)-

S—

-3s -3s

=e—+e’55£(t2 +10t+24): ¢
S S

+e(g(t)+102(t)+242(1)) =

e® (2 10 24
= +e ?+?+? s>0

2 (a) Calcular el periodo fundamental de la funcidn

f(t)=sen (%) +5c0s (%)

(b) Se considera la funcién 27 -periddica definida de la forma

£(t) = -7 7T<t<0
0t O<t<rm

Se pide:

b.1.Comprobar que la funcién cumple las condiciones del
Teorema de Dirichlet.

b.2.0btener el desarrollo en serie de Fourier indicando los valores de x

en los que converge a la funcién.
> 1

b.3.Calcular el valor de Y ————
n=1 (2n _1)

b.4.Escribir la expresién compleja de la serie de Fourier.
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Nota:

- Elapartado (a) es el ejercicio propuesto nimero 3 (pagina 11) del tema 4 y se ha hecho en
clase.

- Elapartado (b) es el ejercicio nimero 1 de la practica nimero 10 realizada el dia 19 de
abril.

Apartado a)

El periodo fundamental de f, (t) =sen L es T = 27 _ 87
4 1/4
, t 2
El periodo fundamental de f, (t)=5cos 3] T, =13 67

El periodo fundamental de f (t) es T =24rx

Apartado b)

La funcién es

Teniendo en cuentaque T =27 =2p, se tiene que p=7, ®=—=1 La férmula para el célculo

p
de los coeficientes sera:

1¢r 1=
a, :EL’ f (t)cos(nwt) dt :;L[ f (t)cos(nt) dt

1,p 1, .
b, :lep f (t)cos(nwt)dt :;Lr f (t)sin(nt) dt
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Calculando los coeficientes

1 1 1 (s
a=—|" @ dt="[" —mdts— [ udt=-7

a, =" f(®)cos(ntydt = [* ~zcos(ntydt+= [ "tcos(ntydt =
o e e

sennz 1 + cosnz +nzSennz

n n’z n’x n

1
>—(cosnz —1)
T

b, 1 [ f (t)sen(nt)dt = = | " _zsen(nt)dt + - [ tsen(nt)dt =
/e T 0

1 cosnzr sennz-—nxzcosnz 1
==— + > =—(1-2cosnr)
n n n°z n

La serie sera:

S(t):—£+Z(%(cosn7z—l)cosnt+£(1—2cosn7z)sennt}
4 ‘=S\n‘xm n
Se tendra que

f(t) teR—{kﬂ/keZ}
S(t)=40 te{(2k-1)7/keZ|
-z l2 te{Zkﬂ'/keZ}

Para obtener el valor de la serie numérica, consideramos t=0 y se tendra

T &1
SO0)=——+ cosnz -1
O =+ 2 )
Teniendo en cuenta que
n -2 si n impar
cosnz —1=(-1)" -1= _
0 si n par
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Se tendrd
T & -2 -
SsQ)=—"-+ —=—
© 4 ;(Zn—l)zyr 2
0 0 1 2
D
~(2n- 1) 4 &H(@2n-1 8
(a) ldentifica, razonando la respuesta, la figura que representa los campos
3 de direcciones para las siguientes ecuaciones diferenciales. Razona la

respuesta:

(@) y'=x+y (b) y'=x (c) y'=y

/ P
» 7 - & ! ¢ i
L ot — e fod
s 4 L T - e i I."
- R e S T S s 1
o s 2 2
Y L S -
£ L\ \ e
L N R | - 4 LA —F e Ny — —
¥
i y
ANV = A A - 2 0
PV RV A B ¢ DU T [
A A i - % P
-~ B y S R P
— f— B L e B B S
T I . I L ; 4 2
T % “':ﬂ b L 1 3 — §
WM ‘l WM % Lo oA o o S
EEY _-IFT LAY ! . -2% -7

(b) Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
Xy'+y=5x?
y'+y'—2y=(6x+2)e"

Apartado a)

Pag. 14




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Grado Ingenieria Mecanica
Célculo 11 Curso: 15-16

e Enlafigura a) la pendiente en cualquier punto a lo largo del eje y es 0. En los puntos de
la recta x=cte la pendiente es constante y aumenta para valores de x positivos. La
Unica ecuacion que satisface esta condicion es y’'=x

e Enla figura b) se puede observar que la pendiente en los puntos de la recta y=-x es 0.
La Unica ecuacion que satisface esta condicion es y'=x+y.

e En la figura c) la pendiente a lo largo del eje x es 0. En los puntos de la recta y=cte la
pendiente es constante y aumenta para valores de x positivos. La Unica ecuacion que
satisface esta condicién es y'=y

e En la figura d) la pendiente en el punto (1,-2) es 0 que no cumple ninguna ecuacion
diferencial.

Apartado b)

Se trata de una ecuacion diferencial lineal por lo tanto, la solucién de la ecuacién diferencial
sera de la formay=y, +Yy,con Y, solucién general de la ecuacion homogénea e y, una

solucion particular de la completa.

Ecuacion homogénea

xy'+y=0 = ﬂ:—l :d—y:—% = logy=-logx+k= y:E
X X

dx X y

Solucion particular

ypzu(x)x Yo = X - X2
' 4
X[u(x)_u(;()j+u(x)=5x3 =u'(x)=5%° :>u(x)=5—
X X X

u(x) 5x°

Yo = x 4

. s . C 5,

La solucién de la ecuacion diferencial es y = ~ + 2 X

Apartado c)

Como es una ecuacion diferencial de orden 2 de coeficientes constantes se tendra que la
solucion de la ecuacion diferencial sera de la formay =y, +y,con y, solucion general de

la ecuacion homogénea e y, una solucion particular de la completa.

Calculo de vy,

Calculamos las raices del polinomio caracteristico
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r’+r—2=0 Raices: rn=1, rp,=-2.
En consecuencia, la solucién general de la homogénea sera: y, =Ce*+Ce™

Calculo de y, .
Ensayamos con y, = x(Ax+B)e*. Se tendra
y, = X(Ax+B)e"
Y, =(2Ax+ B)eer(szJer)eX =eX(Ax2+(2A+ B)x+ B)
Y," = (AX* +(2A+B)x+B)+e*(2Ax+(2A+B)) =€* (A +(4A+B)x+(2A+2B))

Y, "+Y,' -2y, =€"[6Ax+(3B+2A)|=(6x+2)€"

6A=6 A=1 ”
Luego: = = y,=x"¢€
3B+2A=2 B=0 P

La solucién general sera:  y=c,e*+c,6™ + x’e*

Prueba de ordenador — 23 de Mayo

1 Escribir el cddigo Matlab para resolver los siguientes ejercicios:

(a) Encontrar la familia de curvas ortogonales a la familia uniparamétrica

x? +y? = 2ax y representar seis curvas de cada familia.

(b) Laley de enfriamiento de Newton establece que la velocidad de
enfriamiento de un cuerpo es proporcional a la diferencia de

temperatura entre ¢l y el medio que lo rodea: T'(t)=-k (T (t)—Tm)

Si un cuerpo se calienta a 1102C y se expone al aire libre a una
temperatura de 102C. ¢Cuanto tiempo debe transcurrir para que su
temperatura se reduzca a la mitad? Suponer que si el tiempo se mide en
horas, la constante de proporcionalidad es k=0.65.

Nota:
- Elapartado (a) es similar a los realizados el dia 10 de mayo en la préctica 12 de ordenador.
- Elapartado (b) es idéntico al ejercicio 2 de la practica 11 realizada el dia 3 de mayo.
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Apartado a)

La familia uniparamétrica dada verifica

2 2
X° +
2X+2yy'=2a siendo 2a= y
X
Luego
2 2
- X
2X* +2yxy'=x*+y? = y'=J
2xy
T . L . , . 2xy
La ecuacion diferencial cuya solucion es la familia ortogonal sera: y'=—F"
X"=y

Una forma sencilla de dibujar las curvas con los resultados que nos da Matlab podria ser:

%Representacion de la familia
clear all
hold on
for C=1:6
fun=strcat("x"2+y"2-2*(" ,num2str(C), "*x)");
ezplot(fun)
end
%Busqueda de la familia ortogonal
solu=dsolve("Dy=2*x*y/(x"2-y"2)","x")
%Representacion de la familia ortogonal
syms X
for C=0.4:0.2:1.4
fun=subs("exp(C4)/2 + (X*((- 4*x"2 + exp(2*C4))/x"2)N(1/2))/2","C4",C);
ezplot(fun)
Ffun=subs("x*(exp(C4 - log(x))/2 - (exp(2*C4 - 2*log(x)) - HN(1/2)/2)","C4",0);
ezplot(fun)
end
axis equal
hold off

También se podrian dibujar teniendo en cuenta que la familia de curvas ortogonales a la

familia dada es: x* +y® = 2Cy.
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Examen Junio — Bloque 1

1 Encontrar el drea de la region de la esfera x* + y* + 2> =9 limitada por el

cilindro x*> +y?-3x=0.

Se trata de calcular el area de la esfera acotda por el cilindro, habra que calcular la integral de
superficie

area=2[[ds = 2[[/f/(x, y) + f;(x,y) +1 dA
S D

donde S es la porcion de esfera, de ecuacion z = f (X, y) =49-x* - y2 , Cuya proyeccion sobre

el plano XY es el interior de la circunferencia x* + y* —3x =0 que llamamos D.

. 3
areazzgm

Describiendo el dominio D en coordenadas polares,

dxdy

Sustituyendo,

r=3 cos®©

DE{(r,H)/—%ses% 0£r§3cos€}
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laintegral sera

3cosé

712 3c0s 1 72 3 (9_ r2)1/2
area = 2_};/2 { 3r 9—r ) drdezz_i2 2 1 do=
2 0

72

—18_[ —sen§+1)d6 =187 —36

-7l2

2 Verifica el Teorema de Stokes para el campo vectorial
F(xy,z)=3yi+4zj-6xk

y la parte de la superficie del paraboloide z =9 —x* — y* situada sobre el plano

XY orientada hacia arriba. Comprueba ademas que se cumplen las condiciones
para poder aplicar el Teorema de Stokes.

Este ejercicio es idéntico al propuesto niumero 19 del tema 3 (pagina 24).

TEOREMA DE STOKES.-

e Hipdtesis: los elementos que intervienen en este teorema son

- lasuperficie S no cerrada, suave por partes, orientada segtin la normal unitaria n;

- la curva “borde o frontera” de S, que denotamos OS, orientada conforme a la
orientaciénde S ;

- un campo vectorial F(,Y,2) de clase C' sobre S y &S;

e Tesis: bajo estas hipétesis se verifica que

anSF-dr = _Us(rotF)-ndS
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La superficie S es el paraboloide de ecuacion z = f (X,y)=9—x2 —y?, superficie suave cuya

curva frontera C es la circunferencia de centro (0,0) y radio 3. Para considerar la normal
unitaria exterior se debe orientar C en sentido antihorario. La parametrizacién de esta curva C

sera:
X =3cost
C={y=3sent te[0,27]
z=0
Calculamos ¢ F-dr
2z 2z
@aSF‘dr = !(gsent,0,—18003t)‘(—3sent,3cost,0)dt: .([—273en2tdt:

27
27 l_04232% - _27r
0

Calculamos ”S(rotF)-ndS

i § K
como  rotF=|- L L aiv6j-3k, n=(=f,—1",1)=(2x2y.1)

x &y a ;

3y 4z -6x

se tiene

J‘J‘s(rOtF)'ndS - .”D(_A" 6’_3)'(2)(’ 2y,1) dxdy
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Siendo D la proyeccién del paraboloide sobre el plano XY, es decir, el interior de la
circunferencia de centro (0,0) y radio 3. Pasando a coordenadas polares

2z

3
”D(—4, 6,-3)-(2x,2y,1)dxdy = j j(—8r cos@+12rsen§—-3)rdrdd =277
00

3 Se considera la region del plano siguiente:
A:{(x,y)/ 0<y<2, —\/ESXS\/E}

(a) Representa esta region graficamente y definela en el otro orden (si viniera
definida como x-simple, escribirla como y-simple, y viceversa).

(b) Calcula el area de A.

(c) Supongamos que esta region es una ldmina (sin grosor) de un material de
densidad de masa proporcional en cada punto a la distancia del punto al eje
y =0. Encuentra la masa de la lamina.

(d) Calcula el valor medio de la funcidn densidad en la placa y los puntos de la
placa en los que se alcanza este valor.

- Este ejercicio es el propuesto 3 del tema 1 (pagina 29). Hecho en clase el dia 10
de febrero.

24
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2 2 2 2y
area= .[J-dydx:E ) érea:j J' dxdyzg
2 2 3 0 —\/2— 3
X y

2

Teniendo en cuenta que la densidad es 5(X, y) =Ky la masa es

g 32
masa=”§(x,y)dA:J' I kydxdyzgk
D 0 -2y

valor medio =2

area :16/325

Se alcanza el valor medio en los puntos {(X, y)/ —2\/% <X< 2\/% , Y= g}

x = cos(t)
4 Dadalacurva C = ) te [0,7r / 2], escribir el codigo Matlab
y = 2sin(t)

para
(a) Representar el alambre que tiene la forma de la curva C.
(b) Calcular su longitud .

(c) Calcular el adrea de la cortina vertical que tiene en cada punto de C la

altura f(X, y):xey .

(d) Calcular el trabajo realizado por el campo F(X, y) = Xi+Yy]j sobre la

curva.

- Para los apartados a), b) y c) ver la practica 5.

t=linspace(0,pi/2,30);
x=cos(t);

y=2*sin(t);

plot(x,y)

Longitud L= jds donde ds = «/X'(t)2 + y'(t)zdt
c

syms u
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dx=diff(cos(u));
dy=diff(3*sin(u));
ds=simplify(sqrt(dx”"2+dy”2))
L=int(ds,u,0,pi/2)

Areadelavalla area :I f(x,y)ds
c
f=cos(u)*exp(2*sin(u))

area=int(f*ds,u,0,pi/2)
double(area)

Como el campo es conservativo, el trabajo se calculara w= J. Fedr=f (B)— f (A) siendo
C

2 2
Vf =F, esdecir, f (X, y):X?+y7

Bloque 2
0 t<2
1 (a) Dada la funcion f (t) =<t 2<t<3,sepide:
5 t>3

e Calcular la transformada de Laplace de la funcién utilizando la
definicidn indicando la abscisa de convergencia.

e Escribe f (t) mediante la funcion de Heaviside y calcula la

transformada de Laplace aplicando propiedades y la tabla de
transformadas.
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Calculo 11

1
(b) Calcular la transformada inversa de Laplace de F (S) =—
s (s*+4)

Ejercicio similar al apartado a) es el ejercicio resuelto numero 1 del tema 4

(pagina 60)
El apartado b) es igual que el ejercicio 5 propuesto del tema 4 (pagina 59)

Para calcular la transformada de Laplace aplicando la defincidn

ES) 3 0
L(F)(s)=]f(t)edt=[tedt+[5edt =

0 2 3

o (St +1)|3 . et |°° _ g~ (33 +1) . e (ZS +1) N 5g 3 _
2 52 S

:e‘3s(g—i2j+e‘25(g+i2J s>0
s s s s

Utilizando la funcion de Heaviside

f(t)=(5-t)-U(t-3)+t-U(t-2)

L(F)(s)=L[(2-(t-3))-U(t-3) [+ L[(t-2+2)-U (t-2)]=

—e *L[2-t]+eL[t+2]=e" (%—Sizj+ezs (Siz+§j s>0

Para calcular la transformada inversa se descompone en fracciones simples

1 _A Bs+C — A=1/4 B=-1/4 C=0

S (sz+4) s sP+4

2 (a) Calcular el desarrollo en serie de Fourier en forma trigonométrica de la
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funcidn 27 — periddica definida en [—7[, 7z] de la forma

1, -7 <t<0

f(t)=
® —%, O<t<rm

Indica para qué valores de t coincide con la funcién f(t).¢Cudlesla

frecuencia angular de los cinco primeros arménicos no nulos del

desarrollo en serie de Fourier?
(b) Escribe el cadigo Matlab para

a. Calcular los coeficientes Cy, y C_;, del desarrollo en serie de

Fourier complejo de f(t).

b. Representar el espectro de amplitud.

Utilizando la féormula de los coeficientes de la serie de Fourier

T

0 V4
a, :%[, f(t)dt :%_[[dH%!(_%j dt:%

1 Va
a, 7[_[[ (t)cos(nt)d _[cos (nt)dt+= _[( jcos(n)
17 17
b,=—1 f(t t =— '[ dt+— t)dt=
h ”_J; (t)sen(nt) jsen (n ;;![ jsen t)
0 si n par
3 n
= [(-1)"-1]|=
2zn [( ) } _in si n impar
T

La serie de Fourier es
1 3&sen(2n-1)t

S(t)==—-"—=) ————
() 4 715 2n-1

S(t)="f(t) si t=kz

Para realizar el apartado b) ver la practica 9. Recordad que la férmula de los coeficientes

complejos es

cnzij f(te ™dt n=0,+1 +2,...
21
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1 7 _10i
En el caso particular de que n=10 sera Cyj = j f (t)e%"dt
T
—T

3 (a) Obtener la curva solucion de la ecuacidn diferencial

(1+ xz)%+ 2Xy = 1+Xx2

gue pasa por el punto (1,2)

b) ¢éPodria ser la familia y(X) = C,x + C,x? solucién general de la ecuacién
1 2

diferencial X?y"—2xy'+2y = 0? Justifica la respuesta.

(c) Las curvas equipotenciales de un determinado campo electrostaticio se
pueden considerar elipses X° —2cX+2y? =0. Calcular las lineas de

fuerza, es decir, las trayectorias ortogonales a las curvas
equipotenciales.

(d) Conociendo las raices de la ecuacion caracteristica resuelve con Matlab
la ecuacion diferencial lineal homogenea con coeficientes constantes
correspondiente en los siguientes casos:

- Apartado b) es el ejercicio 3 resuelto del tema 5 (pagina 55)
- Apartado d) es el gjercicio 5 resuelto del tema 5 (pagina 56)

Apartado a)
Se trata de una ecuacidén diferencial lineal

dy  2x X
- 7Y 2
dx 1+x (1+ XZ)
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L, , dy  2x :
Se resuelve la ecuacion homogénea: — + Y= 0 que es de variables separadas
dx 1+x
d 2X
a@__ - dx :>Iogy:—log(1+x2):>yH: .
y 1+x 1+x

C(x
Se resuelve la ecuacion particular de la completa considerando: Yo = ( )

1+ x?
Sustituyendo en la ecuacion completa

(1+ xz)y'p +2Xy, = 1+Xx2
C'(x)_C(x)2x+2xC(x) X e )= X
1+ x? (1+x2)2 (1+x2)2 (1+x2)2 1+ x?

:C(x):%log(b xz)

c log (1+ x2)

La solucion de la ecuacion diferencial serd: y =y, + Yo = 1+ 2 + 2(1+ Xz)

Para encontrar la curva que pasa por el punto (1, 2) se sustituye x=1, y=2 y se obtiene el valor
de C asociado a dicha curva

C log(1+1) C __ log2

N <., log 2
1+1 2(1+1) 2

—C=4-—9%
2

8-log2 |09(1+ Xz)
2(1+ x2) 2(1+ xz)

Lacurvaserda y =
Apartado b).

Hay que calcular la familia ortogonal a la dada. Derivando implicitamente

2 L2 2,2
2C —2x = 2y —X donde se ha sustituido 2C = 2y—+x
4y 4yx X

al despejar en la expresién X* —2cx+2y° =0.

2x-2C+4yy'=0 =y'=

La familia de curvas ortogonales es la solucién de la ecuacidn diferencial
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Y= 4yx  4yx
2y —x* x*—2y?

gue es una ecuacién homogenea. Para resolverla se hace el cambio

z=z-—+y=zx y'=2'x+2
X
, A7x? 47 3z+27° dx
Z'X+2=—; — = - = ——dz=—
X°=27°x° 1-2z 1-2z X

§MQZ—EMQ@+22):mgX+C

(3x2+2y2)2
y

Deshaciendo el cambio, la familia de curvas serd: C =
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