Tema 6 Grado en Ingenieria Mecanica

TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

e Derivacion e integracién de funciones de una variable.

e Dibujo de curvas y programacion bdsica con Matlab.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

1. Saber comprobar si una funcion verifica las condiciones suficientes para que exista su
transformada de Laplace.

2. Obtener la transformada de Laplace para funciones continuas a trozos y de orden
exponencial, aplicando la definicién.

3. Calcular transformadas de Laplace utilizando propiedades y tablas.

4. Utilizar las funciones de Heaviside para definir analiticamente funciones continuas a trozos
y hallar su transformada de Laplace.

5. Hallar la transformada de Laplace de funciones periddicas.

6. Calcular transformadas inversas de Laplace, utilizando la descomposicién en fracciones
simples y propiedades.

7. Resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales, de coeficientes constantes, utilizando
la transformacién de Laplace.

TRANSFORMADA DE LAPLACE

- Definiciones

La transformada de Laplace es una herramienta Util para resolver ecuaciones diferenciales lineales
de coeficientes constantes con valores iniciales. Con esta herramienta se transforman las ecuaciones
lineales no homogéneas en ecuaciones algebraicas que pueden resolverse por medios algebraicos.

Se utiliza también en sistemas de control para obtener la funcién de transferencia y predecir o
analizar el funcionamiento del sistema.

Definicion (Transformada de Laplace).- Sea f(t) una funcion definida para ¢ > 0 y tal que

f(t) =0 para t < 0. Se llama transformada de Laplace de la funcién f(t) a la funcién:

oo

£[f](s) = F(s) = f Ftedt

0




T6 B TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

siempre que la integral anterior sea convergente. Es decir, F(s) estd definica para los valores
s € R donde la integral sea convergente.

El proceso inverso de hallar f(t) a partir de la transformada de Laplace F(s), se denomina
transformacion inversa de Laplace. La integral que resuelve este problema es la siguiente:

a+i00
1

£ [F(s)]| = 1) =5~ f F(s)e™dt

a—io0

La resolucion de esta integral requiere la aplicacién de técnicas de variable compleja por lo que en
la practica en el calculo de transformadas inversas se utilizaran Unicamente las propiedades y la tabla
de transformadas elementales.

Ejemplo: Si f(t) = ¢ siendo c una constante real, su transformada de La place es

7 R —st =R
ﬁm(s) =F(s) = fce"“‘dt = }12151310 ce dt = }zifoloc e__s _
0 0 t=0
—sR 1
=limel“—+=[=0+-=5 s 5>0
R—o0 —3 S s s

R

Nota: Observa que }gim e es finito si s es mayor o igual a 0 pero como dividimos por s la integral
— 00

sera finita si s>0.

Ejemplo: Si f(t) = ¢" siendo a una constante real, su transformada de La place es

00 R ((zfs)t =R
at _—s . a—s)t . e
L’m(s):F(s)Zfe’e tdt:]l%lglo el )rdt:}g?o —| =
0 0 =0
(a,fs)R
= lim |< _ = L a—s<0

Roeol g — 8 a—s s—a

. —s|R . . . e,
Nota: Observa que lim I as finito si a-s es menor o igual a O pero como dividimos por esta
R—o0

expresion la integral sera finita si s > a .

Ejemplo: Si f(t) = t siendo c una constante real, su transformada de La place es

t=R
00 R —st R
_ _ —st . —st . _t@ 1 —st .
L’[f](s)—F(s)—‘ofte dt_zlelgloote dt-}g& ; 8[6 at| =
t=0
e 1 1
=1l — ¢ — —267“/ = s>0
R—o0 S S 0 S

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

Nota: Observa que }l?im e es finito si s es mayor o igual a 0 pero como dividimos por esta expresion
—00

la integral sera finita si s>0.

H Condiciones suficientes de existencia de la transformada de Laplace

Definicion (Seccionalmente continua). Una funcion f(t) es

e seccionalmente continua en unintervalo cerrado [a, b] si es continua en todos los puntos

de dicho intervalo salvo en un nimero fintito de puntos donde la desigualdad es de salto
finito (existen limites laterales finitos pero no coinciden)
e seccionalmente continua para t > 0 si es seccionalmente continua en cada intervalo

de la forma [07 A] con A>0.

Ejemplo: La funcidn f(t) =19 (t) no es seccionalmente continua. Las funciones trigonomeétricas,

seno, coseno, los polinomios, ... son funciones continuas, luego son seccionalmente continuas.

Definicion (Tipo exponencial). Una funcion f (t) es de tipo exponencial de orden « si existen

valores K, M constantes tales que: ‘f(t)‘ < Ke"parat > M (1)

Importante: Si una funcién es de orden exponencial a, con otro a1 > a también se verificara la
condicion (1), por lo tanto, el conjunto de todos los valores que verifican (1) estd acotado
inferiormente y la menor de sus cotas inferiores (valor infimo) se denomina abscisa de convergencia

de la funcién f(t)

Nota: El orden exponencial que se exige a la funcién solo se requiere a partir de un cierto valor de t

Nota: Las funciones mas habituales, tales como los polinomios, las funciones racionales, las funciones
trigonométricas, las funciones exponenciales y las funciones logaritmicas, son todas ellas de orden
exponencial.

Ejemplo: Por ejemplo, f(t) =
60
40

20
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TEOREMA (Existencia de la transformada de Laplace).- Sea f(t) una funcion definida para

t > 0 ytal que f(t):0 para t < 0.Si f(t)

e esseccionalmente continua

e esde tipo exponencial de orden

entonces existe |a transformada de Laplace L’m (5) = F(s) paravalores s > « .

Ejemplo: La siguiente imagen representa una funcién que verifica las dos condiciones que impone el
teorema anterior.

Ll
-
L) -
"
_—-'_'_F'_'—‘-F
P et 7
il __‘——___‘I-___ f I|
" |~ 7 [
.( | -l,- \\ / I
Lf | I.' i |II
ll.' * = - - 0 |
- '-II .’__/' '\\
e 4 ’ ™
R
| T

Observa que ‘f(t)‘ <K' & - Ke' < f(t) < Ke"

Ejemplo: Demostrar que la funcion f(t) = cos(3t)cumple las condiciones de existencia de

transformada de Laplace. Esta funcion es continua en toda la recta real y ademas es de tipo
exponencial ya que

et cos(Bt)‘ <t k= L M=0a=2

TEOREMA.- Si f(t) verifica las condiciones del teorema de existencia anterior, entonces la
funcién transformada F(s) tiende a cero a medida que s tiende a infinito, es decir

lim F(s)=0 .

§—00

TEOREMA DE UNICIDAD.- Si dos funciones continuas, f(t) y g(t), tienen una misma

transformada de Laplace, F(s) paras > a entonces estas funciones son idénticamente
iguales, salvo quiza en puntos de discontinuidad.
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Como consecuencia de este teorema, se deduce que si f(t) es una funcién continua queda

determinada de forma Unica mediante la transformada inversa de Laplace.
Funciones definidas a trozos

Definicién (Funcion escalén o de Heaviside). Se define la funcién escalén para a >0 o
funcién de Heaviside de la forma siguiente

0 stt<a

U(t—a): 1 sit>a

Nota: También se puede denotar U(t — a) =U, (t)

Y

Esta funcién nos permite escribir funciones que se activa o desactivan a partir de un cierto instante
t. Por ejemplo, para considerar la funcion f(t) activa a partir del instante t=a, basta considerar

0 sit<a

f(ﬂ[]@__a)::{f(ﬂ sit>a

Si se quiere que la funcion esté activa entre a y b, basta considerar

flt o <t<b
sul=o)- sy '1) S=te
ya que
0 sit<a
ﬂﬂU@—@::f@ > F(t)U(t—b)=
Ejemplo: Consideremos la funcién

% sil<t<?2
flt)=12 si2<t<3

0 en otro caso

Podemos escribir esta funcion de la forma
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2t 1<t <2 2 2<t<3
f(t):g(t)+h(t) g(t): 0 en otro caso h(t): 0 en otro caso

Como

F(t)=g(t)+n(t)=2[u(t-1)-U(t—2)|+2[v(t—2)-U(t-3)| =
=20t —1)+(2-2t)U(t —2)—2U (t - 3)

/9 Calculo de transformadas de Laplace con Matlab

laplace(funcion)
Devuelve la transformada de Laplace de la funcién simbdlicat

syms t positive

f=t"2;F=1laplace (f)

ilaplace(funcion)

Devuelve la transformada inversa de Laplace de la funcion simbdlica.

sSyms s

Y=1/(s+1);y=ilaplace (Y)
heaviside(variable)
Funcién escaldn

syms t
fplot (heaviside (t-2), [-2,2])

Ejemplo: Comprobar con Matlab las siguientes transformadas

) = £'[F(s)] F(s) = £|f(t)]
1 1 , >0

! Recuerda que para utilizar calculo simbdlico en Octave debes cargar el paquete symbolic-win-py-bundle-2.2.2 y
cargarlo tecleando
>> pkg load symbolic
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-1
ft) = £'[F(s) F(s) = £[f(t)]
!
t" L, §s>0, n>0
8"+1
T .
ﬁ £-33/2, s>0
2
1 1
- s 550
T Jrt s
at 1
e , S§>a
s—a
sen at %’ s>0
s +a
cos at %’ s>0
s +a
2as
tsen at m, s>0
s —a
tcos(at) & +a) s>0
bt s—b
—, s>0
e cos(at) (s—b)2+a2

A modo de ejemplo se comprueba lafila 1y lafila 2

syms t

disp('fila 1")

F=laplace (heaviside (t))

sheaviside (t) es la funcidén escaldn unidad
disp('fila 2 para n=2")

F=laplace (t"2)

disp('fila 3")

F=laplace (sgrt(t))

Propiedades
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Propiedad 1 (Linealidad).- Sean f(t) y g(t) tales que L‘[f(t)] existe para s > o y L’[g(t)]
existe para s > a,, y sean ay 3 constantes reales cualesquiera, entonces

2[)\ F(t) + pg (t)] = L[]+ uﬁ[g(t)], Vs> a,
siendo o, = mdx {0‘17 a2}

at —at
Ejemplo. Calcular la transformada de La place de la funcién f(t) = C’h(at) = % (coseno

hiperbdlico) sabiendo que 2[6‘”} = 1 s > a|. Aplicando la linealidad
s—a

U R
2s—a 2s+a s —a

S[C’h(at)]z%ﬂ[e’”}jL%S[e“t]: s>a

Es decir,

S S

2 2
S —a

£|Ch(at)| = s>a e = Ch(at)

2

2
S —a

at —at

Ejemplo. Calcular la transformada de La place de la funcién f(t): Sh(at) :%(seno

1
hiperbdlico) sabiendo queS[e‘“’} = § > a . Aplicando la linealidad
s—a

lS[e”t}:l 1 1. 1 a s>a
2 2s—a 2s+a §—a’

elshfo) = Lefe]-

Es decir,

a a

2 2
S —a

zﬁumﬂ: s>a g = Sh(at)

2

2
S —a

) 1+ cos (215)
Ejemplo. Calcular la transformada de Laplace de la funcion f(t) = Cos (t) = Tsabiendo

5 > s> 0. Aplicando la linealidad

que £ [cos (at)} = n
s +a

i g

Shﬁﬁﬂ:%£M+%£%m@M—

11,1 s s +2
2 s
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Propiedad 2 (Multiplicacién por la exponencial).- Si @ es un nimero real cualquiera,
S[e"’tf(t)}(s) = S[f(t)](s—a) = F(s—a), Vs>a+

siendo « la abscisa de convergencia de f(t) .

Ejemplo. Calculamos £ ¢ cos(at) y £ ebtsen<at> sabiendo que
S[COS(at)] = F(s) = 2 j—az s>0 2[3671((115)] = G(s) = 2 ia2 s>0
Aplicando la propiedad anterior
£ ebtcos(at> :F(s—b> gle” cos(at) :% s>b
(s — b) +a’
2le"sen (a,t) = G(s — b) 2l sen (at) = + s>b
(s - b) +a’

Importante. Observar que del ejemplo anterior se deduce que

- —b - ,
iV (s_sb)ﬁ =¢"" cos (at) SV @_b)# =¢''sen (at)
Ejemplo. Calculamos £ ethh(at> y £ e’ Sh (at) sabiendo que
S[C’h<at)] = F(s) = 7 j(f s>a S[Sh(at>] = G(s) = 7 iaQ s>a
Aplicando la propiedad anterior
£le"Chat)| = F(s—0) cle"cenat) = —=°
(s - b) —a’
gle"'Sh(at)| = G(s —b) gle"Sh(at)| = —5
(s — b) —a’
Importante. Observar que del ejemplo anterior se deduce que
- —b bt - bt
iV m = e“C’h(at) iV (5 _b} . = e“Sh(at)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Propiedad 3 (Traslacion en el tiempo).- Si ¢ es cualquier nimero real positivo, se verifica
E[U (t - c)f(t — c)] = efcsﬂ[f(t)] =e 'F (s), Vs> o

siendo @ la abscisa de convergencia de f(t) .

Es importante darse cuenta que la funcién g(t) = U(t — c) f(t —¢) consiste en la traslacion de la

funcién f hacia la derecha anulando la funcién a la izquierda de t=c.

Ejemplo: Considerando la funcién f(t) = t* 41, se dibuja en azul la grafica de la funcién y en rojo
la funcion g(t) = U(t — 2>f(t —2).
t=0:0.01:5;

f=inline('t.”2+1")
plot(t,f(t),t,heaviside(t-2).*f(t-2))

A
/
/ /

/
//
. //
7 —~
- -
I
5 2 25 3 35 4 45 5

Ejemplo. Aplicando esta propiedad, teniendo en cuenta que se calculé como ejemplo en la sesidon

anterior S[l] = 1 s > 0| se obtiene que: S[U(t — a)] = ¢’

s> al.

S

Ejemplo. Calcular la transformada de Laplace de la funcién definida a trozos siguiente:

f(t) 2t —2 1<t<?2
N 0 en otro caso

Escribiendo la funcién a partir de la funcién escalén se tiene:
Flt)=(2t—2)U(t—1)— (2t —2)U(t —2)

Para aplicar la propiedad consideramos la funcién escrita de la siguiente manera:
flt)=2(t-1)U(t—1)-2(t-2+1)U(t—2)=
=2(t—1)U(t—1)-2(t—2)U(t—2)—20(t —2)

Por lo tanto,

S[f(t)]:2[2(75—1)U(t—1)—2(t—2)U(t—2)—2U(t—2)l:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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=2g|(t-1)U(t—1)|-2 g|(t-2)U(t—2)|-2¢[U(t-2)| =

—2s 9 s
=2¢ L[t|+ 2 1] -2 7Lt] = 262 L2 26’2
S S S

Propiedad 4 (Derivacién de la transformada de Laplace).- Si F(s) = Q[f(t)] entonces,
S[t f(t)] = —F'(s)

y, en general, S[t"f(t)] = (—1>n F"(s)

Propiedad 5 (Integracidn de la transformada de Laplace).- Si F(s) = S[f(t)} y existe
f@) f@)

lim ——= entonces, £|——=
t—0" t t

o0

= f F(z)dz siempre que esta integral sea convergente.

Propiedad 6 (Trasformada de la derivada).- Si la funcion f (t) y f'(t) son continuas y de tipo

exponencial para t > 0, entonces
S[f'(t)l = sF(s)—f(O), s>«
donde F(s) = S[f(t)} .Si f noes continua, pero existe f(0") = lim f(x) se verifica
z—0"

z:[f'(t)]st(s)—f(w), 5> a

Ejemplo. Vamos a calcular la transformada del coseno a partir de la transformada del seno

S[sen(at)} = G(s) = s>0

E[COS (t)} = 2[(56’0 (t))'] = sﬁ[sen (t)} —sen (0) =7

$+1

Importante: Esta propiedad se puede generalizar si las derivadas sucesivas son continuas y de tipo

exponencial. Asi, por ejemplo,

el f1o] = se[s0)] - o (0) - '(0)

el o] = selr )= 1(0) = s(e 0] =57 0) = 1'(0)) = 1(0) =

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria

11



12

T6 B TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

elfm) = sefw] - 57 (0) = sf'(0) - (o)

y asi sucesivamente dando lugar a la siguiente propiedad

Propiedad 6 generalizada.- Si y(t) y sus m primeras derivadas son continuas y de tipo
exponencial para ¢t > 0, entonces

efu® | = () - u{0) 57 (o) 10 (0)

—sy"? (0) — gyt (0)
Donde se ha utilizado la notacion, Y (s) = S[y (t)]

Propiedad 7 (Trasformada de la integral).- Si existe S[f(t)] para s > a > 0 , entonces

Propiedad 8 (Escala).- S

F(s) = E[f(t)] para $ > a, entonces para cualquier constante
real a > 0, se verifica

S[f(at)] = %F[z], Vs> a

Demostracion:

[o¢]

S[f at = fe f |uaHduadlljj‘eé“f (u)t%u = lj’eis%af (u) du —%F[EJ, Vs>«

u
t=—
a

Propiedad 9 (Transformada de funciones periddicas).- Si f(t) tiene periodo T, se cumple

T

fef“f dt, Vs>«

0

£[f@)]

Definicion (Convolucién).- Se define la convolucion de las funciones f(z) y g(z), como la

funC|on f*g ff t—u du.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA 3

Propiedad 10 (Convolucién).- La convolucion de dos funciones verifica

Lf * gl = LF®)]- Lg(®)] = F(s)- G(s)

n Teoremas

A continuacidn, se enuncian dos teoremas que, junto con las propiedades anteriores, son de uso
frecuente en el calculo de transformadas de Laplace.

TEOREMA DEL VALOR INICIAL.- Si f(t) y f! (t), admiten transformada de Laplace, entonces
se podra obtener el valor de f(t) en el origen a partir de F(s) como,

lim f(t) = f(0") = lim sF(s)

t—0* 5—00

siempre que exista lim sF(s) .

§—0Q0

TEOREMA DEL VALOR FINAL.- Si f(t) y f'(t), admiten transformada de Laplace es posible
obtener el valor de f(t) en el infinito a partir de F(s) , Como

lim f(t) = lz’rrOL sF(s)

t—o0 §—

siempre que exista lim f(t) :

t—o0

Aplicacion: Resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias

Las ecuaciones diferenciales ordinarias que vamos a resolver mediante transformadas de Laplace
son ecuaciones lineales con coeficientes constantes y con condiciones iniciales (problemas de valor
inicial). Es decir, que, en general, se tendra una ecuacion diferencial del tipo

dn y dn71 y dn72 y dy f( ) R
a +a +a +...+a —+ay=f({ a €
T At T e P ’

1

y se buscard la solucién y(t) de la ecuacion para t >0, que satisfaga las "n " condiciones iniciales

y<0) = CO ) y'(0> = Cl ’ y”(O) = 62 yorreees ’ y("71 (O) = Cnfl

La importancia de la transformada de Laplace en la resolucién de este tipo de ecuaciones se basa en
gue, mediante su aplicacién, una ecuacién diferencial se transforma en una ecuacion algebraica.

La generalizacion de la propiedad 6, enunciada anteriormente, marca el camino para esta
transformacion.

El método consiste en:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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1. Aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacién diferencial.
2. Utilizar la propiedad 6 generalizada.

3. Despejar la transformada Y(s).

4. Finalmente calcular la transformada inversa de Y(s), para obtener la funcién solucion y(t)

Este mismo método se puede aplicar a la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes. Al aplicar transformada de Laplace, estos sistemas quedan convertidos
en sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, cuya resolucidén proporciona las transformadas de
Laplace de las funciones incégnitas.

Ejemplo. Resolver utilizando transformadas de Laplace, el siguiente problema de valor inicial:

y"+y=U(t-1)
y(0)=y'(0) =0

Siguiendo el procedimiento anterior, se seguirian los siguientes pasos:

1. Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial
£(y")+ 2(y) = £(v(t-1))

2. Llamando Y(s) = S(y), y teniendo en cuenta que

el 0] = 2futo] - lo) ~v'0) = 77 (5 (1=

Se tiene

3. Despejando Y(s)

—8

Y(s)zs(e

s +1)

4. Finalmente, calculando la transformada de Laplace inversa se tendra la solucion de la
ecuacion diferencial

_ a1 s)) = ¢! € _ ol 6751—675 S
=2 V) = = e e

y(t)=U(t—1)=U(t—1)cos(t 1)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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08

06

04 r

02

La importancia de la transformada de Laplace en la resolucién de este tipo de ecuaciones se basa en
que, mediante su aplicacion, una ecuacién diferencial se transforma en una ecuacion algebraica.

La generalizacién de la propiedad 6, enunciada anteriormente, marca el camino para esta

transformacion.

Propiedad 6 generalizada.- Si y(t) y sus m primeras derivadas son continuas y de tipo
exponencial para t > 0, entonces

] =¥ (5) (o)~ (0) 570 (0) 53" (0) 4 0

Donde se ha utilizado la notacion, Y (s) = Q[y(t)}

El método consiste en:
e Aplicar la transformada de Laplace a ambos miembros de la ecuacion diferencial.
e Utilizar la propiedad 6 generalizada.

e Despejar la transformada Y(s).

e Finalmente calcular la transformada inversa de Y(s), para obtener la funcién solucién y(t)

Este mismo método se puede aplicar a la resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes. Al aplicar transformada de Laplace, estos sistemas quedan convertidos
en sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, cuya resolucidén proporciona las transformadas de
Laplace de las funciones incégnitas.

n Aplicacién: Resolucién de ecuaciones integrales

Una ecuacion integral es aquella en la que la funcidon incégnita f(t) se halla bajo el signo integral.

Consideraremos, entre otras, ecuaciones integrales de la forma siguiente

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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donde f(t) es la funcion buscada, mientras que g(t) y N(t) son funciones conocidas.

El método de resolucion consiste en aplicar transformadas de Laplace a ambos lados de la igualdad
anterior y utilizar la propiedad de la convolucion. De esta forma se despeja la transformada de la

solucién, para finalmente obtener f(t) , aplicando la transformada inversa de Laplace.

TRANSFORMADA DE LAPLACE DE FUNCIONES GENERALIZADAS

n Funcion delta de Dirac

Definicién (Funcion Delta de Dirac).- La funcién impulso unidad o delta de Dirac 6(t —¢) se

define como aquella que verifica las dos propiedades siguientes:

a) (5(t—c):|

0 st t=c

00 st t=c

b) j St —c)dt =1

Modelizaciéon de la funcion Delta de Dirac:

8(t) = lim f(t,a) Ad(t)

donde

1/2a i l]<a
0 St ‘t‘za

f(t7a) =

|
o
m [ S

PROPIEDAD 1.- Si se denota por U(t — ¢) a la funcién escaldn unidad se tiene
St—c)=U'(t—c)
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PROPIEDAD 2.- Las funciones generalizadas ( en particular la funcién delta de Dirac y sus
derivadas) pueden sumarse, restarse y multiplicarse por constantes.
También es posible el producto de una funcion ordinaria por una generalizada:

8(t = c)f(t) = f(£)6(t — ) = f(c)o(t =)

siempre que f seacontinuaen t=c

PROPIEDAD 2 generalizada.- El producto de una funcién ordinaria por la derivada de orden
n de la funcién delta, es de la forma

f)8"(t —c) = i(—l)k [:] fE )8 (t —c) n=123,...

. !/ 1/ 8
siempre que f, £/, f”,...,f" sean continuasen t = c.

PROPIEDAD 3.-
i) Sia<b,a=cyb=c,entonces

’ B _ 1 si a<c<b b (nis _ _
O(t — c)dt 0 , 8" (t—c)dt=0 n=123,...

S1 No

i) Sia<c<by f"(t) escontinuaen t = c, entonces

ff "t—co)dt =(=1)"f"(c) n=123,..

PROPIEDAD 4 (Filtro).- Si f es continua en un intervalo que contiene a t = ¢, entonces

ff (¢ — c)dt = f(c)

PROPIEDAD 5 (Convolucién).- Si f es una funcién ordinaria,
St —c)* f(t) = fO) x 6" (t —c) = f"(t —¢) n=0,12...
Ademas

(ny (ny _ c(n+n, _
0 (t—c)*x0"(t—c,)=0 (t—c —c,) n,n =012..

1
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ﬁé(t)

PROPIEDAD 6.- Sia = 0, é(at) =

m Transformada de Laplace de funciones generalizadas

Resulta interesante conocer la transformada de Laplace de las funciones generalizadas para aplicar
los resultados al método de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias.

En el apartado anterior se han visto la definicion y propiedades de la funcion delta de Dirac.
Aplicando la propiedad de filtro y suponiendo que ¢ > 0, se deduce

o0

2(6 (t - C)) = fé(t — c)efstdt :Zesc(S(t _ c)dt o

Si ¢ = 0, se obtiene

Yy, en general
2( "(t—rc) ) f 8"t —c)etdt = (—1)"(=s)"e ™ =s"e ™, >0, n=0123,...
0

Cabe sefialar que en el contexto de las transformadas de Laplace, las funciones se toman definidas
para t >0, por lo cual la constante de traslacidn ¢ debe ser no negativa, como hemos indicado

arriba. Con frecuencia consideraremos las funciones definidas en toda la recta real, multiplicandolas

por la funcion escaldn unitario U(t) para que se anulenen ¢ <0.

Contando con estas nuevas transformadas y utilizando las propiedades de la transformada de
Laplace podremos encontrar transformadas inversas de polinomios y de polinomios multiplicados

por el factor e, como puede verse en la tabla de transformadas.

n Funcidn de transferencia de un sistema

Supongamos que la siguiente ecuacion diferencial sirve de modelo de funcionamiento de un sistema
de ingenieria sencillo

en esta ecuacién diferencial f(t) representa la sefial de entrada del sistema e y(t) es la sefial de

salida, o respuesta del sistema. Por razones de mayor simplicidad vamos a considerar que las

condiciones iniciales asociadas con la ecuacion diferencial son nulas, es decir que y(O) =0.

Tomando transformadas de Laplace en la ecuacion anterior obtenemos
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sY(s)—y, +Y(s)=F(s) = (1+s)Y(s)=F(s) con y(O) =0
luego

_Ye) 1
Gls) = (s)_1+s

Definicién (Funcién de transferencia de un sistema).- La funcion G(s) se denomina funcién

de transferencia del sistema. Se trata de la transformada de Laplace de la sefial de salida
dividida por la transformada de Laplace de la sefial de entrada

INTRODUCCION A LA TRANSFORMADA DE FOURIER

n De las series de Fourier a la Transformada de Fourier

El objetivo de esta parte del tema es conseguir una representacién en senos y cosenos de una
funcién NO PERIODICA f(z), definidaen R .Para ello nos apoyaremos en la serie de Fourier de una
funcion periddica, estudiada en Célculo |.

Se busca una representacion de Fourier de la funcién no periddica, f(x), definidaen R . Paraello,
se considera una funcion periddica, fp(w), de periodo T'=2p, que admite desarrollo en serie de

Fourier y tal que:

a) [ (x)=f(x) para = €|—p,p] b) lim f(z) = f(x)

p—00

La condicién b) es la clave para la solucidon del problema, ya que partiendo del desarrollo de Fourier

de fp(w) y haciendo tender p a infinito, la serie de Fourier se convertird en “una aproximacion” de

en términos de senos y cosenos.

Ejemplo: Se busca una representacion de Fourier para la funcion no periddica:

1 si —1<z<1
xTr) =
fl) 0 si ‘x‘Zl

Se parte de la funcién periddica siguiente, de periodo T =2p:

0 si —p<z<-—1
fl@)=i1 si —1<z<1
0 si 1I<z<p

cuya serie de Fourier es:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2 o0
fp(m) =—+ —Z SR cos nwe, w=
P opiD w

=

fp ()

=]
4]
T
o
=
1l
F-Y

S ()

f,(x) 05

T

P
=
I}

[y ]

=]
m
T

f(x) 2p=Infinito

U 1 ]
-0 -1 40

Comparando las gréficas de f(x) y de fp(ac) para valores crecientes de p, se observa que cuando p

aumenta, la grafica de fp se aproxima mas y mas a la grafica de f, cumpliéndose que cuando
p—oo, f, = .

Segun esto, parece licito intentar obtener una representacion de Fourier de f, partiendo de la serie

de Fourier de f,(x) y haciendo tender p a infinito.

Calculando el limite en este ejemplo, se obtiene

. .11 2 X sennw

lim f (z)= lim |—+— cosnwz| =
P poce|p piD nw nw=w,
T T
Aw=—
p

(o)
|2 gasenw 2 psenw
= lim _Z " cosw T Aw = - coswrdw = f(x)
p—oo| T N n Ver observacion 0 w

OBSERVACION: El hecho de que cuando p crece, las frecuencias de los términos de la serie de Fourier
se agrupen mas y mas, mientras que los coeficientes se hacen mas pequefios, indica que cuando
p — 00, esta serie considerada como funcién de p, es en realidad una suma de infinitésimos cuyo

limite es una integral.
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Esta integral es la representacion de Fourier de la funcion no periddica f(z), y recibe el nombre de

Integral de Fourier de f(z) .

En el siguiente teorema se recogen las condiciones bajo las cuales se verifica que

f(z)= lim f (z) = lim [sem’e de Fourier de fp(fﬁ)]

P—00 P—00

y se expresa el valor del limite.

TEOREMA (Integral de Fourier).- Si f(z) es absolutamente integrable en R y cumple el
criterio de Dirichlet en cualquier intervalo finito [a, b] del eje OX, entonces f(z) se puede

representar mediante la integral de Fourier, verificandose
oo
flz) = f[a(w) cos wz + b(w) sen wa:] dw
0
siendo,
17 17
a(w) =— f f(z)coswz dzx blw) == f f(z)sen wz dz
m —00 d —00

Ademas, la integral de Fourier obtenida converge a f(z) donde la funcién es continua , y

= +
converge a W en los puntos de discontinuidad.

La expresion de la integral de Fourier escrita en el teorema anterior se conoce como “forma
trigonométrica” o “forma real” y tiene un gran parecido formal con la serie de Fourier para una
funcién periddica de periodo 27 .

Resulta inmediato comprobar que si f(z) es par, entonces b(w) =0 y si f(x) esimpar, entonces
a(w)=0.

Sin embargo, la forma habitual de expresar la integral de Fourier es la forma compleja que se escribe
a continuacion:

f(z) = 7 C(w)e™” dw
siendo,
Clw) = %_‘Z f(z)e ™" d

Resulta sencillo demostrar que se verifica la siguiente relacién entre el coeficiente complejo C(w),
y los coeficientes reales de la integral,

a(w) — ib(w)

Clw)= 5

Transformada de Fourier

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Supongamos que una funcién f(z) es regular a trozos en un segmento finito cualquiera del eje OX
y absolutamente integrable en todo el eje.

Definicién (Transformada de Fourier).- Se llama transformada de Fourier de la funcién f(x)
a la funcion:

F(w)=F [f(z)] = f f(@)e ™ dy

OBSERVACION: El coeficiente complejo de la integral de Fourier y su Transformada de Fourier estan
relacionados por una constante:

Cw) =5~ F)

Definicion (Transformada inversa de Fourier).- Se llama transformada inversa de Fourier de

la funcion F(w) ala funcién:

@)= F[Fw)] = [ e do

OBSERVACION: La transformada inversa de Fourier de F(w) es la integral de Fourier de f(z).

m Espectros de amplitud y de fase

Definicién (Espectro de amplitud).- El espectro de amplitud de f(x), es la gréfica del

maodulo de su transformada de Fourier, |F (@), frente a la frecuencia @ .

Este espectro es una curva continua, cuyo valor en cada frecuencia w, mide la contribucién de esa
frecuencia al valor de la funcion. Asi como la serie de Fourier descompone una funcién periddica en
un conjunto discreto de ciertas frecuencias (multiplos de la fundamental), la transformada de Fourier
proporciona una resolucién en frecuencias continuas de una funcién no periddica.

IMPORTANTE: El espectro de amplitud de una funcién real es siempre una funcion par y tiende a
cerocon @.

Definicién (Espectro de fase).- El espectro de fase de f(z), es la gréafica del argumento de

su transformada de Fourier, "arg F(w)", frente a la frecuencia w .

Recordemos que, siendo F(w) una funcién compleja (de variable real), es posible expresar su
ecuacién en forma exponencial:
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Los espectros de amplitud y de fase caracterizan a f(x) en el dominio de la frecuencia.

Hemos visto que el estudio de una funcién en el dominio de las frecuencias requiere el calculo de su
transformada de Fourier. Sin embargo, el calculo, tanto de transformadas como de transformadas
inversas, a partir de la definicion, conduce en la mayoria de los casos a integrales inviables.

Por ello, se dan a continuacién las propiedades basicas de la Transformacion de Fourier, que junto
con las tablas, permiten calcular de forma sencilla, las transformadas de un buen numero de
funciones, sin tener que recurrir a la definicion. Las tablas de transformadas estan al final del
resumen teorico.

Propiedades de la Transformada de Fourier

Propiedad 1 (Linealidad).- La transformacion de Fourier (§ ), es un operador lineal, es decir,

S[af(x) + ﬂg(m)} = aS[f(x)] + ﬁ%[g(m)} cona, BeER.

Propiedad 2 (Acotacién).- Si F(w) es la transformada de Fourier de una funcién f(z),
integrable absolutamente en todo el eje real, entonces F(w)es una funcién acotada.

Propiedad 3 (Traslacion en el tiempo).- Sea f(z) una funcién que admite la transformacion
de Fourier y h un nimero real. Entonces la transformada de la funcién desplazamiento de

fi(z) = f(z — h), es: S(fh) =S €7Mh3(f)

f(z) , definida por la ecuacién

Propiedad 4 (Traslacién en la frecuencia).- Sea f(z) una funcién que tiene como

transformada de Fourier F(w) y h un nimero real. Entonces:

§|e" fla)| = Flw—1)
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Propiedad 5.- (Transformacién de la derivada).- Supongamos que f(z) tiene derivada f'(x)
también absolutamente integrable en todo el eje OX de tal forma que f(x) tiende a cero
cuando | x | tiende a <. Entonces

5[f@)= [ F@e™rds = iw§|f()]

Propiedad 6 (Derivada de la transformacion).- Supongamos que f(z) y zf(z) son funciones
absolutamente integrables en todo el eje OX. Entonces la transformada de Fourier de la
funcion f(z)

F(w) = jf(z)eiwxdx

es derivable y ademas

X

F'(w) = —if af (x)e " dx = —z&'[a:f(a:)]

—0

Propiedad 7 (Simetria).- Sea f(x) una funcién que tiene como transformada de Fourier

F(w), entonces: {S’[F(rc)] =21 f(—w)

Propiedad 8 (Escalado).- Sea f(z) una funcién que tiene como transformada de Fourier

F(w), entonces: s[f(ax)] = iF ﬁ]

o

Propiedad 9.- (Convolucién).- Sean F(w) y G(w)las transformadas de Fourier de las

funciones f(z) y g(z), respectivamente. Entonces S(f * g) = S(f) . 3(9)

Es decir, la transformada de Fourier de la convolucion de dos funciones es igual al producto de las
transformadas de Fourier de las funciones que se someten a la convolucién.
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Definicion (Convolucién).- Se define la convolucion de las funciones f(¢) y g(¢), como la

mmm1g*@@y32ﬁ@g@_@@

Ejercicios propuestos

1
- Estudiar si las siguientes funciones

f(t) verifican las condiciones suficientes de

existencia de la transformada de Laplace.
Obtener, siempre que sea posible, la abscisa de

convergencia de f(t) )

. 0 st t<O
DIO=11 5 >0
o) (1) 0 st t<0

| sen(at) si t>0

. 0 s t<O0
o ft) = e si t>0
g . 0 st t<0 g+
VIO=1 i 450 [0 ™€
Solucion

En los cuatro casos, las funciones verifican las
condiciones suficientes de existencia de la
transformada de Laplace. La abscisa de
convergencia toma los valores siguientes:
a)a=0 b) a=0 ¢ a=-3

d a=0

2
- Calcular las transformadas de Laplace

de las siguientes funciones definidasen R"y
comprobar los resultados con Matlab:

a) flz)=1  b) f(z)=Ulz—a)
c) f(z)=e" d) f(z) = 2
e) f(z) = cosaz f) f(z)=senax

Comandos de Octave/Matlab para el célculo de
transformadas y transformadas inversas de
Laplace:

Ejemplo de cédlculo de transformada de Laplace
f=sym('x"3"'); F=laplace(f)

o también

syms x; F=laplace (x"3)

Ejemplo de célculo de transformada inversa:
syms s; f=ilaplace(1l/(s"2+1)/(s+1))

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Solucion:
a)F(s):; b)F(s):%
1 2
c) F(s)zs_a d) F(s)zs—s,
o P = 0=t

3
- Sea f(t) la funcién cuya gréfica

muestra la figura. Definir dicha funcién
utilizando las funciones salto o funciones de

Heaviside U (t — c) . Hallar la transformada de

Laplace de f(t) aplicando la definicién de

transformada. Comprobar el resultado con

Matlab.
fith
2
1
0 1 2 3 4 5 t
Solucion
Ft)=(t=1)-U(t=1)+(1-t)-U(t-3)
o (2 1
Al P

4
- Aplicando las propiedades de las

transformadas de Laplace junto con la tabla de
transformadas, hallar la transformada de

Laplace de las siguientes funciones f(t) :

t -3t
63 —€ s

a) cos [é] b) Sh (3t) =

c) Ch(5t) d) e’ -sen(2t)
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ot cos (77&) (h) e (i e’
@%43] D= (s—1)(s—2) £+
Solucion: Solucién
4s 3
a) Fs)=— b) F(s) = N 5
45 +1 -9 (a) € (b) e/ (c) 1—e
] 2 3
o) F(s) = d) F(s) = ———— 1 6
5 —25 (s + 1) +4 (d) gsen&f (e) —2cos2t + gsen&f
6 +5 _
e) F(S) = f) F(s) = 8—2 (f) l(1 — cos Qt) (g) U (t — 2)630 2)
9s” +4 (s+5) +49 4
(i) U(t—1)-0(t—1)e "
Calcula la transformada de Laplace de
las siguientes funciones: H
(a) U(t) (b) U(t _ a) Calcular las transformadas inversas de
0 t<3 Laplace de las siguientes funciones F(s) y
(c) f(t) = [2 3<¢ comprobar los resultados con Matlab:
. s+3 b) 1
3 0<t<2 SV -
(d) f(t): (s—2)(s+1) s —25+9
0 2=t 2s e 10
c) ——— d) e)
1 2<t<3 2 2 4
(e) f(t):{ = (32 +1) s (s+2)
0 en otro caso
2s+3 3

_eSTe g —>—
s* +6s+13 s(s* +4)

(s +3) (s+3)e”
. t t - Py —m
() eU(t—2)—e(t-3) s s )
) sent 0<t<2mw o
W=ty  ares (s+3)e
2
Solucién s(s”+1)
—as 2 —3s Solucion
@ L () ¢ (c) = 2, 5
$ $ s a) f(t):——e’t-i-—e”
1 =2 1 _ ,2ms 3 3
e . e
@ 3 ) —— V2
s s +1 f(t):jetsen(%/gt) C) f(t):t-sent
O 1()=(t=3)-vle-3
Calcular las transformadas inversas de 5
Laplace de las siguientes funciones F(s) y f(t) 3 —tle™
comprobar los resultados con Matlab: .y 3
) f(t) =e = |2cos2t ——sen2t
(a) — H 2
s—3 35+5 s(s+3)
1 Ly 2540 9 f(t)= ( — cos 2t)
s* + 64 s* + 64 h) f(t):(?) 3cost+sent)
2s
- i) £(t) = U(t—7)(3+3cost — sent)

),
£(t) = U(t—2)(3—3cos(t—2)+sen(t—2))
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- Resolver las siguientes ecuaciones y

sistemas de ecuaciones diferenciales:
a) z"+2z'+5x =1, siendo las condiciones

iniciales x(O) = 1:'(0) =0
b) £"'—2x"+ 3z'— 6x = 4¢, con las
condiciones iniciales
z(0)=2'(0)=0; 2"(0)=1/6
c) xX"+4z = f(t) , con las condiciones iniciales
x(O) = :E'(O) =0 siendo
0 0<t<5
ft)= % 5<t<10
1 t>10
d) x"+z = f(t) , con las condiciones iniciales

1:(0) =0, :c'(()) =1 siendo

1=

) [a:'(t):2a:—5y

t/2 0<t<6
2 t>6

, con las condiciones

|

y'(t) =z—2y
iniciales 1:(0) =1; y(O) =0
Solucion

a) :L’(t) = %[1 —e [coth +%sen2t

b) a:(t) = %e% —l—%COS\/gt +

+£sen\/§t—gt—l;
9 3 3

<)

o(t) = o[2(t=5) = sen(2(t=5))|ur (1 —5) -
—4%[2(15—10) —sen(2(t —10))]U(t ~10) -

d) :c(t) = %[t + sent —

—(t—6—sen(t—6))U(t—6)]

e) x(t):cost+2sent ; y(t):sent

n Una masa que pesa 32 g. se encuentra

sujeta al extremo de un resorte ligero que se
estira 1 m. cuando se le aplica una fuerza de 4
kg. Si la masa se encuentra en reposo en su
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posicidon de equilibrio cuando t=0y si, en ese
instante, se aplica una fuerza de excitacion

f(t) = cost que cesa abruptamente en

t = 27 s, determinar la funcién de posicién de
la masa en cualquier instante, si se permite a la
masa continuar su movimiento sin
impedimentos.
Teniendo en cuenta la ley de Hooke, la ecuacion
gue modela la posicién de la masa m es

cost 0<t<2mw

"y 4y =
XA 0 t>or

Solucién:

isen% 0<t<2m

X(t) = ltsent —iseth +
4 16 t>2r

—|—itcos2t —3—W00s2t
16 8

n Un circuito RLC, con R = 11092, L=1H

y C=0.002F tiene conectada una bateria de 90V.
Supongamos que en t=0 no hay corriente en el
circuito ni carga en el condensador y que, en el
mismo instante, se cierra el interruptor por 1
seg. Si al tiempo t=1 se abre el interruptor, y asi
se conserva, encontrar la corriente resultante
en el circuito.

Nota: Aplicando las leyes de Kirchhoff, la
ecuacion que modela el circuito es

t
I'+1101 +Lf1dt — E siendo
0.001

Ez?()(u(t)—u(t—l))

e 10t _ 100t 0<t<1

I(t> = |(1 _ elo)e—lot . (1 . emn)efmor t>1

10
- Una droga entra y sale de un érgano de

volumen v cm’ aunatasade acm’ / seg,

donde v, y v son constantes. Supongamos

que, en el tiempo t=0, la concentracion de la
droga es 0y tras administrarla, dicha
concentracién aumenta linealmente hasta un

maximo de Ken el tiempo ¢ = ¢ en el cual el

proceso se detiene. Determinar la
concentracién de la droga en el 6rgano en todo
instante y su maximo valor.

Solucion: Para t < t se tendra

Universidad de Cantabria



28

T6 B TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

Test de autoevaluacion

Estudiar si la funcion f(t) = U(t) e’

verifica las condiciones suficientes para que
exista su transformada de Laplacey, si existe,
elegir la abscisa de convergencia correcta para

f0):

A)  Laabscisa de convergencia de f(t) es
a=-3.

B)  Laabscisa de convergencia de f(t) es
a=0.

C)  Laabscisa de convergencia de f(t) es
a=3.

D) Ninguna de las anteriores.

2

Hallar la transformada de Laplace de la

6 st t>5

2 s 0<t<h
funcién f(t) :{ }

utilizando las funciones de Heaviside para
definir f(t) y, posteriormente, la tabla de

transformadas:
2 6e™
A Fs)=242
S S
2 4e”
B)  F(s) =24
s S
2 4e™™
C) F(s)==+
S S
D) Ninguna de las anteriores.
3
Elegir la respuesta correcta para definir

el caracter convergente o divergente de cada
una de las siguientes integrales:

— t . _ —t
I‘{‘e sen 2tdt J[te cos 3tdt

A) Las dos integrales divergen.

B) | es divergente y J converge a —

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

C) | es divergente y J converge a —
100
D) Ninguna de las anteriores.
4
Sabiendo que la transformada de

Laplace de la funcién f(t) es

5 20s
Fls)=— +— , hallar la funcién f(t
( ) SZ 4 4 SZ 4 9 ( )
A) f(t) =5cos2t +20sen 3t
B) f(t) =5sen2t +20cos 3t
C) fi)= gsen 2t +20cos 3t
D) Ninguna de las anteriores

5

Sabiendo que la transformada de

2
(s+1)7°
sefialar cudl de las siguientes funciones es la
transformada de Laplace de la funcion

Ut —2)f(t —2):

Laplace de la funcién f(t) es F(s) =

2
A) Gls)|=F(s—2)= -
()= Flo-2= 2

B Gs) = —2—e

(s +1)°
C) G(s) = 2 e

(s +1)°
D) Ninguna de las anteriores.

6
La transformada de Laplace de la

t
funcién f(:ﬁ +sen2zx)dx es:

0

Universidad de Cantabria
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A) F(s)=— , §>0
s 5(52 —1—4)
6 2

B) F(s)=— , §>0

®) st s 4+4

3 2

0 Fe)=St+——, s>0
S 5(52 —|—4)

D) Ninguna de las anteriores.

7

Laplace de dicha funcién es
3 2
s+ T7s"+5
Pl = —"—
s(s” +3s" +4s+2)

M) =2y fed =1

B)  f(0)" =1y foo)=1
00y =1y feo) =2
D) Ninguna de las anteriores

Resolver el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales, aplicando

Sin calcular f(t), determinar f(0") y

f(00), sabiendo que la transformada de

transformadas de Laplace, para las condiciones

iniciales x(0) = 0, y(0) = 1:

y'=-x
' =y+2x

A) () =te' ; y(t) = (1 - t) e'

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

C) z(t) = —te' ; ylt)= (1 - t) e'

D) Ninguna de las anteriores.

9

Utilizar la convolucién para hallar la
transformada inversa de Laplace

kv 1 ! , sabiendo que
s—1 s—

S[et] 1 ; S[e”} 1 :
s—1 §—2

A) f=¢"—¢

B) ft) = et —et

0  fO=—¢"+¢

D) Ninguna de las anteriores.

10

La funcién de transferencia de un
circuito eléctrico dado es

V(s 1
G(s) = () =

Vi(s) s+2
son las transformadas de Laplace de los voltajes
de entrada y salida, respectivamente. Hallar

, donde Vi(s) y V (s)

v (t), aplicando convolucién, sabiendo que
vi(t):{e’t, t>0 ; 0, t<0}

A) v (t) = e et

B) v(t)=—¢ " —e

C) v(t)=—e""+e

B) o(t) = —sent +2cost; y(t)=cost D)  Ninguna de las anteriores.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
C C B C B A C A A D

Ejercicios resueltos

DEFINICION. EXISTENCIA

0

5

<2

t>3

Dada la funcion f(t) =1t 2<t<3,sepidecalcularlatransformada de Laplace de la

funcién utilizando la definicién indicando la abscisa de convergencia.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Solucion

Para calcular la transformada de Laplace aplicando la defincién
00 3 00
£(f)(s)= f f(t)etdt = f te~dt + f Be~*dt =
0 2 3

_ e (35 + 1) N e (25 + 1) . 5o 38 _
5° 5 s

s>0

f(t) 3 0<t<l
e t>1

y escribir la funcion utilizando la funcion escalén.

Solucion

La funcidn es seccionalmente continua, solo se discontinua en el punto 1y la discontinuidad es
de salto finito. Ademas, es de tipo exponencial

Para escribir la funcién por medio de la funcién escalén se debe considerar

f(t):3[U(t)—U(t—1)]+t3U(t—1)

syms t
ezplot (3*heaviside (t) -3*heaviside (t-1)+t"3*heaviside (t-1),[0,4])

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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3 heaviside(t) -...+ £ heaviside(t - 1)

3
Dada la siguiente funcion:
0 0<t<3
f(t) =11 3<t<5
2 t>5

Calcular su transformada de Laplace utilizando la definicién de transformada y escribir por medio
de la funcion escalon.

Solucion

Utilizando la definicidn,

o0 5 00 _a 7P e (52t2 + 2st + 2) e
c(f(t) = [ flt)edt = [ e~dt + f 12e5tdt = 6_8 - 5
N t=5
-5 -3 —hs (25 2 +10s + 2) -3
£(f(t)):—e;+e;+6 583 i :658+e58[% 1—3—833] s>0

Para escribir la funcién por medio de la funcion escaldn se debe considerar
F(t)=U(t=3)-U(t—5)+£U(t—5)
Para representar con Matlab esta funcién

syms t
fplot (heaviside (t-3) -heaviside (t-5)+t”"2*heaviside (t-5), [0, 8])

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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70 heaviside(t - 3) -...+ £ heaviside(t - 5)

60 [

50

40

30

20

PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

4 3 0<t«l1
Determinar la transformada de Laplace de la siguiente funcién: g(t) =1 9 Pe 1
e

Solucion

Puede utilizarse la definicion o considerar que
g(t) = 3(U(t> ~U(t- 1)) +U(t—1)e

y utilizar las transformadas del apartado anterior

1 -
E(U(t)):; s>0 £(U(t_1)>:T i 0
ﬁ(th)_SiQ e
y el segundo teorema de traslacion
lali—a)=erl)  F=l
para calcular
£(v(i-1)e) = L[U(t ) e2<t—1>e2] () - Z_e;

Se tiene que la transformada de Laplace es

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2—t si 0<t<3
t si 3<t

Calcular la transformada de Laplace de la funcién E(t) = |

Solucion

E@):(2—tﬂU(ﬂ—Idt—3»+¢%“t—3):(2—ty7@y+@2+t—2ﬁf@—3)
C(B(t)=2£(U(t) - £(tv() + L[[(t —3) +7(t-3)+ 101U(t - 3)]
—22(U(e) ~ 2 (e0 (1) + £t~ 3] Ut~ 3)| 71~ 3)0 (e 3)) + 202 (v - 3)

2 1 207 Te ™ 10
+

=———+—+
s 8 s* 5’ s
6 - L, . L,
Expresar en términos de la funcién salto unidad la funcién f(¢), calculando
0, t<0
posteriormente su transformada de Laplace:  f(t) = 12t*, 0<t<3
9, t>3
' —SscC
Datos: S[t”] - : £[U (t — c)] =
s n+1 s
Solucién

Expresion de f(t) utilizando la funcién escalon:
f(t) =200 () + (9 —2¢)U (¢ - 3)

Para hallar la transformada de Laplace utilizando la propiedad de traslacion en el tiempo, es

necesario expresar el polinomio (9 —2t2) en potencias de (t —3). Para ello efectuamos un

cambio de variable
2
(t-8)=2z — t=2z2+3 — 9-20=9-2(z+3) =-9-12: -2’
Deshaciendo ahora el cambio de variable, queda la expresion buscada del polinomio
02 =912 —22° = —9-12(t - 3)—2(t - 3],
sustituimos y calculamos la transformada de Laplace,
SV@H:EPHU@H+£H4%42@—Q—2@—@jU@—SW

aplicando también la propiedad de linealidad, queda

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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o[ (t)] = 2¢[ev (0] - o2 ot~ 3)] - r2ef(e —3)u (e ~3) ~22 e~ 3 v(t-3)

elf(t) HET {2+¥+%}

S S S

7

Estudiar el caracter convergente o divergente de cada una de las siguientes integrales,

utilizando Unicamente la definicion de transformada de Laplace y la tabla de transformadas. En
el caso de que la integral sea convergente, hallar su valor:

I = fet cos 2tdt ; J = fteit sen 3idt
0 0

Solucion

o0

I= fet cos2tdt = J = /L’[cos 24

0

s=—1

esta integral es divergente porque la transformada de la funcion cos 2t solo converge para
valoresde s > 0.

o0

J = fteit sen 3tdt = S[t sen St}

0

s=1

esta integral es convergente porque la transformada de la funcidon tsen 3t es la funcién

F(s)zL, que converge para §>0. Sustituyendo en s=1, queda

(32 +3 )2

6 3

_F(l>:ﬁ:5o'

8

Hallar la transformada de las siguientes funciones, utilizando la tabla y las propiedades de

las transformadas de Laplace:

T

sen 3z e’ — cos 2t
)= b —dt
/() N

0

Solucion

Se aplica la propiedad: £ fﬁ(f(a:))(u)du comprobando la condicidn de existencia

El

e . sendx
del limite lim =
z—0" T
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00 00 R
3@ = f[ﬂ(sen3z>](u)du = f 23 du = lim 1/—23du:
T propiedad g f?fi%) g U +9 (s>0) R—o0 g (U/S) +1
R
u T s
= lim |arctg—| = ——arctg—, s>0
MRS T ®3
. . [ 1 .
b) Aplicando la propiedad: £ ff(t)dt = —£(f(a:)) , se obtiene
s
0

Ahora se aplica la propiedad utilizada en el apartado a), comprobando previamente

" —cos?2
lim e —cos2t 1
t—0" t
1 le" —cos2t| 17 17 1
s ! :—f[ﬂ(ef —COSQx)]du == —— Y ldu =
$ t 5% e s \u—1 @’ 4] Y
R
= — lim |log u_l :—llog s 1 ) s>1
S R—o0 u2 + 4 S 82 + 4
9 ,
Calcular la transformada de Laplace de la funcién
2—t si 0<t<3
E(t)=1{¢ si 3<t<4
1 St t>4
Solucion

En primer lugar, escribimos la funcion mediante la funcion escalon
E(t)=(2-t)|U(t)-U(t-3)|+ ¢ |U(t—3)-U(t—4)|+ Ut - 4)
es decir,
E(t)=(2-t)U(t)+[r +t-2U(t-3)- [ —1|U(t-4)

Aplicando transformadas

£(E) =26 (v (e) - (et (1) + 2] (1 3] +7(e 3]+ 1)U -3)| -

f(t=3)

-L

[(t74)2 +8(t4)+15]U(t4)]

g(t—4)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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=2£(U(t)) - £(t0(t)) +£[(t— 3)2 Ut- 3)] +7L((t = 3)U (t - 3))+ 10£(U(t - 3)) +

~£(e 4 e ~a)-se((e - )0 (- a) 156 (e 4)

2 1 2le® T 10e* 2!6_45_86_45 15¢*

S S S S S S S S

10 2 1<t<?2

Calcular la transformada de Laplace de la funcién f(t) = [ ; 5
e <t

Solucién

En primer lugar, escribimos la funcion mediante la funcion escalén
Ht)=2[u(t=1)-U(t=2)|+eU(t—2) = £U(t=1)+ (e =) Ut -2)
Aplicando transformadas

cf(t) = £[t2U (t— 1)} VL [eQeHU (t - 2)} - ﬁ{ﬁU (t- 1)} _

=L| h(t-1) U[t-1) +62£[et_2U(t—2>]—£ g(t-2) Ult-2)|=
= h(t)=(t+1) =t g(t)=(t+2)

=e L [h (t)] + €2£[et} - e_QSE[g (t)} =e 'L [tQ + 2t + 1} +e*e L [et] —e L [tQ + 4t + 4}

2.4 4
s 8 s

2.2 1
s & s

—2s
€
2 —2
+e ———¢€ "
s—1

=€

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

11

Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) =

B .
N (s +4)
Solucion

Para calcular la transformada inversa se descompone en fracciones simples

1 :é_i_Bs—FC'

= A=1/4 B=-1/4 c=0
5(52—1—4> K] s*+4

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA 3 7

Utilizando la tabla de transformadas de Laplace elementales

1 1] 1 1 1
EI(F(S)):—EI oot == 2~ Scos2t
4 s|] 4 sS4+4) 4 4
12 , 1
Calcular la transformada inversa de Laplace de la funcién: F(s) =

[+
Solucién

A modo ilustrativo, abordaremos este cdlculo mediante dos procedimientos distintos.

Método 1: Haciendo uso de la propiedad de convolucion,

1 1 1

F(s)= =
(s2+1)2 418 +1

=L (sen m)!) (sen ac) = £ (sen T * sen ac)

convolucidn

luego sdlo resta calcular esa convolucion

sen T ksenzr = jsenu sen(z — u)du = %][COS(zu —x)— cos x] du = E(Senx — x cos a:)
0 0

para saber que

o (F(s)) = %(senx — I CoS a:)

Método 2: Para hacer uso de otras propiedades, comenzamos escribiendo la funcién como
producto de dos funciones,

1 1 S 1
F(s) = - == . ==-G(s)
(32 +1) s (32 +1) s

la segunda de las cuales, G(s), es la derivada de una funcion cuya transformada inversa es

conocida:
_ d|-1 / 2 . l 1 1 _ l
G(S) B % 82 +1 propiedad G(S) B 2 £|zL 82 +1 o 2 £<.’17 Senx)
. . 1
Ahora, debido a la propiedad £ ff(t)dt = —L‘(f(x))
s
0
F(s) = lG'(S) =2 ]WL'J (G(s))dt =2 ]Etsentdt = l‘C’(Senac —xcosx)
s ) /2 2

de donde se deduce el mismo resultado que el alcanzado con el primer método.

13 . efﬂ's e*?ﬂ'b‘
Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) = —

32(5—1—1) 52(8—|—1> '
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Solucién
—Ts —27s
y(t): Lt X (s+1) — X (s+1> = U(t—w)g(t—w)—U(t—Qw)g(t—Qw)
Siendo g(t) Sy
s’ (s + 1)

Teniedo en cuenta que

32(5—1—1) S s+s—|—1

1 é+§ ¢ :>A(s+1>+Bs(s+1)+Cs2:1:>

= A=1,C=1B=-C=-1

1 1 1
=Lt ——+ —t-1te¢"
g( ) [52 s s+1
Se tiene que
y(t)=U(t—n)g(t—n)-U(t —27)g(t —2n)
= U(t—’ﬂ') t—7r—1—|—67(t4))—U(t—27r>(t—27r—1—l—e*(t’2’“)
14
Hallar la transformada inversa de las siguientes funciones, utilizando la tabla y las

propiedades de las transformadas de Laplace:

a) F(s) = ! b) Fs)— 2
(s+1)(s"+25+5) s—3 s+1

Solucion

En primer lugar, se escriben los factores del denominador en funcién de s+1, para utilizar la
propiedad de traslacion en la variable “s ”

1 1
F(S) = ; ;d d£ efmgl - -
(S+1) <S+1> +22}Pmme,a, S(S +2 )
Ademas
1 1 2 1 2 17 1
— = =L Rl L’—fsethdt = £|=sen’z
5(52 + 22) 2s 32 + 22 S 2 propiedad 2 g 2
Con lo que,
1 — 1 1 1 —z 2
LHFE))=e L || = sesen’s
s(s"+27)) 2
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Haciendo uso de la propiedad de traslacién en el tiempo, se tiene

(c>0)
e L(f) =

0, st z<c

L’[U(x —o)f(z — c)]

= £ [67053 (f(:v))] =

——t—

flx—c¢), si z>c

Aplicando esto a cada sumando de la funcién, y debido a que

1
Fia ): X y o L |_
s—3 s+1
Resulta
e e* 0, s z<1 e et 0, st z<4
s—3| |, siox>1 Y s+1| e ™, si x>4
de donde
0, st <1
! (F(s)) = 63(171>, sil<ax<A4
63(#1) + 267@74), siox >4
15 2(1 — e*“)
Calcula la transformada inversa de Laplace de F(s) =—"
35 (s +16)
Solucion
Como
2 A B 1 1
—_— 28+C _>A:_7B:__70:0
35(s" +16) s & +16 24 24
se tiene que
3 | S e
24 s s*+16 s §2+16
1
y(t) = Z(U(t)— cos(4t) —l—U(t —4>—U<t —4)005(4(15 —4)))
16
Calcula la transformada inversa de Laplace de

F(S) - (82 + 1)8(52 + 4) G(S) - T

Solucion

Como

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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S _ As+B Cs+D 1f s s
<32+1)<32+4) s +1 sS+4 3(s+1 s +4
se tiene que
Sl Vo)l E G )
3s°+1 35" +4

x(t) = 1cost—lcos2t
3 3

Para calcular la transformada inversa de G basta tener en cuenta que

_fl 6727rsl S
35 +4

l s
355 +1

ot (G) — ! [627rs

= _%U(t—27r)cost+%U(t—27r>0082t

17 . . o2
Calcular la transformada inversa de Laplace de la funcién F(s) =-
s —s
Solucion
- L e 1 11 .
L (F(s)) =L 1[3 _J—f(t—Q)U(t—Q) f(t)=L 1[82_8]L 1[§—3_1]—1—e
18

Sin calcular f(t), determinar f(0)" vy f(oc), en los dos casos siguientes, sabiendo que la
funcién F(s) dada es la transformada de Laplace de f(t), a saber:

2
2s+1) +4
246y (25 +1)
s° 4+ 8s+ 20

a) F(s)

(s+3) +16/-(s +5)

Solucién

En ambos casos vamos a aplicar los teoremas del valor inicial y del valor final. Seglin el Teorema
del valor inicial, se verifica

f(O*) = lim sF' (s)

§—00
Ademds, el teorema del valor final permite conocer f(o0), a partir de su transformada F(s), asi

f(oo) = limsF' (s)

5—0

2 2
a) f(O*)Zlim—ZQS +0s :lim2i2:2
57087 485420 7> g
2
f(oo) = limM = limg =0
=0 8" 485420 =020
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3(28 + 1)2 + 4s

3
b)f@ﬁ:um 2 :nmﬁi:4;
T (s +3) +16|(s+5) T8
2% +1) +4
. S<s+ ) Tds . 4s* +4s° + 5s ) 5s
f(OO) =lim_ > =lm_ — > =lim_ ——=
(5+3> 116/ (s +5) s* +11s" +55s +125 125

APLICACION A LA RESOLUCION DE PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

19
Resolver el siguiente problema de valor inicial:
y" + 4y +5y=U(t)— Ut —1)
y(0)=1, y'(0)=0
Solucién

En primer lugar aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacion utilizando la
propiedad:

1 e
3@@—0@—1%;2 -
lgualando y llamando
Y(s) = £(y)
Resulta
1 —8
Y(s)(s* +45+5) —y(0) (s + 4) — y'(0) = = =
s s

Despejamos ahora Y(s) y sustituimos los valores iniciales,

1 e’
Y(s) = &5
s +4s+5

+s+4

S6lo resta calcular la transformada inversa para obtener y(t) = £~ (Y(s))

loe bs4a

£-1 S 23 :L,-l 1 _£-1 e’ +£-1[25+4
s +4s+5 5(82+48+5) 8(82+45+5) s +4s+5

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



42

T6 B TRANSFORMADAS DE LAPLACE Y DE FOURIER

Factorizamos el denominador de estas fracciones para descomponer en fracciones simples,

B S S S RS U R
3(32+43+5) s s +4s+5 5 5 5
1 1 1 1 s+4
10 =£"(Fe)=2"|— :“"1[‘]" (Frss
s +4s+5)] 5 ls) 57 (8 +4s+5
Calculamos aparte
1 s+4 ol (s+2)+2 o s+2 1 2 _
s*+4s+5 (s+2)°+1 (s+2) +1 (5 4+2)° 41| tatla
=e " cost+2e *sent
Por tanto,
B = £ (F(s) = 20(t) - “—(cost + 2sent
£(t) = (1(8))—3 (t) — - (cost +2sent)
L) = ! (F;(s)) =U(t-1)g" [E(S)LH) = U(t5_ D) [1 — 2 (cos(t — 1)+ 2sen(t — 1))]

L) = i (F (5)) =e” (cost + 2sen t)
Finalmente,

y(t) = £ (Y(s)) = £(t) = £(t) + £ (1) =

= %U(t) + % e (Cost +2 sent) — @[1 — e (cos(t —1)+2sen(t — 1))} =

Y (t) = %[U(t) Ut - 1)] + % Ut —1)e Y [COS(t —1)+2sen(t — 1)] + %e% (cost + 2sen t)

20

y"+y':f(t) , t>0
y(0)=0,'(0)=0

Resolver el problema { donde f(t) =1en [7r,27r) y f(t) =0

fuera de ese intervalo.
Solucion

La ecuacion diferencial puede escribirse de la forma siguiente:

{y"er':U(t—Tr)—U(t—Qw)
y(0)=0,y'(0)=0

Aplicando transformadas de laplace, llamando Y(s) = L(y) (5)

E(y')(s):sY(s)—O

(07 =s£ () (o) = )

se tendra

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

—7s —27s —7s 672m

$Y<8)232(65+1>_52(s—|—1)

sZY(s)—{—sY(s): : :

Para resolver la ecuacion diferencial se calcula la transformada inversa

—7s —27s

y(t):ﬁfl 82(e$+1)82(5+1> :U(t—w)g(t—w)—U(t—%r)g(t—Qw)
. A 1
Siendo g<t>—£1 T (s—|—1>
Teniedo en cuenta que
! :é+§+ ¢ = A(s+1)+Bs(s +1)+Cs* =1=

32(5—1—1) s s s+1

= A=1,C=1B=-C=-1

g(t)zﬁ_l[sé—§+sil —t—1+4e"
Se tiene que
y(t)=U(t—n)g(t—n)-U(t—2m)g(t —27)
=U(t—m)[t—m—1+e")-U(t—2n)(t —2m —14 e
21 | Resolver el sistema de ecuaciones: yi+e=a

J o dy = 0} con  y(0)=—2(0)=1

Solucién

Aplicando transformadas de Laplace a ambas ecuaciones

L)+ £6) = L) = (YO -1)+26) = | [s¥(9)+ 209 = SQJ -
L) +4L@)=0 = (sZ(s)+1)+4Y(s)=0 4Y(5) + s2(s) = —1

se ha transformado el sistema inicial en un sistema algebraico, cuya resolucién proporciona las
transformadas Y(s) y Z(s) siguientes:

2 3 2

s +s+1 —s" —4s —4
= —-—--- Z(S) = —2

Y(s
(5 s(s* —4) s°(s* —4)

Finalmente, se calculan las transformadas inversas

2 — —
y(x):£_1 LSH :£-1 _1+Z 1 g 1 :_1+Z€2w +§e—2z
s(s* —4) 4s  8s—2 8s+2 4 8 8
e A (RY EU A N W DL S g
s°(s* — 4) s 4s—2 4s+2 4 4
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22 y"+y':f(t> L t>0

t 0<t<l1
Resolver el problema

J0)=0w(0)=0 e IU=]0 i

Solucién

Llamamos Y’ (s) = L (y). Setiene que
L(y") =sL(y) =sY(s) L(y") =sL(y") =Y (s)

f(t):t(U(t)—U(t—l))
L(f) = L(tU(t))—L([(t—1)+1]U(t—1)): L(tU(t))-L((t-1)u(t—1))-L(U(t-1))

1 1 1
52Y<5)+8Y<>:$—2—e =t
Despejando
B 1 . 1+s
Y (s) s* (s + 1) s (52 + 5)
1 o 1 1 1 1 -
Y(S):Sg(s_*_l)_esg :[8_3_8_2 M _1_3 (ver nota)

Calculando la transformada inversa

y(t)=Ac [si?’] L BLY [s%] Lot E] 4o [L

2
2 —1
t _t (t-1)
t)=——t+1—e —-Ult—1
v(t)=3 (t-1)—
Nota: Para calcular la descomposicion en fracciones simples

1 A B C D
A B e Al e ) e

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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s=-—1 l1=—D=D=-1
s=0 1=A
coef s 0=C+D=C=1
coef s 0=B+C=B=-1
1 1 1 1 1
Luego - = 4
53(s+1) ¢ s s+l
23 ) ’
Sea la funcién f(t) cuya gréfica se muestra en la figura:

a) Expresar f(t) utilizando la funcién de Heaviside o funcién salto y hallar su transformada
de Laplace.

iy

b) Aplicando transformadas de Laplace, hallar la funcién y(t) que cumple la ecuacion
siguiente, siendo f(¢) la funcién del apartado a)

t

y'() +2(0) + 2 [ y(a)dz = f(2)

0

teniendo en cuenta la condicién inicial y(0)=1.

Solucion a)

ft) = 3U(t — 2) , ahora buscamos su transformada de Laplace en la tabla,

Solucién b)
Aplicando transformadas de Laplace en ambos lados de la igualdad, y teniendo en cuenta la
propiedad de linealidad, resulta

t

f y(x)dz

0

fu [y '(t)] +28[y() +2¢2 = e|[f(t)

Sea Y(s) = S[y(t)] , aplicamos las propiedades de transformada de la derivada y transformada

de laintegral de y(t), resultando
3

SY(S)_J/(0+)+2Y(S)+§Y(S)zge—zs

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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resolvemos esta ecuacién algebraica despejando Y(s),
s+ 3e

Y()=5——

s +2s+2

Ahora se obtiene y(t) hallando la transformada inversa de Y(s) . Para ello, separamos la funcion

Y(s) en dos partes, ya que se tratan de diferente forma por el hecho de que en una de ellas

aparece multiplicando una funcion exponencial de la variable s.

_ S 3¢ o S g e’ )
Y(S>_52+2s+2+32+25+2 - y<t>_£152+2s+2 1s“’+25+2’
,g*l;:,g*l;:,glm:
s* +25 +2 (s+1) +1 (s +1) +1
ot (s_—:l) —gt + ==¢"' (Cost—sent)
(s+1) +1 (s+1) +1

aplicando al resultado anterior la propiedad de traslacién en el tiempo, podemos obtener la
transformada inversa

—2s
€

3)3712—
s +2s+2

— 3¢ =30t —2)¢ "V sen(t —2)

La solucidn de la ecuacién integral serd

y(t) =e [cost —sent + BeQU(t - 2) sen (t - 2)]

24

Los voltajes de entrada y salida, vl,(t), v, (t), de un circuito RC en serie estan

relacionados por la ecuacion diferencial

du,
CR-—=+v, (t)=v,(t)

Las constantes del circuito verifican C'- R = 107> Se pide:

a) Hallar la funcién de transferencia del sistema, considerando v (0) =0.

5 s t>0
b) Obtener v, (t), cuando v (t) = 0 si t<0

Solucion

La ecuacion diferencial del circuito es la siguiente:

102 2, +, (t) = v,(t)
de oV
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0

sen V() =2l (0] v )= o 1)

La funcién de transferencia del sistema sera

Tomando transformadas en la ecuacién diferencial tenemos

d v,
1022
dt

sl ()= 2lue] = 10°[6)-u 0] +¥. () =V, ()

0

Sustituyendo la condicion inicial, v, (0) =0, queda

1
V (s]|10%s+1|=V (s] — G(s)|=——
0()[ ] Z() () 107284_1
25
Resolver con ayuda de Matlab el siguiente problema de valor inicial
g t 0<t<m
yry= Cos (2t> t>m

y(0)=0 y'(0)=1

Escribe los cdlculos realizados a mano como los comandos Matlab que consideres para resolver
el problema.

Solucion

t 0<t<m

se puede escribit mediante la funcién escalén
cos <2t) t>m

Se tiene que f(t) = |

de la forma siguiente
F6)= [0 () o )] - on(20)0 1 7) = 40 1)+ eos(o) 1) e )
Aplicando transformadas de La place al problema de valor inicial se tiene que
£(y")+£(y) = £[s(1)
SL(y) = sy(0) = '(0) + £(y)

E(y)z—ﬁ(f<t))+l = y=C'

2
s”+1 s”+1
Haciendo los cdlculos con Matlab se puede encontrar la solucion.

I

o
—_

~
—_

~
SN————
—

syms t s
f=t*heaviside (t)+(cos(2*t)-t) *heaviside (t-pi);
valor=laplace (f);

sol=ilaplace ((valor+1l)/ (s"2+1))
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E 01 e 1<t<?2
Dada la ecuacion diferencial z''(t) — 4z ' (t) + 3z(t) =
0 en otro caso

con las condiciones iniciales: x(O) = :c'(O) =1, se pide,

a) Encontrar la solucién del problema sin utilizar transformadas de Laplace y representa la
solucion encontrada en el intervalo [0, 3].

b) Resolver el problema utilizando transformadas de Laplace.

Solucioén a)

syms x(t)

dx=diff (x);dx2=diff (dx) ;

f(t)=(heaviside (t-1)-heaviside (t-2)) *exp (x)
ecuacion=dy2-4*dy+3*y

%Apartado a

soll (t)=dsolve (ecuacion==f(t),x(0)==1,dx (0)==1)
fplot (soll(t), [0,2])

Solucién b)

La ecuacién es

" (t) — 4z ' (t) + 3x(t) =

e 1<t<?2
|O en otro caso :E(O) - z'(O) =1

Consideramos

0 en otro caso

0= e =< e 00-2)
X(s)zﬁ(:c) E(x')zsﬁ(x)—x(O):sX(s)—l
E(x”) = sE(z')—x'(O) = s(sX(s)—l)—lz $2X(s>—s—1
32X<5)—s—1—4(sX(s)—1>+3X(8): E(f(t))

X(S)[Sz —4s+3]—s+3 = £(1(t))

syms x(t) s positive
$Escribiemos la funcidén f(t) como funcidén escaldn

f(t)=(heaviside (t-1)-heaviside (t-2)) *exp (t)
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%Calculamos la transformada de Laplace de f (t)

valorl=laplace (£ (t))

%A mano despeja la transformada de Laplace y llamala Y (S)

valor2=(valorl+s-3)/(s"2-4*s+3) ;

%Calculamos su transformada inversa

sol (t)=ilaplace(valor2)

E_02

t
Dada la funcion f(t) =14
0

a) Representar la funcion.

b) Determinar si la funcién cumple las condiciones necesarias para que exista su

transformada de Laplace.

c) Calcular la transformada de Laplace utilizando la definicién y también utilizando

0<t<?2
2<t<4

en otro caso

propiedades y transformadas de funciones elementales.

Solucioén a)

La grafica de la funcién es

—1

La funcidon cumple las condiciones necesarias al
discontinuidades de salto finito, en el punto 2 y en el punto 4. Por lo tanto, es seccionalmente

continua para t>0. Ademas, es de tipo exponencial ya que

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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4
3 '?
2
1
0 1 2 3 4 5 6
‘f(t)‘ <! para t>0
Solucién b)
[e'e) 2 4 —st =2 s =4
5[ f(t)]: [ e f(t)dt = j(; e tdt  + { A~ dt = —@ 46_; .
- t=0

integral por partes

1 o —2s—1+4s 4de
:—2+€ . > 5 S+ < =
S S B}

46—45 46—28
- +

Solucidn c)

Se escribe la funcidn a partir de la funcion de Heaviside
Ft)=t(U(t)-U(t—2))+4(U(t—2)-U(t=4)) = tU (t) + (-t + 4)U (t —2) - 4U ¢ - 4)

=L[tU(1))-L|(t—4)U(t—2) - L |4 (t—4)| =

Py
— L[tU(t)}—L[(t—Q)U(t—2)]+2£[U(t—2)]-4£[U(t—4)] -

Puedes ver mas ejercicios resueltos sobre transformadas de Laplace en la pagina de
Giematic UC
http://www.giematic.unican.es/index.php/transformada-laplace/material-interactivo
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Anexol.
TRANSFORMADAS DE LAPLACE
Funcién Transformada
-1
ft) = £ [F(s)] F(s) = £[f(t)]
1
1 1 =, >0
s
n !
2 t ZH, §>0, n>0
S
.
3 ﬁ 7'83/2, 8>O
1 71/2
4 ﬁ \/;-s , §>0
5 e" ! , S§>a
S—a
ur n!
6 t"-e (s a)”“’ s>a, n>0
v sen at . a —, >0
s +a
3 cos at . 5 —, >0
s +a
2as
9 t-sen at s>0
(82+a2>2
2 2
s —a
10 t-cosat - > >0
(s"+a”)
bt a
11 -sen at , s§>0b
¢ “ (s—b)*+a’
s—b
12 e’ cosat 5 s>
(s—b)"+a
13 Ut-a) ¢ s>a
S
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Anexo?2.

Propiedades de la Transformada de Laplace

Funcion Transformada
a Fls)+bG (s
Linealidad a f(t)+bg(t) 9 (5
§ > max (a, B)
Cambio de f(at) lF ﬁ] s>a
escala a la
Primera
propiedad de e“tf(t) F(s—a), s>a+a«
traslacion
Segunda
propiedad de U(t — C)f(t —0) e 'F (s), Vs> «
traslacion
Transformada

de una derivada

SF(s) —f(()*), 5> a

S (o)~ s1(0) - £10), 4>

740 $F(s) =5 (0) = = £7(0)
anformata. (1) —F(s)

v f(t) (1) F (s)

t
de una iegra J sty LP(s), s>a

Integral de una
transformada

elfi]=#(s) [s>a)
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