Tema3 Grado en Ingenieria Mecdnica

INTEGRACION DE SUPERFICIE

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

e Derivacién de funciones de varias variables.

e (Calculoy propiedades de las integrales dobles y triples.
e Ecuaciones paramétricas de curvas.

e Sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas.

e Representacion de curvas y superficies con Matlab y Dpgraph.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

1. Entender la construccién del elemento diferencial de superficie y su significado geométrico;
saber calcularlo para superficies expresadas en paramétricas, para superficies dadas por una
ecuacioén explicita y para superficies dadas por una ecuacién implicita.

2. Entender la definicién de integral de un campo escalar sobre una superficie y saber calcularla
dada la superficie y el campo. Hacer uso de sus propiedades.

3. Saber utilizar esta integral para calcular el area de una superficie.

4. Conocer sus interpretaciones fisicas bdsicas: temperatura media, masa. Saber utilizar esta
integral para calcular promedios.

5. Entender la definicién de integral de un campo vectorial sobre una superficie orientada y saber
calcularla dada la superficie y el campo. Conocer la relacién entre esta integral y la de campos
escalares. Manejar el efecto del cambio de orientacion de la superficie sobre el signo de la
integral.

6. Saber calcular, mediante integracidn, el flujo de un campo vectorial a través de una superficie.

7. Poder explicar el teorema de la divergencia de Gauss y saber usarlo para calcular una integral de
superficie sobre una superficie cerrada.

8. Poder explicar el teorema de Stokes y saber usarlo para calcular una integral de linea a lo largo
de una curva cerrada.
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SUPERFICIES

- Superficies

Una superficie S en R? puede venir dada de 3 formas:

a) Como la grafica de una funcién explicita z = f(:c,y) donde (m,y) € D siendo D un
conjunto del plano S = {(a;, y,f(x,y)) / (x,y) € D} .
b) Por medio de ecuaciones paramétricas, es decir
r(u,v>:a:(u,v)i+y(u,v)j+z(u,v>k (u,v)eD
c) De forma implicita como el conjunto de puntos que verifican F(z, Y, z) = 0 siendo F una

funcién escalar de 3 variables. § = {(x, y,z) / F(x, y,z) = 0}

Nota: Al final del tema se dan las ecuaciones vy las gréficas de algunas superficies.

H Plano tangente a una superficie en un punto

Un vector es tangente a una superficie S en un punto P (a, b, c) de S si es el vector tangente

a una curva contenida en Sy que pasa por P.

Un vector es ortogonal a una superficie S en un punto P(a,, b,c) de S si es ortogonal a todo

vector tangente a S en el punto P.

El plano tangente a una superficie en el punto P(a, b,c) contiene a todos los vectores

tangentes a la superficie en dicho punto. El calculo del plano tangente depende de la forma
de definir la funcion.

Caso 1. Superficie en explicitas. Si la superficie viene dada por la ecuacién z = f(x,y), con
(z,y) € D, siendo fde clase C' en D, el plano tangente y un vector normal en un punto

cualquiera P(xo,yo,zo) con (mo,yo) en D sera:

e Plano tangente en P: z — f(x,,y,) = fz’(xo,y())(x —7,)+ ]Zl(xo,yo) (v —v,)
 UnvectornormalenP: N = (—f/(z,y,), — f(z,,,), 1)
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Herramienta visualizacién plano tangente
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/Tangente-JS/index.html

Caso 2. Superficie en implicitas. Si la superficie viene dada por una funcién implicita F(z,y,2) =0,
con F de clase C' el plano tangente y un vector normal en un punto cualquiera P(xo,yo,zo) con

F!(2),9y,2,) = 0 serd
e Plano tangente en P es:
(el + Pl o)+ Pl ) (o= =0
e Unvector normalen P es: N = (F(2,,9,,7, ), B/ (2,,9,2,): E(2,5,:2,))

. . s, . . . ra e 1
Caso 3. Superficie en paramétricas. Suponiendo que las ecuaciones paramétricas son de clase C' en
D, es posible definir los siguientes elementos de la superficie:

» Vectores tangentes a la superficie en un punto P(z(u,,v,),y(4,,7,), 2(u,,v,))

r = (z)(u0,), 9, (wv,), 2 (w,9)) v 1= (2] (u,0), 9, (1 0), 2, (u,,v))
Estos vectores son tangentes, respectivamente, a las curvas de la superficie v = v, u = v,

, que se cortan en (u,,v,).

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria


https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales_didacticos/Tangente-JS/index.html

T3 W INTEGRACION DE SUPERFICIE

e Vector normalenP: r’(u Y )xr’(u U )
U 0770 v 0770

AREA DE UNA SUPERFICIE

Diferencial de superficie

Definicion (Diferencial de superficie).- Se define el elemento dS como un parche
infinitesimal de superficie, cuya proyeccion sobre los planos coordenados en cada punto es,

S — dedy  dydz dxdz

‘cos*y‘ ‘cosa‘ ‘cosﬂ‘

siendo (cosa, cos J3, cosy) los cosenos directores del vector normal a la superficie en

dicho punto.

En el siguiente apartado se muestra el proceso de calculo de la diferencial de superficie dependiendo
de las ecuaciones con las que esté definida dicha superficie.

CALCULO DE LA DIFERENCIAL DE UNA SUPERFICIE

Nuestro objetivo es definir el drea de una superficie S que estd definida sobre un dominio D que en
la imagen siguiente por simplicidad se ha considerado un rectangulo. Haciendo una particion del
dominio D en subrectdngulos, se obtiene una division de la superficie. La aproximacion del area de
este elemento de superficie se aproximara por una porcion de plano tangente.

v z
A D,
/
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La herramienta siguiente permite mostrar la relacidn entre el drea un paralelogramo y su proyeccién
sobre el plano XY y que puede facilitar la comprension del concepto de diferencial de superficie si
consideramos que el paralelogramo es un “trozo” de plano tangente que se proyecta sobre el
rectangulo del plano z = 0, de drea AR.
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Herramienta
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/ProyeccionParalelogramo

-JS/index.html

SUPERFICIE DADA POR LA ECUACION CARTESIANA EXPLICITA: z = f(z,y)
Si la superficie viene dada por la ecuacién * = I, y), con (z,y) € D, siendo f declase C' en D
, se pueden definir

Un vector normal unitario a la superficie en

P(avo,yo,f(xo,yo)):

N (f=y)s = £l@:9,)s 1)
N[ JF P+ ) 4

Vector normal al plano z =0 en P:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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k = (0,0,1)

Angulo que forman m y k enP: y

En la figura se muestran, un parche de superficie de drea AS', una porcién de plano tangente a éste
parche de darea AT vy la proyecciéon comun de ambos, el rectangulo de drea AR .

El objetivo es encontrar una aproximacion del dreade AS que se proyecta sobre un rectangulo dado
delplano z = 0, de drea AR = AzAy.

Puesto que la superficie que mejor aproxima a S en el entorno de un punto es su plano tangente,
es la que utilizaremos en esta aproximacién. Tomaremos el plano tangente que pasa por un punto

P (z,,,, f(,,y,)) v de él recortaremos la porcién AT que se proyecta sobre AR, verificdindose

1

AT =
‘cos 7‘

AR

Cuando las dimensiones de AR tiendan a cero, AT tendera al elemento diferencial de superficie,
verificandose:

s = dedy

‘cos 7‘

1
Y puesto que, ‘cos 'y‘ = ‘n . k‘ = N resulta finalmente,

s = ‘N‘ dxdy = \/fa'(:c, y) + fy/(:v, y)* + 1 dxdy

SUPERFICIE DADA POR LA ECUACION CARTESIANA IMPLICITA: F(xz,y,2) =0

Si la superficie viene dada por una funcién implicita F(z,y,2) =0, con F de clase C' siendo

FZ’ = (0, un vector normal en cada punto es
N = (F’, F' F’)
T Y z

Con lo cual,

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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(25 2)(0.0.) F
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‘cos fy‘ = ‘n'k‘ =

Por tanto,

o)

Y

1

SUPERFICIE DADA POR UNAS ECUACIONES PARAMETRICAS:

Fl) 4

dzdy \/(

ds = =
‘cos 7‘

F

z

z = z(u,v), y=y(u,v), z==z(u,v), con (u,v)€ D

Conocidas las ecuaciones parameétricas, el vector de posicién de un punto de la superficie es:

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € D

Suponiendo que las ecuaciones paramétricas son de clase C'en D, un vector normal unitar
P, es

Ly . i k
r r
D=t =dt——— oy 2
‘I‘u X r,,‘ ‘I’u X / y/ S
y el coseno director en P0 :
I(z,y)
‘COS 7‘ _ ‘n-k‘ _ 2 O(u,v) : :
O(u,v) O(u, ) O(u, v)
Sustituyendo la expresion anterior en dS = dxdy_ y teniendo en cuenta que dxdy = O, y)
‘COS"}/ O(u,v)
, resulta
dud oz,y)|  (0w.2)) (02|
as = 2 _ 0@} 10wa) | 0|y g, e/ x 1| dudv
‘cos 'y‘ O(u, ) (u,v) O(u, )
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Herramienta visualizacién area de una superficie:
https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/escenas/DiferencialSuperficie-

JS/index1.html

INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UN CAMPO ESCALAR

n Definiciones

La integral del campo escalar g(z,y,z) sobre la superficie S se expresa con la siguiente notacion:

ffg(x,y,z)dS donde,
S

e Sesunasuperficie suavel.

e g(z,y,z) esun campo escalar continuo sobre §.

e (S, esladiferencial de superficie.

Una integral de superficie se calcula transformandola previamente en una integral doble, lo cual
requiere expresar el integrando en funcién de dos Unicas variables independientes. El dominio de
integracion de la integral doble pasara a ser la proyeccién de la superficie S sobre el plano de las
variables independientes elegidas.

Suponiendo S la superficie definida por z = f(z,y) diferenciable, g(z,y,z) continua sobre
Sy utilizando la expresién obtenida para el diferencial de superficie, la integral de g(x,y, 2)
campo escalar continuo sobre S, es

[[ ow.5.20d8 = [[ g(ay, £ y)\ @ 9)* + £ (,9) +1 dA

! Una superficie suave es imagen de una funcién de clase C' definida en un dominio D.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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donde D es la proyecciéon de S sobre el plano z = 0.

Suponiendo S la superficie definida por F(x,y,z) =0, la integral de g(x,y,2) campo

escalar continuo sobre S, es

ffg(xayvz)ds = ffg(x,y,z(a:,y))
S D

donde D es la proyecciéon de S sobre el plano z = 0.

y z

Fl

z

JE (5 + ()

dxdy

Suponiendo S definida en paramétricas
z = xz(u,v), y=y(u,v), z==z(u,v), con (u,v)€ D

la integral de g(x,y,z) campo escalar continuo sobre S, es

ff 9(z,y,2)dS = ff g(x(u,v),y(u,v), 2(u, U))‘I‘qi xrtf‘dudv

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Propiedades

P1(Linealidad).- La integral de una combinacion lineal de funciones es la combinacién lineal
de las integrales.

P2 (Aditividad sobre la superficie de integracion).- La integral sobre una superficie que
sea union de varias es la suma de las integrales sobre cada una de ellas; por ejemplo, para la
unioén de dos superficies:

f fs 15, 31 2)d5 = f fS 9(z,y,2)dS + f fs g(x,y,2)dS

1

P3 (Independencia de la parametrizacién).- El valor de la integral no cambia con la
parametrizacién elegida para la superficie.

P4 (Independencia de la orientacidn).- El signo de la integral no cambia con la orientacion
fijada en la superficie.

n Algunas aplicaciones

Area de una superficie.- Si sobre una superficie S se integra el campo escalar constante
g(z,y,2) =1, se obtendrd el drea superficial de .S.

drea(S) = j;f as

Masa de una lamina.-Si S es la forma de una ldmina, o elemento de dos dimensiones significativas
en el espacio, y el campo g da el valor de la densidad superficial en cada punto de la lamina, la masa

total de la l[amina serd la integral de g sobre S'.

Temperatura media de una ldmina.- Si S tiene la forma de una ldamina, o elemento de dos
dimensiones significativas, y el campo g da el valor de la temperatura en cada punto de la Idmina,

laintegralde g sobre S, dividida poreldreade S, eselvalor de la temperatura media de la lamina.

INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UN CAMPO VECTORIAL O INTEGRAL DE FLUJO

Definiciones

La integral del campo vectorial F sobre la superficie S eslaintegral de superficie del campo escalar

F-n: ffSF-ndS

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Los elementos que intervienen en la integral de un campo vectorial sobre una superficie son:

e la superficie orientada S, en las mismas condiciones de continuidad y derivabilidad
impuestas para definir la integral de un campo escalar sobre ella; llamaremos N al vector
normal unitario.

e Elcampo vectorial F(z,y,z) definidoy continuo sobre S'.

e Ladiferencial de superficie dS .

lgual que la integral de un campo escalar, el cdlculo de una integral de flujo se realiza previa
conversidon en una integral doble, cuya expresién dependerd de las ecuaciones de la superficie.

Pulsa para continuar AJ

X
Rectangulo R =[0,a] x [0,b]

A
A
o ahe |

LI
Ty

[T

Seleccién punto:

AL
i

WY
T
T
Ill‘lli

PRI

Si consideramos una superficie 4 _ - A
S gue se proyecta sobre R,
haciendo una particion del dominio,

e o F _ F L
considerando la aproximacion e f f s ° nds f f R NdA  dondesiSviene
anterior, sumando y tomando N
limites ... dada por z=f(x,y) definida sobre R, N=x(-f_ (x‘y).-f'y (x,¥),1) n=w

Herramienta interpretacion integral de superficie de un campo vectorial

https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntegralSuperficieCVector
ial-JS/index.html
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SUPERFICIE DADA POR LA ECUACION CARTESIANA EXPLICITA: z = f(z,y)

Si el campo es F = (M, N, P) vy la superficie viene dada por z = f(z,y) en D, la integral de F
sobre S se puede expresar como

[[¥-nds = [[(~Mf~ Nf/+ P)aa
S D
siendo n el vector normal que apunta en la direccién del eje OZ positivo.

SUPERFICIE DADA POR LA ECUACION CARTESIANA IMPLICITA: F(z,y,2) = 0

Suponiendo F de clase C' y F' = 0,y tomando como vector normal el vector N = (ﬂ', Fy’, Fz’),

la integral de flujo es

’ 1] /] /]
ffF ndS = ff i+ N(z,y)j+ P(z,y) ) (F/F,F) L5 4R dzdy =

JE:+F" + F* F]

z

dxdy
2

Notese que al ser Ez’x 0 las variables independientes son = e ¥, lo cual implica proyectar la

_ff MF/+NF’+PF)

superficie sobre el plano z =0 .

SUPERFICIE DADA POR UNAS ECUACIONES PARAMETRICAS:
z = z(u,v), y=yu,v), z=2uv), con (uv)€D

En este caso la integral es,

ffF ndS = ff )i+ N(u,v)j+ P(u, v)k) (ru’ X rw/) dudv

n Aplicacion al Calculo de Flujos

Si la superficie S esta sumergida en un fluido que tiene un campo de velocidades continuo V vy si
AS es el drea de una pequefia parte de .S, sobre la cual V se puede suponer constante, podemos
escribir

A¢ ~ V-nAS

donde A¢ eselvolumen de fluido por unidad de tiempo, que cruza esa porcién de area en direccion

y sentido de un vector normal unitario n. Sumando todos esos pequefios volumenes obtendremos
que el flujo total de 'V atravésde S es laintegral

Flujo= f Vonds

Esta misma expresion es valida para cualquier otro tipo de flujo, como puede ser el flujo eléctrico, el
flujo de calor, etc.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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n Teoremas

El teorema de la divergencia de Gauss relaciona la integral de flujo sobre una superficie cerrada con
la integral triple, sobre el volumen interior a dicha superficie, del campo escalar divergencia.

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA DE GAUSS.-
e Hipdtesis: los elementos que intervienen en este teorema son
- la superficie S, cerrada, suave por partes y orientada segun la normal unitaria
exterior, n;
- la region H cuya frontera la superficie S ; se escribe 0H = S ;
- un campo vectorial F(x, y,z) de clase C" sobre H y 0H ;

e Tesis: bajo estas hipdtesis se verifica que

ﬁF-ndS:f[fdideV

Ejemplo: En la imagen la superficie S es la
frontera que encierra el solido H.

El flujo que atraviesa la superficie S hacia fuera,
ya que se estd considerando una normal
unitaria exterior se puede calcular como una
integral triple de la divergencia del campo
vectorial sobre el sélido H.

El teorema de Stokes relaciona la integral de superficie que proporciona el flujo del rotacional de un
campo vectorial con la integral de linea de ese mismo campo.

TEOREMA DE STOKES.-
e Hipdtesis: los elementos que intervienen en este teorema son
- la superficie S no cerrada, suave por partes, orientada segun la normal
unitaria n;
- la curva “borde o frontera” de S, que denotamos , orientada conforme a la
orientacion de S ;
- un campo vectorial F(z,y,z) de clase C" sobre S y 0S;
e Tesis: bajo estas hipdtesis se verifica que

8SF-dr :fj;(rotF)~ndS

El convenio para determinar la orientacion de la curva y el vector normal a la superficie coherente
con dicha orientacion viene dado por la regla del sacacorchos: si se recorre 05, dejando la cara
exterior de la superficie a laizquierda, la normal asociada apunta desde cualquier punto de ella hacia
el exterior.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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T3 =

Ejemplo: Este resultado afirma que Ila
circulacién de un campo vectorial a lo largo de
una curva cerrada es igual al flujo del rotacional
del campo a través de cualquier superficie S no
cerrada que tiene a C como frontera siempre
gue se considere el sentido de la circulaciény la
normal a la superficie relacionadas por la regla
del sacacorchos.

Es importante hacer notar que cada contorno C
tiene infinitas superficies a efectos de aplicar
este resultado.

Ejercicios propuestos

1
- En el resumen de teoria se recogen las

expresiones del elemento diferencial de
superficie de una superficie dada por
z = f(z,y) con (z,y) € R, estando R enel

plano XY .

a. Escribe la expresion del elemento
diferencial de superficie adaptada a la
superficie dada por y = g(z,z) con
(z,2) € R estando R enelplano XZ .

b. Encuentra dS para la superficie
1 =+1—y’ —22° , tomando como
variables independientes con
(y, z) e{(y,2) /vy’ +2° <1}

Soluciéon: a)

ds = \/g ' (, 2)? + g9' (z, 2)* +1dxdz

2
_NLH22 e

11—y —22°

- En el resumen de teoria se recoge la

expresion del elemento diferencial se superficie
de una superficie dada por F(z,y,2) = 0 si

lezO.

a. ¢Cdédmo se calcularia el elemento diferencial

b) dS =

de superficiesi F'=07?

b. Determina dS para la superficie
2’ + 5y° = 25 y calcula el drea de la
porcion de ésta superficie situada en el

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

primer octante con 0 < z < 2. Resuelve la

integral con Matlab.
Solucion: b) drea = 11,785

3
- Determina el elemento diferencial de

superficie para las siguientes superficies e indica
en cuales, el cociente entre el elemento
diferencial de superficie y el elemento
diferencial de area es constante. Prepara un
fichero con Octave/Matlab para dibujar las
superficies de este ejercicio, asi como una
muestra de sus vectores normales.

a) 2z—3y+52=1 b) 2z -3y =1

c) z=+9—1" -2y d) z=3Jz* +¢
e) z=+z" +3y f) z2=4—2" -2y

g) ¥ +2y=14

J38 ds

Solucién: a) dS =——dzdy , — =cte;
5 dA

Ji3 ds

b) dS = —dzdz , — =cte;
3 dA
V9 +2¢°
NI —2* — 29

d) dS:\/Bd:L‘dy , ﬁ:cte ;
dA
2 2
e) S =2 YO joqy,
Vz? + 3y

f) dS =1+ 42° +16y° dady;

c) dS = dzdy ;
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g) dS =1+ z*dzdz

4
- Halla el drea de la superficie de las

siguientes superficies:

a. paraboloide z =9 — 2> —3* acotada entre
losplanos z =1y z=35.

b. z=2a2"+ (y - 1)2 comprendida entre los
planos z=1y z=4

c. superficie esférica 2> + 3> +2° =2,
situado por encima del plano z =1.

d. cilindro z* + 2> = a* de altura h.

e. esfera s’ +9° +2° =ad

Solucion: (a) w(\/g—\/ﬁ)
w(17\/?— 5J3)
by ——MM —~

6

5
- (a) Calcula la integral de superficie
_ 2 2
I_fj;(x +4)dS

2 2 2

dondeSesx—Q—f—y—z——:O para

2
a a b

d) 2wah e) 4da*m

0<2<b

(b) Calcula la integral de superficie

I= ? *)dS donde S es la esf
ffs(:c +y7)dS donde S es la esfera

$2+y2+22:(12

2
(c) Calcula szfS ‘it dS donde Sesla

V14427

porcién de la superficie z = 4 — 2 limitada por
elplano z 42y =4
(d) Calcula la integral

4
Iffq[z+2z+§y]d5' donde Sesla

porcion del plano z —|—£+i =1 situada en el
2 3 4

primer octante.

Solucién: (a) I =8wa' /3 (b) I =8ma" /3
(c) 12 (d) 461

ﬂ Encuentra la masa de la ldmina S, su

densidad media si en cada punto la densidad de
masa superficial de la placa es la funcién

g(a:, y,z) indicada.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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a) S eslaporcion del plano z = = + 2y que se
proyecta en el rectangulo R = [O, 1] X [O, 3] del
plano XY ; g(x,y,z) = zyz

b) S es la parte de la superficie

z2=4—g1" —y interiora z* +y* =1;

g(x,y,z)zz

Solucion: a) Masa = 21, densidad media=g

b) Masa = 1(7-55/2 — 41) , densidad media=
60

7.5 —41
10(53/2 —1)

7
- Unaldamina S ocupa la parte del plano

T+ y+ 2z =a enelprimer octante (a esun
ndmero real positivo).
Si la temperatura en cada punto de S es

T(2,9,2) = k(s” +y’ +22) (k>0), hallael

= 3,44

valor medio de la temperaturaen S .

Supdn que T(:c, y,z) = ; halla el valor
z+y+1
medio de la temperatura.
Solucién:
ka®
) media =5
2
2

) T, = — (a —log(a + 1))

n Se considera la superficie S dada por

T =+/a’ —y’ — 2" yel campo escalar

g(m, y7z> = m(yz + zz). Halla el valor medio de
genS
o

4

n Calcula el flujo saliente del campo

vectorial F = 2i +5j + 3k a través de la parte

del cono z = 4/2” + 3 interior al cilindro

4y =1.
Solucioén: Flujo = =37

Solucién:

g medio
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10
- Calcula el flujo saliente del campo

vectorial F = 2i + 5j + 3k a través de la parte

del cono z = /2* +y° interior al cilindro

4y =1.

Solucién: Flujo = =37

11
- Considera la superficie que ocupa la

parte del plano =z +y 4+ 2z = a en el primer
octante (a es un numero real positivo) y el
campo de calor que es proporcional al gradiente
de temperatura con signo negativo, esto es,
F=-cVT, c¢>0 paralasfunciones de

temperatura
a. T(x,y,z) = k(x2 +y +z2)

b. Tlxyz)=——""—
( ) z+y+1

Calcula el flujo de calor hacia arriba a través de

la placa.

Solucién: a) Flujo —cka® < 0

b) Flujo 2c[1og(a +1)- Ll]
a—+

12
- Se considera la superficie S porcion

2

del paraboloide z = a”> —2® — ¢’ para z, ¥, 2

positivos; a es un numero real no nulo. Un
campo vectorial F depende de a dela

2
siguiente forma: F(x, y,z) =oan——yj+ 2k
a

a. Calculaa mano el flujo de F hacia arriba
de S

b.  Analiza el comportamiento del flujo en
funcion del parametro a .éEs creciente el

flujo con el valor de |a| ? ¢Existe un valor

minimo para el flujo? Puedes dibujar con

Matlab la funcién flujo y utilizar el comando

solve para hacer el anélisis pedido.

3
Q .

Solucién: Flujo= %(az ta— 2) b) El flujo
alcanza un valor maximo relativo para
a = —1,5662 y un valor minimo relativo para

a=0,7662.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Considerando F(:v, n z) =ai+yj+ 2k

, calcular el flujo que atraviesa la superficie del
sélido encerrado por las superficies

2=10—2" -y’ y z2=24+2"+¢°.
Solucién: Flujo = 48~

14
- Utiliza el teorema de la divergencia de

Gauss en los tres casos siguientes para calcular

I:ffaHFmdS:

a. F(zyz)=A+1+vk; H esel
hemisferio 0 < z <9 —2° —¢°

b. F(z,y,2)=2"i+y’j+2’k; H esel
sélido parabdlico 0 < z <4 —a? —¢”.

o Fayz)=@+)i+y-2)jt+ak; H
eselsdlido 0<y? +2°<1,0<z <2

Solucién:a) I =0 b) I =647 /3 c) I =4rx

15
- Encuentra una expresion para la tercera

componente, P(x, Y, z) , para que el flujo del
campo vectorial

F(az,y,z) = (xy—l—z)i—l—ze’yj—i—P(m,y,z)k
hacia arriba del semielipsoide

2z =1+/9—22" —y” sea opuesto al flujo hacia

debajo de la region D del plano XY
encerrada en él y que éste ultimo flujo sea el
doble del areade D.

2

Solucion: P(a:, y,z) - %e—y -2

Halla el flujo del rotacional de

F(l"a y,z) =ayfi+j+ "k sobre la parte de

z2=16—22" —4* en 2z > 0, orientada con la
normal hacia arriba.
Solucién: Flujo=0

17
- Sea S la superficie de ecuacién z=2

definida sobre el circulo z° +3° <4 yse
considera el campo

F(LZ/’Z) = 3yi — 22§ + y2’k . Calcular fF-dr
c
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usando la definicién de integral de linea y el
Teorema de Stokes.

Solucién: —207

18
- Sea C el tridngulo orientado situado en

el plano 22 + 2y + z = 6, intersecado por los
planos coordenados y

F(%?J,Z) = —y’i+ 7+ ak . Calcular fF -dr
C
usando la definicién de integral de linea y el

Teorema de Stokes.
Solucién: -9.

19
- Calcula el trabajo realizado por el campo

F(z,y,2) = 2’4’1 + j+ 7k alolargo de la
circunferencia z° +4* = R*en 2 =0.

Solucién: Trabajo = —R°r / 8

20
- Calcula la siguiente integral mediante la

formula de Stokes y después comprueba el

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

resultado integrando directamente
I= L(}%xdx +(z+y)dy + (z +y+ 2)dz

siendo C lacurva z = asent, Yy = acost,

z =a(sent + cost), 0 <t <2r.

Solucién: I = —7a’

i id
Calcular la circulacion de

F(z,y,2) = (z + 32)i + (2 + y)j + 49k
alrededor del trapecio de vértices
A=(2-20), B=(-220),C=(-111)y
D = (1,—1,1) tomando como orientacion la

que recorre los vértices en el orden en el que se
han definido.
Solucion: C=18

22
- Comprobar el teorema de Stokes para

F(ﬂ% Y, Z) = 24 + 2j + y’k considerando como

superficie S el paraboloide z =4 —2* —¢* yC
es la curva de nivel de S sobre el plano XY.
Solucién: 4w

Test de autoevaluacion

1

El drea de la superficie de ecuacion

z =16 — 2> — " situada sobre la regién

R={z’+y* <16} es,
2
. Zfie
c -

D. Ninguna de las anteriores.

2
La temperatura media de la lamina S
2 2
r+y =1 y>0
definida por Y Y y con
0<2z<3

temperatura en cada punto T(z,y,2) =y, es:
A —
s

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

@
3 |o

oM@
zZ o

inguna de las anteriores.

3

Sea o una superficie cuya ecuacion en
coordenadas cilindricas es z = f(r,0), siendo

D la proyeccién de la superficie en el plano 78,
entonces

2 2
0z 0z
A Area de o = \/14—1“2[] +[ dr df
j;f or o0
\/ 92 1(oz)
B. Area de o = 1+ gz +—[—Z] rdrdf
j;f or r {00
92)  1(02)
C dreadeo= [ J1+|Z| +=|Z| rdrds-
rea ae o \/l:)/v\/ 87: 7,2 09 Tar

D. Ninguna de las anteriores.

Universidad de Cantabria
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4

El drea del casquete de la superficie

esférica z° + 4y + 2> = 2, situado por encima
delplano z =1, es:

A 2m2 (\5 - 1)
B, 42 (\5 - 1) .
C. 7T\/§ (\/5 = 1) .

D. Ninguna de las anteriores.

5
Se consideran las siguientes integrales:

I—ffgxy, Yo, I‘:f do,
1_fdec I—fffdwF

I = SﬁFTdS

y las siguientes magnitudes:

a. Masa de una lamica
b. Trabajo

c. Circulacion

d. Flujo

e. Area superficial

Las integrales y las magnitudes admiten los
siguientes emparejamientos:

A. (Il,e), (IQ,a), (1,,a), (15,6)
B (1a), (Lye), (£,,d). (Lc).
C (L.a), (Le), (1,50), (1,.4).
D. Ninguna de las anteriores.
6 ‘
El flujo del campo F = 21i + z7j + 2°k

hacia el exterior de la esfera unitaria, es:

A0

B. L
3

c &
3

D. Ninguna de las anteriores.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

7

Sea o una superficie cerrada que

encierra un volumen V' y F un campo

. 2
vectorial de clase C*, entonces

ff divFdV =0
)
B. ﬁ(VxF)nda =0

o

C. # (divF)ndo =0

o

D. Ninguna de las anteriores.

8

Sea V(z,y,z) =axr, siendo a un
vector constante y r el vector de posicién de un

punto de R® y sea C una curva de R® que es
frontera de la superficie o . En estas condiciones
se verifica:

A. %Vdrszfmnda.
§Vnds—ff (rot V)ndo.
Sngr—fo rotr ndo .

D. nguna de Ias anteriores.

@

@]

9

Sea o el paraboloide de ecuacién

z=a"4+y* con 0<z2<3 ysea F el campo
vectorial F = i + 3j + 2k . Entonces el flujo de

rot F a través del paraboloide en el sentido de la
normal exterior es:

A —T.

B. .

C. 0.

D. Ninguna de las anteriores.

10

El valor de la integral de flujo
f (VxF)do, siendo S la semiesfera
S

2 +y +2 =16, 2>0 y F el campo

F:(m2+y—4)i—|—3xj—|—(2xz+z2)k,e5:

A 327.

B. O.

C. 2m.

D. Ninguna de las anteriores.
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Para realizar diferentes tests de autoevaluacion de este tema de forma interactiva, visitar la
direccién web
https://www.giematic.unican.es/index.php/integral-de-superficie/material-interactivo

y pulsar los correspondientes enlaces en el apartado “Tests interactivos”.

Ejercicios resueltos

SUPERFICIES

Representar las siguientes superficies con Matlab

T = UCosv

2<u<2\/§

a = u senv
@ 0<60<2r

z2=9—u’

2
(b) Porcidn de la superficie z = z* + (y - 1) comprendida entre los planos z=1y z=4

(c) Superficie esférica z° + y* + 2* = 2 situada por encima del plano z = 1.
(d) Cilindro z* + 2? = a® de altura h.

(e) Esfera z* +4° +2* = a’

Solucidn a)

syms u v
fsurf (u*cos (v),u*sin(v),9-u"2, [2 2*sgrt (2) 0 2*pi])
hold on

fsurf (0*u, [-2 2 -2 2])

hold off

xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z")

axis equal

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Solucién b)

syms u v

fimplicit3(x"2+(y-1)"2-z,[-3 3 -1 3 1 4])
hold on

fsurf (0*u)

hold off

xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z")

axis equal

Solucién c)

syms X y z

hold on

fimplicit3(x"2+y"2+z72-2,[-1 1 -1 1 1 4])
fsurf (0*x,[-1 1 -1 11])

hold off

xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z")

axis equal

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Solucién d)

syms x y

a=3;h=5;

fimplicit3(x"2+y"2-a”~2,[-a a -a a 0 h])
xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z")

axis equal

Solucién e)

syms x y

a=3;

fimplicit3 (x"2+y"2+z"2-a"2,[-a a -a a -a al)
xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z")

axis equal

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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DIFERENCIAL DE SUPERFICIE. AREA DE UNA SUPERFICIE

Considera los vectores V, = (1.1, 0, 0),V2 = (0,1.3,0) y los vectores

e Ti1:vector del plano XZ que se proyecta sobre V1y forma con él a = % radianes.

e T2:vector del plano YZ que se proyecta sobre V2 y forma conél 5 = % radianes.

Se pide:

a) Calcular el area del paralelogramo formado por V1y V2

b) Calcular el drea del paralelogramo formado por los vectores T1y T2.

c) Observa que la relacién entre las dos areas es el médulo del vector normal a los vectores
TlyT2.

Solucidon

Utiliza la herramienta Area de un paralelogramo y drea de su proyeccion. Diferencial de
superficie de la pagina
https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integral superficie.html
para comprobar el resultado.

Cerrar
. agl | [avgh |
Sea z=f(x.y) una superficie. ™ -
« spo] 6 o]

Se considera la porcidn del plano tangente T en

P(a.b) que se proyecia sobre el rectangulo R ke

de lados Ax e Ay ‘; =y/1+(- 085 (- 023 )2 N

cos(y)
v es el angulo que forma N con k
&
K K
TT\
: T ———
T,
"-\\“\\{QV-\
AR
Y
\\\\\\\\\\
= -AX'=2/\
= R Ay=8.
a(T) = AreafR) - IN I=Ax-Ay-IN |

A Giroplanoz  Altura A Zoom A&
= X p.

para observar cdmo se obtiene la diferencial de superficie cuando la superficie viene dada en
explicitas.

3

Dada la superficie S definida por z = 2 + 3 sobre el rectangulo R = [1, 2] X [1, 3] se

pide:

a) Representar la superficie S sobre R.
b) Obtener a mano la ecuacién del plano tangente en el punto (1,1).

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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c) Representar en la misma figura el vector normal N a la superficie en el punto (1,1) y los
vectores directores del plano tangente. T, = (1, 0,f (1, 1)) T, = (0, 1,j2' (1,1))

Solucidon

sSyms x y z
fimplicit3(x"2+y"2-z,[1 2 1 3 0 13])
%$Plano tangente

$z=2+2 (x-1)+2 (y-1)

hold on

fimplicit3 (-2+2*x+2*y-z,[1 2 1 3 0 8])
quiver3(1,1,2,1,0,2,"'linewidth',5)
quiver3(1,1,2,0,1,2,"'linewidth',5)
quiver3(1,1,2,-2,-2,1,0.3, 'linewidth',5)
plot3(1,1,2,'0")

xlabel ('X")

ylabel ('Y'
zlabel ('Z"
hold off

)
)

- Considerando la superficie S del ejercicio anterior z = f(m,y) = 2> +y* sobre el
rectangulo R = [1, 2] X [1, 3] se pide:

a) Calcula el drea de la porcion T de plano tangente en el (1,1) que se proyecta sobre el
rectangulo R.

b) Comprueba drea (T) = |N| -drea(R) siendo N = (j; (1,1>,fy' (1,1),—1)
Solucién
Se tiene que drea (R) =2,N= (fz 1, 1), ( ) ) 2 2, 1 la porcion T estd generada

(O 1 f (1 1)) Por lo tanto, su drea es el

©
(@]
-
o
%)
<
D
(@]
—
(@]
-
D
%)
N~
—
=
=
S
=
—_
S——
S———
~
|
A}

irea(T) = ‘(1 0.1 (11))x(0.2.2 (11))‘ —2.3
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2
- Calcular con Matlab el drea de la superficie z = 2° + (y — 1) comprendida entre los

planos z=1y z=4. Representar la superficie.

La parametrizacién de la superficie es

T = uCcosv
2<u<2\/§
Y = usenv
, 0<0<27m
z2=9—u

Para representar la superficie en paramétricas

syms u v
fsurf (u*cos (v),u*sin(v),9-u"2, [2 2*sqrt(2) 0 2*pi])
%$Dibujamos la frontera del dominio en el que se
$proyecta la superficie

hold on

fplot3(2*cos(v),2*sin(v),5+0*v, 'linewidth', 4)
fplot3(2*cos(v),2*sin(v),0*v, 'linewidth', 4)

fplot3 (sgrt (8) *cos (v),sqrt (8) *sin(v),0*v, 'linewidth', 4)
fplot3 (sgrt (8) *cos (v),sqgrt (8) *sin(v),1+0*v, 'linewidth', 4)
hold off

La superficie Sy su proyeccion sobre el plano XY se muestra en la siguiente figura:

dSz,[l+(2m)2 +(2y)2d:pdy D:{(a:,y)/2§a:2 +9° §2\/§}

21 22

dreaszdS:ffﬂl—i—élmQ + 4y’ dady = ff\/1+4r2 rdrd@zw(\/g—\/ﬁ)
S D 0o 2

coordenadas
polares

6

Desde la pdgina
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integral superficie.html
selecciona la herramienta: para ver como obtener el drea de una
superficie que viene dada en explicitas.
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() A | Continuar
¥ | explicacion m

Se divide R en m x n subrectangulos iguales

las dimensiones de cada subrectangulo R, son

ax=2>
AR, =Ax Ay

Punto medio borde inferior

i Se aproxima el érea de la superficie 5,
i que se proyecta sobre R, por una porcion

de plano tangente en el punta (x,.y,.f(x,.y,))

E— | =—— e

Calcular el drea del cono z* + y*> — 2> = 0 que es interior al cilindro z*> + 3> —az = 0

Solucién

Cédigo Matlab

sSyms X y z

b=2;

hl=fimplicit3(x"2+y"2-z"2,[-b b -b b -b b]);

set (hl, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha',0.2, 'EdgeColor', "'none') ;
hold on

% Dibuja de la segunda superficie

h2=fimplicit3 (x"2+y"2-2*x,[-b b -b b -b b]);

set (h2, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha', 0.5, 'EdgeColor', "'none')
xlabel ('X'");ylabel ('Y'"');zlabel('Z");

stitle('")

hold off

Al tener el cilindro sus generatrices paralelas al eje OZ, resulta apropiado proyectar la superficie

del cono sobre el plano z = 0, utilizando para calcular el drea pedida la expresién A = ff das .
S

Aplicado a nuestro caso, la ecuacién de la superficie es z = f(x,y) = +\/z° +9*, lo que nos

lleva a:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2 2

_ 2 12 _ z Y _
dS =1+ [+ [ dedy = |1+ \/m + \/m dmdy—\/gdxdy

Con respecto al dominio D de integracion, sera el representado en la figura, interseccién del
cilindro con el plano de proyeccioén, es decir:
2 2
a a
2 2
+y ==
2 2

4y —ar=0 = [a:——

. . a . a S -
la circunferencia de centro [5,0] y radio 5 es la curva que limita dicho dominio D.

De esta forma, dada la simetria del cono respecto al plano z=0, ya que su ecuacién no varia al
cambiar z por -z, el drea pedida podra expresarse

Area = Q\Eff dzdy

a
y puesto que f dxdy representa el drea del dominio D, en este caso un circulo de radio 5,

D

2
a

serd fo dedy =7 5

_ma luego
— T
4

2 2
T™a \/57'('&

Area= 2\/5 u.d.s.
4 2

8

Encontrar el area de la regién de la esfera z* +y2 + 2% =9 limitada por el cilindro

x2+y2—3x:0

Solucién

Se trata de calcular el drea de la esfera acotada por el cilindro, habrd que calcular la integral de
superficie

drea:2ffal5:2ff\/fxl(:1:,y)2 +fy’(:1:,y)2 +1 dA
S D
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donde S es la porcion de esfera, de ecuacion z = f (a:, y) =4/9— R y2 , Cuya proyeccién sobre

el plano XY es el interior de la circunferencia 2 + y2 —3x = 0 que llamamos D.

3

Sustituyendo, drea =2 | | ———= dzdy

=
Describiendo el dominio D en coordenadas polares,

2.
=3 cos®
1.
)
D= (r,@)/ —ESHSE 0<r<3cosb
2 2
la integral sera
3cosf
/2 3cosf /2 9 7’2 1/
o s |2 07
p B 2 _ o ) _
drea = 2 f f 3r (9 T ) drdf = 2 f 5 N do
—-7/2 0 —7/2 —
2 0
w/2
—18 f (~sen® +1)do = 187 — 36
—m/2

9

Calcula el drea de la Iamina que tiene la forma de la superficie z = 4 — P y2 limitada

por los planos z =0, y = x, x = 0. Escribir la expresion que permite calcular la temperatura

en la ldmina si dicha temperatura es en cada punto proporcional al cuadrado de la distancia de
dicho punto al eje OZ.

Solucién
Considerando f(a:,y) =4—z— y2 , Y llamando D a la proyeccion de S sobre el plano XY se

tiene que el drea pedida es

drea(S)zj;de:j;f\/l—l—(f;f+(f;)2 dudy

1 2 ! 2
Como \/1 + (fl) + (f;) — /1442 + 4y , y D es un sector de la circunferencia de centro

(0,0) y radio 2, utilizamos coordenadas polares
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drea(S):ff\/1+(f;)2+(ﬂ)2 dxdy:j‘j\/1+4r2 r dr do
D w 0
4

)3/2 r=2

(1+4r2
I O ¢ e :1(17Jﬁ_1)
8 3/2 48
r=0

Para obtener la temperatura se debera calcular

f!ﬂ”% dSZfo’“(i”Q +y2)\/1+(f;)2 +(J;)2 dzdy

2 2
fr2\/1+47’2 r dr d0=%f¢3\/1+4r2dr
0

0

Il
Ea
e %1\3\:1

Las instrucciones Matlab para calcular esta integral serian:

>>syms k r
>>k*pi/4*int (r*3*sqrt (1+4*r"2),r,0,2)

Observacién: Esta Ultima integral se puede calcular por partes, aunque no se pide en el ejercicio.

u=r1>— du=2rdr

fr3\/1+47"2d7": , (1+4r2)3/2 _
dv:r\/1+4r2dr—>fu:——
8 3/2
51\5/2
2 1 (1+4r )

3/2 3/2 2 3/2
:r—(1+47"2) —flr(1+47“2) dr:r—(1+4r2) S S
12 6 12 48 5/2
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Con lo que el valor de la integral seria

2 3/2 5/2 "
I:k—wr—(1+4r2) —i(1+4r2) -
4 |12 120 0

L PPN LA (G
4 3 120 4 120 120

10

Determinar el drea de la porciéon de superficie de la semiesfera

Y 42 =4a” (z > O) que es interior al cilindro 2* + y* — 2ax = 0

Solucidon

En este caso z = f(x, y) = \/4a2 — 2> —y* + 2° vyaque se indica que (z > 0). Si proyectamos

sobre el plano XOY y llamando D a la proyeccién, se tendra, Area= ff as
S

Cédigo Matlab:

sSyms x y z

hl=fimplicit3(x"2+y"2+z"2-4,[-2 2 -2 2 0 2]);

set (hl, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha',0.2, 'EdgeColor', "'none') ;
hold on

% Dibuja de la segunda superficie

h2=fimplicit3 (x"2+y"2-2*x,[-2 2 -2 2 0 2]);

set (h2, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha',0.5, 'EdgeColor', "'none')
xlabel ('X'");ylabel ('Y'");zlabel('Z");

stitle('")

hold off

Teniendo en cuenta que el punto genérico (m, y,z) estd sobre la esfera, debera verificar su

ecuacion, es decir z = +«/4a2 — (:102 + y2) (recordemos z > 0), luego, dS = /1 + ff + fy'QdA

2 2

WA= = Y =

+ +
Vi =@ +)] (40 =@+ )

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



30 T3 =

INTEGRACION DE SUPERFICIE

_ 2a N Area—ff Qadxdy

da’ — (2" +y°) Vda® — (2 +y*)

D es el dominio, en el plano XQY, limitado por
la circunferencia de la figura, cuya ecuacion se

D puede expresar como
e ' 4y’ —2ax =0,
(a,0) o bien

(m—a>2+y2 =a’

Podemos usar simetrias, ya que al cambiar y por -y no cambia la ecuacién de la frontera del

adxdy

\J4da x +y

D, el semicirculo superior limitado por la circunferencia 2> + 1y’ —2az =0 y el eje OX.

dominio ni la funcién subintegral, luego podemos escribir Area= 4ff , siendo

Hacemos el cambio a coordenadas polares:

z =rcost
D, y = rsen @
(a,0) dzdy = 2&Y) 440 — varde
| i a(r,0)

En coordenadas polares, la ecuacion de la circunferencia que limita el dominio D’ se convierte
en r =2acosf ,luego

‘ drdf /2 2acos0 rdr
Area=4 _rarav 4 20
ajl;f Vda® —1r* aj; j; m

Y resolviendo queda

2acosf T‘dT' - [_m
0 Vda® —r?

, /2 b
Area= 8a2fo (1—sen 0)dd = 8a° [9 + cos 6]0/2 =4a*(r—2) u.d.s.

2acos @

:m(l_m):%(l—sen@

0

11

Determinar el drea de la porcién del cono 2* + 3* = 327 (z > 0) gue es interior a la
4 2

esfera 2° +y° + 2 EY

Solucién
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El dominio D, proyectando sobre el plano XQOY (z = ()), lo obtendremos eliminando z entre las

dos superficies:

2 2 9.2 _ 24,l 2 2
r+y —32 =0 z—g(m +y) :>{4a2
2

x2+y2+22:% . 4a 2

simplificando se tiene como ecuacién de la frontera del dominio D la curva z° + 3> = a”.

x?_‘r_ 2
Siendo en este caso z:f(a:,y): LTy

dS = 1+ f7 + f*dA

, ya que z > 0. El diferencial de superficie:

2 2

1+_f94_f? = |1+ ;L"__;E___ 4 _Lu___g___ —

Y R S R L S
a 3(x2+y2) 3(x2+y2)_ 3 3

El drea vendrd dada por la expresion A =ff ds = dzdy, pero ff dzxdy representa el
S D

2 t[
V3 7
. - 2 , .
area del dominio D, cuyo valor es a” por ser un circulo, obteniendo:

2, 23

A=—— rma’> =="—""7a* u.d.s.
J3
3
25
2
15
1
0.5
0
2\//2/ 9
¥ X

Cédigo Matlab

Syms X y z

hl=fimplicit3 (x"2+y"2-3*z"2,[-5 5 -5 5 0 sqrt(3)1]1);

set (hl, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha',0.2, '"EdgeColor', 'none') ;
hold on

% Dibuja de la segunda superficie

h2=fimplicit3 (x"2+y"2+2z"2-12,[-5 5 -5 5 sqgrt(3) sqgrt(l2)]);

set (h2, 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha',0.5, '"EdgeColor', "'none')
xlabel ('X'");ylabel ('Y");zlabel ('Z2");

Stitle('")

hold off
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12

Determinar el 4rea de la porcién del cilindroz® + 3* — 6y = 0 que es interior a la esfera

4y + 2 =36.

Nota: se aconseja proyectar sobre el plano x =0 (plano YOZ).

Solucién

En este caso, x = f(y,z) = ++/6y — y* por lo que habra que proyectar sobre el plano YOZ,

2

' 1 ) B _2 6
= J1+ 17+ [ dady L+ [2+ 2 = 1+y—+2 10—
24/6y —y

(—2y + 6)2 _
1(6y o) 4(6y—v’)

24y — 4y +4y° +36 —24y 36 3
4(6y—yz) 6y — 4

Teniendo en cuenta que el drea total sera dos veces el drea en x>0, se tendra

3 dydz

Area—ffd5—2ff\/r ff\/%

siendo D el dominio limitado por la curva resultante

h de eliminar x entre el cilindro y la esfera, es decir,

v '+ 1y —6y=0
) y2 32/ = 2" + 6y = 36
4y +2 =36

gue es una parabola en el plano YOZ;

podemos usar simetrias, ya que al cambiar z por -z no cambia la ecuacién de la frontera del
dominio ni la funcion subintegral, luego podemos escribir
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dz

-

Area= 12]:/‘\/%—12[;%

siendo D’ la region del primer cuadrante encerrada por la pardbola en el cuadrante de las z
positivas. Resolvemos la integral entre corchetes,

j;mdz = [z]jm = /36 — 6y

se sustituye en la expresion anterior

Area=12 " Vf’/wy_ufﬁf\’ dy_l?\/gj;ﬁ%:m\/g[%/;r:144u.d.s.
6y —y y 0

13

Calcula la temperatura media T(gv,y,z):w2 +y° + 2 sobre la porcién del cono

2* = 2”4+ y° que se encuentra entre los planos z =2y z = 3.

Solucidon

Para calcular la temperatura media se tendra en cuenta que

. ffoy, dS ffoy,
" area(S) B ff ds

En este caso la superficie S es la parte del cono z = f(x,y) = /2> + 4 entre los planos z = 2

yz=3.

3

2

™~

0 .

* £ A UY-1. 2 _3 2 xo ‘
El diferencial de superficie es dS = /1 + j:? +j;2dA siendo

2 2
2 2

G+ = ||+ = I+ =2

Jot gt ety [ +97) (" 40

El dominio D, proyeccion de esta superficie S sobre el plano z=0, es la corona circular determinada
por las circunferencias de radios 2 y 3.
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0
—

Se tiene entonces que el area de la superficie es

fde:\/Effdxdy:\/g(f%?W—fw):5\/577

S D

La temperatura total sobre S es
ffT(x,y,z)dS:ffT(a:,y,\/xZ —i—yz)\/g dA:ff2(a:2 —i—yz)\/g dA
S D D

Pasando a coordenadas polares

J;f T(m,y,z)dS = 2\/5?}7’2 ~rdrdd = 4\/§7r %

0 2

=3
= 2 (81~ 16) = 65v2r
2

T
T
Por lo tanto, la temperatura media es

. j;f 7 (r52)ds _ 65v2r
" drea (S) 5\/577

=13°

14

Resolver con Matlab los siguientes apartados. (a) Representar la superficie que viene dada
por las ecuaciones paramétricas r(u,v) = ucos(v)i + usenvj+2vk 0<u <3, 0<v <27

(b) Calcula el area de la rampa helicoidal dada por las ecuaciones paramétricas.
(c) Considerando la funcion g (x, Y, z) = z + yz que representa la funcion temperatura en

un punto del espacio, se pide calcular la temperatura total en S.

Solucién

Dada la superficie

r = z(u,v), y=1yluv), z=2zuwv), con (uv)€ D
se define: r(u, v) = (x(u,v),y(u, v),z(u,v))
r (u, U) = (xu (u, U),y; (u, v),z; (u,v))
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r; (u, U) = (x1 (u,v),y; (u,v),z; <u, v))

Para calcular el producto vectorial de dos vectores ru y rv puedes utilizar el comando cross.

Por ejemplo,

ru=[1,2,r];rv==[2,-1,3];
cross (ru, rv)

Recuerda que ff ds = ff‘r: xrv/‘ dudv
S D

Solucién apartado a) b)

%Representacidn

sSyms u v

fsurf (u*cos(v),u*sin(v),2*v, [0 3 0 2*pi])
xlabel ('X")

ylabel ('Y")

zlabel ('Z2")

axis equal

% Célculo del éarea

x=Uu*cos (v)

y=u*sin (v)

zZ=2*v

r=[x,y,2]

ru=diff (r,u)

rv=diff (r,v)

prodv=simplify(cross(ru,rv))

dS=sqgrt (prodv (1) "2+prodv (2) *2+prodv (3) *2)
area=int (int (dS,u,0,3),v,0,2*pi)

double (area)

Solucién apartado c)
Temperatura = - (4*pi* (13*13~(1/2) - 8))/3
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15

Sea S laporcién del paraboloide z = 4 — 2° — ¢ limitada entre los planos z = 0, y==x

y £ = 0. Unaldmina tiene la forma dada por S vy la temperatura en cada punto es proporcional
al cuadrado de la distancia al eje OZ . Crea un fichero con Matlab para resolver los siguientes

apartados:

(a) Representar la  superficie S utilizando  las  ecuaciones  paramétricas
r=rcost, y=rsent, z=4—1r".

(b) Encontrar la temperatura promedio de la ldmina, tomando el valor k=1 para la
constante de proporcionalidad de la temperatura.

(c) Determinar y representar sobre la superficie, el lugar geométrico de los puntos de la
lamina en los que se alcanza la temperatura promedio para k& = 1.

Solucién

e Lafuncidn temperaturaes, T(z,y,z) = k(z* + y*); donde K es la constante de

proporcionalidad.

e ladiferencial de superficie es, dS = /42” + 43> + 1 dA;

e la proyeccién de la porcidn de paraboloide sobre el plano z = 0 es un sector circular,
qgue podemos definir en coordenadas polares como,

e lasintegrales para calcular el drea y la temperatura global en coordenadas polares son,
T/2 2 T2 2

érea:f f\/1+4r2 r drdd; temp=kf f\j1+47“2 r® drdf

/4 0 w/4 0
y la temperatura media pedida es, tm=temp/area

$Dibuja la porcidén del paraboloide z=4-x"2-y"2, situado en
%el primer octante, entre los planos y=x, x=0, z=0,
%coloreado segun T=x"2+y"2
t=linspace(pi/4,pi/2,10);

r=1linspace(0,2,20);

[T,R]=meshgrid(t,r);

X=R.*cos (T); Y=R.*sin(T);Z=4-R."2;

dibujo de la superficie, el cuarto argumento es la
funcién que da el mapa de color
surf(X,Y,Z,X."2+Y."2)
xlabel ('x"); ylabel('y'"); zlabel('z'");
shading interp
title ('paraboloide z=4-x"2-y"*2 coloreado segin T=x"2+y"2")

o
©
o
©

axis equal
hold on

%$Dibujo del dominio
syms u v
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fsurf (u*cos (v) ,u*sin(v),u*0, [0 2 pi/4 pi/2])

%Calculo de la temperatura promedio con k=1

syms u v

area=double (int (int (sqrt (1+4*v*2) *v,v,0,2),u,pi/4,pi/2));
Temp=double (int (int (sqrt (1+4*v"2) *v~3,v,0,2),u,pi/4,pi/2));
Tm=Temp/area

%$Los resultados que se obtienen son:
$area=4,5221; Temp=10,5579; Tm=2, 3347

%Representamos los puntos (x,y) que cumplen T (x,y)=Tm

syms t

xt=sqgrt (Tm) *cos (t) ;

yt=sqrt (Tm) *sin(t) ;

zt1=0*xt;

zt=4-xt"2-yt"2;

fplot3(xt,yt,ztl, [pi/4 pi/2],'linewidth',5)

%Representamos los puntos de la placa gque estan a temperatura media
fplot3(xt,yt,zt, [pi/4 pi/2], 'linewidth',b)

colorbar
hold off
paraboloide z=4-x2-y2 coloreado segiin T=x2+y2 B
4
3.5 3.5
3
3
2.5
2 25
N
1.5 2
1
15
0.5
;
05
0
16 L, ) o
Sea § laporcidn del cono z = +Jz" + y° con z < 1. Unaldmina tiene la forma dada por

S ysu densidad en cada punto es igual a la altura del punto respecto del plano z = 0. Crea un
fichero con Matlab para resolver los siguientes apartados:

(@) Representar la superficie S utilizando las siguientes ecuaciones paramétricas:

T =rcost, y=rsent, z=r

(b) Encontrar la densidad media de la ldmina.
(c) Determinar y representar sobre la superficie, el lugar geométrico de los puntos de la
ldmina que tienen una densidad igual a la densidad media.

Solucidon

Adaptar el cddigo del ejercicio anterior.
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E_01

Se considera el sélido H que ocupa la region del espacio limitada superiormente por

z=3—1" —y* einferiormente por z = 1+ z* + 4. Cada punto de H esta a una temperatura

1
dada por la funcién T(:v, y,z) = —. Sea S la superficie frontera de H. Se pide

NE

a) Calcula la temperatura media del sélido H.
b) Calcula el area de la superficie S.

c) Plantea las integrales para calcular la temperatura media de la superficie S y escribe el
codigo Matlab para obtener su valor.

Solucién a)

La superficie esta limitado por dos paraboloides, el azul de la figura siguiente, S1, que tiene por

ecuacion z =1+ z* + y? y el rosa S2 de ecuacién z = 3 — 2% — 2.

La superficie S esta formada por los dos paraboloides: S1y S2. El dreade S1y el de S2 es el
mismo. El drea de cada uno de ellos es

drea(sl):fsfdszfpf\/u(f;f +(;§)2dA:j;f\/1+(2x)2 +faa =

coordenadas
polares

r=1
27 1 (1—1—47’2)3/2 3/2 \/_
=ff\/1+4r2rdrd0=2—7r =5 _17r=5 5_177
8 3/2 6 6
0 0
r=0

El drea de S es por tanto dos veces el valor obtenido anteriormente.
) 55 — 1
drea (S’) =—n

3

Solucién b)
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La temperatura media de la superficie sera

f!T(x,y,z)dS ) foT<x’y’z>dS

T

totalen S

T . = = =
i reas) [ ds =
s 3

Para calcular la temperatura total hay que realizar la siguiente integral

foT(x,y,z)dS+js‘fT(g:,y,z>d5:

1 2 2 1 2 2
= f—Q\/l—l—(Ql“) +<2y> dzvdy‘Fjl‘)fm\/l—i—(—Qﬂ?) +(—21U) dzdy
1 1 5 2 1 1 \/72
= 144 drdf —\1+4 drdf
[{ +4r° rdr +j0‘{*3_7~2 +4r® rar

El cédigo Matlab para calcular esta integral es el siguiente

syms r t
Tl=int (int (1/sqrt (1+r"*2)*sqrt (1+4*r~2)*r,r,0,1),t,0,2*pi)
T2=int (int (1/sqrt (3-r"2) *sqrt (1+4*r~2) *r,r,0,1),t,0,2*pi)

T=T1+T2
La temperatura media en S serd, por lo tanto,

areaS= (pi* (5*5~(1/2) - 1))/3
tm=T/areaS
double(tm) %0.7273

INTEGRAL DE UN CAMPO VECTORIAL SOBRE UNA SUPERFICIE. FLUJO

17 o
Desde la pdgina
http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integral superficie.html
utilizar la herramienta para ver una justificacion de

la definicion de esta integral.
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Rectangulo R =[0,a] x [0,b] i
v
— n
T
T
Seleccion punto:
ds
o
[R ]
Flujo: «ndS
ne N (-f (ab),-f (ab)1)
- e e e =
INT =]t (@)1, ab) o1 [ [ Fends=[ [ FeNdA
s R

18

Se considera el casquete esférico S, definido por z* + y2 + 22 = 2, z>1, conla

orientacion normal exterior a la esfera. Calcular el flujo del campo F = (1, 0,1).

Solucidon

La integral pedidaes I = f (1, 0,1)-ndS donde, dS = NdA, siendo

N:(—z;,—z;,l): \/2_;2_y2,\/2_52_y2,1
por lo tanto,
ff(101 ) nds = ff \/7176@
2—1* —y

Resolvemos esta integral en polares, teniendo en cuenta que el dominio de integracion es el
interior del circulo que se obtiene cortando la esfera por el plano z =1

D={(zy) /2" +y <1}

Es decir,

2m

Sl

Si integramos primero respecto de 6 y tenemos en cuenta que fcos&deO, queda
0

rcos@ rdrdd

21 1

Unicamente la otra integral [ = ffrdrd& =T.
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19

Calcular el flujo del campo F = (x, y,—2z> através de la porcién de cilindro 2> +4* =1

comprendido entre los planos z =1y z = 2, en el sentido de la normal exterior al cilindro.
Solucién

Calcularemos la integral de superficie en paramétricas, utilizando las siguientes ecuaciones para
el cilindro

r=cosf, y=senb, z=z
El integrando en paramétricas es

N

F-ndS =F-—|N|d4d=F-NdA
N
donde,
i j k
N:ro'xr;: —senf cosf O :(cosﬁ,sen6,0> y dA=dOdz
0 0 1
por lo tanto,

F-N=F= (cos@,sen@,—Qz)-(cos@,sen@,O) =1

Y la integral de flujo es

¢ = 7]dzd0:27r

0 1

20

Se considera la porcién de superficie z =2 — 3y + 2 que estd por encima del tridngulo

T que se encuentra en el plano XY y tiene por vértices los puntos (0,0), (2,0) y (2,-4). Sobre cada

punto de la superficie se define la funcidon temperatura T(x, y,z) =z+4+3y— z? y el campo
F(e,9,2) = 3xi+2zj+(1—y2)k.

a) Calcular la temperatura total y la temperatura media.
b) El flujo hacia abajo del campo a través de esta superficie.

SOLUCION a)

Se pide calcular la temperatura de la superficie z =2 — 3y + 2? sabiendo que en cada punto de

la superficie su valor es: T(x, y,z) =2z+3y— z*

Lf(z+3y—x2)d8

La superficie S se proyecta en el plano XY en el dominio D que se representa en la figura
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-1 0 2 3

-1

s Y——zm
Tem, , ., :ff(z+3y—a:2)d5 :ff[(2—3y+x2)+3y—x2
s

D

\/(295)2 + (—3)2 +1dA =

- ff2x/4x2 +10dA = 2]102f702x\/4x2 +10dyds = 2];2[y\/451:2 + 10]02 dz =
b e
3 2 3 3
_ fj da\4a® +10 do = %(4332 + 10)5 :% 262 — 102 | ~ 33.6506
El drea de la superficie es 0
T
czrea(s)_fsf as _fo\/(2x)2+(—3)2+1dA _j;f\/mcm_%

La temperatura media es 2.

Solucion b)
Se tiene que
[[Fnas=[[FN dA:ff(y2 +18y—13)dA
s D D
ya que

F-N:(x,y,2—3y+x2)-N:(3x,2(2—3y+x2),1—y2)-(2x,—3,—1):
:(61:2 —6(2—3y—|—m2)—(1—y2)):y2 +18y —13

Calculando la integral doble

0
2 0 9 B ) . 2 l 3 2_ .
fof%(y +18y —13)dydo = | S’ 0y 13y 2 dx =
2(8 9 ? 412
f O — 3622 — 261 |de = |22t —122° —1322 | =|-222
013 3 0 3

21

Hallar el flujo del campo E(z,y, z) = ai 4+ yj + 7k, que sale de la superficie cerrada S, que
constituye la frontera de un cubo al que se le ha quitado una esquina, como muestra la figura.

Solucién
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El campo F(z,y,.2) = i + yj + 2k es de clase C'en R*. S
es una superficie cerrada, suave a trozos, que encierra un
sélido V' simplemente conexo.

Flujo saliente deV=ff F-ndS
S

Para calcular el flujo total es necesario hallar el flujo saliente a través de cada una de las nueve
caras del solido.

Si:base inferior, 2=0, n, = —k;  ® = [[F.n, = [[ —zdady = [ 0dwdy =0
S, 5, 5,

Sycaraz=2,mn,=k; ®, —ffF n, —ffzdxdy—ff2dxdy —2drea S, = 6
Sycaray=-1,m, = —j; @, _ffF n, _ff ydmdz—ffdxdz—areas =4
Sicaray=1,n, = j; <I>—fan—ffydxdz—ffdzdz—areaé’ =3
Sscarax=-1,m, =—i; &, _ffF n, —ff—mdde—ffdde—areaS =4
Secarax=1,n, —i; @, —ffF n, —ffzdydz—ffdydz—areaS =3
Sicaraz=1,mn =k; & = [[Fen =[[ zdedy = [[ dedy =irea$, =1

s; s, s,
Secaray=0,n, = j; <I>8:ffF-n8 :ffydxdzsz0dxdz:o

S, S, S,
Se:carax=0,n, —i; @szf]?-ng :ffxdydz:ffoczydz:o

S 3 )

Flujo total salientede V'=® +®, +®, +®, +®, +® +& +O +O =21

Utilizando el teorema de Gauss:

Flujo saliente de V= [ [ F-nds = [[[ (div F)dedyd-
S 1

Comodiv F = @ + @ + % = 3, sustituyendo queda

dy Oz
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Flujo saliente de V :fff 3dzdydz = 3 volumen de V'
Vv

Flujo saliente de V = 3 (vol. cubo lado 2 — vol. cubo lado 1) = 3(8-1) = 21 unidades de flujo

22

Se considera la porcién del paraboloide z = 1 — 2> — y*, con , ¥, 2 positivos y un campo

vectorial, V = (z, —2y, z). Plantear la integral para calcular el flujo hacia el exterior del

paraboloide.

Solucién

El flujo es Flujo = ffv-nds - ffV-NdA donde,
S D

e FElcampo actuando sobre la superficie es: V = (z, —2y, 1 —2° — %)
() —
e N= (—zm,—zy,1> = (236, 2y,1)

o dA=dzxdy

Efectuando el producto escalar V- n, agrupando términos y sustituyendo en la integral de flujo
se obtiene esta integral doble:

Flujo = f f (xz —5y° + 1) dA
D,

siendo Dzy el cuadrante de circulo de radio 1 situado en el primer cuadrante del plano XY .

Si planteamos la integral, utilizando coordenadas polares, se tiene

/2

Flujo = ff(gf — 5y’ +1)dA - f
DW 0

]‘(r2 cos’ 0 — r’ sen’ 0 + 1) rdrdf
0

23

Se consideran las superficies S1 =z=1+2"+ y2 y 5'2 =z=4-22"— 2y2 que

encierran al sélido H.
(a) Dado el campo vectorial F(z,y,z) = zi + yj + zj, se pide calcular el flujo exterior de F al

atravesar S, U S, utilizando la definicion de flujo.

(b) Calcular el volumen de H.

(c) Sien cada punto de H la temperatura es la distancia de cada punto al plano z=0, calcular la
temperatura media del sélido.

Solucién a)

La curva interseccidn a estos dos paraboloides es
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z=1+2" 44>
z=4-22" —2°

0.5 0.5

—>1—{—3:2—l—y2 :4—2x2—2y2—>x2+y2 =1 (z:2)

Flujo a través de S| =2 =1+ 2+ y2 (paraboloide morado en la figura). D es el circulo de

centro (0,0) y radio 1 que es la proyeccidn sobre el plano z=0 del sélido H.

Jlugo, :ffF-nldS:ff(m,y,1+x2 +y2)-(2x,2y,—1)dA:ff(2x2 + 2% —1—2? —yQ)dA:
s, D D

ff(—1+x2 +y2)dA

D

oggp

j( 1+7 )rdr do = 2w
0

SUE
2

r=1
2 4
r

4

r=0

Flujoatravésde S, =z =4 — 227 — 2y2 (paraboloide azul en la figura). D es el circulo de centro

(0,0) y radio 1 que es la proyeccidn sobre el plano z=0 del sélido H.

Jlugo, :ffF-n2dS:ff(x,y,4—2x2 —2y2)'(4x,4y,1)dA:ff(4x2 + 4y* + 4 — 227 —2y2)dA:
D D

2

r=1

ff(4+2a:2+2y2)dA 7‘]‘(4—0—27“ )rdr df =27 %—i—% =57
D 0 0 r=0
Solucién b) Volumen de H
vol(H ff av = 7j4jr rdzdrd@—277‘]‘{(4—27’2)—(1—1—7'2) rdr =
0 0 1+
=27 l(?ﬂ’—?ﬂ‘ )dr—%r
Solucién c)
2r 1 4-27 (4 2,,)2 (1—1—7")2
Temp = fffzdv ff f zrdzdrd@—?wf rdr =
0 0 147
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46 T3 =

1 6 4 2
:wf(3r4—18r2+15)7“d7":77r——9L Lor =7—7T
2 2 2
0 r=0
La temperatura media es
7T

TEOREMA DE LA DIVERGENCIA O DE GAUSS

24

x2+y2=1yz:0.

Calcular el flujo del campo F(a:, y,z) = ycosyl +senxj+ zk hacia el exterior de la

superficie S que es frontera del sdlido H comprendido entre las superficies z =141y,

Solucién
S es la frontera del sélido H interior al cilindro acotado inferiormente por z = 0 y superiormente

porelplano z =1+y.

Como se cumplen las hipdtesis para aplicar el Teorema de la divergencia, se tendra que el flujo

se puede calcular como la integral triple sobre H de la divergencia de F:

LfF-ndS = f{fdwmv

Teniendo en cuenta que:
divF =1

H:{(:r,y,z)/x2+y2§1, 0§z§1—|—y}

:{(r,e,z)/Ogrgl, 0§z§1+rsen9}
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el flujo sera:
27 1 1+rsenf 27 1
ff f rdzdrd@zffr(l—l—rsen@)drd@z
00 0 0 0
2 g8 oy 11
:f r——l——sen@ dﬁzf——i——sené’ 0 =|—60——=cosf =7
0 2 r= 2 3 2 3 0=0

25

Calcula la integral de flujo saliente del campo vectorial
F (x, y,z) = (yg + SI)i + (xz + y)j + (z + z* cos <x2y))k

a través de la superficie que delimita el sélido z* + y2 <1,2>20,y>0,0<2<1

Solucidon

En nuestro caso, F(a:, y,z) = (y3 + 3x)i + (xz + y)j + (z + 2" cos (ny))k es de clase C! en

R3 y la superficie S es cerrada frontera de un sélido H (se trata de la cuarta parte del cilindro de
base la circunferencia unidad y altura 1).

0.8
0.6
0.4 4

0.2 4

oo
o Y\
[N}
o
~
=]
=
o [
o [
o

Por tanto, podemos aplicar el teorema de la divergencia o teorema de Gauss:

j;f(F-n)dS:flfdideV:

Ay +32) Az +y) 8(2 + 2" cos (a:Qy))
oz * oy * 0z

Se tiene que: div F = =34+14+41=5

El flujo saliente total a través de la superficie cerrada S, sera entonces

L/;f(F-n)dS:f[f\SdV:E) vol(H):%r
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26

Aplicar el Teorema de Gauss para obtener el flujo del campo vectorial:

F = 2zi — 2yj + 2y z” + v’k através de la superficie frontera del sélido
H:{ZZO , 1§x2—|—y2—|—z2 SQ}.

Solucién

Utilizando el teorema de Gauss se tendra que

ﬂujo:gF-ndszf{fdiﬂdlf:f{fmdv

ya que dva—a—M+8—N+8—P—2—2+\/x2+y2 :\/x2+y2
oxr 0y 0z

El sélido H esta delimitado por las esferas 22 + y2 +22=1 , 22+ y2 +22=2 yelplazo z =10

Pasando a coordenadas esféricas

J27/22n p4 p:JE s w/2
flujo = psend p’send dOdpdp = [—] 0 : " sen’¢ do =
e ]

w/2 w/2
4 — 1—cos2¢ ,
[ ]271’f sen ¢d¢ f—2 do =

_3rm_
2

T
4

27

Halla el flujo del campo vectorial F(z,y, z) = (a:, y,z) através de:

a) Lasuperficie lateral S1 del paraboloide z° + y2 =2az con 0 <2< 2a.

b) Lasuperficie de la tapa S, para z = 2a.
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c) Aplica el teorema de Gauss a la superficie S, US, comprobando previamente que se

cumplen las hipdtesis de dicho resultado.

Solucién a)

El vector normal a la superficie z = f(:z;,y) =

conjunto D proyeccion de S, sobre XY es el circulo de centro (0,0) y radio 2a.

flujog :ffF-ndS:ffF-NdA:ff[x,y,x i -[3,%,—1]dA:
3, D D
4
ffz’” +2y Y g4 = ffx Ay f[f[—drde_ (2¢) ) — drd?

D
Solucién b)

El vector normales N =K g conjunto D es la proyeccién de S2 sobre el plano XY es el circulo
de centro (0,0) y radio 2a.

flujo, :ffF-ndS:ffF-NdA:ff(a:,y,Qa)-(0,0,l)dA:
s, D D
= ff 20 dA = 2aArea (D) = 8a’m
D
Apartado c)

. , S US ) .
Para calcular el flujo a través de 1 2 aplicando el Teorema de Gauss se tendra que

fljog _fffddeV fffgdv ff f 3rdzdrdd =

0 0 42/2q

2 4
= 3-2%31[2% —i]dr =67 2a@—@ = 67r(4a3 —2a3) = 127a’
) 2a 2 8a

28

Calcular, utilizando y sin utilizar el teorema de Gauss, el flujo del campo
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F(a:, y,z) =%+ y3j + 2’k
a través de la superficie S que es el exterior del tetraedro formado por los planos z+y+ 2z =a
, =0, y=0, 2z=0.
Nota: Enunciar el teorema de Gauss y justificar si se puede aplicar en el caso del ejercicio.

Solucidon

La superficie S esta dada por las cuatro caras del tetraedro de la figura.

Sy
plano x=0

Sy
planoz=0

Si se aplica el teorema de Gauss
1= [[Fas = [[[ divF dedydz = fff(3x2 + 3y +3z2)dxdydz
s v v

La proyeccion del sélido V sobre el plano XY es el triangulo limitado por los ejes coordenados vy la
recta x +y = a, porlo tanto

(0.2)
<

r+y=a

(a,0) X

a a—xTa—x—Y

I:ff f (3w2+3y2+322)dzdydw
00 0

Integrando

B a a—=x ) ) g\ =0—7—y B
I—ff(3:cz+3y z+z )_ dydx =
00

z=0

a a—x

Z[f[3x2(a—x—y)+3y2(a—x—y)+(a—x—y)3]dydx
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o 3z (a—:z:—y)2 5 3! (a—z—y
:‘{_ 2 +y'(a—s)- ol 1 dr =
y=0
4 9 . \ 2
a 3la—=x 3x° a—=x a—1x o0 — 2 922 (a4 — &
B B (S
:]»(a—z)4 3x2(a2_2xa+$2) o _(a_z)5+$3a2_3x4a+3I5 :L'a:
0 2 2 10 5 1 0
=0

a® 3d° 3d° o _ 3a°

29 4 10 10 20

Para resolver la integral directamente, sin aplicar el teorema de Gauss, hay que calcular el flujo a
través de cada una de las cuatro caras del tetraedro:

Flujo através de S, , que se define por la ecuacion z=0,
[ Fas = ff(m3,y3,0)-(0,(),—1> dA=0
s, D,
Flujo através de S, , que se define por la ecuacion x=0,
[ Fas = ff(o,y3,z3).(—1,o,o) dA =0
s, D,

Flujo a través de S, , que se define por la ecuacién y=0,

foFds - £I($3,o,zs).(0,_170) id—0

3

Flujo através de S, , que se define por la ecuacién z = a —z — y, sila proyeccién de S, es D,

fdeS - [J[x?’,y{(a —:U—y>3]-<1,1,1) dA = ff[a:3 +y +(a—u —y)S]dydx _

s, 0 0
4= 4 4
fﬂ&g—i—%—@ dx:fx3(a—x)+(a;x) —i—(a;w) o
0 o 0
[ ) R i
rems S VR 10 | 4 5 10 20

0

. , . . 3d°
Por lo tanto, el flujo que se pedia es la suma de los valores obtenidos para cada superficie 2—0 .
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Calcular, utilizando vy sin utilizar el teorema de Gauss, el flujo del campo vectorial

F(x,y,z)z(xz,—yQ, :vz) a través de la superficie cerrada limitada por el cilindro

w2+y2§R2 con 0<2<3.

Solucidn (sin utlizar el Teorema de Gauss)

La superficie cerrada S que limita el cilindro es la unién de tres superficies, la tapa superior S1, la
inferior S2 vy la superficie cilindrica S3.

Parametrizacion S1

S1:7°1(D1> Dlz{(x,y>eR2/x2+y2§R2}

(@) = (20.3)

El vector normal exterior de la superficie S es

Parametrizacion S2

N, =(0,0.1)
fF nds = ffF( (2.9))- OOl)d:rdy—ff(?)x P 3m) (0,0,1)ddy =
2r (R
=ff3xdxdy=f f3r2 cospdy |dr =0
D, olo
52:7“2<D2) Dzz{(a:,y>€R2/x2+y2§R2}

(.9) = (@.0,0)

El vector normal exterior de la superficie S es

N, =(0,0,-1)

fF nds — ffF( ) (0.0~ 1>dxdy—ff(0 —y o) (0,0,~1)dady = 0

2

Parametrizamos S3
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5'3:7’3(D3> Ds:{<u,v>6R2/O§u§27r,O§v§3}

T (u, v) = (R cos u, R sen u, v)

El vector normal exterior de la superficie S es

N3:TXT =
u v

(R cos u, R sen u, O)
El flujo de F a través de S3 es

fF ndS = ffF( ) Rcosu Rsenu O)dudv—

= ff (Rv cos u, —R? sen® u, Rv cos u) . (R cos u, R sen u, 0) dudv =
D3

3 27

ff(]??v cos® u — R? sen® u) dudv = %ﬂ'R2
00

Solucién (Utilizando el teorema de Gauss)

Se tendra

fF-ndS :fffdidea:dydz
s v

siendo V el volumen limitado por la superficie S. Se tiene que

divF = 2z =2y +

Para calcular la integral triple se pasa a coordenadas cilindricas

I:fF-ndS:fffdidezdydz:fff(z—Qy—I—x)da:dydz
S 14 v

siendo V = {(r, gp,z) /JO<r<R 0<¢p<2m 0<z< 3}. Se tendra entonces

R 27w 3
:fff(z—?rsengo—i—rcosgo)rdzdgodr:
00 0

2w

f[—r—ﬁr sengo—i—?n“ cos&]dgpdr-f%rrdr_EWRz
0

oﬁ——jm

30

Dado el campo vectorial F(z,y,2) = 22i + j + 2’k , se pide determinar el flujo a través
de la cara lateral del cilindro z° +¢° <a*, 0<2<2.

Solucién

Cddigo Matlab:

s Dibuja una muestra del campo vectorial
% F=(2x,y,2"2)

xX==2:2;y=-2:2;2z=0:2;
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[X,Y,Z]=meshgrid (x,y,z);

U=2*X;V=Y;W=Z."2;

quiver3(X,Y,%Z,U,V,W)

hold on

% Dibuja en paramétricas el cilindro x"2+y”"2=4

syms t z

hl=fsurf (2*cos(t),2*sin(t),z, [0 2*pi 0 2]);

set (hl, 'FaceColor', 'b', 'FaceAlpha',0.2, '"EdgeColor', 'b")
xlabel ('X");ylabel ('Y");zlabel('Z");

title('vector F=(2x,vy,2z"2) a través del cilindro x"2+y"2=4")
axis equal; hold off

vector F=(2x,y,zz) a través del cilindro x2+y2=4

Se cumplen las condiciones para aplicar el Teorema de la divergencia:

f!f dideV:fo F-ndS

donde n es el vector normal unitario saliente de la superficie S. Es decir, la integral de la
divergencia de un campo vectorial F(a;, Y, z) extendida al volumen V, es igual al flujo saliente del

vector F através de la superficie que limita este volumen.

En este caso se cumple que

B, + O + D :fffdideV:fffdideacdydz,
14 14

9(2z) |, Ay) , I(z*)
oz * dy * 0z

divF = =24+14+22=3+22

luego,

[[[ divEav = [[[(3+22)dudya:.

Para calcular esta integral triple calculamos el cambio a coordenadas cilindricas

T =rcosf 5
y=rsenf , Az.1,2) =r

o(r,0,z)
2=z
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las  ecuaciones del dominio z*+9y° <a’, 0<2<2, se transforman en

r* <a®, 0<2z<2,luego los nuevos limites de integracién serdn:

D:{(r,e,z)/ogrga, 0<0<2m ogzgz}

por tanto,

f[f(i%—i—?z)dxdydz:IZJT (3+22) dzdrde—[fde] Zrdr][j(?)mz)dz]

Podemos resolver las tres integrales por separado, ya que son independientes:

a
2 a s

=10, f rdr = |—
0 0

2 2T

j:(3+22)dz:3z—|—22 :% y %d@:[ﬁ] =27

0 0

0

luego

ff (34 2z2)drdydz = 10ma® unidades de flujo.
Vv

Por otro lado, calcularemos el flujo a través de la cara superior ¢gyp. En estacara z =2y

dS=drdy,n=k = F-n=2" =4

ffF ndS = 4ffda:dy = 44rea de S = 4ma® unidades de flujo

bup

Andlogamente para la cara inferior ¢ipnf, en ella z=0 'y dS =dxdy,
n=-k = F.-n=-—2"=0, luego el flujo saliente a través de la cara inferior es nulo.

Podemos escribir:

6, = [[[ divFdudydz =6, — 6, =10ma® —47a® — 0 = 67a’ unidades de flujo.
v

31

Determinar el flujo saliente originado por el campo de fuerzas F(m, y,z) a través de la

cara lateral del cilindro del sdlido V= {0 <49y <9,0<2< 1}, siendo
F(x,y,z) = 1i 4+ 2¢°j + 372°k.

Solucién
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vector F=(x,2y2,322) a traves del cilindro x2+y2=9

Cédigo Matlab:

Dibuja una muestra del campo vectorial
F=(x,2y"2,32"2)

x=-3:3;y=-3:3;2z=0:1; [X,Y,Z]=meshgrid (x,y,z);
U=X;V=2*Y . "2;W=3*72."2;

quiver3(X,Y,%Z,U,V,W); hold on

% Dibuja en paramétricas el cilindro x"2+y”"2=9

o0 o

syms t z

hl=fsurf (2*cos(t),2*sin(t),z, [0 2*pi 0 171);

set (hl, 'FaceColor', 'b', '"FaceAlpha',0.2, '"EdgeColor', 'b")

xlabel ('X");ylabel ('Y");zlabel('Z");

title('vector F=(x,2y"2,3z"2) a través del cilindro x"2+y”"2=9"')
axis equal; hold off

En nuestro caso, F(a;,y,z)zli—l—2y2j+3z2k es de clase ¢! en R3y V es un sdlido

simplemente conexo. Por tanto podemos aplicar el teorema de la divergencia o teorema de

Gauss:
fffdideV:ff(F-n)ds

2 2
o) | D2y’) , 932
oz oy 0z

Se tiene que: div F = =144y + 62

El flujo saliente total de V se obtendra calculado el flujo a lo largo de la cara lateral y las caras
superior e inferior:

¢total = lateral + (bsupcm'or + ¢infcr’iu7‘

Aplicando el Teorema de Gauss se tendrd que

Protar = fff (14 4y + 62)dzdydz = ff dxdy
v D

fol (1+ 4y + 62)dz

Como

fol (1+4y+62)dz:[z+4yz+3z2} :4(1+y)

1
0
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se tendrd

O =4 [ [ 1+ y)dudy

siendo el dominio en el plano D = 0 < z* 4+ y* < 9. Para realizar esta integral doble se pasa a

[I:T’COSQ]
J=r
y = rsenf

siendo el dominio D los puntos (r,@) con 0<r<3 y 0<60<27.Porlotanto,

coordenadas polares,

Dot = 4ff (14 rsen O)rdrdf = élf;W Ol lfo:s (r + 7% sen 0)dr
D/

2 3 3

3
f (r 4+ 7° sen 0)dr = T——i-r—senG :g+9S€H9
0 2 3 2

27

2T
¢t0ml = 4ﬁ = 367T

Por otro lado en la cara superior tenemos n=k = F-n=3z" ycomoes z=1 queda

Q—COSQ
2

g—|—95en€]d0: 36f2ﬂ [l+sen9 df = 36
2 0o 12

0

F-n=3 dS = dzdy, portanto

Drperion = f f (F-n)dS =3 f f dedy = 34rea de S = 373° =277
5 5

Andlogamente para la cara inferior: n=-k = F-n=-37’ y como es z =0 queda
F-n=0, dS=dxdy,portanto ¢ =0.

inferior

Despejando el flujo pedido se obtendra

— = 36m — 277 = 97 unidades de flujo

(Z)lnteml = %Yotal ¢superior inferior

32

Sea H el sdlido limitado por las superficies z = Jzt + y2 ylosplanos z =1y z=2.

Consideremos el campo F(:IZ, y,z) = (mQ,y2,z2).

a) Representa la superficie S junto con una muestra del campo.
b) Comprobar el teorema de la divergencia.

Solucidon

%$Tapa inferior: Sl
r=linspace(0,1,3);t=linspace (0,2*pi, 40);
[R, T]=meshgrid(r, t);

X=R.*cos (T);Y=R.*sin (T) ; Zz=0*T+1;

hold on

surf(X,Y,272)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria

57



T3 B INTEGRACION DE SUPERFICIE

quiver3(X,Y,Z,X."2,Y."2,Z2."2)

$Superficie lateral: S2
r=linspace(1,2,10);t=1linspace (0,2*pi, 40) ;
[R, T]=meshgrid(r, t);

X=R.*cos (T);Y=R.*sin (T) ;Z=sqgrt (X."2+Y."2);
h=surf (X,Y,7)

set (h, 'FaceAlpha', 0.4)

quiver3 (X,Y,Z,X."2,Y."2,Z2.72)

$Tapa superior: S3
r=linspace(0,2,10);t=1linspace (0,2*pi, 30) ;
[R, T]=meshgrid(r, t);

X=R.*cos (T);Y=R.*sin(T) ;Z=0*T+2;

surf (X,Y,Z)
[R,T]=meshgrid(0:0.5:2,0:1:2*%pi);
X=R.*cos (T);Y=R.*sin(T) ;Z=0*T+2;

quiver3 (X,Y,Z,X."2,Y."2,Z2.72)

hold off

25

S1: tapa inferior

S3: tapa superior
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Solucion b)
. 3 . 3 157 . 3
Flujo através de S1: —m Flujo a través de S2 : _T Flujo através de S3: 167
33 . . o
Utiliza el teorema de la divergencia de Gauss en los tres casos siguientes para calcular

I = ﬁF -n dS . Nota: Este es el ejercicio propuesto nimero 14.
OH

a) F(z,y,2) =4 +a1+k; H eslasemiesfera 0 <z <9 —12° —¢°
b) F(z,y,2) = i+ ¢y°j+ 2°k; H eselsolido parabdlico 0 < z <4 —2° — ¢
o) Flz,y,2)=(@+2")i+(y—2")j+ak; H eselsdlido 0 <y’ +2° <1, 0<z<2

Representa cada uno de los sélidos anteriores y una muestra del campo actuando sobre ellos.
Para la representacion puedes utilizar las ecuaciones paramétricas siguientes:

a) Semiesfera:
x=3sen¢cosf, y=3sen¢send, z=3cosq, 0§¢§%, 0<0<2m

b) Paraboloide: x = rcos, y=rsenf, z=4—7r", 0<r<2 0<60<27

c) Cilindro: z =wu, y=-cosf, z=senf, 0<u<2 0<60<2r7

Solucidn a)

Divergencia del campo vectorial: div F = div (zi +zj+ yk) = 0 por lo tanto,

ﬁF-ndsszfdidevzo
OH H

Cddigo para dibujar el sélido:

%$Dibujo de la semiesfera
fi=linspace (0,pi/2,10);t=1linspace (0,2*pi,20);
[Fi, T]=meshgrid(fi, t);

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Universidad de Cantabria

59



T3 W INTEGRACION DE SUPERFICIE

x=3*sin (Fi) . *cos(T) ;y=3*sin(Fi) .*sin(T); z=3*cos (Fi);
surf (x,y,z, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)
axis equal

hold on

$dibujo de la base

r=linspace (0, 3,5);

[T R]=meshgrid(t,r);

x1=R.*cos (T);yl=R.*sin(T);zl=zeros (size(x1l)) ;

surf (x1,yl,zl, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)

$dibujo de una muestra del campo sobre las dos superficies
quiver3(x,vy,z2,2,%X,VY);

quiver3(x1l,yl,zl,z1,x1,yl)

hold off

Comprobar que se obtendria el mismo valor calculando la integral de superficie.

Solucién b)
Divergencia del campo vectorial: div (xzi + 9+ z2k) =2x+y+2)

Ecuacion del paraboloide en cilindricas: z = 4 — r* . Dominio de integracién en coordenadas
cilindricas:

D:{(r,e,z)/ogrgz, 0<6<2m O§z§4—r2}

Por lo tanto,

21 2 47

ﬁF-ndSszfdideVszff(rcos0+rsen9+z)rdzdrd0
OH H 0 0

0

Las integralesde rcosf® y rsen@ son nulas porque losson lasde senf y cosf en [O,27r]

, por lo que solo queda la integral siguiente,

ﬁF-nds — fff divFdV = 27]7 wrdzdrdd =
OH H 0 0 0
2

r(4 —r*)drdf = 27rf r(4 —r*)dr =

Esta integral triple también se podia haber resuelto con Matlab.
Cddigo para dibujar el sélido:

$Dibujo del paraboloide
r=linspace(0,2,10);t=1linspace (0,2*pi, 20) ;

[R, T]=meshgrid(r, t);

x=R.*cos (T) ;y=R.*sin(T) ;z=4-R."2;

surf (x,y,z, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)
axis equal

hold on
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%$dibujo de la base
zl=zeros (size(x));
surf (x,y,zl, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)

%dibujo de una muestra del campo sobre las dos superficies
quiver3 (x,y,z,%.72,y.%"2,2.72);
quiver3(x,y,zl,x.%2,y."2,21.72)

hold off

Comprobar que se obtendria el mismo valor calculando la integral de superficie.
Solucién c)
Divergencia del campo vectorial: div ((x + 224 (y—2%)j+ak| =2

Por lo tanto,
ﬁF-ndS = fffdideV :2ffde = 2(volumen de H)=4r
oH H H

Al resultado anterior se llega viendo que el sdélido H es un cilindro de radio 1 y altura 2, cuyo
volumen es 27. Si no nos hubiéramos dado cuenta de esto, la integral triple se puede plantear
en cilindricas y resolver con Matlab.

Puesto que el eje del cilindro es el OX y se proyecta sobre la circunferencia y2 +22 =1, el

cambio de variables a coordenadas cilindricas, en este caso, es el siguiente:
r=ux, y=rcosh, z=rsent

y el dominioes, D = {(x, 7’,9) /0<f6<2r, 0<r<l 0<z< 2}, por lo tanto la integral

triple en cilindricas es,

2ffde:27‘]jrdxdrd6:4w
H 0 0 0

%$Dibujo del cilindro

x=linspace (0,2,10);t=1linspace(0,2*pi, 20);
[X,T]=meshgrid(x,t);

y=cos (T) ; z=sin (T) ;

surf (X,y,z, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)
axis equal

hold on

%$dibujo de las bases

r=linspace(0,1,5);

[Tl R]=meshgrid(t,r):;

xl=zeros (size(T1l));yl=R.*cos(T1l);z1l=R.*sin(T1);
x2=2%*ones (size (T1l));

surf (x1l,yl,zl, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)
surf (x2,yl,z1, '"EdgeColor', 'none', 'FaceAlpha', 0.3)
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34

Calcular el flujo del campo vectorial F(a:, y,z) = (23;, yQ,zQ) hacia el exterior de la esfera
unitaria, directamente con la definicion y aplicando el teorema de Gauss.

Solucidon

Llamando H a la esfera y D al disco unidad, utilizando el Teorema de Gauss, se tendra que

flujo:fffdideV:fff<2+2y+2z)dv:ff(2Z+2yz+Z2)zm "
1 27

:ff[4\/1—x2—y2 +4y\/1—x2—y2]dA:ff[4\/1—7“2 + 4rsen 0 1—7“2]7"d0d7“
D 00

5\3/2
127 (1—r) .
:ff4r 1—r2dfdr = 4m|———— =|—
5 3/2 3
r=0
2m

Nota: Se ha utilizado que fsen¢ =0, el integrando es impar y periddico.
0

Sin utilizar el teorema, hay que calcular el flujo a través de la semiesfera superior y de la
semiesfera inferior

%

-0.5

0.5

- Flujo a través de la semiesfera superior

z:f(a:,y>:\/1—m2—y2
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flujol = (2,2,1—2—2). T Y 1laa=
wot = J[ (2eat-at v vy

ff M—l—l—x —y?| da

J1—2? —y

siendo D el disco unidad.

- Flujo a través de la semiesfera inferior

2= f(oy)= -y ng:(f“"’f;’_l): \/1—;2—1/2’\/1—;—1/2’1

flujo2 = (2,2,1— 2—2)- i : Y —1]dA =
ujo ff T,y T —y \/1_$2_y2 \/1_z2_y2

ff M—lﬂ +y* | da

J1—2% —

siendo D el disco unidad.

Sumando ambas integrales

2 3 27 1 2 2 3 3
flug01+ﬂu]o2_2ff& dA:2ff{2r cos 6 + r"sen 0]7“ drdp = |5

\ll—x —y2 00 1—7?

Nota: Hay que tener en cuenta que

2m
'fsen?’ 0 = 0 (impar y periddica)
0

= Ademas,

3
T T
f—dr = f rP——dr
2 2
V1-— v1—
r r Int.partes
u=r"— du=2rdr

dv:%drﬂ/u:fxllfrz

1—7r°

/2
2(1— 2)3
—r2N1—1? —i—f2r 1—r?dr = —r*\J1—1% — ' =

3

2(1—r2) (r2 +2)
1—7? —rQ—T :—\jl—rQT

TEOREMA DE STOKES
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35

El cilindro #* +y* =1 cortaal plano y + z = 2 enla curva C. Calcular la circulacién del
campo vectorial F = ayi+ yz j+ 22k sobre C, utilizando obligatoriamente el teorema de

Stokes y recorriendo la curva C en sentido antihorario (vista desde arriba).
Nota: Se deberd comprobar que se cumplen las hipdtesis del Teorema de Stokes

Solucidon

Aplicando el Teorema de Stokes, la circulacién del campo F a lo largo de la curva C serd

circulacion = ggF-dr = ff rotF -ndS
c s

donde S es la superficie interior a la curva C que se encuentra sobre el plano y + 2z = 2.

La integral de superficie se calcula de la forma siguiente:

ffrotF-ndS = ffrotF-NdA
S D

donde

e Des laproyeccién de S sobre el plano XY, es decir, el circulo unidad

e Como Seslaporcion del plano z = f(x,y) = 2 — y limitada por C, el vector normal a la

superficie es: N = (—]‘;,—]‘;,1) = (0, 1, 1)

i j k
. rotF:i i i=—yi—zj—:1:k
or Oy 0z

xy Yz az

Por lo tanto,

circulacion = ff (—y,—? + 9, _a:) . ((), 1, 1) dA = ff (—2 +y— m)dA =
D

D

27 2m

= j(—2+rsen9—7"0059)7°drd9 = f
0

0

—1+lsen9—lcosﬁ df = —27
3 3

0
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Aungque el ejercicio no pide obtener directamente la integral de linea podemos calcularla para
verificar el resultado:

circulacion = f F.dr = ggc zydr + yzdy + xzdz
C
siendo Cla curva
x(t)zcost y(t):sent z(t)z?—sent tE[O,QT{'}

x'(t):—sent y'(t):cost z'(t)z—cost

27

circulacion = f (— costsen’t +sent (2 — sen t) cost —cost (2 — sen t) cos t) dt = =27

0

36

Sea S la parte del semicilindro z = /1 — z* comprendido entre y = —1,e y = 1.

Consideramos el campo F<x, y,z) = (y + 2, ® + zQ,y).
a) Dibujar la superficie en el rectangulo [-1,1]x[-1,1]
b) Comprobar que se verifica el Teorema de Stokes

Solucidon

syms X y

fsurf (x,y,sqrt (1-x"2),[-1 1 -1 11])
xlabel ('"Eje X'")

ylabel ('Eje Y'")

Eje Y 4
Eje X

Se cumple SEF -dr = ff rotF -dS = —4 . Escribimos el codio matab para comprobarlo.
s 5

37

Calcula el flujo saliente del rotacional del campo F<x, y,z) = (m 2, yz,xy) atravésdela

superficie formada por la parte de la esfera z° + y* + 2* = 4 dentro del cilindro 2° +¢* =1
para z > 0.

Solucidon
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Se trata de calcular el flujo del rotacional del campo F a través de la superficie S formada por la
parte de la esfera > 4+ y° + 2° = 4 que se encuentra dentro del cilindro 2> + 3> =1.

)
|
P A P O P ﬁ

0.5 ~

Se aplicard el teorema de Stokes, donde la curva C frontera de S es la interseccién de la esferay
el cilindro. Lacurvaes

) ) ) ) T = cost

4y +2 =4 22 =3

) y = ) =y =sent t€[0,27r]
4y =1 4y =1

2=13

r (t) = (cos t,sent, \/g) t e [O, 27r]

Como se pide el flujo saliente, la curva C se debe recorrer en sentido antihorario. Se tiene

flujo = j;f(rotF)-ndS = ng(r(t))-r'(t)dt

Como

r' (t) = (—sent, cos t, \/g)
F (r (t)) = (\/g cos t, \/gsen t, 0)
F(r (t)) . r'(t) = (\/g cost, \/gsen t, 0) . (—sen t,cost, O) =0

Por lo tanto, el flujo es 0.

38

Comprobar el Teorema de Stokes para el campo vectorial

F(x,y,z):3yi+4zj—6xk
y la parte de la superficie del paraboloide z =9 —x*> — y* situada sobre el plano XY orientada hacia
arriba. Comprueba ademads que se cumplen las condiciones para poder aplicar el Teorema de

Stokes.
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Solucion

La superficie S es el paraboloide de ecuacién z = f(x,y) =9 — 2" —y°, superficie suave cuya

curva frontera C es la circunferencia de centro (0,0) y radio 3. Para considerar la normal unitaria
exterior se debe orientar C en sentido antihorario. La parametrizacion de esta curva C sera:

r = 3cost
C =1y =3sent t€[0,27r]
z=20

Calculamos ﬁ)SF-dr
faSF cdr = ?<9sent, 0,—18 cos t)-(—3 sent,3 cost, 0>dt = 7—2786112 tdt =

— —27fﬂdt — 97

Calculamos ffs(rotF)ondS

i3k
o o0 0

Como rotF=|— — —|=—-41+465—-3k, n=(—f",—f"',1]=(2z,2y,1
Jdx 0Oy 0z ] (fg” fy ) ( Y )
3y 4z —6z

se tiene

IL(rOtF)'ndS:ffD(_4767—3>'<2$,2y,1)dxdy

Siendo D la proyeccion del paraboloide sobre el plano XY, es decir, el interior de la circunferencia
de centro (0,0) y radio 3. Pasando a coordenadas polares

ff —4,6, 3) (227 2y,1 dxdy = 7‘](—87" cos +12rsenf — 3) rdrdd = —27Tm
0 0
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39

Hallar el valor de la integral L(f—gfdm + zdy + xdz , siendo C el tridngulo situado en el
c
plano 2z 4+ 2y + z = 6 intersecado por los planos coordenados.

Solucién

Aplicando el Teorema de Stokes y llamando

- Saltridngulo encerrado por C
- F(a:,y,z) = —y'i+zj+a2k

se tiene que:

f—dex + 2dy + 2dz = ffrotF‘ndS
S

C
i j k
Como  rot F(ac,y,z>: % a% %:—i-jmyj N:(2,2,1)
-z
se tiene
I= %—de:vazdy—l—xdz = ffrotF-ndS = ff<—4+2y)dA
C S T
3
2
1
1
0' 1 2 3
3 3.z 3 y=3-z 3 y=3-
I:ff(—4+2y)dydx:f[—4y+y2} da;zf[y(—él—i-y)] dr =
0 0 0 y=0 0 y=0
3 3 =3
:f(—3—2x+:z:2)dx:[—3z—x2+% =-9
0 =0
40
Verificar que se cumple el Teorema de Stokes considerando

F(I, y’ Z) = (2Z7 I? yz)
y S la superficie z = 4 — 2”> — y* del primer octante (z > 0, z > 0, y > 0).

Solucidon

La superficie S es una porcién de paraboloide z = 4 — 2° — ¢
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Se verifican las condiciones del Teorema de Stokes asi que el flujo del rotacional del campo se
puede calcular como una integral de linea sobre la frontera de la superficie

ffrotF-ndS =fF-Tds
S a8

Ciélculo de la integral de superficie

rotF(:L", Y, z) = (2y, 2,1)

Considerando el normal exterior y llamando D a la proyeccién de S sobre z=0 se tendra:

ffrotF.ndS =ff(2ya271)'(2$,2y,1)d14
5 D

2 ai—g? 2 /2
f f (4xy + 4y + 1) dydr = f f (47"2 cosfsenf + 4rsen b + 1) rdodr
0 0 0 0

/2 3 9
4
f[r4 costenH%—%senHA—%

0

r=2 /2
dezf 16cos€sen6+gsen9+2 d9:7r+§
3 3

r=0 0

Calculo de la integral de linea

Como se puede comprobar la frontera de la superficie es una curva cerrada suave por partes que
se puede escribir como

fF-Tds:fF-Tds+fF-Tds+fF-Tds
as C C, c,

siendo C’1 la frontera de la superficie en el plazo XZ, 02 la frontera de la superficie en el plazo

z=0y C, la frontera de la superficie en el plazo YZ.
Curva frontera C| (plano XZ)

r(t)=(t04-¢) tefo2] r(t)=(10-2)
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Fr= (8—2t2,t,0)o<1,0,2t) =82
fF-Tds:](S—QtQ)dt :%
c, 0
Curva frontera C, (plano z=0)

™

r(t):(Qcos(t),Qsen(t),()) t e O,E r'(t):(—2sen<t>72605(t),0>

F-r= (0,2003 (t),élsen2 (t)) . (—2 sen (t),Zcos (t),O) = 4 cos” (t)

fF-Tds :7rj/g(:0s2 (t)dt =
c, 0

Curva frontera 03 (plano YZ)
r(t)= (0,t,4—t2) telo2] r(t)=(01-2t)

F-r:(8—2‘52,0,152)-(0,1,—2‘5):—21&3

fF-Tds — ]2t3dt —8
C, 0

Luego,

fF'Tds:g+z+8:@+7r
) 3 4 3

41

Comprobar que se verifica el Teorema de Stokes para el campo vectorial

E(7,y,2) = —3yi + 37§+ 2’k sobre la superficie S definida como el trozo del elipsoide

. . 1
22° +2y° + 2° =1 que estd por encima del plano z = ——. Para comprobar el teorema es

2

necesario calcular las integrales que aparecen en ambos miembros de la ecuacion y obtener el

mismo resultado por ambos métodos de calculo.

Solucién
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Flujo de rot(F)=6k, a través del elipsoide 2x 2 +2y 24z ? =1,con z > = 1/sqrt(2)

Cébdigo Matlab:

[o)

% Dibuja una muestra del campo vectorial rotF=(0,0,6)
x=linspace (-2/3,1/3,4) ;y=x;z=linspace (0,1, 3);
[X,Y,Z]=meshgrid (x,y,2z);

U=0*ones (size (X)) ;V=0*ones (size (X)) ;W=6*ones (size (X)) :;
quiver3(X,Y,Z,U0,V,W); hold on

% Dibuja el elipsoide 2x"2+2y"2+z"2=1, para z>=1/sqrt(2),en
paramétricas

f=linspace(0,pi/4,20); % &ngulo phi

t=linspace (0,2*pi,30); % angulo theta

[F, T]=meshgrid(f,t); a=1/sqrt(2);

hl=surf (a*sin (F) .*cos(T),a*sin(F) .*sin(T),cos (F));

set (hl, 'FaceColor', 'red', 'FaceAlpha',0.2, 'EdgeColor','r")
% Dibuja las circunferencias interseccidén del elipsoide con z=a y
con z=0

h2=plot3(sin(t)/2,cos(t)/2,a*ones (size(t)),'r");

set (h2, 'LineWidth', 3) ;

h3=fill(sin(t)/2,cos(t)/2,'b");

set (h3, 'LineWidth',3); axis equal;

xlabel ('X");ylabel ('Y');zlabel ('Z");

title('Flujo de rot (F)=6k, a través del elipsoide
2x"2+42y"2+z7°2=1,con z > = 1/sqrt(2)"');

hold off

El campo vectorial F(x,y,2) = —3yi + 32§ + 2’k es de clase C en R*. El elipsoide S es una
superficie suave, limitada por la curva C, orientada en el mismo sentido que la superficie S.

El elipsoide 2% 4 2y* + 2> =1, tiene semiejes %, % y 1 lo cual se comprueba escribiendo
2 2

+2 =1

2 2

Y

2
1] [1]
V2 W2
Segln el teorema de Stokes, se cumplira

1= 9§ — 3ydz + 3xdy + 2'dz = ff(rotF)-ndS
C S

su ecuacién en la forma

a) Célculo de laintegral de linea.
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Se obtiene la ecuacion de la curva C como la interseccién del elipsoide y el plano z=1/\/5, y
posteriormente, se parametriza. Como

22" + 2y + 27 =1 ]
C= 1 = 2x2+2y2+§:1 = x +y =

: : 1 o
C es la circunferencia de radio 5 enelplano z = . Su parametrizacion es:

1

V2

{x:lcost; y:lsent; z:i} tE[O,QTF]
2 2

P

dr = —lsent; dy = l(:ost; dz=20
2 2

C

Por lo tanto, la integral de linea sera:

27

§cost lcostdt :fédt:?)—Tr
2 2 4 2

27

§ — 3ydr + 3zdy + 2'dz = f[—gsen t][—%sen tdt

c 0

_l’_

b) Calculo de la integral de superficie.

Hallamos previamente rotF y el vector m, sabiendo que la ecuacion implicita de S es
F(x,y,z):2$2—|—2y2+z2—120

i j k
otF=vxF=|2 9 9l g

oxr Oy 0z

-3y 3z 2

el vector n sera uno de los dos siguientes:
—fi-fi+k

S (e) + (e)

Tomamos el vector que tiene la tercera componente mayor que cero ya que el vector n apunta
hacia arriba.

n==+

—fz'i—]zj—i—k 6

tF)-n = (6k)- —
(I‘O )Il ( \/14‘]‘;24‘]‘;2 \/1+fz'2+j;2

Iz{f(rotF)-ndS:LfﬁdS

Sustituyendo el diferencial de superficie, dS = ,ll—i—fz' 2—|—fy' *dxdy, y considerando D la

proyeccion de S sobre el plano XY, se tendra:
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— 6 —
I_fsfmdS Gfodxdy
I=6 drea(D):—

1
ya que Sxy es el circulo de radio 5

42

Utilizar el teorema de Stokes para calcular 9§ 2ydr + 3zdy — 2°dz, siendo C la
C

circunferencia de ecuaciones paramétricas

CE{szCost, y=3sent, z =0, O§t§27r}

Solucidon

El teorema de Stokes puede aplicarse sobre cualquier superficie S que tenga por borde la curva C
anterior, siendo S suave o suave a trozos, estando S orientada segun la orientacién de C. El campo

vectorial que interviene en este caso, F(z,y,z) = 24 + 37§ — 2’k , es de clase C1 en todo R?,
luego verificara

I = fﬁ 2ydr + 3xdy — 2°dz = ff(rotF)-ndS
c 3

[

% Dibuja una muestra del campo rotF=k

x=linspace (-3,3,4) ;y=x;z=linspace(0,3,2); [X,Y,Z]=meshgrid (x,v,2z);
U=0*ones (size (X)) ;V=0*ones (size (X)) ;W=ones (size (X)) ;
quiver3(X,Y,Z,U0,V,W); hold on

% Dibuja la semiesfera x"2+y"2+z72=9, en z>=0

f=linspace (0,pi/2,15); angulo phi

t=linspace(0,2*pi,30); %
[F,T]=meshgrid(f, t);
hl=surf (3*sin(F) .*cos (T),3*sin(F) .*sin(T),3*cos (F)) ;

set (hl, 'FaceColor', '"blue', 'FaceAlpha',0.2, 'EdgeColor"', 'b")

angulo theta

[

% Dibuja la circunferencia x"2+y~2=9

t=linspace(0,2*pi, 40);

h2=plot (3*cos(t),3*sin(t), 'r");

set (h2, 'LineWidth',3); axis equal

xlabel ('X");ylabel ('Y'");zlabel('Z");

title('Flujo de rotF=k a través de la semiesfera x"2+y"2+z72=9, z>=0"');
hold off
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Flujo de rotF=k a través de la semiesfera x 24y 2422 =9, z>=0

Hallamos rotF siendo F = 2yi + 3z — 2’k

i J k
rotF=vxF=| 2 2 9| _y

ox Jy 0z

2y 3z -2

Tomamos como S la semiesfera que tiene por ecuacién implicita z* + 3> + 2> =9 con 2z >0,
es decir, z = f(z,y) =49 —2* — 4 . Esta superficie tiene como curva frontera C.

El vector m a S serd uno de los dos siguientes:
N —fi— ny +k
'1_'_](;2 +f;2

Tomamos como vector normal n el que tiene la tercera componente mayor que cero ya que estd
dirigido hacia arriba.

n—=—

Se tendrd que:

_‘f; i - j; j + k ' 1
§ D IARSARS D
siendo D la proyeccién de S sobre el plano XY que es el circulo de radio 3, por lo tanto,

I:ffdmdyzw-32:97r
D

También se podria haber utilizado como superficie para aplicar el teorema de Stokes, Si, el circulo
de radio 3, contenido en el plano z = 0, pues también tiene por borde la curva C. En este caso,
el vector unitario perpendicular a Sy, orientado segun la orientacién de la curva C es K,

resultando
1= ff(rotF)-ndS1 = ff(k»(k)da:dy = ffdzdy = drea S, = 97
S, S S
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Cdédigo Matlab:

Flujo de rt(F)=k a través del circulo x4+ =<9 % Dibuja una muestra del campo
rotF=k

x=-3:3;y=-3:3;z=-1:1;
[X,Y,Z]=meshgrid (x,y,2z);
U=0*ones (size (X)) ;V=0*ones (size
(X)) ;W=ones (size (X))
quiver3(X,Y,%Z,U,V,W); hold on

% Dibuja la circunferencia
x"2+y"~2=9 en z=0

t=0:0.05:2%*pi;

h2=plot (3*cos(t),3*sin(t), 'r');

set (h2, 'LineWidth', 3); axis
equal
xlabel ('X'");ylabel ('Y'");zlabel (
’Z’);

title('Flujo de rot (F)=k a
través del circulo x"2+y"2=9"');
hold off

43

Se consideran:

Las superficies
Slzz:\/x2+y2 S, =z2=2 S,=z=1

H el sélido encerrado por las tres superficies del punto anterior.
C la curva del espacio

r(t) = costi+sentj+t°'k tE[O,w]

La funcién temperatura T que en cada punto es proporcional a la distancia al plano z=0.

El campo F(x,y,z) =zi+yj+zk

Se pide, calcular:
a) Eltrabajo realizado por F a lo largo de la curva C.
b) El drea superficial de H.
c) Eldareade lacortina vertical determinada por la curva Cy su proyeccion sobre el
plano z = 0.
d) Elvalor promedio de T sobre H.

Solucién a)
Se tiene que
W= [Edr= [F(e(e)) (o)
C a
W = fF dr = ](cos t,sent, t2> . (—sent, cost, 2t)dt
C 0
= ](—costsent + cost sent + 2t3)dt = ]Zt?’dt = %4
0 0

Otra forma:
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2 2 2

x z
El campo es conservativo siendo su funcion potencial = f (:L’, v, Z) = ? + y? + ; por lo que

el valor de la integral se podria haber calculado como:

W= [F-dr = f(r(7)) = £(r(0)) = f(cosm,senm,x*) — f(cos0, 5en0,0) =

Solucién b)

H es el interior de un tronco de cono.

— El drea superficial correspondiente a z=2 es un circulo de radio 2, su drea es 4.
— Eldrea superficial correspondiente a z=1 es un circulo de radio 1, su dreaes

— El drea superficial de la parte del cono comprendida entre z=1y z=2 es

A= [fas = ff () (5] awan

donde se ha considerado que D = {(w,y) /1< 2+ < 4} es la corona circular de

radios 1y 2

N
W

y que f(x,y) =z’ + y2 definida sobre D representa la superficie S.
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4 Y
= fxll—i—l dxdy:\/i drea(D):\/E<47T—7T)=3\/§7T

A= f1+

D

drdy =

a:+y

Por lo tanto, el drea superficial de H es

Ay =4+ 7+ 32 = (54 32 m

Solucién c)

Considerando C’1 la proyeccion de C sobre el plano z=0, el drea de la cortina vertical es

™

Area = f Flay)ds = [2(t)a(e] +y'(e) at

0

f \/ sent + (cost)2dt = ]tQ df = —
0 0

Nl

Solucién d)

El valor medio de la temperatura sobre H es:

) fffoy )dv ffszdv
S | C I

El conjunto H se puede expresar en coordenadas cilindricas como H = H1 U H2 donde

H, = (r,0,2) 1<r<2,0<60<2r , r<z<2
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H E(r,@,z) 0<r<1,0<6<27 , 1<z<2

La temperatura total sobre H es

[t av = [ ave fff e av = |

H i, i 4
T AP f 2 Ok
[[kzr dzdfdr = ZWk‘[[?]ZT rdr = 27r/<:f[2 —?] rdr = e

2 2
fszrdzd&drz?wk 1 o||2_L|_ 3k
) J 2 5 2] 2

9km 3wk 157k
jjtota,l = 4 + 2 = 4

c%g’
S

kzr dzdO dr +j7jkzr dz dO dr
0 0 1

I
I

El volumen de H es

V(H):f{f def!de+f£de:jj‘Z‘z dzdedw;[lfj“ dzdo dr
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2 21 2 )
[[[r dzdedr:%f(z_r)rdr:%w
1 0 r 1

1 27 2

fffr dzd@dr-wa[Q——]rdrz?wEZ
0
ff dV——+7r—7;r

Finalmente, la temperatura media es

157k
T = j—lotal — 4 — 45k
media VOl (H) 777_‘_ 28
3

Material de consulta

Libro Interactivo. Parte Il Capitulo 7.
Laboratorios y Unidades didacticas con videos explicativos: enlace
Autora: Elena E. Alvarez

Célculo Ill. Gilbert Strang y Edwin Herman. Publicado bajo licencia CC BY-NC-SA 4.02
https://openstax.org/details/books/calculus-volume-3

2 Las imdagenes con marco color rojo estdn tomadas de este libro.
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Ecuaciones de algunas superficies frecuentes

PLANO
Cartesianas

Az +By+Cz+D =0

Paramétricas

T =1, +ua +vb
y =y, +ua, + vb,

z:zo+ua3+vb3

=

IR
PR PR AR
< o o e
.": RS

-

Ao
SRR

4
L5
|

.

ESFERA

Cartesianas

X2+y2+22 =I"2

Paramétricas

T = rsenucosv
Yy = rsenusenv

Z =TCOSUu

T = Hsen u cosv

y = bsenusenv

2z =>5cosu

i
'v"in'.._i‘
e S

AL T AL A
L LTINS
I IR,

=L
A DA

"

|

e

0<u<m 0<v<2n
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= 5
A L T R
L LT T
e
SRS
R
T
e
S
r

o

vel

Y

T LT Lol

mEREE T

0<u<2m

T L o

Universidad de Cantabria

(u,v) eD

T =2cosu
y=4senu

5@@%&
“

z = 2coshu
y = 4senhu

>
1 Il
Il I
n —_———
—_——
Q
O
=
Q
&
S [NN]
: = I 8 = =
g — " SRS T o " g -
E S g < NN jras}
oo l g 3 3 e s y_b 5 S 2
(@] ey c _2 st 0N - L m 3
7 T £ S S 3 _ © o
S 5 5 I = ~ © I
=z 3 + © IR z ¢ SR s o
3 (@)
m m x_za &L 8 > w O
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CILINDRO PARABOLICO

Cartesianas

2
x
z=—
a

Paramétricas

Cartesianas

22:$2+y2

Paramétricas

T = uCcosv
y=usenv 0<v<2m uel

zZ=1U

T=u

y=v

z—u2 ’

T z=—, (uw,v)€D
CONO

LI

SIS
SIINSay,

X I

AN
2

7
[
TR IFEGORE
IS IS SIS
S IS
Sup IS QN
L]
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ELIPSOIDE

Cartesianas

\S]
\]
\]

Q|><
[\S)
®*|‘<
[\S)
Q|l\l
[\S)

Paramétricas

T = asenu cosv
y = bsen usen v

Z =CCOSU

T = Hsen u cosv
y = 3sen usenv

2z =2cosu

PARABOLOIDE ELIPTICO

Cartesianas

Paramétricas

T = au CcoS v
y = busenv

2z = +u’

I = UCOSv

y=2usenv wuecl, 0<v<2rm

2
Z=1U
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PARABOLOIDE HIPERBOLICO

Cartesianas

Paramétricas

— h
T = aucoshv z = 3ucoshv

y = busenh v

2 = +u’

y=2usenhv wel velJ

2
zZ=1U

HIPERBOLOIDE DE UNA HOJA

Cartesianas

2 2

T
S
a b

Paramétricas

z = acoshucosv
b eosh z = 2cosh ucosw

= bcosh usen v
4 y=4coshusenv —oco<u<oo, 0<v< 27
z = c¢senh u
z = 3senh u
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HIPERBOLOIDE DE
DOS HOJAS

Cartesianas

2
__|____2:_1

2 2

T Yy z
2 2

a b c

Paramétricas

T = asenh u cosv
y = bsenh usen v

z = ccoshu

Yy WAt
“*Q“ S o L7
LS
S LT K0
k«‘mv&f&:.gg,{:; _
77

X
S

SO TN T

AT
2 TN
LIS

=4

x = senh u cos v
y = senh u sen v

z = coshu

—o<u<oo, 0<v <27
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