Tema 2 Grado en Ingenieria Mecdnica

CAMPOS VECTORIALES. INTEGRALES DE LINEA

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

e Funciones reales de una vy varias variables.

e Derivacion de funciones de varias variables.

e (Calculoy propiedades de integrales definidas de una variable.
e Manejo de ecuaciones paramétricas de curvas.

e Dibujo de curvas con Matlab.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

10.

- . S , . 2 3 L.
Saber escribir las ecuaciones paramétricas de curvas basicas en R~y en R”. Saberlas utilizar
para hallar los vectores tangente y normal a la curva.

Conocer las definiciones de campo escalar, campo vectorial y componentes de un campo
vectorial.

Poder trazar una muestra de la grafica de un campo vectorial sencillo. Saber explicar los
conceptos de linea de flujo y equipotencial de un campo vectorial y obtener sus ecuaciones.

Saber calcular el gradiente, la divergencia, el rotacional y el laplaciano. Conocer sus propiedades
basicas. Utilizar el operador nabla. Manejar expresiones que contengan producto vectorial,
producto escalar y estos operadores.

Saber qué es un campo conservativo y la funcion potencial. Poder calcular la funcién potencial
de un campo conservativo.

Entender la construccion del elemento diferencial de arco y su significado geométrico; saber
calcularlo para curvas expresadas en cartesianas, paramétricas y polares.

Entender la definicidn de integral de un campo escalar sobre una curva y saber calcularla dada
la curva y el campo. Hacer uso de sus propiedades.

Saber utilizar esta integral para calcular la longitud de una curva.

Conocer su significado geométrico como area de una cortina y sus aplicaciones fisicas basicas:
temperatura, masa. Saber utilizar esta integral para calcular promedios.

Entender la definicion de integral de un campo vectorial sobre una curva orientada y saber
calcularla dada la curva y el campo. Conocer la relacion entre esta integral y la de campos
escalares. Manejar el efecto del cambio de orientacion de la curva sobre el signo de la integral.
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11.

12.

13.

14.

Poder interpretar fisicamente la integral de un campo vectorial sobre una curva como trabajo,
circulacion o flujo.

Poder explicar el teorema de Green en el plano y saber usarlo para calcular una integral de linea
sobre una curva cerrada o para calcular una integral doble en una regién limitada por una curva.

Saber explicar el teorema Fundamental de Integrales de linea y utilizarlo para calcular integrales
de linea.

Identificar un campo conservativo, utilizando el test del rotacional, y hacer uso de este hecho en
el calculo de su integral de linea.

CAMPOS ESCALARES Y VECTORIALES

n Definiciones

Definicion (Campo escalar).- Un campo escalar es una funcién real que asocia a cada punto
P € A unnimero real.

f:ACR" - R

Definicion (Campo vectorial).- Un campo vectorial en R" es una funcién
F:AcR" > R"
que asigna a cada punto P € A un vector F(P).

La imagen grafica de un campo vectorial surge de asociar a cada punto del espacio un vector que
tiene el origen en él.
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En este tema trabajaremos con campos escalares y vectoriales en R* y en R?.

Ejemplo: Un campo gravitacional ejercido por dos objetos astrondmicos, como una estrella y un
planeta o un planeta y una luna. En cualquier punto de la figura, el vector asociado a un punto da la
fuerza gravitacional neta ejercida por los dos objetos sobre un objeto de masa unitaria. Los vectores
de mayor magnitud en la figura son los mas cercanos al objeto mayor. El objeto mas grande tiene
mayor masa, por lo que ejerce una fuerza gravitacional de mayor magnitud que el objeto mas
pequefio.

Ejemplo: Vector velocidad de un rio en puntos de su superficie. El vector asociado a un punto
determinado de la superficie del rio da la velocidad del agua en ese punto. Como los vectores de la
izquierda de la figura son de pequefia magnitud, el agua fluye lentamente en esa parte de la
superficie. A medida que el agua se mueve de izquierda a derecha, se encuentra con algunos rapidos
alrededor de una roca. La velocidad del agua aumenta y se produce un remolino en parte de los
rapidos.

Si F: Ac R* — R® es un campo vectorial llamaremos M, N y P a sus tres componentes

escalares, es decir
F(z,y,2) = M(z,y,2)i+ N(z,y,2)j + P(z,y,2)k

Las propiedades de un campo vectorial en cuanto a continuidad o derivabilidad se establecen a partir
de las propiedades que verifican sus componentes escalares. Por ejemplo, un campo vectorial es de

clase C" si cada una de sus componentes lo es (derivable con continuidad hasta orden r ).

Ejemplos de campos vectoriales en R*. La siguiente figura muestra el campo vectorial de
velocidades del flujo en una tuberia

O
—
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La siguiente figura el campo gravitacional de Newton F = —Gm1m2<—3,%,—3>
reor°or

H Representacién de campos vectoriales con Matlab

Campos planos

quiver(x,y,u

,Vv,escala)

Representa mediante flechas, una muestra del campo vectorial de componentes (u,v) en los puntos
(x,y). El pardmetro escala es opcional.

[x,y]=meshgrid(-1:.2

:1);
quiver (x,v, -V, X);
15
. =
1 o g sl e T \\
‘;“//T/‘/ e ‘\‘\E
NS - e e R %
B8 ; = ra - DO U | \
v / . e % xR ,\\
A S A
ak ¥ Vo i1 T
l" 4\ Y r of I :ﬂ
\ F
‘\ v & N W e 27
3 b il e v ik, B A2/
o e MR e B
I b dnam mhodotor
15 " - A d
15 1 05 0 0.5 1

Campos en el espacio

quiver3(x,y,z,u,v,w,escala)

Representa mediante fechas, una muestra del campo vectorial de componentes (u,v,w) en los
puntos (x,y,z). El pardmetro escala es opcional

[X,Y] = meshgrid(-2:0.25:2);

U=-ones (size (X)) /3;V=-ones (size (X)) /3;W= ones(size (X)) :;
quiver3(X,Y, (X-Y)/3,U,V,W);
hold on

surf (X, Y, (X-Y)/3);
hold off
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Herramienta para dibujar campos planos

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/escenas/campos/CamposPlan

0s.html

Linea de fuerza o de flujo

Definicién (Linea de fuerza o linea de flujo).- Es una curva r(¢) tal que

r'() = F(r(1))

es decir, F produce el campo de velocidades de la curva r(z) .

Geométricamente significa que el vector campo es tangente a la linea de fuerza en cada punto.

Herramienta para representar lineas de flujo

s

] Lineas de flujo del campo

Mey) =%
Nixy) =y
o o
Xmin 3 Xay 4
Yimin 3 Yimax 2

Divergencia de Fen (-1.17-0.37)=0.8

7] Curvas equipotenciales

https://personales.unican.es/alvareze/geogebra/cvectorial.html
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Operadores vectoriales

Definicidn (Gradiente).- Es el campo vectorial

IMPORTANTE RECORDAR:

e la relacion entre la derivada direccional y el campo gradiente de un campo escalar
diferenciable f es: D f = Vf-u,siendou un vector unitario.

e Laderivada direccional “mide el cambio de f en la direccién de u”.

e laderivada direccional es maxima en la direccién del gradiente.

e Elgradiente en un punto es ortogonal a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

Herramienta para representar campos gradiente
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/CamposGradientes-

JS/index.html

Definicion (Campo vectorial conservativo y funcién potencial).- F es un campo vectorial
conservativo si existe un campo escalar f, diferenciable, de forma que
F=Vf

Definicion (Lineas equipotenciales).- Sea F = V f(x,y), siendo f(z,y) diferenciable. Las
lineas equipotenciales de F son las curvas que verifican f(z,y) = C

Definicion (Superficies equipotenciales).- Sea F = V/f(z,y,2), siendo  f(z,y,2)

diferenciable. Las superficies equipotenciales de F son las superficies que verifican
flzy,2)=C

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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PROPIEDAD: Las lineas equipotenciales y las superficies equipotenciales son perpendiculares
a las lineas de fuerza.

5 A 4 4/ I\\u \ i \ . /] Lineas de flujo del campo
- 4 P | ) . =
‘ I X » MQy) = x
il
{ - Nixy) =y
- - v i SEER Y y e =
| i ° o
-
\\ Xin 3 Xrnax 4
- b B A = \a X
; -3
H"ll . ] _ Ymin Ymax 4
|
ol w a \ || .' A e
| F Divergencia de F en (-1.04-0.13)=0.91
SOOI g

V] Curvas equipotenciales
Herramienta para representar lineas de flujo y curvas equipotenciales
https://personales.unican.es/alvareze/geogebra/cvectorial.html

Definicién (Divergencia).- Dado el campo vectorial
F(z,y,2) =

se define su divergencia como el campo escalar

divp M 0N 0P

xr Ody 0z
siempre que existan esas derivadas parcialesde M, N y P.
Notese que divF =V -F

Definicién (Rotacional).- Dado el campo vectorial

F(z,y,2) = M(z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y,2)k
se define su rotacional como el campo vectorial

oP ON|, |(0M 0P|, [ON OM
rotF =|— ——|i+|———|j+|———1k
[83/ 82] [8z 8:1:] ]

or Oy
siempre que existan esas derivadas parcialesde M, N y P.

Nétese que rot F =V X F
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Definicion (Laplaciano).- Es el campo escalar

Af(,y,2) =div(V(z,9.72)) = g—f< 5,7)+ ny (5,9,2) + %( 0,2)

El laplaciano de f también se denota por V°f.

TEOREMA.- Para cualquier funcion f, con derivadas parciales primeras y segundas
continuas, se tiene

rot(Vf) =0
es decir, el rotacional de cualquier campo vectorial conservativo, cuya funcion potencial sea
de clase C2, es el vector cero.

TEOREMA.- Para cualquier campo vectorial F, cuyas componentes sean funciones con
derivadas parciales primeras y segundas continuas, se tiene

div(rotF) =0
es decir, la divergencia del rotacional es cero.

INTEGRALES DE LINEA DE UN CAMPO ESCALAR

Definicion

Siendo C una curva suave'y f(z,y,z) una funcidn continua sobre C la integral de linea de f sobre C
es:

ff(x, y,z) ds

Sila curva Ces plana, la integral de linea es ff(a:, y)ds .
c

El calculo de la integral de linea como una integral de una variable requiere expresar todas las
variables en funcidon de una sola. Empezaremos por definir la diferencial de arco y analizar su
expresion segun las diferentes ecuaciones de la curva.

Definicién (Diferencial de arco).- Dada una curva C, se llama diferencial de arco a la longitud
del arco elemental, que se define como

1Unacurvaen R , dada por unas ecuaciones paramétricas ¥ = :p(t), y= y(t), z= z(t) ,con t € I, essuave

(clase C*)en I silasfunciones (t), y (t)7 z (t) son continuas con derivada continua en I . Una curva suave en R’

se define de forma analoga, prescindiendo de la componente z (t) .
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ds = dz’ +dy*, en R’

ds = \/d$2 +dy* +d2*, en R

Dependiendo de la ecuacion de la curva, esta diferencial toma distintas expresiones.

Curva plana en cartesianas
Curva dada por

y=p(z) con =x€ [a,b]

As =1+ ¢'(z,) Az

ds = lim As =1+ ¢'(z)’dz

Az—0

x x xTAX

Para la curva C dada por y = ¢(z), con ¢ continua con derivada continua, se busca una
aproximacién (As en la figura) para la longitud del arco correspondiente a un cambio (Az en la
figura) en la variable x. Para ello tomamos un punto x, cualquiera entre x y x + Az y trazamos

por él la tangente a la curva. La longitud del segmento de tangente que se proyecta sobre
[z,2 + Az] es As y cuando Az tiende a cero, As tiende a ds .

En este caso la integral de linea de la funcién f(z,y) sobre Ces,

f f(@,y)ds = Iff(x,so(x))wll + ¢'(2) dzx

Curva en parameétricas
e En R’: r(t):<x(t),y(t)), con z(t) e y(t) derivables con derivada continua. El

elemento diferencial de arco es,

ds = \z'(t)? +y/(t)dt =

r'(t) | dt

e EnR’: r(t) = (x(t),y(t),z(t)), con z(t), y(t) y 2 (t) derivables con derivada continua.

El elemento diferencial de arco es,

ds = ' (07 + o/ (0F + Z/(t)2dt =| P(t) | dt

Por tanto, si la curva viene dada en paramétricas por r(t) con ¢ € [a,b] , laintegral de linea de f

sobre C es,

o« R [ fa)ds = [ S0 0O O +o (0

o R [ fpa)ds = [ 1), 00, 2ONTF o + 20 dr
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Curva plana en polares

La curva en polares r = 1r(f), 0 € [90,91], con 7 una funcion continua con derivada continua se

puede expresar por las ecuaciones paramétricas
0771

z(0) = r(0)cos® , y(0)=r(0)send, 0 ¢c [9 0 ]

Aplicando la definicion del diferencial de arco para una curva en paramétricas y simplificando, se
obtiene que para este caso

ds = AJr(0)* + r'(0)* do
Por tanto, la integral de linea de f sobre Ces,
01

ff(x, y)ds = ff(r(@) cos 0, 7(0) sen ), [r(0) +r'(6) do

n Interpretaciéon geométrica

Si se consideran una curva plana Cy la funcién z = f(x,y) continuay no negativa sobre C, entonces
laintegral de f sobre Crepresenta el area de la valla o cortina vertical apoyada sobre Cy cuya altura
en cada punto viene dada por f(z,y) (ver figura 3).

IO 4

n

Area = lim flx,y)As = | f(z,y)ds
((6)30) o ; e [

n=—0o0)

JUSTIFICACION
Sean z = z(t), y = y(t) con t € [a,b] unas ecuaciones paramétricas de C. Se divide el intervalo

[a,b] en n intervalos (particion de [a,b] ), lo que también divide el arco C' en n pequefios subarcos

(particion de C'). Sobre cada subarco k se toman las siguientes aproximaciones:

* As, como lalongitud del subarco
* el valor de f en cualquier punto (xk,yk) del subarco.

Con esto, la suma de Riemann de f sobre C

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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aproxima el drea de la valla vertical apoyada sobre C, y su limite cuando HCH — 0, tiende a laintegral

de linea cuyo valor sera precisamente el drea de dicha valla.

Herramienta para mostrar la interpretacion de la integral de linea de un campo escalar
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntegralineaCEscalar-

JS/index.html

Propiedades

P1 (Linealidad).- La integral de una combinacion lineal de funciones es la combinacién lineal
de las integrales.

P2 (Aditividad de la curva de integracion).- La integral sobre una curva que sea unién de
varias es la suma de las integrales sobre cada una de ellas; por ejemplo, para la unién de dos
curvas:

fc uc, f(x’ Y, Z)ds = f() f(xv Y, Z)ds + f() f<$, Y, Z)ds

P3 (Independencia de la parametrizaciéon).- El valor de la integral no cambia con la
parametrizacion elegida para la curva.

P4 (Independencia de la orientacién).- El signo de la integral no cambia con la orientacion
fijada en la curva.

n Aplicaciones

Longitud de una curva.- Si para una curva C' plana se integra el campo constante f(z,y) =1 o si

para la curva C en el espacio se integra el campo constante f(z,v,z) = 1, se obtendré la longitud

de C.
longitud(C) = j; ds

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Area de una valla.- Como se justificd en la interpretacién geométrica, el 4rea de la valla construida
sobre C, con altura f en cada punto es la integral de f sobre C'.

|

0.l

|
S|

Masa y densidad media de un alambre.-Si C' tiene laforma de un alambre, o elemento de una Unica
dimensidn significativa, y el campo f da el valor de la densidad lineal en cada punto del alambre, es

decir f(x, Y, z) = 6(30, y,z), sera

fcé(x, y,z) ds

c

masa total(C) = fcé(rc, Y, z) ds densidad media(C) =

Temperatura media de un alambre.- Si C' tiene la forma de un alambre, o elemento de una Unica
dimensidn significativa, y el campo f da el valor de la temperatura en cada punto del alambre, es

decir f(x, v, z) = T(x, y,z) , tendremos

fc T (m, i z) ds
e

temperatura media(C) =

n Integral de linea sobre una curva en R

A) Sila curva C viene dada por unas ecuaciones paramétricas: = = z(t), y = y(t), z = 2(t)

conte€ [a, b], la integral se calcula de la siguiente forma:

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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b

[ H@y s = [ F(a(0)y(0), 20)2' @) + 90 + =) b

C a

B) Sila curva Cviene dada como interseccion de dos superficies en cartesianas:

F(z,y,2) =0
G(z,y,2) =0

se intentara parametrizar la curva, escribiendo las variables z, y, z enfuncion de t de forma

gue se cumplan las ecuaciones de las superficies.

Si no es posible parametrizar, se elegird una variable independiente entre z, ¥y, 2 vy se

pondran las otras dos variables en funcion de la elegida, utilizando las ecuaciones de las
superficies. Supongamos que se ha elegido la variable x como independiente. De las
ecuaciones de las superficies despejariamos y = y(z), z = z(x), que sustituidas en la

integral de linea conducirian a una integral en la variable x:

ff(x, Yy, 2)ds = jf(m, y(z),z(w))\/l +y'(2)* +7/(z) dx

INTEGRAL DE LINEA DE UN CAMPO VECTORIAL

m Definicion

La integral del campo vectorial F sobre la curva C es la integral del campo escalar F-dr :

jF-dr Los dos elementos que intervienen en la integral de un campo vectorial a lo largo de una
c
curva son:
. La curva orientada C, definida por su vector de posicion r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), que
comienza en A(z(a),y(a),z(a)) y termina en B(z(b),y(b),2(b)), cumpliendo

2'(t) 4+ y'(t) + 2'(t)* = 0 paratodo t € [a,b] (curva suave). En cada punto de la curva se

define el vector tangente unitario, T(t) =

. El campo vectorial F(z,y,z) definidoy continuo sobre C.

Si el campo es plano, el vector F en cada punto de la curva se puede descomponer en sus
componentes tangencial y normal:

F-T = componente tangencial a la curva

F-n = componente normal a la curva

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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(-0.71,-2.68)

Herramienta para mostrar la componente tangencial y normal de un campo vectorial
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/CamposVectorialesPlano

s-JS/index.html

Otras expresiones de la integral de linea:

. Si Cviene dada por la ecuacién vectorial r(¢) con ¢ € [a, b], se puede expresar

jfwh:}F@@yﬂmu:fF@@yﬂMﬂﬂﬁ:pr@

e Tomando F = (M,N,P) y dr = (dz, dy, dz) y haciendo el producto escalar de estos dos

vectores se obtiene la forma diferencial de la integral de linea

fFﬁszw+MyHW
C C

n Interpretacion fisica: Trabajo

Si F es un campo de fuerzas en el espacio, entonces una particula que se mueva a lo largo de una
curva mientras actua sobre ella F, realizara un trabajo W. Para calcular este trabajo se hace una
particion de la curva C'y se calcula el trabajo parcial realizado por F para mover una particula sobre
un subarco cualquiera de la particién. El trabajo total serd la suma de los trabajos sobre todos los
subarcos considerados en C.

En la siguiente figura se ilustran los elementos que intervienen en este calculo.

5 Dasplazar el punto

W= Y Fir(t) r'(t)At, = 4.00305 sobee i

= {0

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Herramienta para mostrar la interpretacion de la integral de linea de un campo vectorial
https://proyectodescartes.org/miscelanea/materiales didacticos/IntegrallLineaCVectorial-

JS/index.html

Si la curva viene dada por r(t) = z(t)i + y(¢)j + 2(t)k , conforme ¢ varia sobre un pequefio
intervalo, de ¢ a ¢+ Af, la particula se mueve de r(t) a r(t + At), luego el vector desplazamiento
es

Ar =r(t + At) —r(t)

con lo que es posible calcular el trabajo partir de r(t) a r(t + At) por

Aw=F (r(t)) - Ar

S

Si subdividimos el arco AB o curva C en n partes iguales (particién con n subarcos), entonces el
trabajo realizado por F se puede aproximar por la suma de Riemann

szn:F(r(ck))-Ar, con ¢, E[tk—l’tk]
=1

Cuando HC’H — 0, (n — oo), esta aproximacién coincide con el trabajo real realizado por F al
recorrer la trayectoria C, siendo
W= lim S F(r(c))Ar = [F-dr

‘mjo%) k=1 c

n Aplicaciones

Trabajo.- Ya hemos visto que el trabajo realizado por el campo de fuerzas F para desplazar una
particula de masa unidad a lo largo de la curva C es la integral de la componente tangencial del
campo, F- T, sobre la curva, puesto que sélo realiza trabajo la componente tangencial a la curva:

Trabajo= fo F-Tds

Curva C
(a) Curva orientada (b) Curva cerrada

Circulacién.- Se llama asi a la cantidad total de fluido que rodea una curva cerrada C'; se calcula con
la integral de linea del campo de velocidades, V, del fluido a lo largo de la curva:

Circulacion= ggo V- Tds

Flujo.- Para calcular la cantidad de fluido, sujeto al campo de velocidades F, que atraviesa un
elemento unidimensional (un alambre, por ejemplo), se integrara la componente de V normal a la
curva C que dibuja el alambre, es decir:
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Flujo= f(F -nds

Calculo de la integral de un campo vectorial sobre una curva

J Sila curva Cviene dada por su ecuacién vectorial r = r(¢) o por unas ecuaciones parameétricas:

z = xz(t), y = y(t), z = 2(t) con te[a,b], la integral se calcula de la siguiente forma:

der:fde+Ndy+sz:
C C

= [((M@(), y(0), 2) ') + (N (1), y(2), 20))y'(1) + (P(a(t), y(1), 2(8)) 2'(2)) dt

F(z,y,2) =0

. Sila curva Cviene dada como interseccion de dos superficies en cartesianas: G )= 0
x? y’Z =

se intentara parametrizar la curva, escribiendo las variables z, y, z en funcion de t de forma
gue se cumplan las ecuaciones de las superficies.
Sino es posible parametrizar, se elegira una variable independiente entre x, y, z y se pondran

las otras dos variables en funcidon de la elegida, utilizando las ecuaciones de las superficies.
Supongamos que se ha elegido la variable x como independiente. De las ecuaciones de las
superficies despejariamos y = y(z), z = z(z), que sustituyendo en la integral de linea

conducirian a una integral en la variable z:

der:fMd:B+Ndy+sz:
C C

= [ (M@, y(@),2(2)) + (N(@,y(2), 2(2))y' (@) + (P, y(2), 2(2)) 2 (2)) do
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m Teorema de Green en el plano

TEOREMA DE GREEN EN EL PLANO.-

e Hipdtesis: los elementos que intervienen en este teorema son
-lacurva C que es cerrada, simple, suave por partes? y orientada positivamente®;
-laregion D del plano encerrada por la curva C';

- un campo vectorial F(z,y) = (M(z,y),N(z,y)) de clase C' sobre Dy C;
e Tesis: bajo estas hipdtesis se verifica que

¢ Mdo+Ndy= [ [ (N —M/)aA

OBSERVACION. Tomando los vectores tangente y normal unitarios siguientes,

de .  dy ., dy. dz .
—1+—] —1——]
To_dt " . dt _dt
dz)  (dy) dz)  (dy)
dz| _ (dy dz| _ [dy
dt dt dt dt

y aplicando la tesis del teorema de Green, pueden obtenerse las siguientes igualdades:

i) §F-Td5:ff(rotF)-de

i) 9§F-nds=ffdideA
C D

Estas expresiones constituyen, respectivamente, la tesis del teorema de Stokes en el plano y del
teorema de la divergencia de Gauss en el plano. Se deja al alumno la obtencion de ambas
expresiones.

Aplicacién del Teorema de Green al calculo de un area plana

El area de la regién plana D, que es interior a la curva C, se puede calcular mediante la integral de
linea:

2Una curva es suave por partes si es union finita de curvas suaves.
3Una curva esta orientada positivamente si se recorre dejando el recinto a su izquierda.
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1
A== zdy — ydzx
Q'f Yy—y

El teorema de Green que hemos enunciado se ha establecido para una curva suave C que forma la
frontera de la regién D del plano. ¢ Qué ocurre si la frontera de la region D no es una Unica curva,
sino la union de varias? ¢ Cémo se generaliza el teorema de Green a este tipo de regiones?

TEOREMA DE GREEN GENERALIZADO.- Sean €| y C| dos curvas simples cerradas orientadas
positivamente, suaves por partes tales que no se cortan, estando C, encerrada por C,, . Sea

D la region anular entre €y C;. Si My N son funciones de clase Cl en un abierto que

contiene a D, entonces

ff [O_N _ ‘9_]‘;] A = f(de + Ndy) - gﬁ (Mdz + Ndy)

1

La demostracion de este teorema se basa en descomponer la region D, como se muestra en la figura
5,y aplicar el conocido teorema de Green a cada una de las partes.

' L___// ) -\B\\ C \
e ,,_J‘:- -. / FA_/ /

Teorema fundamental de integrales de linea

TEOREMA FUNDAMENTAL DE INTEGRALES DE LINEA.- Si f es de clase C' en un subconjunto

D de R? y C es una curva suave en D dada por r = r(¢) con a <t <b, entonces

[ V1 dr = f(x®) - f(x(a)

COROLARIO.-Si f esde clase C' en un subconjunto D de R? y C es una curva cerrada suave

en D, entonces §Vfdr =0

Es decir, el Teorema Fundamental de integrales de linea establece que, para un campo conservativo,
el valor de la integral es independiente de la trayectoria o bien, que la integral sobre curvas cerradas
sea cero. Para aplicar este teorema se necesita un criterio de evaluacion de existencia de gradiente,
que se formula en el siguiente teorema.
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n Teorema sobre campos conservativos

TEOREMA SOBRE CAMPOS CONSERVATIVOS.-
] Hipotesis: los elementos que intervienen en este teorema son

- undominio D simplemente conexo (ver después definiciones) de R? o R*.
- un campo vectorial F declase C' en D.

. Tesis: bajo estas hipdtesis se verifica que las siguientes condiciones son equivalentes?

A)  Es nula la integral de F a lo largo de cualquier curva cerrada suave por partes
contenidaen D;

B) Laintegral de F a lo largo de las curvas contenidas en D es independiente de la
trayectoria, sélo depende de cudles sean los puntos inicial y final;

C) Elcampo F esconservativo (existe funcion potencial f tal que Vf =F);

D) Elrotacionalde F esceroentodoslos puntosde D.

IMPORTANTE.- Las cuatro condiciones del teorema de independencia en R? , siguen siendo
equivalentes aunque el campo vectorial no sea de clase C en un nimero finito de puntos del
dominio en que esté definido, pues siempre podriamos aislar esos puntos excepcionales mediante
pequefias esferas, por ejemplo, y considerar el nuevo dominio resultante, que sera simplemente
conexo si lo era el inicial.

Definicién (Dominio en R* o R? ).- Es un subconjunto abierto de R? o R? (cualguier
punto se puede rodear por un circulo o esfera abiertos contenidos en el conjunto) y conexo
(cualguier par de puntos del conjunto se pueden unir por una curva toda ella contenida en
el conjunto).

Definicién (Dominio simplemente conexo en R?).- Un dominio de R? es simplemente
conexo si toda curva simple cerrada encierra Unicamente puntos del conjunto. Dicho de otro
modo, no tiene “agujeros”.

Definicién (Dominio simplemente conexo en R?).- Un dominio de R* es simplemente
conexo si toda curva simple cerrada es la frontera de una superficie suave contenida en el
conjunto. Dicho de otro modo, no puede “enhebrarse”.

4Si una de ellas es cierta, también serd cierta cualquiera de las otras.
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Ejercicios propuestos

1
- Dibuja los campos que se indican en los

puntos de la forma (a,b) , (Qa,b), (a,Qb)y
(2a,2b) tomando para a y b los valores
-1,0,1:

a) F(z,y) =ai+y

b) F(z,y) = vi+y’j

Solucion apartado a)

2 = - % <
4 ¥ W
1/ ok Y
2 14 ¥ 4 A
1 2} I3 o] e .
o // N P
P Lo y ¥ R =N
o R B — ¢ ——. )
X ® 4 /-;_,‘ =7
1 : % b o o«
R } A A
> [N A 7
% IR Y i E
\ \ / /
b \ / 7
b / i
<2
-3 -2 -1 o 1 2 3
Apartado b)
i T
" b i ' r
b LY i ¢ .
1
3 = 3
- 1 . ‘ .
1
L i i '] 4
a5 i i i i
| 1 o 1 a

2
- En cada uno de los siguientes casos,

encuentra la forma mas general de un campo

vectorial en el plano cumpliendo las

caracteristicas que se indican:

(a) Apunte en todos los puntos verticalmente
hacia arriba y tenga magnitud constante;

(b) Apunte en todos los puntos verticalmente
hacia abajo y su magnitud sea proporcional
a la distancia al origen de coordenadas;

(c) Apunte horizontalmente hacia la izquierda
en el primer y cuarto cuadrantes y hacia la

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

derecha en el segundo y tercer cuadrantes,
siendo su magnitud proporcional a la
distancia al eje QY.

3
- Sea r el campo vectorial de los

vectores de posiciony r el campo escalar de
sus normas, es decir,
r(z,y,2z)=a+y+xk , r=|r

Calcula Vr y div(r).

., r
Solucién: Vr =—
r

4
- Demuestra que los operadores

divergencia y rotacional son lineales.
b) Demuestra las siguientes igualdades:
div(fF) = fdivF+F-Vf

div(FxG) = G-rotF — F rot G
div(VfxVg)=0
rot (fF) = frotF + (Vf xF)

5
- Halla el campo escalar f(z,y,2) tal que

f0,2,m/2)=3y
Vf(z,y,2) = (seny,z cosy +sen z,y cos z)

div (rr) = 4r

AW

Soluciéon:  f(z,y,2) = zseny + ysenz + 1

H Calcula las lineas equipotenciales de los

siguientes campos vectoriales gradiente y
comprueba que las lineas de flujo son,
respectivamente, xy =k e y = kx :

a) F(z,y) = (—z,9) b) F(z,y) = (z,y)
Representa con Matlab una muestra de los

campos anteriores junto con sus lineas de flujo y
equipotenciales, en el cuadrado

[—4,4]x[-4,4].

Solucién:  a) Lineas de flujo: zy = k; Lineas
equipotenciales: 3° —2° = C

b) Lineas de flujo: y = kx; Lineas

equipotenciales: 3° + 2> = C

Universidad de Cantabria
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7
- Representa con Matlab una muestra

del campo vectorial F(z,y) = (2* +2y,y°) vy su
divergencia, sobre el cuadrado [—4, 4] X [—4, 4].
b) Inventa un campo vectorial F(z,y)
cuya divergencia sea el campo escalar
f(z,y) = 2 + ¢’ y representa ambos con
Matlab sobre el cuadrado [—4, 4] X [—4,4] .

3 3

Solucién: b) F(:c,y):%ﬂ—%j 6

F(z,y) = zyi + ya’

n (a) Representa con Matlab el campo

escalar f(z,y) = ay . En otra figura representa

su gradiente, asi como las lineas equipotenciales
(curvas de nivel del campo escalar) y las lineas

de flujo del gradiente de ecuacién 2> —y*> = C
, sobre el cuadrado [—4, 4] X [—4,4].

b) Halla el campo escalar f(z,y) cuyas
curvas de nivel o equipotenciales sean

—z? —2y* = k y crea un fichero andlogo al del
apartado anterior para que represente en una
figura z = f(=,y) y en otra figura su gradiente,
las curvas equipotenciales y las lineas de flujo
del gradiente, cuya ecuacion es y = Cz”. Haz la

representacion en el cuadrado [—4, 4] X [—4,4].

Nota: Es importante recordar que las curvas
equipotenciales de un campo escalar son
ortogonales a las lineas de flujo de su gradiente;
comprueba este hecho en las figuras que has
obtenido en este ejercicio.

Solucién: b) f(x,y) = -2’ —2y°

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

n Veremos en este ejercicio un ejemplo

de cémo los vectores de un campo gradiente
Vf en el espacio son ortogonales a las
superficies equipotenciales o superficies de
nivel del campo escalar f .

a) Dado el campo vectorial

F = (z + y,2,1), calcula su funcién potencial.
b) Para el campo anterior, calcula y representa
con Matlab la superficie de nivel que pasa por el
punto P(1,1,1) junto con una muestra del
campo vectorial actuando sobre ella, en el

cuadrado [—2,2] X [—2,2] .
Solucién: a) f=12/2+ay+2z+C
b) :L‘2/2+:L'y+z:g

campo vectorial: Ficy,z)=Mx+y,x, 1)y 1a supericie de nivel fx,y,z)=52

10
- Determina el elemento diferencial de

arco de las siguientes curvas:
3 2
b) (y—1) =2(z+3)

c) x(t):acos3t, y(t):asen3t, a

a) zy=1

es un numero real

d) x(t)Z\/th, y(t)=38t—1/3

e) r=e'? f) r=4cosé
Solucién:
1 . 1
d5:,f1+—4da: 0 ds= /1+—4dy}
z Y
8/3 B
b) ds:\/1+2—(:1c+3) o dz ;
9
c) ds = 3|a”costsen t‘dt
d) ds = (¢ +3)dt
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e) ds = 769/2 o f)

11
- Para las curvas del ejercicio anterior,

halla la longitud del arco correspondiente al

ds =44d0

dominio indicado para la variable. En los casos
a) y b) utiliza Matlab para calcularlo; en los
casos restantes calctlalo a mano. Dibuja el

arco en cada caso.
a) r € [1,4] b) z € [—2, 3]

o tef02q], (a=1)

d) te[—3,3] e) ee(—oo,o] ) GE[O,W]
Solucion:

a)L=3,1502; b)L=57950;

c)L=6|a|; d)L=36

e)L=\/g;

12
- Halla, haciendo uso de integracion, el

area de la cortina vertical comprendida entre el
plano z = 0 y el arco de espiral dado por

z(t) = cost , y(t)=sent , z2(¢t)=2t ,
0<t<2m

fiL=4r

Solucién:  Area = 4x?

13
- Un alambre se extiende formando el

segmento recto entre los puntos P(l,—l, 1) y

Q(3, 1,5) . Su densidad de masa en cada punto
(z,y,z) viene dada por la funcion

8(z,y,2) = ‘:Eyz‘ Halla la masa del alambre.

Solucién: Masa = 7\/8

14
- Un alambre tiene la forma dada por el

arco de hélice eliptica

C: x(t) = 3cost, y(t)=4log(t/7r),
z(t) = 6sent, t€[mb7]

Si en cada punto del alambre la temperatura es
T(z,y,2) = 2z +y . Se pide:

a) Plantea a mano la integral que da la longitud
de la curva C. Resuelve la integral con Matlab
aproximandola mediante una suma de Riemann

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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de punto medio con 10 intervalos y comprueba
la calidad de la aproximacién utilizando célculo
simbodlico.

b) Repite lo mismo para la integral de la funcién
temperatura sobre el alambre.

c) Calcula la temperatura media del alambre.
d) Encuentra los puntos del alambre que se
encuentran a la temperatura media.

e) Prepara un fichero en Matlab para
representar el alambre, resaltando sobre él los
puntos que se encuentran a temperatura
media.

Solucién:

S
Tou= I(18005tsent+410g(z/n))\/9+27coszt+16/tzdt;

longitud = f\/Q +27cos’t +16 / t*dt ;

) _ ]Tl,o/,a,l
medie Jongitud

f(t) = 9sen 2t +410g(t/77) =T, tiene9

raices entre m y 5w, que pueden calcularse
con Matlab utilizando la instruccién

fzero (funcion, z0), que da el cero de
“funcion” mas cercanoa z0.

Sea C elarco de curva

ot)=t , yit)=t , 2(t)=3 ,
con 0<t<l1
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a) Plantea la integral para calcular la longitud
de C.

b) Plantea la integral para calcular la y
promedio a lo largo de C'.

c) Resuelve con Matlab las dos integrales
anteriores.

Solucion: a)L

(C) = (log(2 +~/5) +2v5) / 4; b)
= (535 —1) / (6v5 + 3log(2 +5))

y promedio

14 05 0.1

08 08 04 03 50 .

y X

1 1
0.9 0.9
0.8, 0.8
0.7, / 0.7
0. 0.6
> 0.5 0.5
0.4, 0.4
0.3, / 0.3
0.2, 0.2
0.1 0.1

% 2 0 02 04 0.6 0.8 1 12 0

Halla la integral de linea

1_§ dr —dy
= C—z+y

tomada a lo largo del contorno del cuadrado
cuyos vértices son los puntos A(1,0), B(0,1),
C(-=1,0) y D(0,—1) y que se recorre en

sentido contrario a las agujas del reloj.
Solucién: I=—4

Sea V(z,y)= (x+y)i+x2j el

campo de velocidades de un fluidoy C'la

circunferencia de radio R centrada en el origen.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

a) Representa el campo V en ocho puntos
repartidos uniformemente por la circunferencia.
¢Elfluido tiende a entrar o a salir?

b) Elflujo saliente total de un campo vectorial

V viene dado por §V~nds donde n esla
C

normal unitaria de C' que apunta hacia fuera.
Calcula el flujo saliente total para el campo de
este ejercicio y confirma asi |a respuesta del
primer apartado.

Solucion: Flujo = 7R’

18
- Utiliza el teorema de Green para calcular

el drea de la superficie plana S limitada por las
curvas y = 4z e y = 227,
Solucién: I=8/3

19
- Sea C' el contorno del triangulo cuyos

vértices estdn en los puntos A(1,1), B(2,2) y
C(1,3) recorrida en sentido positivo.
a) Utiliza el teorema de Green en el célculo de

laintegral I = ﬁQ(SBQ +y')dx + (x4 y) dy

b) Comprueba el resultado del apartado
anterior haciendo la integral directamente.
Solucién: I=-4/3

20
- El campo de velocidades de un fluido es

Viz,y) = (=" +e )i+ (2" +logly +1) iy
un alambre inmerso en ese campo tiene la
forma del borde de la regidén encerrada entre las

curvas T =ay’ e y=az’ (desunnimero

real positivo).

a) Halla la circulacion, C, de V alrededor del
alambre utilizando el teorema de Green. Puedes
hacerlo a mano y comprobar el resultado con
Matlab.

b) ¢Hay algun valor de a para el que la
circulacién C sea nula?

¢) Utilizando Matlab, determina el valor de a
para el cual C = 0.1. En este calculo puedes
usar el comando que calcula las raices de un
polinomio; por ejemplo:

>> p=[2 0 1 -3]; %$define el
polinomio p(x) = 2x"3+x-3

>> roots (p) % calcula las
raices de p(x)
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3(7a +6)
Solucion: a) C =——=~; Db) C nose
70a*

anula para ningun valor de a .

c) De las raices del polinomio 7a' —21a —18,
solounaesreal, a =1.6573, éstaesla
solucion.

Pl
- Un alambre se curva para que tenga la

forma de un lazo de la curva r = sen 26 con

RS [0,#/2]. Un fluido se mueve segun el
campo de velocidades

V(z,y) = (" — ¢ )i+ oy

a) Halla la circulacién, C, de V alrededor del
alambre utilizando el teorema de Green. La
segunda integral se resuelve facilmente con el
cambio de variable ¢ = sen.

b) Puedes utilizar Matlab para hallar
directamente la integral de linea, comprobando
el resultado anterior. Para ello, utiliza las
siguientes ecuaciones paramétricas

xr =sen2tcost, y=sen2tsent,

te[O,w/Q]

Solucién: a) C' = 16 positivo.
35

22
- Halla el trabajo realizado por el campo

F(m,y) = 1+y i+arctg(m)j

2
T

para mover una particula de masa unidad sobre
el arco de circunferencia unidad comprendido

CALcuLO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

entre lasrectas y = —\/5:1: e y=2a para
z > 0, tomado en sentido antihorario.

\/§7r i
%

1
Solucién: W = —=+ —
N3 2
Una particula de masa unidad, sujeta al
campo de fuerzas

arctg

F (x, y) = 2¢*" sen i + €* cos yj
sale del punto P(O,TF / 2) . Determina el punto

de llegada, Q sabiendo que esta situado en el
eje y =m /4 y que el trabajo realizado es

W =2.
Solucién: Q[%log(?n/;),g]

24
- Encuentra el valor de la integral

I :fCF-dr siendo el campo

4 z . Z .
F(m,y,z):[T— 5 5 1+_2.]+
Ty Ttz Ty
T 1
[ﬁ—k
T +z Ty

y C cualquier curva suave que comienza en el
1 1
punto P[Lg,l] y termina en Q[Z,E,Q],

estando toda ella contenida en el primer
octante.
Solucién: I=1

Test de autoevaluacion

1

¢Cudl de los siguientes enunciados es
verdadero?

A) Si F es un campo vectorial de clase Cz,
entonces V(divF)=0.

B) Si f es un campo escalar de clase Cz,

entonces div(Vf)=0.

C) Si f esun campo escalar de clase Cz,

entonces rot(Vf) =0.
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D) Ninguna de las anteriores.

2
Siendo F el campo vectorial
F(z,y,2) = Zi +£j +2k , se verifica que:
Y z z
A) diVF:xy+yz+xz'
Yz

Universidad de Cantabria
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B) divF=tty+z
Yz
Q) divF =0.
D) Ninguna de las anteriores.
3
Las curvas equipotenciales del campo

F = 2zyi + (2" —°)j son:

A) ?y—y' =C.
3

Yy
B) y—=—=0C .

3
C) No existen.
D) Ninguna de las anteriores

4
Dado el campo vectorial

F = 2°yi + 2j + 2y7k , se puede afirmar que:

A) No existe G tal que F =rot G, es decir, F
no es el rotacional de otro campo vectorial.
B) Existe G tal que F =10t G, es decir, Fes el
rotacional de otro campo vectorial.

C) divF =2axy.

D) Ninguna de las anteriores.

5

Sea el campo vectorial de velocidades

V = 2ai + zj — 2’k , decir cudles de las
siguientes ecuaciones definen una linea de flujo
de dicho campo.

A) r(t) = %em’i + 10g|t|j +tk
B) vV +2y—4dz+1=0

Q) r(t) = ¢"i+ loglt|j + %k
D) Ninguna de las anteriores.

6

Los puntos en los cuales el gradiente de
la funcién U(x,y,2) = 22°y — x2° es un vector
paralelo al plano YOZ , verifican:

A) =0

B) doy = 2°

C) No existen tales puntos.
D) Ninguna de las anteriores.
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7

Responder en qué caso las lineas de
codigo Matlab realizan la operacién
correctamente:

A) Dibuja una muestra del campo
vectorial F = yi — 2j escalado, en el rectangulo
[0,4]x[0,4], en la figura 1:
x=0:.5:4;y=0:.5:4;

U=y;V=-x;

figure (1) ;

quiver (x,vy,U,V)

B) Calcula el gradiente de la funcion
zZ= f(x,y) =zxy:

syms x y

Z=X*y;

[px,pyl=gradient (z)

C) Dibuja la divergencia del vector

F = 2’1+ 9], sobre el dominio [-4,4]x[-4,4]:
[X,Y]=meshgrid(-4:.5:4);
U=X."2;V=Y."2;

surf (X,Y,divergence (X,Y,U,V))

D) Ninguna de las anteriores.

8

La integral que representa la longitud

dearcodelacurva x = ¢ ¥ enelintervalo
0<y<2,es:

2
A) f N
0

2
B) f 1+€* do
0
rl
Q) ZA14 2% de
I
D) Ninguna de las anteriores.
9
Sea C la hélice que tiene las ecuaciones

paramétricas

xr =5cost, y=>sent, z =1
con t € [0,4n]

La densidad en cada punto de la hélice es

6({5, Y, z) = 41 — 2z, siendo la temperatura en

cada punto T(:L",y, z) = \/; Decir cual de las

siguientes afirmaciones es la verdadera:
A)  Lalongitud del arco es 207 .

B) Lamasa del alambre vale 8267 .

C) Latemperatura media del alambre es
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4\[— D) Ninguna de las anteriores.
—T .
3
D) Ninguna de las anteriores. 12 . weny?
El valor de la integral 4%ydx—%e dy,
10 siendo C la circunferencia de ecuacion
Si f(z,y) = 0, entonces el trabajo (z—1) +9° =1, recorrida en sentido
realizado por el campo F = f(z,y)*(i—4j) alo antihorario, es:
largo del primer cuadrante de la circunferencia
: . : . : A) 0
unidad, recorrida en sentido antihorario, es B)
s
S D) Ninguna delasanter
B) POSItivO. ) inguna de las anteriores.
C) Negativo.
D) Ninguna de las anteriores. 13
¢Cual de los siguientes subconjuntos de
11 R? es un dominio simplemente conexo?
El valor de la integral fydm + zdy , 22 2
¢ A D= (my) /S
siendo C la curva definida por 9
¢ , it @y
_t. o, . B D=A{(z,y)/ —+<L<1
r(t) 41+sen 2J, tE[Qﬂ,e& ) (xy)/4 + 9
:1:2 y2
C) D=1z,y)/ —+=—2>1
A 1/4 (20)/ 45
B) 0 . .
0 14 D) Ninguna de las anteriores.
Soluciones del Test:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
A B A C B C C C C A C B

Ejercicios resueltos

CAMPOS. OPERADORES

2
Sea F= (x + 1) i+ yj el campo de velocidades de un fluido y C la circunferencia de

radio R centrada en el origen. Escribe el cdédigo Matlab para representar la circunferencia vy el
campo en 8 puntos repartidos uniformemente sobre ella.

Solucion

fplot (funx, funy, tintervalo)

Traza la curva definida por x=funx (t) y y=funy (t) sobre el intervalo predeterminado [-5
5] para t si se quiere otro intervalo se debe incluir el tercer parametro.

% Dibujo de la circunferencia de radio R
syms t
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R=3;
x=R*cos (t) ; % primera componente
y=R*sin (t); segunda componente

o\°

fplot (x,V) % dibujo de la circunferencia
axis equal
hold on

Representamos una muestra de m vectores del campo sobre la curva

tv=linspace (0,2*pi,m+1);
$tv=0:2*pi/m:2*pi
X=R*cos (tv); Y=R*sin (tv);

Ul=(X+1) .72;02=Y;
quiver (X,Y,Ul1,U2,0)

Se pide escribir el cédigo Matlab para dada la funcién f(x,y,z) =y’ + ' + 2,

representar una muestra del campo gradiente en 20 puntos de la superficie z = z* + 2y’

definida en [1,2]x[1,3].

Solucion

El codigo Matlab para dibujar el campo es

$Puntos donde dibujar el campo
[X,Y]=meshgrid(1.1:0.3:2,1:0.5:3);
Z=X . 242*Y . "2;

%$Campo gradiente

u=2*X.*Y."2;

V=2*Y  *X . "2+4*Z . *Y."3;

w=Y."4+1;

$Representacién del campo
quiver3(X,Y,Z,u,v,w,'r")

hold on

%Representacidén de la superficie
f=0@(x,y,2) z2-X."2-2*y."2;
fimplicit3(£,[0 1 1 3 0 25])
hold off

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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25

20

3

Sea I el campo vectorial de los vectores de posiciony 7 el campo escalar de sus normas,
esdecir, r(z,y,2)=zi+yj+zk , r=|r|. Calcula Vry div(r).

Solucién

r=|r =2+ + 2

Vr = z i+ J i+ i k=
\/m2+y2+z2 \/:v2+y2+22 \/332—|—y2+z2 r

rr=rzi+ryj+rzk

9 (re) n O(ry) + (re) . Dado que

div (r r) = 92 By 92
a(m) B 22 oy
Ox \/332 4yt 42
d(ry) _ y? ey
dy \/:1:2 + y2 + 2
8(7"2) _ 22 Yy

0z \/:1:2+y2—|—z2

2, .2 2
se tiene que div (r r) S b e +3r =

N2+ + 2

Obtener el gradiente del campo escalar V(z,y, z) = kQ, o potencial eléctrico creado por
r

4

la carga @) en un punto situado a una distancia r(z,y,z) = y/2° +%° + 2 . Sabiendo que el
campo eléctrico en dicho punto es E(z,y, z) = —grad V, dibujar una muestra representativa de

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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vectores del campo vectorial F(z,y, z) = e E(z,y, z) o fuerza eléctrica que actua sobre una carga

e situada en la posicion dada por el vector r(z, ¥, z). Considerar los casos: Qe >0y Qe <O0.

Solucion

V(z,y,2) = k:Q, calculamos el gradiente de V,
r

? /17 g —/17 g J17
grad V(z,y,2) = kQ-|—VZ TV F¥2 ), WO Hy +7);, WIHy+7 ),
Oz Oy 0z
k L k
grad V(z,y,2) = — Q 7 {2:1;1+2y,]+2zk}:_ er
2(:E2+y2+22) T
kEQer

F(x,y,z>:eE(x,y,z): —egrad V = 3

Fuerza eléctrica repulsiva F(}{,j,r,zj=k@e(}{,y,z)f(x2+y2+22)f\(3f2)

Casol: Qe >0

El vector F tiene el mismo mdédulo para todos los puntos situados sobre una superficie esférica
centrada en el origen, siendo su direccion y sentido los del vector de posicién ¥ . Al acercarnos al
origen aumenta el moédulo del vector F (fuerza repulsiva).

function fuerzaelectrica

[o)

3 function cvectorial dibuja una muestra del campo vectorial
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F(x,y,2)=-kQe (x,y,2z)/ (x"2+y"2+2°2) "~ (3/2)

en la caja [-1,1]x[-1,1]x[-1,1]
X,Y,Z]=meshgrid(-1:0.5:1,-1:0.5:1,-1:0.5:1);

red sobre la que se dibujard el campo vectorial
=X./(X."2+Y."2+7.72) .~ (3/2); % primera componente del campo
=Y./ (X."2+Y."2+Z.72) .~ (3/2); % segunda componente del campo
W=Z./(X."2+Y."2+7Z.72) .~ (3/2); % tercera componente del campo
quiver3(X,Y,z,U,V,W,'k"') % dibujo de los vectores escalados
axis equal

title('Fuerza eléctrica repulsiva’)

F(x,y,z)=kQe(x,y,2z)/ (x"2+y"2+272)~(3/2) ")

< G o° — oo o°

Caso2: Qe <0

La fuerza F tiene las mismas propiedades que en el ejemplo anterior, salvo que el sentido es
opuesto al del vector de posicion I'. Luego la fuerza F es atractiva.

Fuerza eléctrica atractiva Fix vy, z)=- Qe(}{,y,z)f[}{2+y2+22)“(3f2)

,»"f’-f’- i \\"r_
e e
gt E b b B s

L™ : FE TR A i .
: ES i Moo i
Ll LW A I A b,
st L | g T T
G I s
el Vi Al e
" EE T
Lt Vooame i il L - T
PSR @'Tf} I T
T Tl S
O5L-77 0 - ,J::\-fﬂ\ mg. bR, o
: : B
0y B R} E

5

Demuestra que para cualquier funcién f con derivadas parciales segundas continuas se

verifica rot(Vf) =0.

Solucion
i j k
o o0 0 (o A " " Ny
(V)= tar 5y e L L) - L) (1) =
A A
6
Escribe en un fichero el cédigo Matlab para hacer las siguientes representaciones

a) Dibujar el vector (-1,4) en el punto P(2,-3), sin escalar.
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b) Dibujar el vector (-1,4,2) en el punto P(2,-3,1), sin escalar.
c) Dibuja 10x16 vectores del campo F(x,y) = (y, xQ) en puntos del rectangulo [1,3]x[2,5],
junto con una muestra de 20 lineas de fuerza de la ecuacién 2z* — 3y* = C
d) Dibujar 20x20 vectores del campo F(x, y) = (yQ,Qrcy) en puntos del rectanculo [-4,4]x]-
yQ
4,4], junto con una muestra de 20 lineas de flujo de ecuacién z° — ? = C y una muestra
de 20 lineas equipotenciales.
e) Dibujar 5x4x5 vectores del campo F(x, y,z) = (—1, Z,0 — y) en puntos de la caja
[1,3]x[2,5]x[1,6].
f)  Dibujar un arco (cos3 t,sen’ t, t) para t € [07 77] y 20 vectores del campo
F(a:, y,z) = (x2 + vy, —x, 2) sobre dicho arco.
g) Dibujarel plano z =4 —2x + y que se proyecta sobre el rectangulo [1,3]x[2,5] y una
muestra de 10x8 vectores del campo F(m, y,z) = (y, 0,z + 3), sobre él
Solucién a)
quiver(2,-3,-1,4,0)
Solucién b)
quiver3(2,-3,1,-1,4,2,0
Solucidn ¢)
x=linspace(1,3,10);y=linspace(2,5,16);
[X,Y]=meshgrid(x,y) ;M=Y;N=X."2;
quiver (X,Y,M,N)
hold on
72=2*X."3-3*Y."2;
contour (X,Y, 7, 20)
hold off
Solucién d)
x=linspace (-4,4,20); [X,Y]=meshgrid(x) ;M=Y."2;N=2*X.*Y;
quiver (X, Y,M,N)
hold on
x1l=linspace(-4,4); [X1,Yl]=meshgrid(xl) ;
Z2=X1.*Y1.72;%lineas equipotenciales
contour (X1,Y1,722,20)
Z1=X1.72-Y1.72/2;%lineas de flujo
contour (X1,Y1,21,20)
axis equal
hold off
Solucidn e)
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x=linspace(1l,3,5) ;y=linspace(2,5,4);z=linspace(l,6,5);
[X Y Z]=meshgrid(x,y,z);

M=-ones (size (X)); N=Z;P=X-Y;

quiver3(X,Y,Z,M,N, P)

Solucién f)

t=linspace (0,pi) ;x=cos(t) .”3;y=sin(t)."3;z=t;
plot3(x,vy,2z);

hold on

tl=linspace (0,pi, 20) ;x1l=cos(tl).”3;yl=sin(tl)."3;zl=tl;
M=x1."2+yl;N=-x1;P=2*ones (size(x1));
quiver3(xl,yl,z1,M,N,P)

grid on

hold off

Solucién g)

x=linspace(1,3,10) ;y=linspace(2,5,8);
[X,Y]=meshgrid(x,y);Z2=4-2*X+Y;

surf (X,Y,2);

hold on

M=Y;N=zeros (size (X)) ;P=2+3; quiver3(X,Y,Z,M,N,P)
hold off

LINEAS DE FUERZA. LINEAS EQUIPOTENCIALES

Dado el campo vectorial F(z,y) = (—z,y)

a) Calculalas lineas equipotenciales y comprueba a mano que las lineas de flujo son
xy==k.

b) Representa con Matlab una muestra del campo anterior junto con sus lineas de flujo y

equipotenciales, en el cuadrado [—4, 4] X [—4, 4]. éQué relacion existen entre dos

familias de curvas en los puntos de corte?

Solucién

2 2

Las funciones potenciales f son de laforma f(z,y) = -z + y? + (', por tanto las lineas

2

equipotenciales son —z” 4 y* = k. Estas curvas tienen como pendiente en un punto (x,y),

T . . . Y .
y'=—.Llas curvas zy = k, tienen por pendiente y' = —=, luego son familias de curvas
x

Y
ortogonales, es decir, en los puntos de corte las tangentes se cortan ortogonalmente, es decir,
son perpendiculares.
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Para representar una muesra del campo con sus lineas de flujo y equipotenciales basta escribir
el siguiente codigo

x==4:0.5:4; [X,Y]=meshgrid(x) ;

%Representacién del campo

quiver (X,Y,-X,Y)

hold on

%$lineas equipotenciales

contour (X,Y, -X."2+Y."2)

%lineas de flujo

$contour (X, Y, X.*Y)

$También

for k=-2:0.3:2
plot(x,k./x,'r")

end

axis equal

hold off

8

Obtener la ecuacion de las lineas de fuerza y las lineas equipotenciales del campo
vectorial plano F(z,y) = yi + 1j.

Solucién

Planteando y resolviendo la ecuacién diferencial de las lineas de fuerza, se tiene:

d—zzﬁizdz:ydyéffyz =C
Y x
Que es una familia de hipérbolas de ejes y =z, y = —z.

Las lineas equipotenciales se pueden hallar por dos métodos:
e Como trayectorias ortogonales a las lineas de fuerza
e Como curvas donde la funcién potencial es constante.

El primer método lo dejaremos para cuando veamos ecuaciones diferenciales, aqui utilizaremos
la funcién potencial.

El cdlculo de la funcién potencial es inmediato:  f(z,y) = zy
Las lineas equipotenciales son pues la familia de hipérbolas de ecuacién: xy =k

Los ejes de esta familiason y =0, =0.

9

Dado F(x, y) = (xy2,$2y), escribe el cddigo Matlab para dibujar 20x20 vectores del
campo F(aj,y) en puntos del rectangulo [-3,4]x[-4,5], junto con una muestra de 10 lineas de flujo

de ecuacién 2> —y* = C' y una muestra de 15 lineas equipotenciales.
Solucion
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] . d ?
Lineas de flujo: W_TY_ T p 2=
dv  zy® vy
$2y2
Funcién potencial: f(a:, y) = +C

x=linspace (-3,4,20);

y=linspace (-4,5,20); [X,Y]=meshgrid(x,y) ;M=X.*Y."2;N=X."2.*Y;

quiver (X,Y,M,N)

hold on

xl=linspace(-3,4); yl=linspace(-4,5);
[X1,Yl]=meshgrid(xl,yl);
Z1=X1.72.*Y1.72;%1lineas equipotenciales
contour (X1,Y1,21,20)
Z1=Y1.72-X1.72/2;%1lineas de flujo
contour (X1,Y1,21,20)

axis equal

hold off

DIFERENCIAL DE ARCO. LONGITUDES DE CURVAS

10
Hallar con Matlab la longitud de la curva que viene dada por las ecuaciones paramétricas
siguientes:
T (t) = 2cos’ (t)
T
t) = 2sin® (¢ tel|0,—
(1) = 250 ) a
Solucién

La expresién para calcular la longitud es

/2

L= [a'(t) +u'(t) at

0

Para calcular la integral con Matlab se debera escribir

syms t

%$Para calcular la longitud

dxt=diff (2*cos(t)"2)

dyt=diff (2*sin(t)"2)
longitud=int (sqrt (dxt"2+dyt~2),0,pi/2)
3Para representar la curva

fplot (2*cos (t)"2,2*sin(t) "2, [0 pi/2])

11

(a) Dadalacurva r=14 +2sec(«9) con 0 €

longitud.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

27 4
?ﬂ,?ﬂ , se pide calcular con Matlab su

Universidad de Cantabria

35



36

T2 B CAMPOS VECTORIALES. INTEGRALES DE LINEA

T T
(b) Utilizando integrales, calcular la longitud de la curva 7 = 3 cosf con 0 € —5,5]
Solucién (a)
La expresidn para calcular la longitud es
4Am/3 5 5
L= | Jr(6) +r(6) do
27/3
Para calcular la integral con Matlab se debera escribir
syms €
r=4+2*sec(t)
dr=diff (r)
longitud=double (int (sqrt (r"2+dr"2),2*pi/3,4*pi/3))
%$Solucidén: 5.8128
Solucién (b)
La longitud
- w/2 2 2 - w/2 9 9 - /2 _
L= f,ﬂ/g\” +r'do = fiﬂ/Q\/Qcos 0 + 9sen-0do = f,ﬂ/23 df = 3~
12 _ . 2 3
Hallar la longitud del arco de la siguiente curva = = 3t, y = 3t° , 2 = 2{” entre los

puntos (0,0,0) vy (3,3,2).

Solucion
La longitud de la curva es [ = tfl‘r'(t)‘ dt siendo 1 (t) = (x(t),y(t)z(t)) con t € [to, tl]. En
este caso to

r(t)= (375, 3t2,2t3) telo]] ya que £(0)=(0,0,0) r(1)=(332)

r'(t)= (3, 6t, 6t2) ‘r'(t)‘ — O+ 3662 + 361 = 31+ 42 + 4 = 3(1+2t2)

1 1
L:f‘r'(t)‘dt:f3(1+2t2)dt:5

0 0

13 Dada la curva a:(t) = 3cos’ (t>

t€[0,1]

y(t) = 3sen’ (t)

se pide escribir las 6rdenes Matlab para:
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a) Representar lacurva

b) Calcular su longitud

Solucién a)

t=0:0.1:1;
x=3*cos (t) .”3; y=3*sin(t).”3; plot(x,Vy)

Solucién b)

syms u
xu=3*cos (u) *3;yu=3*sin (u) "3;
xd=diff (xu);yd=diff (yu);
ds=sqrt (xd"2+yd"2) ;
longitud=int (ds,u,0,1)
double (longitud)

E_01

Calcula la longitud de las curva C definida como
x(t)zz(l——sen(t))cos(t)
y(t) = (1 —sen (t)) sen (t) tel0,m /4]

utilizando esta parametrizacion y coordenadas polares.
Solucién

La longitud de una curva en paramétricas se obtiene
/4 5 5
long(C) = wa'(t) + y'(t) dt
0
La curva polar, a partir de la ecuacién paramétrica, es

z(t) = r(t)cos(t) teag

o[t) = (1sen(e)

La longitud se calculara de la forma siguiente

/4
long(C) = f«[r(t)Z + 7"'(1&)2 dt

0, %

:r@)zl—%n@)te 1

syms t

%Curva paramétrica

x=(1-sin(t))*cos(t);

y=(1-sin(t))*sin(t);
I=int(sqrt(diff(x)”2+diff(y)*2),t,0,pi/4)
%Curva polar

r=1-sin(t);
int(sqrt(r*2+(cos(t))”2),0,pi/4)
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double(I)
41— \/25 241
— ~ 0.867091005298957
J2-2
E_02

Calcula la longitud de las curva C definida como 7 = 620, 0 € [0,7] utilizando

coordenadas polares y considerando una parametrizaciéon de C.

Solucion

La longitud de una curva polar, r = f(9>, 0 € [0, 7] se calcula de la forma siguiente

long(C) = i\/[r (9)]2 + [7“'(9)]2 do

en este caso 7’(9) =", 0 €[0,n].

En paramétricas, a partir de la ecuacién polar de la curva, la longitud sera

x(@) = r(@)cos (9) 0 e [0, 77]] N x(é)) =¢” cos (6) 0 e [O,W]}
) ()

y(0)=r(0)sen(0 = ¢”sen (0)

long(C) = ],[x'(@f + y'(0)2 do

syms t

%Curva polar
int(sgrt(exp(2*t)”2+(2*exp(2*t))~2),0,pi)
%Curva en paramétricas

x=exp(2*t)*cos(t);

y=exp(2*t)*sin(t);
int(sqrt(diff(x)*2+diff(y)"2),t,0,pi)

J5 (e% — 1)

~ 5.975798375798875¢e + 02

INTEGRAL DE LiNEA DE UN CAMPO ESCALAR

14

La base de una valla circular de radio 10 metros viene dada por las ecuaciones
x(t) =10cost , y(t)=10sent 0<t<2rw
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La altura de la valla viene dada por la funcion f(x, y) =2’ + 2y2 . Se pide:

a) Representar la valla con Matlab.

b) Suponiendo que un litro de pintura permite cubrir 5 metros cuadradros de valla,
determinar cuantos litros de pintura se necesitan para pintar toda la valla. Realizar
los célculos sin Matlab.

Solucién a)

stem3 (vectorx,vectory,vectorz)

Dibuja lineas sobre los puntos del plano dados por (vectorx, vectory) de altura vectorz.

X = linspace(-5,5,60);
Y cos (X) ;

Z = X."2;

stem3 (X,Y, Z)

Para resolver el ejercicio, el codigo Matlab es

t=1linspace (0, 2*pi);
xt=10*cos (t) ;yt=10*sin (t) ;
hold on

stem3 (xt, yt,xt."2+3*yt.”2,"'.")
plot3 (xt,yt, 0*xt)
plot3(xt,yt,xt.”"2+3*yt."2)
hold off

300
250 —
200 ~
150
100 5
50 l
0 .'=-_

10 5

Solucién b)

2 2
ds = \/<—1086nt> +(10cost) dt =100 dt = 10¢

27
. . 2 ) 2 _
A= { fas= [ (100cos t +2-100sen t)lOdt
0

2
— 20007 + 500 f (1 — cos (2t))dt — 30007 m>
0
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Si con un litro se pueden pintar 5 metros cuadrados, se necesitardn 600 litros.

15

Sea Cla curva

(:c(t)y(t)z(t)) — (t2,2t,t) para 0 <t <1
se pide realizar con Matlab
a) Larepresentaciéon delacurva C
b) El célculo del area de la cortina vertical que esta apoyada sobre el plano z=0y cuya

altura es la curva. Hacer el cdlculo de la integral también a mano y comprobar el
resultado.

Solucién
Para representar la curva C basta escribir
t=0:0.1:1;

plot3(t.”2,2*t,t)
grid on

El drea de la cortina vertical pedida es

syms u
int (u*sqrt(4*u~2+4),u,0,1)

ejez

ejey

16

Representar una vuelta de la hélice C de ecuaciones (3cost,3sent,2t> con Matlab.

Obtener también el drea de la valla que se apoya sobre la circunferencia de centro 0 y radio 3y
en cada punto su altura viene dada por la tercera componente de la hélice.

Solucién

linspace (0,2*pi, 40);
plot3(3*cos(t),2*sin(t),2*t)

hold on

$Si se quiere representar las lineas

plot (3*cos(t),2*sin(t))

stem3 (3*cos (t),2*sin(t),2*t, 'marker"', 'none')
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hold off

El drea de la valla se calcula con la siguiente integral de linea

drea = f ,[ + y dt f?t \/9 cos’ t + 9sen’tdt = 127°

El codigo Matlab es

syms €

z=2*t;

dx=-3*sin (t) ;dy=3*cos (t) ;dz=2;
area=int (2*t*sqrt (dx"2+dy”"2),t,0,2*pi)

17

Calcular el area de una valla que se proyecta sobre la circunferencia centrada en el origen

de radio 2 desde el punto(\/g, \/5) hasta el punto (0,2) siendo la altura en cada punto
f(a:,y) =3r+y.

Solucion
Sobre cada punto del arco de la circunferencia de centro O y radio 2 para los valores de t entre

T 0w
—y 5 se considera la valla que tiene en cada punto el valor de la funcién f(a:, y) =3z+y.

4

La curva sobre la que se apoya la valla es la siguiente

C, 7 (t) = (2(t),y(t)) = (2cos(t), 2sin ¢)) %g t gg
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3 <_...MH

El drea de la valla se calcula mediante la siguiente integral de linea

LC/‘f(w,y)ds:fﬁgf(m(t),y@)) x'(t)2+y'(t)2 dt

4

s

f(3x + y)ds = ff[iﬂ . 2COS<t) + QSen(t)] \/(—2 sin (t>)2 + (2 cos(t))2 dt =

C 4

= ff [6 cos (t) + 2sen (t)] \/4 sin’ (t) + 4 cos® (t) dt =

™

= 2]2 (6 oS (t) + 2sen (t)) dt =2 (656n (t) —2cos (t))

4

—h2—a42

N VI

18

3
Dado F(I/U, 1/) = (%,fﬁyz)] , escribe el cddigo Matlab para calcular la integral de divF a

lo largo de la curva que une los puntos (1,1) y el (4,7).
Solucion

El campo a integrar es escalar: divF = 2” + 2zy . Una parametrizacién de la curva es

z(t)=1+3t y(t)=1+6t te0,1]

Se tendra que sz(a: +2$y) ]"[1+3t +2 1+3t)(1+6t)] 9+ 36dt = 905
0

c

syms t

x=1+3*t;y=1+6*t;

ds=sqrt (diff (x)*2+diff (y)"2);%se puede escribir directamente
int ((x"2+2*x*y) *ds,t,0,1)
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19

Considerar la curva C delimitada por la parabola y = x2y la recta y =1 recorrida en

sentido positivo. Calcular el area de la valla que tiene por base el tramo de la curva C de ecuacion

y = 22 con 0.5 <z <1 ysu altura viene dada por f(a:,y) = E-
T

Solucién

INTEGRAL DE LiNEA DE UN CAMPO VECTORIAL

20

Obtener la integral I = f (1 —2y)dx + 2zdy , alo largo de las trayectorias siguientes,
AB
desde el punto A(1,0) hasta el punto B(0,2), parametrizando en cada caso la curva:

2
a) elarcode laelipse z* + yz =1

b) lalinea poligonal que tiene por vértices los puntos (1,0), (1,2) y (0,2).
Solucion
El arco de elipse de semiejes 1y 2, en el primer cuadrante, se parametriza asi,

B(0,2) C>  P(1,2)

1.8
16F
1.4+ C1
r=-cost — dr=—sen tdt
CE 12T
y=2sent — dy=2costdt 1t
[NR=R 3
0<t<Z
2 041
02r
0 15 A(L,0)

I:fom(l—4sent><—sentdt)+4cos,2tdt:j;ﬂ/2<—sent+4)dt:[cost+4t]z/2 =21 —1

La linea poligonal es una curva suave a trozos que se considera la unién de dos segmentos
rectilineos suaves, C = C, U C,, que se parametrizan por separado,
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— r=1— dx=0
C =AP= 0<t<2
! y=t— dy=dt
— r=—t— dxr=—dt
C =PB= —1<t<0
2 y=2— dy=0

1= [a- 2ydx+2xdy+f 1—2ydx+2xdy—f 2dt+f 3dt =7
C

21

Sobre una particula en el plano se aplica un campo de fuerza dado por

F(I,y) = (a: — 1, x) La trayectoria de dicha particula se describe por el arco C en el primer

cuadrante de la circunferencia z° + y° = 1 siguiendo el sentido contrario de las agujas del reloj.
Determinar el trabajo que ejerce el campo de fuerzas sobre la particula a través de la trayectoria

descrita.

Solucién b)
La curva es el arco de circunferencia representado en rojo en la siguiente imagen.

X2+y2=1

£
%

0,~
2

r(t) = (cos(t),sen (t)) t €

E{ ()10 = eosle) - s cos() [-sem () = coseen() 1

La integral a calcular es

[F-dr = 7ifF(r(t))-r'(t)dt = Tf[—cos(t)sen(t) —i—l}dt = —%—1—%

CAMPOS CONSERVATIVOS. FUNCION POTENCIAL

22

Encuentra el campo vectorial conservativo que tiene por funcidon potencial

f(a:,y) = 52" + 3zy + 10y

Solucion

El campo es el gradiente de f, es decir, F' = Vf (x, y) = (10.77 + 3y)i + (3x + 20y)j
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23 T = cos (t)

Dadalacurva C = ] te [0,7r / 2], escribir el codigo Matlab para
y = 2sin (t)

a) Representar el alambre que tiene la forma de la curva C.

b) Calcular su longitud .

c) Calcular el adrea de la cortina vertical que tiene en cada punto de C la altura
f(a:,y) =ze’ .
d) Calcular el trabajo realizado por el campo F(x,y):xi+yj sobre la curva.
Solucidn a)

t=linspace(0,pi/2,30);
x=cos (t); y=2*sin(t); plot(x,yVy)

Solucién b)
/ 2 2
Longitud L = fds donde ds = x'(t) —l—y'(t) dt
c
syms u

dx=diff (cos(u)); dy=diff(3*sin(u));
ds=simplify(sqrt (dx"~2+dy~2)); L=int(ds,u,0,pi/2)

Solucién c)

Areadelavalla drea = ff(a:, y)ds
c

f=cos (u) *exp (2*sin (u))
area=int (f*ds,u,0,pi/2)
double (area)

Solucién d)
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Como el campo es conservativo, el trabajo se calculard w = fF- dr = f(B) — f(A) siendo
c
2 2

Vf = F,esdecir, f(x,y):%—l-%

24

Estudiar si los campos vectoriales siguientes son o no conservativos, obteniendo, cuando
exista, la funcion potencial correspondiente:

a) a) E(z,y) = (e"y" +32"y)i + 2ye” +17)j

2

2y,

b) b) E(z,y) =i
X X

o) ¢ E(z,y,2) =2zyad+ (2°2 +2ye’)j+ (’y + v’ € )k
Solucién a)

Las componentes del campo vectorial E(z,y)son funciones continuas y tienen derivadas

parciales de primer orden continuas (son funciones de clase C') en todo R?. En consecuencia, se
verifica

E(z,y) conservativo < rot (E) =0

calculamos el rotacional de E

i j k
rot(E):VxE: % % % :(2y6’+3$2—2ye“’—3x2)k:0

ey’ +32°y 2ye’ +2° 0

Luego el campo E(z,7) es conservativo V(aj,y) € R*. Para hallar la funcién potencial f(z,7),

tendremos en cuenta que verifica grad f(z,y) = E(x,y), es decir

0
1) of _ e'y’ + 32’y
dz , integrando la ecuacion 1) respecto de x, resulta

2) o _ 2ye” + 2
dy

f(:n,y) = f(e"y2 + 3x2y) dx ="y’ + 2y + g(y)
derivamos respecto de y la expresion anterior y aplicamos la ecuacion 2),

dy =2y +a’ +g'(y)=2y+a = g'(y)=0 = g[y)=C

Luego f(x,y) =y +2’y+C

Solucién b)
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2
2

El campo E(z,y) = y—2i — —yj es de clase C'en R* — {x = 0}, debido a que las componentes
T T

del campo vectorial no estan definidas cuando el denominador vale 0.

i j k
rot(E):VxE:i 9 QZQ_y_Q_yk: ’
or Oy 0z 2
2 —
N
T T

luego E es conservativo en R* — {z = O}. La funcion potencial verifica

y Uy

Oz 2’ , integrando la ecuacion 2) respecto de vy, resulta
2) of _ %y

oy x

2y y’
fzy)=| ——dy=——+gl(z
(wy)= [ == —+9()
sustituyendo esta funcion en la ecuacién 1) se obtiene

of (zy) 4 :
%:%4_9'(95):% = g'(:v)zo = g(x):C ,

Luego la funcién potencial sera f(a:, y) = —y—Q + C, valida V(x,y) cR’ — {a: = O}
T

Solucidn ¢)

En este caso, el campo E(z,y,2) es de clase C' en todo R*.

i j k
rot(E):VxE: % (% % :(a:2+2yez—x2—2yez>i+

2uyz Tz 42y’ Tyt ye
+ <2a:y - 2:1:y>j + (Zzz — 21:2) k=0

El campo es conservativo. La funcion potencial f(z,y,z) verifica

y U

— = 2zyz
oz Y

2) —f = 2’2 + 2ye” t, integrando la ecuacion 1) respecto de x, queda

y
3y A pysye
0z

f(IB, y,z) = f2zyz dr = 2’yz + h(y,z)
sustituyendo en la ecuacién 2) se obtiene
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of (l‘, Ys z)

37 =1’z + hy' (y,z) =124 2y = h(y,z) = f2yezdy =y’ + g(z)

Sustituyendo la Ultima expresion de f(x,y,2) en la ecuacion 3) resulta

Bf(x,y,z)

Y :xgy—l—yZez—l—g'(z):x?y—i-y?ez = g'(z)zO = g(z):C’

La funcién potencial serd f(z, y,z) = 2’yz + 9’ + C, vélida V(aj, y,z) eR’

25 xy . zy 1 . .
Encuentra fF -dr donde F(x,y) = (ye"" + cos x)l +|ze” +———1j yCeslaporcion
c y +1
m
delacurva y = senz desdez =0 hasta z = 3
Solucién
Si consideramos
Mz,y) = ye™ + cosx Nz, y)=ze™ +
(21 () =ser + L
se cumple que M; (m, y) = NT (:p,y) ya que
M; (z, y) =e" + xye” N;: (z, y) =" 4 zye"™

Por lo tanto, el campo F es conservativo. Aplicando el teorema Fundamental de integrales de

linea se tendra
T T
F-dr=f|—, —I|—f10,0
=t Gsn[3]| s

donde f es la funcion potencial de F. Calculando la funcién potencial

ff (x,y) = ye” 4 cosz — f(:c,y) =e" +senx +h (y) 1)

)

Y

{

:xe”+h'(g/>—>h'<y): 1 —>h(y)=arctg(y)+0

(x’y) = ze” + y2 +1 0 y2 +1

Por lo tanto, una funcion potencial es

f (x, y) =e" 4+ senz + arctg (y)

y el valor de la integral pedida es

[F-dr:f[g,l]—f(O,O):e"/2 —|—1+arctg(1)—1—O—arctg(O):e”/2 —i—%
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26

Sea F(x, y,z) = (z3 + 2zy, :v2, 3x22) , calcular J.Fdr siendo C el perimetro de cualquier
C

cuadrado con un vértice en el origen y de lado 1.
Solucion

Llamando P(z;, y,z) =25+ 2zy Q(x, y,z) =z’ R(z, y,z) = 327°

se verifica que
8_P:8_Q:2x aP_aR:;),Z? a_Qza_Rzo

oy Oz 9z Oz 0z Oy

Luego rot F =0 y el campo es conservativo, por lo tanto, la integral es 0 al ser cerrada la

trayectoria.

27

Se considera el campo de fuerzas
F(a:, n z) = 4ze"i + cosyj + (ZxQez + z)k
Calcular el trabajo realizado por F para desplazar una particula de masa unidad desde el punto

[ﬂ ﬂ é] al punto [0 \/g 0
o Wy

53 g siguiendo el camino mas corto sobre la esfera

3
x2+y2+z2:5.

Solucién

Como rotF(a:, y,z) = (0 se tendrd que F un campo gradiente.

1 ] k

o 9 9
oxr 0Oy 0z

dze® cosy 2z’ +z

rot F (x, Y, z) =

La funcién f cuyo gradiente es F debe cumplir las condiciones siguientes:

(1) f; = 4ze®
(2) fy' = cos Y
(3) f; = 2% + 2

Integrando la condicién (1) tenemos:
f(m, Y, z) = f4xezdx = 21" + ¢(y, 2)

Derivando ahora con respecto a y e introduciendo el resultado en la igualdad (2) tenemos:
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g_‘?];:g—zzcosy = g(y,z)zseny+h(z)

Se tendra entonces que f,

f(z,y,2) = 22%" +seny + h(2)

y derivarlo con respecto a z e introducir el resultado en (3):

fz' =227 + h'(2) = 227" + 2= h(z) = %22 +C

Por lo tanto,
f(z,y,2) = 227" +seny —I—éz2 +C

Por el teorema fundamental de las integrales de linea, el trabajo serd la diferencia de valores de
la funcioén potencial en sus extremos final e inicial:

2 2 2

W = semﬁ—e\/g/2 —senﬂ—l ~ —2.166
2 2 4

28

Dado F(x, y) = (ny, mQy) , escribe el codigo Matlab para calcular, utilizando la definicién,

la integral del campo vectorial F(a;,y) alolargo de la curva C de ecuacion 2° + y° = 4, (y > 0)

, recorrido en sentido contrario a las agujas del reloj desde (2,0) a (-2,0). Comprobar el resultado
utilizando el Teorema Fundamental de Integrales de Linea.

Solucién

Una parametrizaciéon de la curva C es
x(t) = 2005(75) , y(t) = 2sin(t) te [0, 77]
Se tiene que

dxzz'(t)dtz—Zsin(t)dt ,dyzy'(t)dtz?cos(t)dt
I= fxy2d$+$2ydt =

- j:‘_z cos (1) (2sin 1)) 25 (¢) e + Z(z cost) (2sin (1)) 2cos(t) i =

= ]— 16 cos (t) sin® (t) dt + ]‘16 sin (t) 2 cos’ <t) dt =0
0 0

Utilizando el teorema fundamental, siendo f la funcién potencial se tendra
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I=f(-20)-f(20)=0

29

Dados los puntos A(O7 2, 0)7 B(\/E, 1, 1) y laintegral

= f (yz +y —1dz + (z2 + 2)dy + (zy + 32°)dz
AB
Se pide:

a) Estudiar sila integral I depende del camino recorrido.

b) Determinar la funcién potencial f(a:, y,z), si existe.

c) Determinar el valor de I entre los puntos Ay B anteriores.

Solucién a)
La funcionesM =yz4+y—1, N=axz+2, P=axy+32" (son las componentes del campo

. . . . . . 3
vectorial F) al igual que sus derivadas parciales primeras son continuas en todo IR’ por ser
polinomios. Para que la integral sea independiente del camino el campo vectorial ha de ser
conservativo, es decir, su rotacional igual al vector 0 .

i k

i
rot F(z,y,2) = VxF(z,y,2) = % (% %
M N P

[8_P_6_N [6M_8_P]. [BN oM

F|l=——-"=|k=0
oy 0z Oz ] or 8@/]

en este caso:

oP ON OP ON oM oP oM OP
—=r=—=—-——=0, —=y="=""-""=0y
y 0z Oy Oz 0z Ox 0z Oz

ON oM ON OM

1= 2y,

oz oy dz Oy

luego el rotacional es 0 por ser nulas cada una de sus componentes; por tanto, la integral no
depende del camino recorrido sino solamente de los puntos inicial y final.

Solucién b)

Por ser el rotacional nulo, existe funcion potencial y podemos escribir:

I= f (yz +y — Vdx + (22 + z)dy + (vy + 32°)dz

f dy+8d—fdf—f — f(4)
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. 0 : . :
Identificando O_f = yz+ y —1, integrando parcialmente con respecto a x (teniendo en cuenta
i

que z e y son constantes):
f(x, v, z) =xyz + TY - x+h(y,z>
imponiendo la condicion

?:szr:chh;(y,Z) = h2)=0 = h(y2) =4

Y

de momento tenemos f(m, y,z):azyz +ay - :H—g(z); estableciendo la Ultima condicién

%:3@4—3,22 =ay+9'(2)=¢(2) =37 =g(2)=2"+C
2

Por tanto,
f(z, n z)zzyz +ay-a+2° +C
Solucidn ¢)

I:f (yz+y—1)dx+(xz+x)dy+(9:y—|—322)dz:f(B)—f(A):

AB
= f(V2.11) = (0, 2, 0) =2 +1
30 _
Dada la integral curvilinea I = f M , se pide:
- Tty

a) Determinar, si existe, la funcién potencial indicando los puntos en los que no es vélida
(puntos singulares).

b) Calcular [ alo largo de cualquier curva cerrada que no rodee al punto (0,0).

c) Determinar /a lo largo de cualquier curva cerrada que rodee al punto (0,0) recorrida en
sentido positivo.

d) Elvalorde[a lolargo del segmento rectilineo que une A(2,0) con B (0, 1) :
Solucidn a)

Si existe la funcion potencial U(m, y), su diferencial igualard a la funcidn subintegral, es decir,

oU ou —y T
dU = —doz +—dy = dr + dy =M (z,y)dz + N (z,y)d
o1 Ay Y 2% 4 2% 4y y ( y) ( y) y

Para campos vectoriales en el plano, que sean de clase C!, se verifica

oM (a:, y) B ON (a:,y)
dy O

E(z,y) conservativo < rot (E) =0 <
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oM (x,y) ON (az,y)
En este caso se verifica la igualdad de las derivadas cruzadas, = , que, ya

oy Oz

. 22
gue ambas son iguales a

(x2 + y2)2 |

El problema se plantea en el punto (0,0) ya que en él las funciones M(x,y) y N(x,y) no son
continuas y hay que tener cuidado al usar la funcién potencial.

Determinemos ya la citada funcién potencial U(z,y). Tenemos que

oUu —y —y
—sz(a:,y>= 2 > 2
Tty T
Y 1+[]
Y

e integrando con respecto de x (considerando y como constante) se obtiene

U(a:,y) = arctg% + f(y)

ya que la constante de integracion sera funcidén de y, que hemos considerado constante en la
integracion. Por otra parte:

oU \ \
o Tt WEN) s s Tl)=0 = sl)=c
Luego
U(a:,y)z—arctgz—l—c
)
Solucién b)

Se puede aplicar la funcion potencial ya que el conjunto conexo correspondiente a la curva
considerada no incluye el origen (0,0), y como al ser cerrada coinciden los puntos inicial y final, la
integral a lo largo de cualquier curva cerrada que no rodee al origen es nula, estoes I = 0.

Solucidn ¢)

Para este caso no se puede aplicar la funcion potencial ya que el conjunto conexo

correspondiente a la curva considerada si incluye el origen (0,0), pero por existir funcion

potencial, la integral a lo largo de cualquier curva cerrada que ;o qee 4| origen serd independiente

del tipo de curva que se trate (aplicacion del Teorema de Green generalizado). Asi, tomando por

comodidad la circunferencia de centro el origen y radio unidad que se muestra en la figura, si
hacemos el cambio

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria

53



54

T2 B CAMPOS VECTORIALES. INTEGRALES DE LINEA

0ar
06
0.4r

r=cost — dr = —sentdt s

y=sent — dy = costdt o

0.4F
0B
08

al sustituir en la funcion subintegral,

—ydr + zdy
T, —dt
Tty

laintegral curvilinea se convierte en la integral de la funcién unidad. Es decir,

2m 27

I=["dt=]t]" = I=2r
0 0

d) En este caso se puede aplicar la funcién potencial ya que el conjunto conexo correspondiente

alarco A B no incluye el origen (0,0); por tanto:

0" 2
de(x,y) =U,-U,=U(0,1)-U(2,0) = |-arctg— + C| — | —arctg— + C| = —0+Z
AB 1 0" 2
m
luego I =—.
& 2
31 . : o y
Evaluar la integral f yzdr + xzdy + xydz , alo largo de la circunferencia interseccién de

AB

la esfera > 4+ y> 4+ 2° = a” con el plano y + 2z = a, desde el punto A(O, a,()) hasta el punto

a
{—T,E,E], recorrida en sentido antihorario.

Solucién
El campo vectorial E(z,y,2) = y4 + 2 4+ zyk que se integra es conservativo, pues verifica

rot(E) = 0. Lafuncién potencial es f(x, y,z) =zyz+C,vilida V (x, Y, z) € R? . Envirtud del

Teorema Fundamental de las Integrales Curvilineas, se verifica

AB

aN2 a a]—f(Qa,O) a3\/§

fyzdx—i—xzdy—l—mydz: f(B)—f(A) :f[——,—,— 5
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32

1
Sea el campo vectorial E(z,y) = =i — %j . Estudiarsi E(z, y) es conservativo, indicando
4

el campo de validez de la funcion potencial, si existe. Calcular el trabajo realizado por dicho campo
para trasladar una particula a lo largo de las siguientes curvas:

e (j, lacurva cerrada de ecuacién z* + (y — 2)2 =1, recorrida en sentido antihorario.
e (), el tridngulo de vértices A(0,-1), B(0,-2) y C(1,-1), recorrido en sentido antihorario.
e (3 elarcodelaparabola y =x” +1, desde el punto A(0,1) hasta el punto B(2,5).

e (4 el segmento rectilineo que va desde el punto A(0,1) hasta el punto B(2,5).

Solucioén:

1, . C e .
El campo vectorial E(z,y) = —i— %_] no esta definido para y = 0, es decir sobre los puntos

del eje OX, ya que en sus componentes se plantearia division por cero. El campo es de clase C1
2 . . . )
V(x,y) eR —{y = 0} . Probamos si cumple la condicién necesaria para que sea conservativo,

es decir la igualdad de las derivadas parciales primeras para que el rotacional sea nulo,

1 ON 1
M=y | e =y
M) 21

y dy y’
son iguales, luego E(z,y) es conservativo V(x,y)ERQ—{y:0}. Hallamos la funcién

potencial f(x,y) , que verifica

y o1
or vy

2) ?;—%

Y Y

sustituyendo esta funcion en la ecuacién 2) se obtiene

of (z,y
-7%J=—§+y@=—§ = y@:o = AMZC )

Luego la funcién potencial sera f(:):,y) . + C, vélida V(m,y) eR’ — {y = O}
Y
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El Teorema Fundamental de las Integrales de Linea garantiza que el trabajo realizado por el
campo vectorial E(x,y) alo largo de cualquier curva cerrada en un conjunto simplemente conexo
donde el campo sea conservativo, es nulo.

En consecuencia, como las curvas C;y C» ' '
268} G
son cerradas y no tocan al ejey =0, 1
2 L 4
se verifica el |
Trabaj0:§E-dr:§E-dr:O r T
G G, o5t _
Cdédigo Matlab: .
o5t .
t=0:0.01:2*pi; Ak |
x=cos (t);y=2+sin (t);
plot(x,y); axis equal 151 C2 1
hold on ; ;
x=0:0.01:1;yl=-24x;y2=- Q._1 0 1

l*ones (size (X)) ;
plot(x,yl,x,y2)
y=-2:0.01:-1;x=0*ones (size(y));
plot(x,vy)

Las curvas C3 y Cy son abiertas. Ambas pueden incluirse dentro de un conjunto simplemente
conexo donde el campo E(z,y) es conservativo; luego, aplicando el Teorema Fundamental de

las Integrales Curvilineas, el trabajo no depende del camino recorrido para ir del punto A(0,1) al
punto B(2,5), solo depende de la funcidn potencial en los puntos inicial y final

A

45}
TrabajOZfE-dr:fE-drzf(B)—f(A)z
03 C4 il
2 L
- 1{25)- (o) = 1 e
3F
Codigo Matlab: o
Cs
x=0:0.01:2;yl=x."2+1;y2=1+2%*x%; gl
plot(x,vyl,'b',x,y2,'m") 15k
axis equal
s 0 05 1 15 2 25

33

Calcular el trabajo realizado por el campo vectorial F(:c,y) = (2x cos y,—f@eny) sobre
la poligonal que une A(2,1) con B(6,3) y luego con C(3,4).

Solucion
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El campo F(x, y) = (23: cos y,—a:zseny) es conservativo ya que

M(a:,y) =2xcosy — %—M = —2xseny
Y
N(x,y) = —2’seny — %—N = —2zseny
x
La funcion potencial es
%:2900033/ — |f<x,y):x2cosy+h<y>
g—{/ = —z’seny — —a’seny = —x’seny + h'<y> — h'(y) =0— h(y) =A

Por lo tanto, f(x, y) =2’ cosy + A

Aplicando el teorema fundamental se tiene que:

[F-dr = £(C)~ £(A) = £(3,4) - f(2,1) = 9cos4 — 4 cos]

34

Dado el campo vectorial
F(mﬂhz)::yzi%—xzj+—k

y la curva x(t) = 2cost, y(t) = 2sent, z(t) =2t,te [0, 271']. Escribe el cédigo Matlab para:

a) Dibujar la curva.
b) Representar, junto con la curva anterior, una muestra de 20 vectores del campo

vectorial sobre la curva.
c) Calcular lalongitud de la curvay la integral de la divergencia del campo sobre la curva.

Solucién

% Representacién del campo

tl=linspace (0,2*pi, 20);

x=2*cos (tl) ;y=2*sin(tl);z=2*tl;
ul=y.*z;vl=x.*z;wl=1+0*ul;
quiver3(x,y,z,ul,vl,wl)

% Calculo de la longitud

syms tt

$ds=sqgrt ((-2*sin(tt)) "2+ (2*cos(tt))"2+2"2)
ds=2*sqrt (2) ;

longitud=int (ds, tt,0,2*pi)

% Célculo de la integral de la divergencia
diver=0 % La integral es 0
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35

éSe puede aplicar el teorema fundamental de integrales de linea para calcular el trabajo

de F = (:L'y2,yz2721}2) a lo largo de la curva r(t) = (t,2t +2,t — 1) desde l‘(O) a r(l) ?

Justifica la respuesta
Solucion

Para ver si se puede aplicar el teorema fundamental, veamos en primer lugar si el campo es
conservativo en un dominio que contenga a la curva C, ya que

1 Ji k
rotF = i i i = (—2yz,—2xz,—2a:y> = (0, 0, O)
or 0dy 0z
2 2 2
xy” oyt 2w

E_01

Calcular la integral curvilinea fF -dr siendo F(x, y,z) = <yz, rz, xy) lo largo de
c

T =2cost

la hélice C de ecuaciones {y = 2sent cuando tvariaentre0Oy 2.
z=t

Solucién

El campo es conservativo ya que el rot F = 0. La funcidn potencial f (x, y,z) es

fTi:yz—>f(:v,y,z>=xyz+h(y,z)

fy':xz—>xz:xz—i—h;!(y,z)%h;(y,z):Oﬁh(y,z)zg(z)
Por lo tanto, f(m, y,z) =zyz + g(z)

le:y$—>yx:yx+g'(z)—>g'<z>:0—>g<z>:C’€R
Luego, f(x, y,z) = zyz 4+ C siendo C € R
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Aplicando, el teorema fundamental de integrales de linea
fF-dr:f(B>—f(A)
c

Como los puntos iniciales y final de la curva son

A= (x (0>,y (0),2 (O)) = (2 cos 0,2 sen0, 0) =(2,0,0)
B= (a: (2r),y(27), 2 (27r)) - (2 cos (27r>,sen(27r),27r) =(2.0,27)

el valor de la integral serd

!F-drzf(B)—f(A)zO—O:O

Nota: Este ejercicio se puede realizar también utilizando la definicion de integral de linea

21

[F-dr: QJ:F(r(t))-r'(t)dt :f(ztcos(t),ztsen(t),t)-(—2sen(t),2cos(t),1)dt:

0

= ?(Qt sen (t) ,2t cos (t) ,4 cos (t) sen (t)) . (—2 sen (t) ,2 cos (t) , 1) dt =

27

K

2m 21
—4t sen” (t) + 4¢ cos® (t) + 4 cos (t) sen (t) dt= f 4t cos (275) dt + f sen <2t> dt =0
‘ 0 0

por partes =0

cos’ (t)—sené (t):cos(Zt) 2cost Seni:sen(Qt)

TEOREMA DE GREEN

36

Estando sometida a la fuerza F(x, y) = y3i+(x3 +3)C)/2)j una particula recorre una
vez el circulo de radio 3 en sentido antihorario. Aplicar el teorema de Green para hallar el
trabajo realizado por F.

Solucion

Como se cumplen las hipdtesis del teorema de Green se puede escribir
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©
F Y
1

W = fy2d$ +($3 +3:vy2)dy = ff3x2dA
c D

siendo D el circulo de centro (0,0) y radio 3. Pasando a coordenadas polares, el trabajo realizado

es
21 3 9 2r 3
szfoQdA:fIS(rcosﬁ) rdrdd = 3ffr3 cos® 0 dr df =
D 0 0 00
2w [ 4 r=3 27
3= 20403 [ 8L cos? 9 do—
—3f 1 cos 0d9f3f4cos 0do=
0 r=0 0
271 + cos (26 0=2r
_ M3 —< )dGZ%[Q—i—sen(%)] :§7r
4 2 0=0
0
37 , . -
Una particula se mueve sobre un campo vectorial F = e™i+ 2zyj siguiendo la

trayectoria formada por el tridngulo de vértices A(0,0), B(1,1) y C(2,0). Suponiendo que inicia en
el punto (0,0), pasando por By Cy terminando en el (0,0), calcular el trabajo total que ejerce el
campo sobre la particula durante su desplazamiento.

Solucién

0.5

El campo plano F = e™i + 2xyj, no es conservativo ya que siM(w:Z/) =e", N(%?J) = 2zy se
tiene que N;; (:v,y) =2y = M;J (x,y) = ze"
Dado que la curva C es cerrada, simple y suave a trozos, el campo es de clase C*y el dominio D

encerrado por la curva C es simplemente conexo, se puede utilizar el Teorema de Green. La curva
se recorre en sentido antihorario, por lo tanto,
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§ Fedr = [[ (N~ M )da

c D

Teniendo en cuenta que el dominio D se puede describir mediante franjas horizontales

la integral para calcular el trabajo total:

1 2—y

9C§F.dr——fo(N; —M;)dA——fo(2y—er)dA——ff(zy—xe“’y)dxdy

0y

El cddigo Matlab es

sSyms x y
Il=int (2*y-x*exp(x*y) ,x,Y,2-Y);
I2=int(Il,y,0,1);
trabajo=-double (I2)

%$Solucidén: 0.8261

Nota: También es posible calcular el trabajo utilizando la definicién parametrizando los tres
segmentos que componen C.

38
Utilizando obligatoriamente el teorema de Green en el plano, evaluar la integral
1 B
gg (y —senz)dz + cos xdy ,
C
0.51
siendo C el triangulo de la figura.
0 - A
0 w2

Solucién

El campo vectorial
E(x,y) = (y —senx)i + cos xj

es de clase C! en todo el plano. Aplicando el teorema de Green, se obtiene el valor de la
circulacion del campo vectorial E(x,y) en sentido antihorario

fﬁ‘ (y—senx)dx—l—cosxdy:ff acosx_6<y—senx) A:ff(—senx—l)dA
A g Ox y J

luego la circulacidon en sentido horario sera
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gg —senz)dx + cos zdy = —ff —senz — 1)dA fm (senx + 1) j;wﬂ dydx

c

. . - 2 .
La recta que une el origen con el punto B tiene por ecuacion y = — x, como muestran los limites
T

i 2 /2
de integracién. Integrando respecto de vy, resulta I = —f x(senx —I—l)dz. Integramos por
mTdo

partes la primera funcion,

/2 U=z — du=dzx /2 /2
I1 = f T sen xdr = = [—x cos m] + f cos zdr =
0 dv =senzdxr — v = —cos x 0

/2
= [—xcosac —i—senx] =1

2 w2 2] 1
I:—{1+f a:dx}:—1+—
T 0 T 2

2
™ 2 7
2

39

Aplicar el teorema de Green en el plano, comprobando previamente que es posible, para
evaluar la integral L = fﬁ E-dr, siendo E(z,y) = (y —2%")i + (cos(2y*) — x)j; lacurva C

es el rectangulo de vértices (0,1), (1,1), (1,4) y (0,4), recorrido en sentido antihorario.

Solucion

El campo vectorial

E(z,y) = (y — 2"€")i + (cos (2y°) — 2)]
es de clase C! en todo el plano.

Aplicando el teorema de Green, se obtiene 2y

O (cos2y’ —z) O (y—a2’e"
f — 2%e")dz + (cos 2y’ — z)dy = ff ( 8y )— (ya ) A=
z Y

:fo —2)dA:—2(drea Q):—6 Q

40

Calcula el trabajo del campo F(:Jc, y) = y2z*i—y%j alolargodelacurva Cqueesunién de

lacurva z? +4* =25 con z < 0 y el segmento del eje vertical que va desde (0,-5) a (0,5).

Solucion
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Formal

El campo F(az, y) = yzli— y2j no es conservativo ya que llamando M(ac, y) = ya?, N(L y) =y’

se tiene que

N (m,y) =0=22=M (Ly)

T y

La curva C es cerrada, simple, suave por partes y recorrida en sentido positivo (antihorario)

A= 5)

=59
B = (0, -5)

Aplicando el Teorema de Green, y considerando D el dominio encerrado por la curva C,
1 1 2
W:ff[NT (m,y)—My (I,y)] dA:ff—w dA
D D

Utilizando coordenadas polares para hacer la integral doble

3/2 5
W= f ffr3 cos® 0 drdf

/2 0

El codigo Matlab para calcular la integral es la siguiente,

syms r t

w=int (int (-r"3*cos (t)"2,r,0,5),t,pi/2,3*pi/2)
double (w)

$w=—-625pi/8 (-245.4369)

Forma 2. Parametrizando la curva como unién del arco de circunferencia y el segmento de recta

3
CIE x = 4cost t e g,?w 025‘:10?0 te[—5,5}
y = 4 sent y=t
se tendra que
[Fear= [F-ar+ [Foar
c c, c,
3m/2 3m/2

fF-dr: f M(5cost,5sent)m'(t)dt+ f N(5cost7556nt)y'(t)dt
C /2 /2

J‘F.dr:}SM(o,t)xl(t)dt+]5N(o,t)y'<t)dt

El cddigo Matlab para calcular las integrales es el siguiente,

syms r t
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x=5%*cos (t);y=5*sin (t) ;dx=diff (x);dy=diff (y);
Il=int (y*x"2*dx-y*2*dy, t,pi/2,3*pi/2)
x=0;y=t;

I2=int (-y"2,t,-5,5)

I=T1+1I2

Nota. La opcién b) de la prueba pedia integrar sobre la siguiente curva en sentido negativo
(horario).

A= (0, 5%

-5 6
B =(0, -5)

Sise utiliza el teorema de Green habra que tener en cuenta esta orientacién ya que en el teorema
se considera que la curva debe recorrerse en sentido positivo.

41

Considerar la curva C delimitada por la parabola y = 2’y la recta y =1 recorrida en

sentido positivo. Dado el campo vectorial F(z,y) = a:Qyi+(:r2 —|—y2)j, se pide calcular la
integral de linea del campo F .
Solucién

El campo no es conservativo

M=z N=z*+¢ N;:2x¢x2:M;

Como la curva C es cerrada y simple, el campo F es de clase C1 y C encierra un dominio
simplemente conexo, se puede utilizar el teorema de Green. Considerando D el dominio

encerrado por C se tiene que
$F-dr= [[ (N~ |aa
c

1 1

gch-dr:\1[1]‘(2x—z2)dydx=f(?z—xQ)(l—IQ)dzv:f(Qx—2x3—x2+z4)d:1::—%

z? -1 -1

E 01

2
Calcular el valor de la integral fydx—f—eheny dy, siendo C la circunferencia
C

2
(:1: — 1) + y2 =1 recorrida en sentido horario.
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Solucion

Comprobando que se puede utilizar el teorema de Green (ver apuntes), llamando D al interior de
la curva cerrada C del enunciado y siendo M y N las componentes del campo, se cumplird

[ Mdz + Nay =~ [ (N, M, ) aa
C D

Hay que hacer notar que el signo menos se debe a que la curva se recorre en sentido horario. Por
lo tanto,

fyd:r + ™M gy = —ff(O — 1) dA = area(D) =7
C D

Material de consulta

Libro Interactivo. Parte Il Capitulo 6.

Laboratorios y Unidades didacticas con videos explicativos:

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion multiple.html
Autora: Elena E. Alvarez

Calculo llI. Gilbert Strang y Edwin Herman. Publicado bajo licencia CC BY-NC-SA 4.0°
https://openstax.org/details/books/calculus-volume-3

> Las imagenes con marco color rojo estan tomadas de este libro.
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