Tema 1B Grado en Ingenieria Mecanica

FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

DEFINICIONES BASICAS

n Primeros conceptos

Una funcidn real de variable real es una correspondencia entre dos conjuntos de niimeros reales
de forma que a cada elemento del conjunto inicial D (variable independiente) le corresponda un
Unico elemento del conjunto final (variable dependiente).

f:D—R
o= f(a)

Al conjunto D se llama dominio de la funcién y al conjunto de todos los valores imagenes de
elementos de D se [lama rango de la funcién.

Si f es una funcién con dominio D su grafica consiste en el conjunto de puntos del plano
siguiente:
{(a:,f(x)) /x € D}

n Operaciones entre funciones

Las funciones pueden sumarse, restarse, multiplicarse y también dividirse cuando el
denominador es cero,

e =slsa) 6 =sClst) (=2 st -

Composicién de funciones: (f o g)(x) = f(g (x)) . El dominio de la funcién compuesta f o g estd

formado por los puntos del dominio de g para los que g(a:) esta en el dominio de la funcién f .
L X 1
|

o o) —

Transformaciones elementales

Traslacién vertical

e i(g00)

Conocidala graficade y = f (:z:) , se puede obtener la grafica de

Y= f(x) + k haciendo una traslacién vertical de k unidades.

e Sik>0 la traslacion sera hacia arriba

e Sikco latraslacion sera hacia abajo.
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Traslacion horizontal

Conocida la gréfica de y = f(a:), se puede obtener la gréfica de

Y= f(:z: + k) haciendo una traslacién horizontal de k unidades.

e Sik>0 la traslacion sera hacia la izquierda

e Si k<O latraslacion serd hacia la derecha.

Simetria respecto al eje
OX

Conocida la graficade y = f (w) , se puede obtener la grafica de

y=—f (:c) haciendo una simetria respecto al eje de abscisas.

Simetria respecto al eje
oy

Conocidala graficade y = f (x) , se puede obtener la grafica de

y=1f (—x) haciendo una simetria respecto al eje de ordenadas.

Escalado o
dilatacion/contraccion
horizontal

Conocida la grafica de y = f(x), se puede obtener la grafica de

Yy = f(ax) haciendo un cambio de escala en el eje OX.

Escalado o
dilatacion/contraccion
vertical

Conocida la grafica de y = f(x), se puede obtener la grafica de

Yy = kf(x) haciendo un cambio de escala en el eje OY.

Clasificacidon de funciones

Las funciones elementales se clasifican de acuerdo con el siguiente esquema:

Funciones

. Enteras (Polindmicas)
. Racionales
Algebraicas

Fraccionarias (Racionales)
Irracionales
Trigonométricas
Trascendentesy Exponenciales

Logaritmicas

e Funciones algebraicas son aquellas en las que la variable z estd afectada de las
operaciones de adicidn, sustraccién, multiplicacién, divisién, potenciacidon de exponente

racional.

e Funciones polinédmicas (o racionales enteras) son de la forma:

n 2
f)=a2" +...+ax +ax+a, |,

a ,.--,a,a,a €ER , neN

e Funciones racionales (o racionales fraccionarias) son cociente de dos funciones

polindmicas:

) 2
aﬂx" +...+ a2 +az+a

b bt +ba b,

f(x)

e Funciones irracionales. Cuando la variable independiente aparece bajo el signo radical o
elevada a exponente racional no entero:
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f@) =z’ +4 , gx) =%

e Funciones trascendentes son aquellas que no son algebraicas:

sen 3z —tgx s
fla) = ————, gla)=€"", h(x) =log (" — 1)

COS T
Simetria de funciones

Una funcién f es simétrica respecto del eje de ordenadas (funcidn par) si verifica:
f(z) = f(~2), Yz € Dom f
Una funcién f es simétrica respecto del origen de coordenadas (funcién impar) si verifica:

f(z)=—f(-z), Yz € Dom f

n Funciones periddicas

Una funcién f es periddica, de periodo T siendo T > 0 si verifica:
f(:erT):f(x) , V z € Dom f

Llamaremos periodo principal de la funcién al menor valor positivo T que verifica
f(x + T) = f(a:) YV x € Dom f . Es facil ver que si T es periodo también lo serd cualquier

multiplode T'.

Funciones inversas

La funcidn inversa de una funcién inyectiva f en un dominio D es una funcién que se denotara

por f~' que cumple

Vye€lImf f'(y) ==z siendo f(x)=y

+x 1
1

f(x) — \—wa

Una funcién y su inversa verifican las siguientes propiedades:

1. La composicidn de ambas es la funcidn identidad

(o o) ={s o)) = )=
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2. Las gréficas de [ yde [, referidas al mismo sistema de coordenadas, son simétricas

respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

f(x)=log(x)

Dom f' =1Im f Im f' = Dom f
3. Sif (x) es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, su inversa gozara de la

misma propiedad.

Ejemplo: La funcidon f(:z:) = ¢’ tiene por funciéninversa f '(z) = \/;, ya que se verifica:

ros )= s(fe) = (o) =i £resle) =1 )= =

n Descomposicion en fracciones simples de funciones racionales

Se llama funcidn racional R(z), a toda funcién en la que sdélo se efectiian con z las cuatro

operaciones racionales. Cualquier funcién racional puede expresarse como cociente de
polinomios:

En el caso de que Grado Q (x) > Grado P (x), para descomponer en fracciones simples se debe

descomponer Q(z) en factores irreducibles. Suponiendo que Q(x) no tenga raices complejas

multiples se podra escribir:

Q(ZL’) = (m—xl)m‘ (:r —x2>m2 (:1: —avq)m” ‘[ale + b+ cl}n-[ajwz +bz+c,

Ve 2 2 - -
donde T, ,,..., T, SON raices realesy az” +bz +c,..., ax +b_7,:z: + ¢, son polinomios

cuadraticos con raices complejas.

La descomposicion en fracciones simples en este caso sera:

P 4 A A B B B

2

Qz) (=) (v-s,)
az+ ox + ar+ 3

21 ﬁl + 22 ﬁQ _|_..._|_21—1

a,x —i—blfv—i—cl a,r —|—me+02 a,r +b]m+cj
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FUNCIONES ELEME

NTALES

n Funciones exponenciales y logaritmicas

y=a*
(0<a<1)

Yi y = log,x ¥i ¥y = log, x
a1 0<a<l
ol / x 0 x
n Funciones trigonométricas
Yi Yi Yi ¥y= tan x
¥ = sen v ¥ = COS8 X i i
14+ | | |
T 2m /\ /\ | | 2
\_/ * v/ 2mx ViRV
e ~1t | I
| I
I I
n Funciones seno y coseno
y:asenk(m—b) (k>0) yzacosk(a:—b) <k>0>
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¥ - Yi

a T o T
2w
/\ h+? \ /
b \/ x b \/ 2w X
-‘J"l'—r
1 : a -

a _
<— Lin periodo —= <— Un perfodo —=

amplitud: ‘a‘ periodo: 27 / k desfase: b

n Gréficas de funciones inversas trigonométricas

Yy =arcsenx Y = arccosxr Yy = arctgx
ya Y

ot T

! 2 —

N -
N

DEFINICION DE DERIVADA. REGLAS DE DERIVACION

Definicidn de derivada

fe) - 1(a)

r—a

La expresion se denomina cociente incremental de f en el punto a para un valor
de Az =z —a.

Esta expresion representa la pendiente de la secante a la gréfica de la funcién f que une los

puntos (a,f(a)) y (x,f(x)) = (a + Aa;,f(a + Ax))

,"" ' %

Qx, flx))
— flx) — fla)
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Definicién (Derivada).- La derivada de una funcién y = f (a:) en un punto a es el limite del

cociente incremental, limM = lim / (a Al Am) —/ (a)
z—a T —a Az—0 Az

Este valor representa la pendiente
de la recta tangente a la grdfica de

f en el punto (a,f(a)). Se denota

por 1(a) 6 (a) ¢ 2L (a)

T dx

tgar— lim f(a—i—Ax)—f(a)

/ / x Az—0 Ax

Si una funcién f es derivable en el punto a la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la

AN

funcién en el punto (a,f(a)) es y= f(a) + f'(a)(x — a) . Si f'<a) = 0, la ecuacion de la recta

f'<a)<x—a>.

m Reglas de derivacion

REGLAS DE DERIVACION f=f(z),g=9g(z), acRr

normales y = f(a) —

Producto por un ndmero (a-f)' =a-f
Sumay resta (f+9)=F+g' (f=g)=r-g
Producto y cociente (f'g)'zf"9+f'9' [i] :—f'-g—Qf-g'
9 9
Composicién {f(g(a?))}' = f'(g(:c)) : g'(a?)
. ., Y 1 »
I!?f/rel\rlse:ia de la funcién (f ) <x> _ f'_(y> con f (x) —y

Regla de la cadena

Siy= f(u) es derivable en g(:z:) yu= g(x) es derivable en z, entonces la funcién compuesta

y=(fog)(z)= f(g(a:)) es derivable en X, siendo la derivada

(o 9){z) = lofa))se)
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L - o d dy d
que se puede expresar también con la siguiente notacién &9y _ %y 3
dr  du dz

La dependencia de unas variables respecto de otras se puede indicar mediante un diagrama de

dependencia, que para este caso serfa: y ——— u——- X
TIPO FUNCION DERIVADA
y:$a y/:a'xafl
y=7(a)] v =alf(z)] " s(e)
Tipo potencial y=a y' = :
AVK
-~ Jro) )
21 (2)
y _ e'T’ y/ — el’
y= ot y=c"f'(x)
Tipo exponencial
y=a" y=a"-loga
y= o' y=a". f'(z)-loga
;1
y=logx Yy = -
y =log f () y' = /(z)
()
Tipo logaritmico y=log = 11
y = log, f<$> 2 loga
1) 1
Y f(x) ‘loga
y =senx "=cosz
Tipo seno y=sen(f (x)) y = 1'(x)cos 1 (x)
y=cosz y' = —senz
Tipo coseno y = cos (f(:c)) o = —f'(z) - sen (f(:c))
y=tgz = 12 =1+1g°x
Tipo tangente o
1
y=s(s(e) =
y = cotgx y’ = _21
Tipo cotangente e
y = cotg(f(z)) — f'(«)
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TIPO FUNCION DERIVADA

Y = arcsen y' = \/1i7

r 1 /

y= arcsenf(a:) Yy —r (1:) f (m)

Yy = arccos x / _1

Y= arccosf(:c) ¥y = ?
Funciones arco

V=1l
1—£(s]
y = arctgx ) 1
y = arctg £ (2) V=

n Derivada de la funcién implicita

Cuando la funcién viene dada en forma explicita, es decir, de la forma y = f(x) calcular la

derivada de f se reduce a aplicar la definicién o alguna de las reglas de derivacion estudiadas.
Sin embargo, muchas veces una funcién viene dada a través de una ecuacién de la forma
F(m,y) = 0 en la que no es fdcil, o resulta imposible, obtener explicitamente y en funcién de

X. Este tipo de funciones reciben el nombre de funciones implicitas de una variable.

Definicién (Funcién implicita).- Una ecuacién de la forma F (x, y> = 0 define a la variable
y como funciénimplicita de x, enunentornode (z,,y, ), siexisteunintervalo D centrado

en 1z, de forma que, para todo X en D, existe Y= f (X) tal que se verifica
F(x,f(a:)) =0.
Para este tipo de funciones se debe proceder de la siguiente manera para obtener la derivada
de y respectode z:

1. Se derivan ambos miembros de la expresion con respecto a z, aplicando la regla de la
cadena, teniendo en cuenta que y es funciénde z.

2. Se despejala expresién @

dz
Por ejemplo, si se considera la funcién dada mediante z’y* + y° — 3z —5 = 0 se tendra:

3. Derivando ambos lados de laigualdad y aplicando la regla de la cadena suponiendo que
y es funcién de z
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3%y + 23&/@ + 8y’ dy _ 3=0
dz dz

4. Despejando

dy _ 3-— RYTS
de 22y + 8y’

n Derivada de la funcién inversa

Siy= f(x) es una funcién inyectiva y derivable en X y ademas f'(a:) = 0, entonces la funcién

inversa, f ', también es derivable en y = f(:z:) , verificandose

) )= -

f(x) — \—wa

Derivada enésima

Siy= f(x) es derivable en un dominio D queda definida la funcién derivada:
f'":D—R
v = f'e)
Si esta funcién f‘(:;:) a su vez es derivable se puede calcular su derivada, <f'>‘(x), que recibe

. d’
el nombre de derivada segunda. Se denota, f" (x) = d—g
X
Este proceso puede continuar y se tendria la derivada de orden N o derivada enésima que
consistiria en derivar la funcion n veces. Si la funcién es y = f (:1:) se denotard:

£ (a)=
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FORMULA DE LEIBNIZ (Derivada enésima de un producto).-Si f y g son derivables hasta

el orden n entonces la funcién h(;z:) = f(x)g(a:) es derivable hasta el orden N y ademds

(o) =(0)" 0) =

Nota 1

El factorial de un ndmero natural n se define como

n'=n-(n-1)-(n-2)-..-3-2-1

0l=1
Por ejemplo,
11=1 21=2.1=2 3!=3-2-1=6

41=4.3.2.1=24 51=5.4.3.2.1=120 6!=6-5-4-3.2.1=720

Se cumple que N!'= n-(n—l)! neN

Nota 2

Los niimeros combinatorios se definen como

) n!
Co _[m]_ m!(n—m)!

siendo n un numero naturaly 0 <m <n

El nimero combinatorio C,m representa el nimero de grupos distintos de m elementos que
se pueden formar a partir de n objetos, de forma que cada grupo se diferencie de otro en
algiin elemento (combinaciones de n elementos tomados de m en m).

m Recta tangente. Aproximacion lineal

Definicién (Diferencial).- Sea y = f (:c) una funcién derivable en un intervalo abierto que
contiene al nimero X,

- La diferencial de x es igual al incrementode z, Az = dx

- La diferencial de y se define como dy = f' (a:) dx

Interpretacion geométrica: La diferencial de y para un incremento de z, Az =dx, es

igual al incremento de la ordenada de la recta tangente correspondiente a ese
incremento de .

11
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¥ .
£/
A
dy 4
P i
— | dx=Ax |
I 1
i i
1 ]
A | :
x xthx x

Diferencial segunda

d*y = d(dy) = d[f'(x)de] = df (z)]dz + f’(x)[d(dx)} -
— [f”(a:)da:]da: + fl(z)d’z = f”(x)(da:)2 + f'(2)d’z

Aproximacion lineal. Consideremos la grafica de una funcién y = f (:z:) derivable en el punto a

. Si dibujamos la tangente en el punto (a, f (a)) vemos que para valores x préximos al punto a,

los valores que toman la ordenada de la recta tangente y la funcién casi coinciden. Diremos por
ello que la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de fen el punto a es una linealizacion

(aproximacién lineal) de la funcién en ese punto.

Teniendo en cuenta que la ecuacion de la recta tangente en el punto (a,f(a)) tiene por

pendiente f’(a) se tendrd que su ecuacion es:
y=flo)=fla)fe—a) = v=Ffle)+Fla)(z—a)

La expresion L(g:) = f(a) + f’(a)(:z: — a) se denomina linealizacién (aproximacion lineal) de

fena

fle) ~L(e)=fla)+ s {a)(w—a)

Leg=fa)+(a) (x-a) +
' L(x)-f(a)=F(a) (x-a)

f(a) ¢




Ejercicios propuestos

- (a) Para ¢ (m) = l, encuentray
x
olo+ 1) ofo)

h

(b) ¢Cual de las siguientes expresiones son
funciones y por qué?

simplifica

2

y=—2zx+7 Yy =z

y=1a"+4zr—1 z=2
(c) Determinar el dominio de las siguientes
funciones

Ji(x):\/2—x—x2 é(x)z]og(af—Z)

o5 +1
L) =+l )= s
(o) = 2
u Dadas las siguientes funciones
©) fla)=—— (z=2)

(b) f(z) = Gl (z=-1)

(O f(z)= COS%-F cos%

(d) f(z) = cos10z + cos(10 4 )z

(@) fla) = 1ong] @=1
z—1

) f2) =2 — (=-1)

Se pide:

1. Obtener su dominio.

2. Calcular el limite en 2 = 0, o enlos puntos
indicados.

Estudiar la continuidad en R .

4. Estudiar las simetrias, y la periodicidad.

w

- Dibujar de forma aproximada la gréfica
de las siguientes funciones elementales e
indicar si se trata de funciones pares o impares:
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a)y=2"—4z+6 b)y:—arctg(fv)

C)yzcos(—x) d) y=—tgz
e)y=e"45 f) 2y = -9
g)y:($—1)2 h) y=1+logx
)y=~z-1 Dy=-—~z+3
Wy=1-z Dy=2143

T
m)y:|x+3| n)y:Ch:zzze te
i) y:Sh:c:e —c

2

ili i
Utilizando las transformaciones

elementales y conocidas las graficas de las
funciones elementales, representar las graficas
de las funciones siguientes:

fl(x)zlfe’z

x log(:c— )—1

Pemay

T :3sen< xfw>+2

£ (2)=
s ()
(x) = [ ] (&) =2+ aretg 2)
() =

(ITCSQH( )

SH S

X

2

Dada la funcién f(z) = M .Se

(@—1)
pide determinar y representar su dominio. ;Se
podria asignar a f(x) algun valor en los puntos
de discontinuidad para que f sea continuaen
elintervalo (0,%0)?
Solucidn:

Dom f = <O7 oo) — {1} =R* - {1} .Se puede
redefinir f (ac) para que sea continua en (O,oo)

Asignando f(1) = 1, se evita la discontinuidad de
f(x) en el punto x =1.

n Analizar la continuidad y derivabilidad

de la funcidn y representar su grafica
f(ac) = |2’ —4‘—|a:+2|+1.

13
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Solucién: f(a:) es continua VX€ R yes

derivable Vz € R — {—2, 2}.

—3

7
- Sean las funciones f (x) =2 +ar+b

y g(az):xs —c con a, b, c€ R. Se pide:

1. Determinar la relacién entre los pardametros
a, by c paraque las graficas de las dos

funciones se corten en el punto (172).

2. Determinarlos valoresde a, b y ¢ para
que cumpliéndose las condiciones
anteriores, las funciones f(x) y g(:c)

tengan en el punto (1,2) la misma

tangente.
Solucién:

n Realiza los test de repaso de

conocimientos previos
1. Funciones elementales
2. Funciones

n Calcular la derivada de las siguientes funciones:

4
1.y =3 y' = %(31}2) 5. (6z) =
2. Y= 53174

logy = (3z —4)logh —

6x 6

N

ly’ =3logh — y' =5""(3logh)
Y

247
_ 2 r_
3. y=log(z” + 7x) =
" +Tx
4 Y =12 COSZ y' =2rcosz — 2’ senz
5. y = cos3z’ y' = —6z sen 3z°
6. y=tgTz y = ——
cos’ Tz
También se puede resolver aplicando la derivada del cociente a la funcion y = Sen ;I .
COS (X
21° , Ax(x® —1)—22°(32%) 22" —4x
7_ y = 3 y = =

= 1 (ﬂ:d _ 1)2

(" -1
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/1 2
8. y =3 w (Sugerencia: utilizar derivacion logaritmica)
1—sen2x

Se toman logaritmos, logy = élog(l + sen2z) — %10g(1 — sen 21)

Se deriva,
y' 1 2cos2z

Y 751+sen2x 31—sen2z 7gl—sen2 2  3cos2z

; 4 3/1—|—s0n2x
Y 3cos2z \1—sen2zx

l 2cos2z 4  cos2x 4

9. yz\[x—}—x/:z:—l—\/;

, 1 L ]: NNz +r + 2V +1
2\/:17—1—\/:10—#\/2 2\'37"‘\/; 2o 8\/;-\/x+\/;~\lx+\/x+\/;
1
10. Y

B log(ajm + 2:0)
y = {log (a:l/z + 21’)}71

!

y'= f{log (xw + 2:10)}72

1+ 4z

L l$71/2 +92
z? + 2212

Q(x + 21:\/;)

n (2) Deduce la expresién de la derivada

de las siguientes funciones inversas:
f(:r) = arctgz g(x) = arcsin (:1:)
h(:z:) = ar cos (m)

(b) Dada las funciones fy g derivables se
considera la funcién h(x) = f(ng(x)).
Calcula h'(2) sabiendo que: g<2) =1,
()2, 7(4) =3, 1°(3) = 4

n Hallar de forma aproximada los

siguientes valores, utilizando la aproximacién
lineal

(a)  1log(0.9) (b) e

(c) 370 ()  ¥s02

Solucién: (a) log(0.9) ~ —0.1
(b)  e“=~14 (c) Y70~4.125

(d) Y8102 ~ 2+ &305 ~ 2'0016667

2

log (\/; + 21:)

H La arista de un cubo es de 6 cm, con

un error posible de 0,05 cm. Si se calcula el
volumen del cubo a partir de esta medida, se
pide:

a) Estimar, utilizando aproximacion
lineal, el maximo error posible en
el cdlculo de dicho volumen.

b) Expresar el error estimado en el
apartado anterior como porcentaje
del volumen del cubo.

¢) Paraunaaristay un error de
medida dados, ;Qué relacién hay
entre el porcentaje de error del
volumeny el de la arista?

1
Un estudio del medio ambiente de

cierta comunidad suburbana indica que el
nivel medio de mondxido de carbono en la

atmdsfera es de C(p) =4/0,5p> + 17 partes
por millén cuando la poblacién es p miles de
personas. Se estima que, dentro de ? afios, la
poblacién seré de p (t) = 3,1+ 0,1£> miles de

15
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personas. ;Cudl serd la tasa de variacién del
. o ac
nivel de mondxido de carbono, = con
t

respecto al tiempo dentro de tres afios?
Solucién: 0,24 partes por millon [ ano

14
- Un cohete es lanzado en direccion

vertical y rastreado por una estacién de
observacién situada en el suelo a skm de Ia
plataforma de lanzamiento. Supén que el
angulo de elevacidn de la visual hacia el
cohete aumenta a razén de 3grados/seg

cuando & = 60°, Calcula la velocidad del
cohete en ese momento.
Solucién: 12007 km / h

n Calcular los angulos que forman al

cortarse las  curvas definidas por
Ay —dr=1 2 +y+2y=9
)

T

Nota: El dngulo que forman dos curvas es el
angulo determinado por sus rectas tangentes.

7 ml mQ

Se puede calcular asi tga = |———=| donde
+ mlmZ

m1y m2 son las pendientes de las rectas
tangentes a ambas curvas en el punto de
interseccion.
Solucidén: Hay dos puntos de corte entre las
dos curvas, los puntos (1, 2) y (3,-2). El dngulo

™
que forman al cortarse vale: o« = —. Este
4

angulo es el mismo en los dos puntos de
interseccién de ambas curvas.

n Hallar las ecuaciones de la tangente y

de lanormalala curva

42° —3xy® + 62" —5zy — 8y’ +9r+14 =0
en el punto (—2, 3)

Representar con Matlab las gréficas definidas
por las ecuaciones de los apartados

anteriores, en un entorno de los puntos
dados.

Solucién: Recta tangente: y — 3 = —%(m + 2)

_ 2
Rectanormal: y — 3 = 5(:1? + 2)

-6

17
- Determinar los puntos de la curva

y* = 8z cuyas distancias al punto (6, 0) sean

minimas.
Solucién: Los puntos son el (2,4) y el (27—4) .

La distancia minima es 4\/5.

n Se quiere fabricar latas cilindricas para

bebidas refrescantes, de 200 cm3 de
capacidad, utilizando la minima cantidad
posible de material. Indicar las dimensiones
(radio de la base y altura) que garanticen la
minima superficie.

Solucién: El radio de la base y la altura de la
lata que hacen minima la superficie son

radio = ,SI@ cm; altura= 2- 43/@ cm;
™ T

superficie minima = 6- 3100’7 cm2.
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Ejercicios resueltos

CONCEPTOS BASICOS DE FUNCIONES

Determinar cudles de las siguientes curvas son las graficas de una funcién y

dependiente de z en las proximidades del punto A sefialado en la figura. Justifica la
respuesta

ST bk TN

Las dos primeras figuras representan curvas en las que en un entorno del punto A se define
una funcién y dependientede z.

Solucién

Si f (z) es una funcién de una variable definida en el conjunto de los nimeros reales,

équé relacion tiene la gréfica de f (m) y la de la funcién g (m) = f(:z: + 3) +4?Hazla

representacion de estas dos funciones cuando se considera f (a:) = sen (z) .

Solucién
La grafica de g es la grafica de la funcidn f trasladada horizontalmente 3 unidades a la izquierda

y 4 unidades verticalmente hacia arriba. En el caso de que f(x)=sen(x) las graficasde fy g

aparecen representadas en la siguiente imagen:

5

~

/ NREED) .
. e /d S
AT N ® (avama N

.//

\ 3 0 - W ;
ot ]

17
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Aplicando transformaciones elementales a las funcion trigonométrica adecuada,

representar la grafica de la funcién f (:1:) = 3sen (4:1: — 71') +2.

AWANAWAN
JRVAVERVAY

A ANAN
V VN VA

Solucion

Yy = sen <4a:)

y = sen (4.T — 7r) = —sen <4x)

y = 3sen (4:13 - 7r)

VRV

yz33@n(4x—7r)+2

4

Determina el dominio, simetria y periodicidad de la funcién f(a:) = sen 3z + ‘sen 33:‘ .

Representa su grafica.
Solucién
B 2sen (3m) St sen (3:1:) >0
f(:c) o St sen(S:L’) <0

Como
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86n(3$)>0:>0+2k7T<3l‘<7T+2k7T=>2kT7T<I<L32k7TkeZ

La grafica de la funcién serd la que se muestra en verde en la figura siguiente:

T2

Se trata de una funcién cuyo dominio es todo el conjunto de los nimeros reales, R, no tiene
simetria ni par ni impar:

f(—x) = sen (73:13) + ‘sen (—3x)‘ = —sen (31:) + ‘sen (3:1:)‘

Es periddica de periodo T = 2?77

f x—|—2—7r =sen |3 1:+2—7T +|sen |3 :L’—‘r2—7T =
3 3 3

= sen (3:1: + 27r) + ‘sen (33: + 271')‘ = sen3z + ‘sen 3:1:‘

Considerar la region sombreada

AN\

a. Expresa el drea de del tridngulo representado en la figura anterior en funcién de «,
A =f(a) , cuando « e[O,;r]. Nota: 10m es el radio de la circunferencia.
b. Haz una representacidn gréfica de la funcién yzf(a) en el intervalo [0,7[] a partir de la

grafica de la funcién seno.
c. Escribe las instrucciones Matlab para hacer la representacién de la funcién area en el

intervalo o E[O,ﬂ'].

Solucién

(a) Eldreadel triangulo es A :M. Si a e‘io,%} se tiene que:

19
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_altura

En consecuencia funcion area sera:

f(o:) _ 10senax10cosa

=50 sena cosa=255en(2a) siae[o,g}
A=

f(r-a) siae[%,ﬂ}

(b) Haciendo una contraccién horizontal de la gréfica de sen(x) de razdn 2, se obtiene

la de la funcién sen(2x) que es periédica de periodo 7z

sen (2 r)
Mediante una dilatacidn vertical se obtiene la grafica de la funcion 25$en(2x)

20

[

La grafica de f(?Z'—X) es el resultado de hacer un reflejo respecto al eje Y junto con un

o
=l

desplazamiento de 7 unidades (su periodo). El resultado se muestra en naranja

204

=20

La funcidn area, A(a), en el intervalo a € [0,7[] es la siguiente

204
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(c) El cédigo Matlab pedido es:

t1=0:0.01:pi/2;
t2=pi/2:0.01:pi;

% £ en el intervalo [0, pi/2]
f1=25*sin(2*tl);

% ¥ en el intervalo [pi/2, pi]
2=25*sin(2*(pi-t2));
plot(tl,fl1,t2,¥2)

CONCEPTO DE DERIVADA. DIFERENCIAL

6 > 2
Dada la funcién f(x)::x —z+3
a. Determinar sila funcién es inyectiva justificando la respuesta.
b. Calcular la diferencial en el punto z = 2 y representa la gréfica de la funcién
junto con la diferencial en el punto x = 2 para dz =1.
Solucién

a. No esinyectiva porque es una pardbola.

' J

%

X X,

b. Ver apuntes para ver la interpretacion grafica de la diferencial.
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7 (a) Dada la funcién f(a:) =+1—1z, se pide Calcular el valor aproximado de \/_
2
utilizando la diferencial primera en el punto o.

(b)Para aproximar el valor de «/5, se utiliza la recta tangente a la funcién f(z) = Jz enel

punto b =1 y se obtiene Ja ~1.05. (Cudl serd el punto a?
Solucién

(a) Como f(x) =

1
T cuando x=1/2, la aproximacién pedida es:
2

jng[%]%f(o)w'(o)[%—o]

se concluye: Lzl
Y
(b) Se tiene que
1
b+h)= f(b "(b)h siend "o)=
f(b+h)~ f(b)+f'(b)h siendo f'(b) T

\/E%\/I—i-l(a—l):1.05:>l(a—1)20.05:>a:1.1
2 2

8

1
Se considera la funcién f(x) = \/7 Calcula para esta funcién la diferencial en
142

a =0 e Az = 0.5. Haz un bosquejo de esta funcién y representa el valor obtenido.
Solucion

2. Ladiferencial es:

P(a, fa))
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Nota: Para que se vea mejor la grafica se ha considerado un incremento de valor Az = 3.

9

¢Qué precision debe de tener la medida del radio r de una esfera para calcular
el area de su superficie dentro de un 1% de su valor real? (Superficie de una esfera:

Axr?)
Solucion

Sea Ar el error en la medida de r. Sea AS el error en la medida del area de la
superficie, correspondiente al error Ar.

Sabemos que,

‘AS‘ < L5’ = L47r7"2
100 100

La aproximacion lineal de AS es

AS = d—SAr =87xrAr
dr

Expresando la condicién del enunciado se tiene,

mrAr| < dmr & |Ar <_7’ =—r
‘ ‘— =
200

r
100

10

Calcular, utilizando la definicién de derivada, una aproximacion de sen(155°).

Solucién

mrad 31 . . — .
—= gmd, se tiene, a partir de la definicién de derivada, que
180

Como 155°

~ — %—W = sen ﬁ ~ 0.43633
36 36

23
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REGLA DE LA CADENA

1

Un punto en el plano se mueve a lo largo de la curva de ecuacién y = ,/sen’ (z) +1,

de manera que la abscisa respecto al tiempo t es z = log (2t — 1) . Calcular la variacién de la

d
ordenada respecto del tiempo, d_zt/’ cuando ¢t =1.

Solucién

Aplicando laregla de la cadena

dy _dyds (1

-1/2 2
—(sen% + 1) 2sens cos a:]

2t —1

dt  dedt |2

Cuando t =1, z =log (1) = 0 luego sustituyendo en la expresidn anterior se tendra:

W _g.9-¢
dt

12

Sea g(ac) = f(sen x), sabiendo que f'(O) = 0 calcular g'(ﬂ'). Comprobar ademas el

resultado obtenido para una funcién f concreta.

Solucién

Aplicando la regla de la cadena,
g'(x) = f'(sen)cosz = g'(x) = f'(sen w)cosw = £1(0)(~1) = 0
Por ejemplo, podemos considerar
7(s) =2 = g(2) = F(senz) = (sena)
Se tendria para este ejemplo

g'(:z:) = 2(senaz>(cosx> = g'(ﬂ') =2senm-cosm =0

13

Dada las funciones f y g derivables se considera la funcién h (z) =f (:L“2g (a:)) . Calcula
h'<2) sabiendo que: 9(2) =1,0 (2) =2, f(4> = 3,f'(4> =4.
Solucién

Aplicando la regla de la cadena a la funcién h (X) = f (ng (X)) se tiene que:

(o) = 1ol (o) 0 o)

Sustituyendo en x=2

h%ﬂ:f(@@»@ﬂﬂ+4¢@»:f@ﬂ4+@:442:@
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Si g y h son funciones derivables calcular la primera derivada de la funcién
()

T + sen (31;)

7o) =9(s*)+

Solucién

Aplicando la regla de la cadena

L (x + sen (3x>) —h (\/;) (1 + 3 cos (335))

(x + sen (395))2

15
a) Supongamos que un cubo de hielo se derrite conservando su forma ctbica y que
éste volumen decrece proporcional al drea de su superficie. ;Cudnto tardara en derretirse si
el cubo pierde % de su volumen durante la primera hora?

b) ;:Qué precisién debe de tener la medida del radio r de una esfera para calcular el drea de
su superficie dentro de un 1% de su valor real? (Superficie de una esfera: 4zr?)

Solucién

a) Seconsidera z = x (t) el lado del cubo en el instante t, su volumen y su superficie es:

V=2 S = 62’

Como el volumen decrece proporcional al drea de la superficie se tendra:

av _ —K6z” es decir, 3z’ dr _ —K62° dr _

= = -2k
dt dt dt

Integrando: Z—Z: = —2k = x(t) =—2kt+A

Para t=0 se tiene que z (0) = A, luego A esellado del cubo antes de empezar el deshielo.

Como ademas se sabe que el cubo de hielo disminuye % de su volumen en la primera hora se
tiene que:

V(o)—v(l):iv(o);» V(l):ZV(O)
(—21<:+A)3:%A3 —2k+A=§/§A N 2/{:1—?\’/%A

lo que nos da una relacién entre la constante k y el lado inicial del cubo A,

25
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A 1

2k 1_§/§
4

Se nos pregunta el valor de t en el que x(t)=0, luego se tendra que calcular

~ 11horas

z(t>:—2kt+A:0 N oA 1
2k ) N
4

b) Sea Ar elerrorenlamedidader.Sea AS el error enla medida del drea de la superficie,
correspondiente al error Ar.

Sabemos que,

|Aas| < Loy
100" 100

La aproximaciodn lineal de AS es AS zz—SAr =8xrAr
r

Expresando la condicién del enunciado se tiene,

47r?
100

& ‘Ar‘< " —%7’

‘SWTAT‘ < < —=
200 100

Por lo tanto se deberd medir el radio con un error menor que el 0,5 por ciento del valor

verdadero.

REGLAS DE DERIVACION

16
Calcular la derivada de las siguientes funciones, simplificando al méximo el resultado.
1-a
a) y = sen(sen(sen(z))) b) y = arccos z o y=at"
Solucién

a) y/ = COS (sen (sen .Z’)) COS (sen .T) COS T

b) Se cumple y = arccosz < = = cosy.

Derivando los dos miembros de la dltima igualdad respecto de X y aplicando la regla de la
cadena se obtiene:

1

sen y

l=-seny -y =y =—

Como

senyZ\/l—COSZy =\/1—$2

se concluye finalmente
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y'=- 1‘
1—2a°
= 1-2
c¢) Secumple y =a'"" & logy = log a
+x

Derivando respecto de X los dos miembros de esta Ultima igualdad y aplicando la regla de la
cadena se tiene que

1 ,_  2loga , 2loga r__ 2loga ==

—y' = sy =—y Sy =—"T"" gt

Y (14 ) (1+ ) (14 z)

RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

17

En una empresa la fuerza laboral L se mide en horas-trabajador y es una funcién del
tiempo, L:f(t). Sea M:g(t> la produccién media por persona. Suponga que la
produccion Q estd dada por el producto LM. En cierto momento la fuerza laboral L estd

creciendo a un ritmo de 4% anual y la produccidn media esta creciendo a una razén de 5% al
afo. Encontrar la razén de cambio de Ia produccidn total cuando Q=10.

Solucién
Datos del problema: Q=LM= f(t)g(t)
d—L:O'O4-L
dt
M 005 M
dt
Se pide: 4Q _dL .. o dM
dt dt dt
dq
— =0'04-L-M+L-0'06M=0'09-L-M =0'09-Q =0,9
dt |
Q=10
dQ 1 ) 1 1
— =0'04-L-M +L-0'05M =0'09-L-M =0'09-Q=0,9
dt Joy
18

¢Con qué rapidez baja el nivel de agua contenida en un depésito cilindrico si estamos
vaciandolo a razén de 300 litros por minuto?

Solucién

Se cumple que V = 77’k siendo r el radio del cilindro, que es constante, y h su altura. Al
vaciarse el volumeny la altura varian con el tiempo,

27
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A% , dh , dh dh =300 dm
— =1 — = =300 =mr"— — — = -
dt dt dt dt mr’ minuto

Nota: llitro = 1dm®

19

Un punto P se mueve sobre la pardbola = = 3 situada en el primer cuadrante de

forma que su coordenada x esta aumentando a razén de 5 cm/seg. Calcular la velocidad a la
que el punto P se aleja del origen cuando x=9.

Solucién

Se trata de un problema de razones de cambio relacionadas. La funcién distancia de un punto

situado en las coordenadas (x, y) al origen es: d (t) = 7’ (t) + ¢ (t)

44
T = _rj.l""
2 p_—
ylt)
0 B X
-2 2 4 6
z(t)
2 —
—
—

Si el punto (x, y) estd en la pardbola z = y° sera:

d(t)=x*(t)+x(t)

La velocidad a la que se aleja del origen aplicando la regla de la cadena es:

0(0)= 36 0) ) 2ol 2 )+ ()

En el instante en que x=9 y teniendo en cuenta que :z:'(t) = bem /[ seg se concluye que la

velocidad a la que el punto P se aleja del origen es:

95

95
290 6410

%(92+9)_”2(2-9-5+5):

20

Una persona conduce en direccion sur a 64 km/h y pasa por Madrid a las 12 del
mediodia. Otra persona va hacia el este a 60 km/h, pasando por Madrid 15 minutos mas tarde.
¢A qué velocidad se separan a las 14h2.

Solucién

e Sea z, el espacio recorrido hacia el este por el coche que va en esta direccidn, en el
instante ¢.

e Sea y, el espacio recorrido hacia el sur por el coche que va en esta direccion, en el
instante t.
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e Elinstante t = 0 esalas 12:15h. Portantoalas14hes ¢t =7 /4.

e y, = 16km, es el espacio recorrido por el coche que va hacia el suren ¢t = 0.

)l‘ L
T Yo
v 0<t<T7/4 I
y =16 4 64¢ - v
La distancia entre ambos vehiculos en el instante t es: s(t) = \/z(t)* + y(t)’

y la variacién de esta distancia con el tiempo (velocidad de separacién de los vehiculos) se
obtiene derivando con respecto de t:

_ds(t) _ a(®)z'() +y()y'(t) _ (601)60 + (16 + 64¢)64

dt \/ x(t) + y(t) \/(6Ot)2 + (16 + 64¢)°

v

En la grafica se han representado las curvas de las distancias de los dos mdviles a Madrid en
cada instante t a partir de las 12:15h, asi como la distancia y la velocidad de separacién entre
ellos.

Los valores de estas funciones alas 14h (¢t =7 / 4), son:

e Distancia recorrida por el coche que va hacia el este: (7 / 4) = 105km

e Distancia recorrida por el coche que va hacia el sur:  y(7 / 4) = 128km

e Distancia entre ambos vehiculos: s(7 / 4) = 165.56km

e Velocidad de separacion de ambos vehiculos: v(7 /4) = 87.53km [ h

21

Un depdsito de agua es cdnico, con el vértice hacia arriba, y tiene 40 m. de alto y 20
m. de radio en la base. El depésito se llena a 80m® / min. ;A qué velocidad se eleva el nivel
de agua cuando la profundidad del agua es de 12 m.?

29
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Nota: El volumen de un cono de alturah yradiodelabaseres: V' = %w r*-h

Solucién

En cualquier instante de tiempo el volumen V es

vzlw-202-40—17r-r2~(40—h)
3 3

donde r y h son funciones del tiempo. Ademds estas dos funciones estdn relacionadas de la
manera siguiente:

40

En consecuencia el volumen en un instante t es:

1 L[]

V(t)=—m-20"-40 -7 b—-
3 3 4

Derivando respecto de t en ambos lados de la igualdad

v 3 2 dh
E:ﬁw-[m—h(t)} -

En el instante en el que h=12 m el deposito se llenaa 80 m’ / min luego,

2dh __dh 20

80="-[40-12] =X = = = = ~0'13m / min
4 dt dt 497
DERIVACION IMPLICITA
22 . 92 1(1;—2)
Calcular la pendiente de la recta tangente alacurva y° + 5z = ze'© "~/ en el punto (-
1,2)
Solucién

El punto P(-1,2) es un punto de la curva: 2° + 5 (—1) = (—1) e
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Suponiendo que esta ecuacidn define implicitamente a y como funcidn de x, la pendiente de
larecta tangente a la curva en P es la derivada en dicho punto. Derivando implicitamente:

2yy'+5 = ) 4 g2 (y —2+umy ')
sustituyendo el punto P(-1,2) se calculara la pendiente de la recta pedida:
2.2y, '+ 5= 22 _ 2 (2 o (_1>yup)
dy' +5=14+y', =y',=-4/3

."-

SN Ll 1
5 of \ 5

23

Dada la curva 2* +y* — 21 + 6y + 6 = 0, se pide representarla y calcular la recta

tangente y normal a dicha curva en el punto P(Z, -3+ \/5) .

Solucién

Completando cuadrados

2y =22+ 6y +6 =" = 2|+ |y’ +6y|+6=|(z—1] —1|+|(y+3)] —9|+6

Se tiene que
x2+y2—2$+6y+6:0<:>(x—1>2+(y+3)2 =4

luego la curva es una circunferencia centrada en el punto (1, -3) y de radio 2. Para calcular la

pendiente de la recta tangente calculamos la derivada en el punto P. Derivando
implicitamente:

20 —2
2y+6

20 +2yy'-2+6y' =0 y'=—

en el punto P ! 2:272 !

B TN RN

la ecuacidn de larecta tangentees:  y

(—3—!—\/5)—%(36—2)

y la de larecta normal Y = (—3+\/§)+\/§(a:—2>

31
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‘\‘x 2
T T \\n T : T T
4 2 o 2/ 4 B8
~_ /
,r———\\;
2 .
||| I‘ \\
T+ By =16 [ -
Falit i ATl _|_-.5.-4_ G j'l ~

24

Una fabrica vende ¢ miles de articulos fabricados cuando su precio es de p
euros/unidad. Larelacién entre p y ¢ es ¢ — 2q\/; —p*=31=0.
Solucién

Siel precio p del articulo es de 9 euros y se incrementa a una tasa de 0.20 euros por semana,
se pide calcular la rapidez a la que cambia la cantidad de unidades ¢, vendidas por semana
cuando el precio es de g euros.

Derivando respecto de t

dq dq q dp
Dp-LL2pP 0 ()

T \/—dt pdt

Cuando p =9, elvalordeqges

6 + V36 + 448

q2—6q—112:0:>q=—2 =14
Sutituyendo en (1) los valores p =9, ¢ = 14, dp = 0.2-2"% e obtiene
dt semana
miles unidades
dq =~ 0.206
semana

25

Dos curvas se dicen que son ortogonales en un punto si sus rectas tangentes son

perpendiculares. Determinar si las siguientes curvas son ortogonales en el punto (1,1)

y2 (2 . x) e yz i (xy>1/3 =22 +1
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Solucién

Calculamos las pendientes de las rectas tangentes a ambas curvas derivando implicitamente:

Curva C, = ¢ (2 — m) =1’

2yy'(2 — x) —9* = 32°. Enel punto (1,1)

2y'—-1=3—-y'=2
Luego la pendiente de la recta tangente ala curva C, en el punto (1,1) es m, =2

Curva C, = v+ (xy)w =2 +1

2yy '+ %(my)m (y + xy ') = 2z . Enel punto (1, 1)

1 7 1 5
2+ =(1+y')=20y'=2———y'=2
Y 3< V) 37 3777

. 5
Luego la pendiente de la recta tangente ala curva C,en el punto (1,1) es m, = s

Como m m, = —1, las curvas no son ortogonales.
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Calcula larecta tangente y la recta normal a la curva de ecuacidon
7’ + 2’sen (2y) +9° (a; + 1) =9
en el punto (3,0).

Solucién

Derivando implicitamente
21 + 2x sen <2y> + 2 cos (2y> 2y '+ 2yy' (a; + 1) +94° =0

En el punto P<3,0) se tiene

33
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-1
6+18y'=0 =y'=—
-1
La recta tangente es: y = ?(x — 3)
La recta normal es: Y= 3(ac — 3)
~ \\'-
N 5 N :
2 \-\ \\\
™ ..\\
N Nl (3
iy N, S
0 2 w“‘-«;_‘ - 0 2 _""H"?“."gﬂé e
i i //’ - .,'
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2 7. 1 l | I T T ! Y |- | ] o
/ // .
27
Halla el valor de ay b para que la recta tangente a la curva

ax’y —be* ™ =1+ sen (y2 — 1)

en el punto P(1,1) sea larecta y=1.
Solucion
Derivando implicitamente se tiene

3z—3

2azy + az’y'— 3be = cos (y2 — 1) 2yy’

Como la recta tangente en el punto P es y=1, su pendiente es 0, sustituyendo en la ecuacién
anterior x=1, y=1, y’=0 se tiene
2a—3b=0

Como ademas el punto P cumple la ecuacidn de la curva se tendrd

a—b=1
Resolviendo el sistema
2a—3b=0
a—b=1

lasolucidnes b=2, a = 3.
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28

Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva definida por la ecuacidn
42° — 3zy* + 62° — by — 8y* + 9z +14 = 0 enel punto (—2,2).

Soluciéon

Si m esladerivada de y respecto de x de la funcién definida implicitamente por
4o’ — 3z’ + 62" —bry —8y* +9r+14 =0
entonces:

Rectatangenteen (—2,2): y—2=m(z +2)

1
Rectanormal en (—2,2): y—2=——(z+2)
m

Para hallar m se deriva implicitamente la ecuacién y se particulariza en (—2,2)
2 2 / !/ / ! 11
122 — 3y” — 6ayy’ + 122 — by —bzy —16yy' +9=0 = y(—2,2):—?

Por tanto,

Recta tangenteen (—2,2): y—2= —E(m +2)

2
Rectanormal en (—2,2): y—2= H(z +2)

35
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EXTREMOS DE UNA FUNCION

29

Se consideran los rectangulos que estan situados en la regién del plano limitada por
2

T . ‘s .
las curvas y = ey e y =2z, que tienen un vértice en cada curva, que tienen sus lados

. . . 1 . .
paralelos a los ejes y sus lados horizontales miden 3 (ver figura). Determinar de entre todos

ellos, aquél que tiene darea maxima.

Ay

¥

Solucién

1
Sean las coordenadas del punto P: [a,gaz].

Entonces las coordenadas del punto Qson |a — %, /2 [a — %]
. . - 4 1 1] 1,
El area del rectangulo es: A= AP AQ 25 2 G_E —Ea

1 1
A’——[——a =0 = av2a—1=1
2(\J2a -1 ]

. - 1
Resolviendo esta ecuacion resulta a =1 luego P 1,5

1
y Q [5,1]. El rectangulo

solucién es entonces un cuadrado.

30 . . - L .
Calcula los lados del rectangulo de drea maxima que puede inscribirse en la elipse de
2 y?
ecuacion —+-=—=1
a b

Soluciéon



CALcULO | — GRADO EN INGENIERIA MECANICA

7 “HIK“\_ (X Y

\

)
Funcién a maximizar: Area = 4xy / \

Sera maxima cuando: ~—_

d(Area)

=0 = 4y+azy)=0
dx

Se calcula 3" derivando implicitamente la ecuacién de la elipse:

2

2z 2y’
=+ 2
a b a’y

Sustituyendoen  y+ay’ =0 setiene:

2 2 2712 2 2
a’y  —xb , bz

2

5 =0 = dy-2=0 = y
ay a

2 2
Y como x e y estan sobre la elipse, verificaran — + i—z =1, por tanto:

a
z 2 b\/§
) y:i_
2 2

2
=+
2
a

-1 = gz=+42

@N|&z

Por la naturaleza geométrica del problema se deduce que éstos valores sélo pueden
corresponder a un maximo de la funcién Area. El valor del drea maxima serd

Area = 2ab

31

Se considera un canal, abierto por su parte superior, con seccién en forma de trapecio
isdsceles. Por el canal circula agua; se conocen la altura hy el drea S de la seccidn transversal
de la corriente. Determinar el angulo de inclinacion ¢ que deben de tener las paredes

laterales para que el perimetro mojado sea minimo y hallar dicho perimetro.

Solucién

Perimetro mojado:

h

sen ¢

a P=a+2=a+2

37
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El area S de la seccidn es,
S=Lha+n)= 1h[a + (a +2hcotg )| = h{a + heotgyp)
2 2
Despejando a,
S
a =——hcot
3 gy

Sustituyendo en el perimetro mojado,

P:E—hcotg¢+2
h sen g

Para hallar el minimo de esta funcién resolvemos P’(¢) =0

, 1 cos 1-2cos
P'(p)=h———2h—2 —h—20
sen® @ sen® @ sen® @

0 = cos —£:> =z
T TP

En este punto hay un minimo ya que P’ [% —€

<0y P'(£+5j>o
3
El valor del perimetro en este punto es: P [g] = % + \/g h

Material de consulta

Libro digital interactivo

https://personales.unican.es/alvareze/A_Calculol/index_1.html

Calculo de una variable. Tomo 1. Thomas, George B. Pearson Educacion.

e Capitulo 1. Preliminares

e (Capitulo 3. Derivadas
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