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Sistemas de niimeros y conversiones

Estructura de la presentacion:

0 Sistemas de numeros y conversiones

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 3/29



Sistemas de nimeros y conversiones

Tema 1

Sistemas de numeros y conversiones

Programacion de un algoritmo numérico: sus limitaciones intrinsecas
(precision y rango de valores admisibles) estén ligadas a la forma de
representacién de los nimeros enteros y decimales en formato digital.

Sistemas de numeracion en base qg.

@ El sistema de numeracion decimal utiliza como base de
numeracion el 10 (digitos 0...9).

@ Un ndmero en base g se denota como
(@na@n—1...a1a9.b1bs...bk...)g donde a; y b; pertenecen al conjunto
de los q digitos elementales. Estos g digitos representaran
valores desde 0 hasta g — 1.

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 4/29



Sistemas de nimeros y conversiones

Sistemas de numeros y conversiones

@ Por definicién:

(@nan_1...@180.b1bo...b...)g = apnq"+apn-1q9" "' + ..+ aiq
+aoq° + by q“ ar bgq‘2 AP coc
+bkq"‘ AP 000

@ El sistema natural de numeracion digital es el binario (base 2),
utilizando sélo los digitos 0 y 1.
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Sistemas de niimeros y conversiones

Sistemas de numeros y conversiones

Ejemplos:
@ Decimal:
(123.25)10 =1 x 10242 x 10" +3 x 100 +2 x 10~ +5 x 1072,

@ Binario:

(1011.01); = 1x284+0x22+1x2' +1x20 40 x 2"
+1x 272 =11.25.
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Sistemas de numeros y conversiones

Sistemas de numeros y conversiones
Conversion de base decimal a base g

@ Conversion de la parte entera

(an-..@0)q = (@n-.-a1)qg x g+ (-a@)q x g9 = (an...a1)q x 9+ (ao)q

Al dividir un nimero entero entre q el resto es el digito menos significativo del nimero en base g. Dividiendo

sucesivamente (hasta llegar al cociente 0) obtenemos los sucesivos digitos del nimero en base q.

@ Conversion de la parte fraccionaria

(:b1b2...bk)g x q = (b1)q + (-b2...bK)q

La parte entera del resultado de multiplicar nuestro nimero por g es el primer digito tras el punto decimal. Reteniendo la
parte fraccionaria que resulta en cada paso y repitiendo sucesivamente el proceso, vamos obteniendo el resto de cifras

tras el punto.
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Sistemas de niimeros y conversiones

Sistemas de numeros y conversiones
Conversion de base decimal a base g

Ejemplo: Escribamos (26.1)19 en base 2.

@ Parte entera: Dividiendo sucesivamente, tenemos que:

26=2x13+4+0; 183=2x6+1;
6=2x3+4+0;3=2x1+1;1=2x0+1

Leyendo en orden inverso los nimeros subrayados: (26)1p = (11010)>

@ Parte fraccionaria: Multiplicando sucesivamente por dos y separando la
parte fraccionaria:

01 x2=02;02x2=04; 04x2=0.8;
08x2=16;06x2=12;02x2=..
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Sistemas de numeros y conversiones

Conversion de base decimal a base g

Leyendo de izquierda a derecha tenemos los digitos de la parte
fraccionaria (subrayados) luego:

(0.1)10 = (0.00011),

donde las cifras subrayadas son las cifras periédicas.

Obsérvese que el numero 0.1 tiene infinitas cifras distintas de cero
cuando se escribe en base 2!

Sumando los resultados de la parte entera y la fraccionaria tenemos
que

(26.1)10 = (11010.00011),
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Sistemas de numeros y conversiones

Un programa desastroso:
x=0;
while x~=10
x=x+0.1;
end
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Estandar IEEE

NuUmeros enteros (32-bits)

@ Asumimos que cada palabra tiene una longitud de 32 bits
@ Asignamos uno de los 32 bits para designar el signo

@ Las restantes 31 posiciones son utilizadas para representar los
digitos del médulo del numero entero
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Estandar IEEE

Ndmeros no enteros

@ Numeros con parte fraccionaria: utilizamos el formato de punto (o
coma) flotante

@ Esta representacion es la correspondiente version binaria de la
conocida notacion cientifica o exponencial para los nimeros decimales:

+M x 10, 1 <M <10
pero utilizando base 2:

x=+tMx2F 1<M<2

donde M es la mantisa y E el exponente.
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Estandar IEEE

El nimero de digitos que se pueden almacenar de la mantisa y exponente es limitado!

Hay dos tipos de precision (simple y doble): difieren en el nimero de bits de los que se dispone para almacenar las cifras
Precision simple: 32 bits, de los cuales

[~ I corresponde al signo,
@ ~8alexponente: -126 < E < 127 (28 =2 x 128)
@ 23alamantisa
Precision doble: 64 bits, de los cuales
[~ I corresponde al signo,
@ ~11 alexponente: -1022 < E < 1023 (21" = 2 x 1024)

@ 52alamantisa

La especificiacion del nimero de bits para almacenar la mantisa y el exponente determinan los limites de overflow y underflow y

el denominado e-maquina .

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 13/29



Sistemas de niimeros y conversiones

Numero de overflow: el nimero positivo mas grande representable en
coma flotante
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Sistemas de niimeros y conversiones

Numero de overflow: el nimero positivo mas grande representable en
coma flotante
¢,Cuanto vale?
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Sistemas de nimeros y conversiones

Numero de overflow: el nimero positivo mas grande representable en
coma flotante
¢,Cuanto vale?

Numero de underflow: el nimero positivo mas pequeno representable
en coma flotante
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Sistemas de nimeros y conversiones
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coma flotante
¢,Cuanto vale?

Numero de underflow: el nimero positivo mas pequeno representable
en coma flotante
¢, Cuanto vale?

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 14/29



Sistemas de nimeros y conversiones

Numero de overflow: el nimero positivo mas grande representable en
coma flotante
¢,Cuanto vale?

Numero de underflow: el nimero positivo mas pequeno representable
en coma flotante
¢, Cuanto vale?

e-maquina: diferencia entre el menor nimero mayor que 1
representable en coma flotante y 1.
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Sistemas de nimeros y conversiones
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Sistemas de niimeros y conversiones

Algunos ejemplos de errores de manejo del
estandar

Empezamos con un ejemplo ctastréfico.

Unmanned European rocket explodes on first flight

June 4, 1996
‘Web posted at: 12:00 p.m. EDT (1600 GMT)

KOUROU, French Guiana (CNN) -- Europe's newest unmanned
satellite-launching rocket, the Ariane 5, intentionally wras blowvn
up Tuesday just seconds after taking off on its maiden flight.

A spokesman for Arianespace said the rocket was destroyed by its
controllers.

after launching

"It's been confirmed that the vehicle was deliberately destroyed
by the safety people,” said spokesman lan Pryke. "Why? [ don't

know. There were no, repeat no, injuries. Most of the debris came R s & sTowies |

down in the mangroves and the sea, and the winds carried the
fumeys avway from the people out over the sea.”

El matematico Jacques-Louis Lions del College de France fue encargado de
dirigir la investigacion.
Mas informacién en: SIAM News, Vol. 29. Number 8, October 1996
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Sistemas de numeros y conversiones

Otro ejemplo que salto ala portada de un periodico (Ilteralmente)

Standggrd Meest recent Binnenland Buitenland Opinie Economie Cultuur Sport Football Leaks Life&Style Meer v

FLTH 2018 Zetelverdeling 2016 (¥ 2T RIS THT S

# A Flourish data visualisation

GOUVERNEURSVERKIEZINGEN

Q

kend @ Republikeinen

@ Democraten @ Nog niet

Partij 2016 2018  Evolutie
@ Democraten 194 225 31
# A Flourish data visualisation
Nog niet bekend NaN 13
@ Republikeinen 241 197 + 44

# A Flourish data visualisation
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Sistemas de nimeros y conversiones

Y uno muy reciente en la web de una aseguradora
Error de servidor en la aplicacién '/Asegurados'.

Valor demasiado grande o demasiado pequefio para Int32.

Descripcion: Excepcion no controlada al ejecutar la solicitud Web actual. Revise el seguimiento de la pila para obtener més informacion acerca del error y d¢
Detalles de la excepcion: System OverflowException: Valor demasiado grande o demasiado pequefio para Int32

Error de cédigo fuente:

El c6digo fuente que genend esta excepcion no controlada s6lo se puede mostrar cuando se compila en modo de depuracién. Para habilitarlo, siga uno de estos p:
1. Agregue una directiva “"Debug-true” en la parte superior del archivo que generd el error. Ejemplo:

<%@ Page Language-"C#" Debug="true” %>

2) Agregue la siguiente seccién 2l archivo de configuracién de su aplicacidn:
<configuration>
<system.ueb>
<compilation debug="true"/>
</system.ueb>
</configuration>

Tenga en cuenta que esta segunda técnica hard que todos los archivos de una aplicacién dada se compilen en modo de depuracién. La primera técnica hard que s6l

Inportante: al ejecutar las aplicaciones en modo de depuracién se provoca una sobrecarga de memoria o rendimiento. Debe asegurarse de que la aplicacisn tiene

Seguimiento de la pila:
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Errores, condicion y estabilidad

Estructura de la presentacion:

© Errores, condicion y estabilidad
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Errores, condicion y estabilidad

Fuentes de error

@ Errores de punto flotante: errores de redondeo, pérdida de cifras
significativas por cancelaciones, problemas de underflow/overflow

@ Los datos de entrada de nuestro algoritmo estan afectados de
cierto error. Importante estudiar como se propaga el error.

@ Errores de truncamiento o discretizacion
@ Otros: errores de programacion, errores de algoritmo...

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 19/29



Errores, condicion y estabilidad

Redondeo y pérdida de cifras significativas

Puesto que tenemos un numero limitado de posiciones en la mantisa,
redondeos son inevitables

@ Ejemplo 1: supongamos que sélo tuviéramos tres digitos decimales.

(1.010)2 + (1.001)2 x 2~ = (1.0101001),

Del resultado nos quedamos con 3 cifras redondeando. Asi pues nuestro
ordenador redondea la suma asi:

(1.010)2 + (1.001)2 x 2% = (1.011),

© Ejemplo 2: (1.011), — (1.010)2 = (0.001), = (1.000), x 273, Las tres cifras
decimales del resultado no son significativas (vienen de suponer que estdbamos
manejando cifras exactas con tres digitos decimales).

La resta de dos cantidades similares hace que se pierdan cifras significativas.

© Ejemplo 3: Soluciones de x2 — 108x + 1 = 0 con una calculadora que maneja
10 digitos...
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Errores

Definicion:
Si x4 es una aproximacién del verdadero valor x7, definimos entonces:

Error absoluto:  Egps = |XT — Xa|

. X .
Error relativo:  Epg = |1 — X—A|, si xt # 0.
T

El error relativo mide el nimero de cifras significativas exactas de xa.
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Propagacion de errores

Condicion

La condicion de una funcion f(x) mide la sensibilidad de los valores de
f(x) a pequefios cambios en x y se define como

c_ ‘ Ere(f(X)) ‘
Erel(X)

donde E,(f(x)) es el error relativo de f(x) para un error relativo

Erei(Xx) en x.

Para funciones f(x) de una variable real definimos los nimeros de
condicion como

f'(x)
f(x)

C(x) = 'x

J
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Propagacion de errores

Condicion

Cuando para un x dado 0 < C(x) < 1 para ese x se dira que el
problema (calculo de f) esta bien condicionado (y cuanto menor
sea C mejor condicionado), mientras que si C(x) > 1 el problema
estara mal condicionado. Si C(x) = 1, el error relativo se mantiene.
Ejemplo:

La funcién f(x) = /x esta bien condicionada, pues C(x) = 1/2, luego
el error relativo se reduce.

En cambio f(x) = x> — 1 estd mal condicionada para x ~ 1 pues
C(x) = |25

El concepto de condicionamiento se puede extender a situaciones
mas generales que la de una funcién de una variable.
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Errores, condicion y estabilidad

Propagacion de errores
Estabilidad

Un concepto relacionado pero diferente es el de (in)estabilidad de un
algoritmo: describe la sensibilidad de un método numérico especifico
respecto a los errores de redondeo cometidos durante su ejecucién en
aritmética de precisién finita.

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 24/29



Propagacion de errores

Estabilidad
Ejemplo:
Dada la funcion f(x) = vx +1 — v/x, su nimero de condicion es:
f'(x) X
C(x)=|x =
CO=F00 |~ avava

y vemos que C(x) < 1/2 para x > 0, luego la funcién esta bien condicionada.
Sin embargo, el algoritmo para calcular x consistente en ir realizando las
operaciones implicadas en f(x) = v'x + 1 — /x, a saber:

@ Input: x
Qy=x+1
QfH=yy
Q HL=Vx
Qf=fi—-1

es inestable para x grande por culpa del paso 5 (hay cancelaciones entre
nameros similares).

Javier Segura (Universidad de Cantabria) Introduccion al analisis numérico CNI 25/29



Eficiencia. Un ejemplo: el método de Horner

Estructura de la presentacion:

e Eficiencia. Un ejemplo: el método de Horner
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Eficiencia de un algoritmo numérico

Un ejemplo practico
Supongamos que nos planteamos evaluar el polinomio
P(x) =2 +4x — 5x% 4 2x® — 6x* 4 8x° + 10x°

Contando con que cada potencia de exponente k entero cuente como k — 1

productos, tendriamos que el numero total de productos para evaluar el
polinomio de forma directa es:

1+24+34+4+5+6=21
y el nimero de sumas es 6.

Una forma mejor de proceder es ir calculando primero las potencias de forma
sucesiva:

X=xx, x3=xx?, x*=xx%, xX®*=xx*, X =xx°

) )

con lo que s6lo se afade una nueva multiplicacién por potencia, haciendo un
total de

1+2+242+2+2=11
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Eficiencia. Un ejemplo: el método de Horner

Eficiencia de un algoritmo numérico
Un ejemplo practico

Pero adn se puede hacer mejor reescribiendo

P(x) =24 x(4 + x(—5+ x(2 + x(—6 + x(8 + x10)))))
con lo que s6lo necesitamos 6 multiplicaciones (y el numero de sumas no
cambia).
Por tanto para evaluar un polinomio de grado n en el que ninguno de los
coeficientes es cero, se necesitan n(n + 1)/2 multiplicaciones por el primer
método, 2n — 1 por el segundo y n para el tercero.
Este método es ademas sencillo de programar: es el algoritmo de Horner o
de division sintética.
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Eficiencia. Un ejemplo: el método de Horner

Eficiencia de un algoritmo numérico
Un ejemplo practico

Algoritmo de Horner

Inputs: z, p(x) =ay +a1 X+ ... +apx", a, #0
Output: p(2).

(1) b= an

(2) Repetir mientras n > 0
B)n=n-1

@4 b=a,+zxb

(5) Volver a (2)

(6) p(z) = b.
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