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Introduccion

Los métodos analiticos tratan de llegar a una expresion matematica de
las variables cinematicas de posicidn, velocidad y aceleracion, en
funcién de los parametros que definen las dimensiones del mecanismo
analizado y las variables cinematicas de entrada.

Normalmente estos métodos se basan en tres tipos de enfoques
matematicos: trigonométrico, nimeros complejos y analisis vectorial.
En cualquiera de los casos se trata de plantear las denominadas
ecuaciones de cierre o ecuaciones de lazo. Estas ecuaciones
representan las restricciones del movimiento del mecanismo de forma
matematica empleando cualquiera de los tres enfoques mencionados.

En este apartado se estudiara el método analitico de Raven, uno de los
mas utilizados, y que permite obtener con relativa facilidad las
ecuaciones analiticas del mecanismo cuadrilatero articulado y biela-
manivela.
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Problema de posicion

Mecanismo cuadrilatero articulado:

Para la determinacion de la posicion inicial se plantea la ecuacion de cierre
del mecanismo que tiene la siguiente expresion vectorial: 0,

r=ry+r3+1,

re' = r,e'% + ;6% 4 r,e!%

r1COS 0y = ry COS O, + 3 COS 3 + I, COS by
risend; = r,send, +rysenbs +rysend,

Sistema algebraico que puede ser resuelto para obtener los valores de 6,
y 6, en funcién de los valores conocidos de 8, 6,, r;, Iy, r; y r,. Se puede
utilizar un método numérico para su resolucion o métodos trigonométricos
para la resolucion de este tipo de ecuaciones.
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Problema de posicion

Para obtener la posicion inicial se puede emplear un procedimiento

trigonométrico
2 2
S =A|I{ +r; —2rr,cosf,
2 _ 2, .2 —r2+s?+rf
ry =8°+r3 —2sr;cos¢ $=acos————
2sr3
r
ssenp =r,send, B= asen(f seno,)
I-
r4sens = ryseng & = asen(—seng)

Iy
Ahora podemos obtener los angulos que definen las posiciones de las
barras como,
O;=¢-p 6, = 360°—(8+9)
Hay que tener en cuenta que las expresiones planteadas pueden variar
en funcién de la posicion relativa de los elementos. Asi por ejemplo, si el

angulo 0, es mayor que 180° o si se considera la solucion cruzada frente
a la solucion abierta.
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Problema de posicion

Para establecer la posiciéon de un punto cualquiera sobre un eslabén cualquiera es
necesario plantear formulacion adicional. En el caso del elemento 2 se tendra,

h,=g,= gzew Ay =0+ ¢
X, =9,C08 4, =g, cos(6, +4,)
Yy, =9,8in2, =g,sin(6, +¢,)

En el caso del punto P;y P4 sobre el
elemento 3 y 4 respectivamente,

h,=r,+g.e A3 =05+d3

Xp, =1 C0OS 0, + 33 COS(5 + ¢3)
Yo, = r,senf, +gzsen(; +¢s)

h,=r +g,e" Ay =6, — ¢, +180

Xp, =1 +d4COS(0; — ¢4 +180)
Yo, = g4sen(6, — ¢, +180)

En esta expresion se ha considerado un signo (-) afectando al angulo ¢, dado su sentido.
Este signo puede ser positivo en otros casos.
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Problema de velocidades

Para la determinacion de las velocidades se considera de nuevo la ecuacion de
cierre,

re" = r,e'” +r,e'% +r,e"
Sin pérdida de generalidad se puede considerar que el elemento fijo forma un
angulo 6,=0. Entonces, reordenando la ecuacién queda como,

re'% +rie +re'% <=0

9,y

Derivando con respecto al tiempo,

. dOy o, . dO3 o . dO,
iy —2e'% 1 jry 3% 4 jr, — %% =0
at at dt [o%
iry,0"% + iry,6™ +ir,m,e™® =0 f
r3003S€N03 + r,,5en0, = —r,w,5end, A
0
33 COS O3 + Iy, COS 64 = —rym, COS 6,
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Problema de velocidades

r3038€N0; + ,0,5en 6, = —r,w,senb,
I35 COS O3 + I404 COS 6 = —r,(0, COS O,

que es un sistema de ecuaciones donde las Unicas incognitas son w; y o,, y por
tanto puede resolverse empleando, por ejemplo, la regla de Cramer,

—ry,8en6, r,sené,
B ‘— r,,COSH, ,COSE,
rysend; . r,sené,
r;C0S6; r,cosb,

_ —w,5en0,r, COS 0, +1,8enb,ryw, cos b,
rysenosr, cos, —r,sené,ry cos by

Operando,
0 = —r,sen(6, —94)w
rysen(6y —6,)

e igualmente para a,,

_ psen(6, —65)

= [2)
4 rysen(6; —6,) 2

1
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Problema de velocidades

En el caso de un punto cualquiera sobre el eslabdn 2 sera necesario formular,

92 = gze”Q

Derivando respecto del tiempo se obtiene la
velocidad. Es decir,

_dg, . di, o

Vo, ==y =192y
donde,
iy _d@+d)_
at dt

Por tanto,

Vp, = igow,6" %)

Separando en parte real e imaginaria,

Vip,x = =920;56n(0; + ¢,)

Ve, =920, cos(0; +¢;)
12
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Problema de velocidades

En el caso del punto P; la velocidad serd,

dg . 0. . i(6.
b, = —d; = iry,8'% + igym,e'% )

Separando en parte real e imaginaria,
Vp,x = —l08€n0, — g3035en(6; +¢3)

Vp,y = Iy, COS 0, + G305 COS(63 + 3)

De la misma forma para el punto P,

_d9y _dr o A i,

= ="1ijg, 4 ig 8™
P a9 g Gas

Separando parte real e imaginaria,

VP‘X =-g,m,5en(0, — ¢, +180)
Vp, =+g,0, cos(6, — ¢, +180)

Las velocidades de cada punto se pueden obtener determinado el médulo y
argumento. Esto es,

2,2 Vv
Vi = Vi +Viy @, =atan—~

ix
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Problema de aceleraciones

Considerando de nuevo la expresion,

do,

do,

. db, . i . ;
ir,=—2e'% yir, —2 "% 1jr, ~4e/% -0
dt

Derivando otra vez respecto del tiempo,
2 2 2 2 2 2
do, " e dos )" o d0y \ o, ,;, 96, o, . d°03 g, . d°04 o,
—nl—=|e%-nl—=|e"-nl—| e +tin——e?+tin—e" +irp——re " =0
2[ dtj 3 at ot 2t *at? “dt?

O en forma compacta,

2 2. 2
—ryw,°e"% — e’ —r,w, 2™

+iry0,e"" +irase’™ +ira,e™ =0

Reordenando y separando en parte real e imaginaria se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas,

—rya38ends; —ryo,send, = rzwzz Cos b, + r3w32 Cos b3 + r4w42 COS Gy + ra,8en0,

I3013 COS 63 + 4014 COS G, = rzwzzsena2 + r3wgzsen 63 + r4w4zsen 64 —rya, COS 6,

donde las incognitas son o y o,.
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Problema de aceleraciones

Resolviendo por Cramer se obtiene,

r2(u22 cos @, + r3w32 COS 0y +1y (042 COS 0y + ryasent, —rysenty
rzwzzsen G, + rgmgzsen G5 + r,,mfsen 04 =10 COS60, 1, COSH,
az = =
—rgsenly  —rysend,

r3Ccosf ryCosf,

2 2 2
_ (r@," COS 6, + 1303” COS 05 +14,” COS 6, + IyapSeN b, )ry COS 0, .

— rzsenbsry cos 6, + rysenf,ry cos O

N r4,5(9r704(r2(uzzsen92 + r3(u3zsen93 +ry0,°56N0, — rya, COS ;)
—r3Senfyry cos O, + r,Senl,ry cos by

_ r2w22 cos 6, cos 0, + r3m32 Cos 65 cos b, + rAwAZ cos? 04 + ryap8end, cos 0, N
rysen(0y — 63)
2 2 2002
412 senb,senl, +ryw;”send;senb, + ryw,“sen6, = rya, cos d,sené, _
rysen(6 —63)

_ rzm22 cos(0, — 0,)+ r3w32 cos(03 - 0,) + r4w42 +ryasen(f, — 6,)
rysen(0, = 03)

_ r2w22 Cos(0y —6,)+ r3m32 cos(fy — 6,)+ ry,° agrpsen(b, —6,)
rzsen(6, —6;) rysen(6s; —6,)

_ r2(u22 Cos(0y — 0,) + r3w32 cos(03 — 0,) + a0 P
rysen(0, — 03) [
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Problema de aceleraciones

Reordenando,

=, I3 COS(8y — 6, )+ 33 COS(6y — 0,) + ryw2
3 oA 2 rysen(6; = 6,)
De la misma forma para a,,

. I3 COS(0 — 03) + ,02 COS(05 — 0, ) + 302
(] rs5en(0; — 04) 0,
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Problema de aceleraciones

Para el punto P, la aceleracion ser3,
P i(6y+ 2 (0, +

AP2 — Igzage( 2 ’/72) *QQCUZe( 2 ’/72)

Separando parte real e imaginaria,

Ap, =—gaazsen(0; + ¢2)—92a’22 cos(6; +¢;)

Ap,y = Gott, COS(0; + ) — Gr00356n(0; + 4,)

En el caso del punto P,

o i0, 2 i0, : i(03+¢3) 2 i(03+¢3)
Ap, =inaze rwye” +igzaze gzwse
Separando en parte real e imaginaria,

Ap,, = —Ip(a356n0, + 05 COS 6y) — g3 (a3Sen(By + ) + w5 COS(65 + ¢3))

Ap,,, = y(ar; COS 0 — w556N0, )+ g3 (s COS(0s + gy ) — wisen(0; + ¢y))
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Problema de aceleraciones

Finalmente, para el punto P, se obtiene,
Ap, =igsa.e’™ —goie™
Separando parte real e imaginaria,

A, =—g,a,56n(6, - ¢, +180) - g,a, cos (6, — ¢, +180)

Ay, = +9,a, €08 (0, ~ ¢, +180)~g,o, sin(0, - ¢, +180)

Las componentes globales de
aceleracion se determinan de la
misma forma que en el caso de las
velocidades, esto es,

A= [A2 + A2

A
¢ =atan—,
X
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Problema de posicion

Mecanismo biela-manivela:

Unicamente se considera en este apartado la velocidad y aceleracion del elemento 3 y la
deslizadera. No se ha incluido el caso de un punto cualquiera. Si fuese necesario
obtener la velocidad y aceleracion de un punto cualquiera de un elemento del
mecanismo se procederd como en el caso anterior en el mecanismo cuadrilatero
articulado.

Para el analisis de la posicion se parte de la
ecuacion vectorial de lazo cerrado siguiente.

I'1 + I'4 = I'2 + I'3

re'” +r,e'% = r,e'% +r,e'®
ry =ryCOS0, + 3 COS03

ry =r,send, +rysendy

0y = asen(i 2 gen 6,) TR r
r.

3 I3

nor
ry =r,co80,+ry cos{asen(—1 —~-2.sené, )}
I3 I3
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Problema de velocidades

Para la obtencion de las velocidades se deriva la ecuacién de lazo cerrado
expresada en forma compleja respecto del tiempo. Es decir,

V6% = irywye'® +iryw,e™®
que separada en parte real e imaginaria produce el siguiente sistema de ecuaciones,

V, =-rw,send, — rym;send,
0 =ryw, COS O, + rym3 COS O,

Su resolucién conduce a,

_ —hw,Cos 0,
r3COS 63

@
V, =—-r,m,senb, +r,w, cosd, tan b,

que son las velocidades del mecanismo en funcién de la velocidad de entrada.
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Problema de aceleraciones

De nuevo se toma la ecuacion de lazo cerrado expresada en forma compleja y se
deriva esta vez dos veces respecto del tiempo obteniendo la siguiente expresion,

A% = —r,03e" +irya,e —ry02e'® +ir;o;e™
Expresando es expresion compleja en forma algebraica produce,

Ay = 1,02 cOS 0, — Iya,SeNn 0, — ;3 COS 05 — r3a3sen6'3}

0 = —r,w35€N0, + rya, COS O — r302Send + rya; COS by
que es un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas cuya solucién produce,

_ 1p38en0, — rya; COS 0, +13035en0;
3 COS 03

a3
Ay = 1y cOS 0, — r,a,5eN 0, —r303 C0S 03 = (rw2send, — ra, Cos 0, + rywisends ) tan b,

Con lo que queda resuelto el problema de aceleraciones.
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Capitulo lll: Tema 2
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4. Ejercicios propuestos.
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Ejercici t
Considerando como elemento de entrada el elemento 2, determinar empleando el
método de Raven la posicion, velocidad y aceleracion de P.
24
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Ejercicios propuestos

Considerando como elemento de entrada el elemento 2 (coordenada r,), determinar
empleando el método de Raven la posicion, velocidad y aceleracion de los puntos A,
By P,y la velocidad angular del triangulo ABC.

TR,
2
T e
. r
-
r, 1 : ¢ ¢
: ry
; S
. T —— 8-
R

LP] ‘
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