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En la actualidad los avances de la Electronica de Potencia hacen que muchas
maquinas de c.a. ya no funcionen conectadas directamente a la red sino a través de
un alimentador electrénico, con lo que las corrientes que circulan por sus
devanados no tienen una variacion senoidal en el tiempo. Por otra parte, las
modernas técnicas de control vectorial de las miquinas de c.a. se basan en el
conocimiento de la respuesta de estas maquinas en régimen dindmico. Ademads,
existen aplicaciones para estas miquinas en las que se establecen unas especifi-
caciones rigurosas a su comportamiento, incluso durante los regimenes tran-
sitorios. Todo esto evidencia que ya no basta con conocer el comportamiento de las
mdaquinas eléctricas de c.a. durante sus regimenes permanentes y alimentadas con
corrientes senoidales, sino que es necesario abordar el estudio de sus regimenes
dindmicos.

El analisis de los procesos transitorios de las maquinas eléctricas se puede
realizar por medio de diversas teorias que van desde la cldsica de la Mdquina
Generalizada a 1a moderna de los Fasores Espaciales, pasando por la Teoria de los
Vectores Espaciales. Entre todas estas teorias, a juicio del autor, la Teoria de los
Fasores Espaciales permite realizar un estudio de las méquinas eléctricas mds en
contacto con su realidad fisica, amén de utilizar una técnica ya conocida desde
antiguo en la Electrotecnia como es la de representar funciones senoidales
mediante fasores. Ademads, esta teoria se adapta muy bien al andlisis de los métodos
de control vectorial y permite una visualizacion grafica de la situacion en que se
encuentra una maquina eléctrica en un momento dado. Sin embargo, en la
actualidad dentro de la bibliografia mundial sélo aparece publicado un libro
dedicado al estudio de esta teoria ("Fundamentos de Maquinas Eléctricas Rotativas"
del profesor Luis Serrano Iribarnegaray), lo cual ha decidido al autor a escribir
este texto donde se incorporan las ultimas novedades que han ido surgiendo dentro
la Teoria de los Fasores Espaciales.

Esta obra se ha dividido en varios tomos. En el primero se presenta la base
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de la Teoria de los Fasores Espaciales, restringida al caso de maquinas eléctricas
simétricas en las que no se consideran los arménicos de orden superior del campo
magnético. En los demds tomos se aplica esta teoria para analizar el
comportamiento de la maquina asincrona en diferentes regimenes transitorios y
para establecer los principios de su control por orientacion del campo. También se
incluye en estos tomos una introduccion al anélisis de la maquina sincrona.

Por lo que se refiere al primer tomo, que el lector tiene entre sus manos,
éste ha sido dividido en tres capitulos.

El primer capitulo esta dedicado a repasar algunos conceptos bdasicos de la
teoria cldsica de las méquinas eléctricas, especialmente las propiedades del campo
magnético del entrehierro, y a establecer los convenios e hipdtesis que se van a
utilizar en todo el libro. También se definen en este capitulo una serie de
parametros de las maquinas asincronas.

El segundo capitulo presenta los fundamentos de la Teoria de los Fasores
Espaciales, define los fasores espaciales que se van a utilizar después y establece las

relaciones que existen entre ellos.

El tercer capitulo se dedica a relacionar los fasores espaciales con las
magnitudes externas de las maquinas eléctricas y a éstas con aquellos. Asi, se
establecen relaciones entre los fasores espaciales con las tensiones e intensidades de
fase, el par y la potencia.

En cada capitulo se incluye una bibliografia donde el lector puede ampliar
los temas analizados y que representa la mayor parte de las referencias que ha
utilizado el autor para redactar este libro. En los capitulos segundo y tercero se
han afiadido sendos apéndices en los que se desarrollan mas extensamente algunos
aspectos puntuales de estas lecciones.

Algunas de las exposiciones que se incluyen en este texto eran inéditas hasta
ahora (hasta donde llega el conocimiento del autor) como, por ejemplo, el estudio
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de la potencia en las maquinas eléctricas mediante fasores espaciales del capitulo
I11.

El autor ha procurado que este libro sea lo méas claro posible, tanto en su
contenido como en su presentacion, pero toda obra puede ser mejorada por lo que
seran bien recibidas todas las sugerencias y avisos de errores que los lectores
tengan a bien realizar.

AGRADECIMIENTOS
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modo u otro, han colaborado en la confeccion de este libro.
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A Densidad lineal de corriente. Capa de corriente.

Ay Miéxima densidad lineal de corriente.

a Subindice que sefala la componente real en el sistema de coordenadas del
estator.

aro Subindice relativo a los aros de cortocircuito de una jaula de ardilla.

B Valor medio en el entrehierro de la componente radial de B.

By Valor maximo de B.

B Fasor espacial de induccion magnética.

B Inducciéon magnética.

b Subindice que sefiala la componente imaginaria en el sistema de
coordenadas del estator.

b Subindice que se refiere a una barra de una jaula de ardilla.

C Constante de un devanado definida por la ecuacién (I11-26).

C, Constante de un devanado definida por la ecuacion (II-25).

D Diametro del entrehierro.

D Eje real del sistema de coordenadas del rotor.

d Eje real del sistema de coordenadas k.

E Valor eficaz de la f.e.m. de una fase.

E Fasor temporal de f.e.m.

e F.e.m.

e Base de los logaritmos neperianos.

€ Fasor espacial de f.e.m. inducida.

F Tension magnética.

Fu Valor maximo de la tensién magnética del entrehierro.

F Fasor espacial de tension magnética.

f.c.e.m. Fuerza contraelectromotriz.

f.d.p. Factor de potencia.
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f.e.m. Fuerza electromotriz.

g Subindice para especificar que un dngulo es geométrico.

gir Subindice para las f.e.m.s de rotacién o giro.

H Intensidad magnética.

H Subindice para especificar que unos enlaces de flujo o una inductancia

son principales o comunes.

| Valor eficaz de la corriente de una fase.

ot |

Fasor temporal de corriente.
Im Operador que significa "Parte imaginaria de".

Valor instantaneo de una corriente de fase.

(S

Fasor espacial de corriente.

Fasor matemadtico de corriente. Vector espacial de corriente.

[ E ey | [y

Vector unitario del eje x del sistema de coordenadas.
j=v
Vector unitario del eje y del sistema de coordenadas.

Fase genérica de un devanado polifésico.

W W —e | e

M Constante de una miquina definida por la ecuacién (I111-37).

Numero de orden de la fase K.

~ =

Superindice que indica que un fasor estd referido al sistema de coorde-
nadas k.

Vector unitario del eje z del sistema de coordenadas.

Inductancia.

Inductancia magnetizante de la fase K.

r» Lg Coeficientes de una maquina asincrona definidos por la ecuacion (I-17).

F‘F‘IF‘F‘W‘L
~

SR Inductancia mutua entre una fase del estator y una fase del rotor cuando
ambas estdn alineadas.
L, =L s Coeficiente del estator de una maquina asincrona dado por la ec. (I-17).
L r Coeficiente del rotor de una maquina asincrona dado por la ec. (I-17).
L r.LssCoeficientes definidos en la ecuacion (I-16).

1 Longitud axial del entrehierro.
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Coeficiente de una maquina definido por la ec. (II-12).

Coeficiente de un devanado definido por la ec. (II-22) o la ec. (I1-35).
Par eléctrico o interno.

Subindice para el valor maximo.

Par resistente.

Par util.

Numero de fases de un devanado.

Nuimero de barras de una jaula de ardilla.

Subindice que significa que se estd usando el convenio de signos motor.
Subindice para representar que una magnitud es de maquina, es decir,
que es debida a la actuacion conjunta de todos sus devanados (estator mas
rotor).

Numero de espiras en serie de una fase.

Potencia.

Potencia electromagnética.

Potencia de pérdidas en el cobre.

Potencia de pérdidas en el hierro.

Potencia de pérdidas mecanicas.

Potencia magnética.

Potencia de pérdidas en el rotor.

Potencia absorbida por el estator.

Potencia util.

Numero de pares de polos.

Eje imaginario del sistema de coordenadas del rotor.

Potencia reactiva absorbida por una méquina polifasica cuando funciona
en régimen permanente senoidal.

Eje imaginario del sistema de coordenadas k.

Resistencia.

Subindice para representar que una magnitud es del rotor.

Superindice que indica que un fasor esta referido al sistema de coorde-
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nadas del rotor.

Operador que significa "Parte real de".

Coeficiente de un devanado definido por la ec. (II-21) o la ec. (II-35).
Superficie.

Subindice para representar que una magnitud es del estator.

Superindice que indica que un fasor estd referido al sistema de coorde-
nadas del estator.

Potencia compleja absorbida por una méquina polifasica cuando funciona
en régimen permanente senoidal.

Constantes de tiempo del rotor y del estator, respectivamente.

Tiempo.

Subindice para las f.e.m.s de transformacion.

Valor eficaz de la tension de una fase.

Fasor temporal de tension eléctrica.

Valor medio por conductor de la tension eléctrica en un punto.

Fasor espacial de tension eléctrica.

Fasor matematico de tension eléctrica. Vector espacial de tension.
Numero de conductores en serie de una fase.

Eje real del sistema de coordenadas del estator.

Coordenada angular medida como angulo eléctrico.

Coordenada angular medida como dngulo geométrico.

Eje imaginario del sistema de coordenadas del estator.

Angulo eléctrico donde algunas magnitudes alcanzan su valor maximo
positivo.

Angulo eléctrico entre dos fases consecutivas de un devanado polifésico.
Fasor espacial de caida de tension inductiva en un devanado debida a sus
enlaces de flujo de dispersion.

Fasor espacial de caida de tension resistiva en un devanado.

Angulo eléctrico del sistema de coordenadas del rotor respecto al sistema

de coordenadas del estator.
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Angulo eléctrico donde son maximas la capa de corriente y el flujo de
corona. Este dngulo también define los ejes de devanado de las fases.
Angulo entre los fasores espaciales imaq e -iR (Fig. II1-2).

Subindice para las inductancias magnetizantes.

Permeabilidad magnética del vacio.

Factor de bobinado.

Angulo eléctrico del sistema de coordenadas k respecto al sistema de
coordenadas del estator.

Coeficiente de dispersion de Blondel.

Subindice para los enlaces de flujo y las inductancias de dispersion.
Coeficientes de dispersion del rotor y del estator, respectivamente.

Flujo magnético.

Flujo de corona.
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Flujo por polo.
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Representa la operacion de calcular el médulo de un vector o de un fasor
y darle un signo de acuerdo con el convenio adoptado.
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CAPITULO 1°: CONCEPTOS BASICOS

INTRODUCCION

*

Este capitulo estd destinado a repasar algunos conceptos que mas adelante se
van a utilizar al analizar la miquina de induccién en régimen transitorio y que
corresponden a un curso elemental de Maquinas Eléctricas. Estos conceptos se
suponen ya conocidos por el lector por lo que aqui sélo se hard una
presentacion sucinta y poco detallada de ellos.

El lector interesado en estudiar mds profundamente estos conceptos puede
acudir a cualquier libro de texto utilizado en las asignaturas de Teoria de
Midquinas Eléctricas de las Escuelas Técnicas Superiores de Ingenieria (Ver el
apartado de Bibliografia de este capitulo).

DEFINICIONES Y PROPIEDADES DELL CAMPO MAGNETICO

Induccion y flujo magnéticos

*

*k

Las lineas de induccion magnética son lineas tangentes en cada uno de
sus puntos al vector induccién magnética B.

La concentracion de lineas de inducciéon en una zona del espacio es
proporcional al valor de la induccién magnética en dicha zona.

El flujo magnético @ a través de una superficie S se obtiene mediante esta
integral de superficie (Fig. I-1):

®=[[BedS (I-1)

donde el vector diferencial de superficie, d§, en cada punto es perpendicular a
la superficie S y ® es el operador producto escalar de dos vectores.

I-1
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Segun el sentido de dS en la expresion (I-1) se habla de flujo entrante o

saliente. En el caso de que S sea una superficie cerrada se toma usualmente dS
con sentido saliente.

H Nﬂ
—\

Fig. I-1: Definicion del flujo magnético @

El campo B tiene divergencia nula en todos sus puntos, luego se trata de un
campo solenoidal y posee estas propiedades:

Carece de puntos fuente y sumidero; es decir, es imposible encontrar un
polo magnético aislado. Aunque un imédn sea troceado muchas veces,
cada una de sus partes tendra siempre dos polos magnéticos.

Las lineas de induccién, por lo tanto, no podrdn nacer en un punto y
morir en otro. Estas lineas son siempre cerradas.

Como consecuencia de lo anterior, el flujo magnético a través de
cualquier superficie cerrada es siempre nulo.

La propiedad anterior conlleva el que los flujos magnéticos a través de
superficies abiertas limitadas por el mismo contorno L (Fig. I-2) sean
iguales.

Aunque inicialmente el flujo es un concepto ligado a una superficie, la
propiedad anterior permite definir el flujo de una espira (la cudl es
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un contorno cerrado) como el flujo que atraviesa cualquiera de las
superficies limitadas por dicha espira.

SI

Fig. I-2: Las superficies abiertas S y S' estan limitadas por el mismo

contorno L, luego estdn sometidas al mismo flujo magnético.

De las propiedades que se acaban de exponer se deduce que el concepto de
polo magnético, como zona fuente o sumidero de las lineas de induccion
magnética, no tiene un sentido fisico riguroso. Sin embargo, resulta cémodo
utilizar esta nocion de polo referida a un cuerpo que estd en el seno de un
campo magnético. De esta manera, un polo Norte de un cuerpo es una zona del
mismo de donde salen lineas de induccién magnética hacia el exterior y un polo
Sur es una zona del cuerpo donde penetran lineas de induccién procedentes del
exterior (Fig. I-3).

Fig. I-3: Polos Norte y Sur de un solenoide

I-3
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Enlaces de flujo

* Sabemos que la Ley de Faraday indica que en una espira atravesada por un
flujo magnético @ aparece una f.e.m. e tal que

dd
e=——"
dt
Si tenemos una fase de N espiras en serie, la f.e.m. total inducida en la fase
serd igual a la suma de las N f.e.m.s inducidas en sus espiras:

d, do, ddy
e=¢e te, +-tey=—| —+——+--+
dt dt dt
Y, por lo tanto, tenemos que

ez—%(cp1 +®, +___+¢N):_d_llf

donde
Y=o, +P, +...+ Py
son los enlaces de flujo o flujo concatenado ! por la fase.

Si la fase pertenece a un devanado concentrado, de tal manera que todas sus
espiras estdn sometidas simultdneamente al mismo flujo ®, se cumplird que

Y=o, +P, +...+Py=N-®

Si, como es habitual en las maquinas eléctricas, la fase forma parte de un
devanado distribuido, las espiras que la forman estdn sometidas a flujos
diferentes. En el caso de que la induccion magnética que actia sobre la fase esté
distribuida senoidalmente en el espacio se cumple que

y=N-§ - ® 1-2)

T Enlos paises de habla inglesa esta magnitud se suele representar por A .
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Donde

N es el nimero de espiras en serie de la fase.

&, es el factor de bobinado de la fase.

® esel flujo que atravesaria a una espira de paso diametral situada de tal
forma que sus ejes 2 coincidieran con los de la fase.

Inductancias

*

Si una fase J recorrida por la corriente i; genera una induccién magnética
que al actuar sobre otra fase K hace que ésta reciba un flujo concatenado o
enlaces de flujo Yy, , se denomina inductancia mutua o coeficiente de
induccién mutua 3 entre K y J a este coeficiente:

Ly =K (1-3)
1y

En los medios magnéticos lineales (donde la permeabilidad magnética es
constante) la inductancia mutua entre dos fases depende s6lo de la geometria del
sistema. Si las fases estan situadas sobre un material ferromagnético, este
coeficiente depende también del valor de las corrientes que circulen por los
bobinados.

En el caso de que sea la misma fase K, recorrida por la corriente iy, la que
genera la induccion magnética y la que origina sobre si misma los enlaces de
flujo Yr, se define otro coeficiente, andlogo al anterior, denominado induc-
tancia propia, autoinductancia o coeficiente de autoinduccion:

VY kK

Ig

Lgk = (I1-4)

2
3

En el siguiente apartado se definen los ejes de una fase.
En otros libros se puede encontrar este coeficiente designado por medio de la letra M.
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Campos magnéticos total, comin y de dispersion

¥ Es sabido que una mdiquina asincrona consiste bdsicamente en un circuito
magnético, formado por el estator, el rotor y un entrehierro de espesor o uni-
forme, y dos devanados, uno situado en el estator y otro en el rotor.

Cuando estos devanados estdn recorridos por corrientes se genera un campo
magnético total que se puede descomponer en dos partes:

a) El campo magnético comiin, también denominado principal o
magnetizante, cuyas lineas de induccién recorren la totalidad del
circuito magnético comun de la maquina. Es decir, circulan por el
estator y el rotor atravesando todos los devanados.

b) El campo de dispersion, también denominado de fugas, que incluye el
resto de las lineas de induccion.

En general, siempre que se habla de inducciones y tensiones magnéticas, asi
como de flujos por polo 4, se sobreentiende que se refieren a campos
comunes. El campo magnético de dispersion sdlo se considera en los enlaces de
flujo y en las inductancias.

Por lo tanto, s6lo serd necesario indicar de qué tipo de campo se esta
hablando -total, comin o de dispersion- al referirnos a los enlaces de flujo y a
las inductancias. En los demads casos se trata de campos magnéticos comunes.

La nomenclatura que utilizaremos serd la siguiente:

 Los enlaces de flujo y las inductancias principales o magnetizantes

llevaran el subindice H. También habra inductancias magnetizantes con el

subindice p.

* Los enlaces de flujo y las inductancias de dispersion llevardn el subindice
C.

e Los enlaces de flujo y las inductancias totales no llevardn ningtn

4 En los siguientes apartados se definen la tensién magnética y el flujo por polo.
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subindice especial.

Por consiguiente, en una fase tendremos que

V=Y + Yy (I-5)

Observese que con esta nomenclatura la induccion magnética, la tension
magnética y el flujo por polo -que no llevan ningin subindice especial que
indique si se trata de campo magnético comun, de dispersion o total- se refieren
siempre a campos magnéticos comunes. Mientras que cuando los enlaces de
flujo o las inductancias no llevan ningun subindice especial se refieren a campos
magnéticos totales.

HIPOTESIS SIMPLIFICATIVAS

*  En este libro el andlisis de la maquina asincrona en régimen transitorio se va
a realizar mediante la Teoria de los Fasores Espaciales. Este método permite
estudiar los regimenes dindmicos de cualquier tipo de maquina eléctrica, por
muy extrafia que ésta sea (con devanados asimétricos, con un nimero de fases
cualquiera, con cortocircuitos entre espiras a causa de una averia, ...).

Para no complicar excesivamente nuestro analisis no realizaremos un estudio
general sino que nos limitaremos al caso mds simple, y mas frecuente, de
maquina asincrona polifasica ideal de construccion simétrica y equilibrada.

*  Una mdaquina es simétrica si tanto su circuito magnético como todas las
fases de sus devanados, tanto del estator como del rotor, son simétricos y si,
ademds, los nimeros de polos del estator y del rotor son iguales.

En el caso de mdaquinas asincronas, en las que el entrehierro se puede
considerar de espesor 0 uniforme (si se desprecia el efecto del ranurado del
estator y del rotor), el circuito magnético siempre es completamente simétrico.
Luego la maquina asincrona serd simétrica si lo son todas las fases de sus
devanados y si todas generan campos magnéticos con el mismo numero de
polos.
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Una fase se considera que es simétrica si:

a) Al ser recorrida por una corriente da lugar a un campo magnético en el
entrehierro con un nimero de polos par, de forma que alternativamente
se tienen polos Norte y polos Sur a lo largo de la circunferencia del
entrehierro. Se denomina p al nimero de pares de polos, es decir, a la
mitad del nimero de polos.

b) Para cada par de polos tiene el mismo numero de bobinas y la misma
disposicion espacial de las mismas respecto al eje que separa los dos polos
del par.

c) El conjunto de las bobinas correspondientes a un par de polos se puede
dividir en dos mitades antisimétricas; esto quiere decir que estas dos
mitades dan lugar en el espacio a distribuciones de corriente similares,
pero de sentidos opuestos.

En una méquina simétrica se definen los dngulos eléctricos o magnéticos
de forma que a un ciclo magnético (un par de polos) correspondan 360 grados
eléctricos o 2m radianes eléctricos. La relacién entre dngulos eléctricos o y
angulos geométricos 0., es

L=p-Q (I-6)

g
En este libro los dngulos que no se representen con el subindice g (que
indica que el dngulo es geométrico) se sobreentiende que son eléctricos.

En una fase simétrica se pueden definir dos ejes de simetria para cada par
de polos (Fig. I-4):

a) El eje de devanado es el eje de simetria de la distribucion espacial de
corrientes a que da lugar la fase cuando se la alimenta con corriente. En
puntos equidistantes de este eje las distribuciones espaciales de corriente
son idénticas y del mismo sentido.
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Fig. I-4: Fase simétrica de dos polos con sus ejes de simetria.

b) El eje magnético es el eje de simetria de la induccién magnética generada
por la fase cuando circula corriente por ella si la maquina es ideal. En
puntos equidistantes de este eje las distribuciones espaciales de corriente
son idénticas, pero de signos opuestos.

Estos dos ejes de simetria por par de polos forman entre si un 4ngulo
eléctrico de 90 grados sexagesimales.

Una mdquina polifdsica de m fases se dice que tiene devanados equili-
brados si para cada uno de estos devanados sus fases verifican que:

a) Estdn igualmente construidas.
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b) Los ejes de devanado de dos fases consecutivas forman entre si un dngulo
eléctrico de 2m/m radianes.

En una maquina asincrona ideal se acepta que se cumplen estas hipétesis:

a) El estator y rotor son lisos y concéntricos. Esto significa que se
desprecia el efecto de las ranuras y se supone que el entrehierro tiene un
espesor O uniforme que, ademas, es despreciable frente al didmetro D de
la circunferencia del entrehierro.

b) Los conductores son paralelos al eje de la miquina y de secciones
despreciables. Se supone, pues, nula la influencia del efecto piel (o skin)
y que las distribuciones espaciales de corrientes del estator y del rotor
pueden ser sustituidas por sendas capas de corriente equivalentes de
espesor despreciable y localizadas sobre las superficies limites interna y
externa del entrehierro, respectivamente.

c) El circuito magnético es ideal. Esto significa que no hay pérdidas en el
hierro y que la permeabilidad magnética del hierro se supone infinita
comparada con la del aire.

Como consecuencia de lo anterior, se desprecia el efecto de la sa-
turacion de las piezas de hierro del circuito magnético y se puede aplicar

el principio de superposicion a la inducciéon magnética del entrehierro B.

d) Vamos a estudiar lo que sucede en secciones perpendiculares al eje de la
méquina J lo suficientemente alejadas de los extremos de dicho eje
como para que no tengan influencia los efectos de los bordes de la
mdaquina. Por consiguiente, se obtendrd la misma distribucién del campo
magnético en cualquiera de estas secciones, esto es, el campo no variara
segun la direccion axial (direccion del eje de giro de la maquina).

e) Los enlaces de flujo de dispersion de una fase son proporcionales en todo

En estas secciones utilizaremos coordenadas polares. Por lo tanto, tendremos una
coordenada en la direcion radial y otra coordenada angular. Denominaremos o a esta
coordenada angular (Fig. I-4) si se mide en dngulos eléctricos y o, si es medida en
angulos geométricos. El sentido positivo para o es el antihorario y el sentido positivo
de la coordenada radial va dirigido desde el centro al exterior de la maquina.
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momento a la corriente instantdnea que la recorre © .
f) No existen armoénicos espaciales de orden superior en los campos

magnéticos de estator y rotor. Todos los campos tienen una distribucién
perfectamente senoidal a lo largo de la circunferencia del entrehierro.

INDUCCION Y TENSION MAGNETICAS. CAPA DE CORRIENTE

Induccion magnética

*  Para el estudio del comportamiento de las mdquinas eléctricas no hace falta

conocer la induccién magnética comun B en todos los puntos de la méiquina,
sino solo en el entrehierro. Es mas, bastard con conocer el valor medio B en
cada lugar del entrehierro de la componente radial de la induccion:

B=

| =

[Bedl (1-7a)
)

es la induccion magnética.

es el vector diferencial de longitud segun la direccion radial.
es el operador producto escalar de dos vectores.

es el espesor del entrehierro.

representa una integral a lo largo del espesor d del entrehierro.

—
v e o m

B tiene signo positivo en los lugares del entrehierro donde las lineas de
induccioén salen del rotor hacia el estator y signo negativo donde las lineas de
induccion entran al rotor.

Esto permite trabajar con una magnitud escalar B en lugar de con una

magnitud vectorial B.

Segun las hipétesis d y f establecidas anteriormente, B varia en el espacio
s6lo a lo largo de la circunferencia del entrehierro, es decir, segin la coor-

6 Veise el pie de la pagina I-18.



CONCEPTOS BASICOS

denada angular o y esta variacion es senoidal.

Ademds, se puede aplicar el principio de superposicién (hipétesis c¢); por lo
tanto, si el valor medio en el entrehierro de la componente radial de la
induccién magnética comun generada por los devanados del estator es Bg, la
generada por los devanados del rotor es By, la de maquina B, ., generada
conjuntamente por todos los devanados de la maquina, vale

Biag =Bs + B (I-7b)
De momento nos referiremos a una induccién magnética genérica B debida a

uno o a varios devanados, sin particularizar si es del estator, del rotor o de
maquina.

Tension magnética

*  Se denomina tension magnética del entrehierro F a una magnitud
escalar, funcion en el espacio sOlo de la coordenada angular o , definida en cada
punto del entrehierro por esta expresion:

F=[Hedl (I-8)
)

donde H es la intensidad magnética.
Sip, es la permeabilidad magnética del aire, en el entrehierro se cumple que
B=pu, -H

En consecuencia, se obtiene que

4

F=|Hedl =[——edI
d ) uo

=85 . |g=tep (1-9)
Ho 5

[-12



CONCEPTOS BASICOS

De la expresion (I-9) se deduce que el signo de F en cada punto del entre-
hierro es el mismo que el de B.

* Se puede demostrar que una fase recorrida por una corriente i genera una
tension magnética en el entrehierro, cuyo arménico fundamental en el espacio
(el unico que vamos a tener en cuenta en una maquina ideal) tiene este valor
maximo Fy,:

_ﬂ: éb_zéb_ (I-10)

Donde

&, es el factor de bobinado de la fase.

N es el nimero de espiras en serie de la fase.

Z es el nimero de conductores en serie de la fase. Evidentemente se
cumple que Z=2N .

p es el numero de pares de polos de la maquina.

Capa de corriente

*  Una capa de corriente es un devanado ideal formado por infinidad de
conductores de espesor despreciable, aislados entre si y colocados segun la
direccion axial, unos al lado de otros, de manera que cubran la totalidad de la
circunferencia del entrehierro.

g La capa de corriente es senoidal si las corrientes que circulan por estos
conductores son tales que dan lugar una distribucion senoidal de la densidad
lineal de corriente A (corriente por unidad de longitud siguiendo la direccion
de la circunferencia del entrehierro) de este devanado segin la coordenada
angular o.

Una capa de corriente asi da lugar a una tensién magnética del entrehierro
perfectamente senoidal, cuyo valor maximo F,, esta relacionado con el valor
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maximo A, de la densidad lineal de corriente mediante la expresion

P

donde D es el diametro del entrehierro.

Por convenio, se considera que la densidad lineal de corriente A tiene
sentido positivo en aquellos puntos del entrehierro en los que las corrientes son
entrantes a un plano perpendicular al eje de la miquina y tiene sentido negativo
en los puntos donde las corrientes son salientes.

Cuando se analizan s6lo los primeros armoénicos espaciales, o arménicos
fundamentales, de las inducciones magnéticas en el entrehierro, podremos
sustituir un devanado real por una capa de corriente senoidal equivalente tal que
ambos devanados originen el mismo primer armoénico del campo magnético.
Asi, de las expresiones (I-10) y (I-11) obtenemos que la capa de corriente
senoidal equivalente a una fase tiene un valor maximo dado por esta relacion:

D 4. N-1
Fu=—Ay=—&, —
M 2p M nﬁb 2p
4 .2 .
AM:n_D.gb.N.IZE.gb.Z.I (1-12)

Naturalmente, todas las magnitudes que hemos analizado en este apartado
(induccién y tension magnéticas, B y F, y capa de corriente, A) pueden variar
en el tiempo ademads de variar en el espacio segun la coordenada angular o.
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FLUJO POR POLO

Se denomina flujo por polo ®,, al flujo debido al campo magnético
comun que atraviesa a una espira de paso diametral colocada en la posicion
donde dicho flujo es maximo.

Si sélo se tiene en cuenta el primer armoénico de la distribucion de la

induccién magnética en el entrehierro B, cuyo valor maximo es By, , se obtiene
que

&y =— By (I-13)

donde | es la longitud axial del circuito magnético de la maquina.

INDUCTANCIAS DE LAS MAQUINAS ELECTRICAS

Inductancia magnetizante de una fase de un devanado polifasico

*  Consideremos una fase de un devanado polifasico simétrico de una méiquina
ideal. En este caso las inductancias s6lo van a depender de la geometria de la
maquina, ya que se desprecia la reluctancia magnética del hierro. Por otra
parte, s6lo tendremos en cuenta el campo magnético comun y despreciaremos,
como siempre, los efectos de los arménicos espaciales de orden superior de la
distribucion de la induccion magnética en el entrehierro; es decir, soélo
consideraremos el arménico fundamental.

* En estas condiciones, la fase K, cuando es recorrida por la corriente iy ,
genera una tension magnética cuyo valor maximo (segun (I-10)) es

N -ig
2p

4
Fym =—
KM T E.va

Luego, la induccion magnética del entrehierro generada tnicamente por la
accion de la fase K tiene (segtin (I-9)) un valor maximo
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BKMZF'FKM

y el flujo por polo debido a esta induccion magnética vale (segun (I-13))

D-1

cI)KM - BKM

Dado que la fase K es la que genera el campo, la espira de paso diametral
cuyos ejes coinciden con los de la fase K esté atravesada por el flujo por polo

D

Luego, de la expresion (I-2) obtenemos que, si el flujo comun de la fase K
es el flujo por polo @y, , los enlaces de flujo comun de la fase K debidos a la
induccion magnética generada por la misma fase K, Yy , valen

Yukk = Nk - E;bK Py

y la inductancia magnetizante de la fase K, de acuerdo con (I-4), vale lo
siguiente

2
_‘I’HKKzuo‘l'D 2-Ng -k
ig 2-m-0 p

2
W, -1-D (ZK'E;bK) (I-14)

Lok =
HE ™2 1.8 p

Donde

u, esla permeabilidad magnética del aire.

1  eslalongitud axial del entrehierro.

D es el didametro del entrehierro.

O es el espesor del entrehierro.

p esel nimero de pares de polos de la méaquina.
Eux ©s el factor de devanado de la fase K.

Ny es el nimero de espiras en serie de la fase K.
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Zy es el numero de conductores en serie de la fase K. Luego, Z, =2 - N

En un devanado polifdsico simétrico todas las fases son iguales y, en
consecuencia, todas poseen iguales inductancias magnetizantes.

En una mdquina asincrona denominaremos Ly¢ a la inductancia magne-
tizante de una fase del estator y Ly, a la de una fase del rotor.

Inductancia mutua entre una fase del estator v una fase del rotor

cuando ambas estan alineadas

*

Esta inductancia mutua se obtiene a partir de la ecuacién (I-3) cuando K es
una de las fases del estator y J es una fase del rotor. Esta inductancia
corresponde a la posicion donde ambas fases tienen sus ejes alineados, por lo
que el flujo que atravesaria a una espira de paso diametral cuyos ejes
coincidieran con los de la fase del estator seria precisamente el flujo por polo
originado por la fase del rotor. Haciendo un desarrollo similar al efectuado
para la inductancia magnetizante de una fase de un devanado polifasico se
obtiene que la inductancia mutua entre una fase del estator y del rotor cuando
ambas estan alineadas, L , vale

L _MHo-1-D Zs-Sus |( Zr Sr
SR 2.1-8 p p

donde Zg y &, son el nimero de conductores y el factor de bobinado de una

(I-15)

fase del estator y Zp y &,z son el nimero de conductores y el factor de
bobinado de una fase del rotor, respectivamente.

El lector puede comprobar facilmente que se verifica que Liyq = Lgg y
también que
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OTROS COEFICIENTES DE LAS MAQUINAS ASINCRONAS 7

* Si una fase K tiene unos enlaces de flujo de dispersion Y y esta recorrida
por una corriente i, , se denomina L a este cociente 8 :

Lok =~ (1-16)

Normalmente, en una méaquina real este pardmetro estd poco influenciado
por el grado de saturacion del hierro de la maquina, ya que las lineas de campo
de dispersion recorren trayectos con largos tramos de aire.

En un devanado equilibrado todas sus fases tienen igual valor de L . En el
caso de maquinas asincronas simétricas y con devanados equilibrados
denominaremos L ¢ al valor de este coeficiente para las fases del estator y L,
para las fases del rotor.

*  Enuna maquina asincrona con mg fases en el estator y my fases en el rotor
se tienen estos coeficientes:

mg mg
LHS :LM :7 LHS H LI-LR —T LHR
Mg
Lg=L,g+Lg ZTLHS-'_LGS (1-17)
Lr=Lg+Lpr = —% Lyg +Log

Como veremos mas adelante, si el rotor real de la mdquina se sustituye por
uno equivalente reducido al estator sucede que

En otros libros el lector puede encontrar estos coeficientes representados con el subin-
dice | en lugar de 6 y m en lugar de p.

Al definir L5k mediante la ecuacion (I-16) se estd suponiendo que los enlaces de flujo
de dispersion de una fase s6lo son debidos a la corriente que circula por dicha fase. En
realidad los flujos de dispersion son debidos a la influencia de todas las corrientes de la
mdquina, pero se obtienen resultados suficientemente precisos a nivel industrial si se
trabaja con la simplificacién anterior.
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Lys = Lyg =Lgr

Mg = Mg
Luego, en este caso L, g y L son iguales, siendo L, dicho valor comun.

En la literatura técnica se denominan inductancias de dispersion del
estator y del rotor a los coeficientes L ¢ y L,z , respectivamente; inductan-
cias magnetizantes del estator y del rotor a los coeficientes L s y L,p ,
respectivamente, e inductancias propias del estator y del rotor a los
coeficientes Ly y Ly , respectivamente 9.

Los coeficientes de dispersion del estator cq y del rotor oy vienen
dados por las relaciones siguientes:

L L L L
GS — — oS — oS ; GR — — oR — oR (1‘18)
5 “Hs H 5 CHR H

El coeficiente de dispersion de Blondel ¢ combina los coeficientes de
dispersion del estator y del rotor mediante la siguiente expresion:

1
o= o) (ivoy) (-19)

Las constantes de tiempo del estator Tg y del rotor Ty se obtienen
mediante las siguientes relaciones:

&L L &L L
9 Hs T og L 9 HR T OR LR

T = = S ; T = = 1-20
: RS RS A RR RR ( )

donde Ry y Ry son las resistencias de una fase del estator y del rotor,
respectivamente.

9 A pesar de esta nomenclatura, observese que en la definiciciéon de estas constantes

aparecen los enlaces de flujo debidos a la accién de varias corrientes distintas (para el
caso de Lsq y de Lsg vedse el pie de la pagina anterior) mientras que, en rigor, en la
definicion de una inductancia deben intervenir los enlaces de flujo generados por una
sola corriente.
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FASORES ESPACIALES

CAPITULO 2°: FASORES ESPACIALES

INTRODUCCION

*

Existen varias teorias para el andlisis de las maquinas eléctricas en régimen
transitorio.

Uno de estas teorias, que en su dia fue un gran avance en el seno de la
Electrotecnia, es la de la mdquina generalizada (descrita en el tomo 5° del
libro de Cortes Cherta [2]) que fue desarrollada por Park y el ingeniero
hungaro-norteamericano Gabriel Kron durante los afios 30 y 40. Este método
goza de gran predicamento en Norteamérica.

La teoria de los vectores espaciales (vease el libro de Kovacs [5]) fue
desarrollada en Hungria por Kovacs y Racz durante los afios 50 y 60. Mediante
este método se ha conseguido el control dindmico 6ptimo en las maquinas de
c.a.

La teoria de los vectores espaciales, que en algunas ocasiones ha sido

denominada erréneamente de los fasores espaciales, es usada ampliamente en

Europa. Sin embargo, en su version original, s6lo es vdlida para maquinas
trifasicas ideales, simétricas y sin arménicos espaciales del campo magnético.

La teoria de los fasores espaciales es obra, fundamentalmente, del che-
coslovaco, nacionalizado luego aleman, J. Stepina, y del espafiol L. Serrano
Iribarnegaray.

A J. Stepina se debe el inicio de la teoria asi como la definicién del fasor
espacial de corriente y de los fasores auxiliares relacionados con él para
cualquier maquina rotativa, con o sin armonicos espaciales de campo, simétrica
o no. Con la ayuda de los mismos establecié las primeras expresiones tedricas
correspondientes al régimen dindmico de una mdaquina asimétrica con
devanados de configuracién arbitraria, haciendo uso a tal fin de los fasores
espaciales hasta entonces introducidos por €l ([9], [10], [11]).
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L. Serrano es el descubridor del fasor espacial de tension y de los restantes
fasores espaciales auxiliares relacionados con él, lo cual permitié la
formulacion de las ecuaciones dindmicas utilizando el juego completo de fasores
espaciales fundamentales. Esto, le llevo a demostrar, por primera vez, que las
ecuaciones del régimen transitorio de toda maquina polifdsica simétrica tienen
una interpretacion fisica inmediata y son representables mediante un sencillo
diagrama fasorial en el espacio ([16], [17], [18]). Asimismo, dedujo los
principales teoremas de correlacion fasorial y estableci6 las relaciones
existentes entre la teoria de los fasores espaciales, la teoria de los vectores
espaciales y la teoria de la maquina generalizada ([18], [19]).

El libro que el lector tiene en sus manos (uno de los primeros existentes
sobre el tema en la literatura técnica mundial) sigue la teoria de los fasores
espaciales y se basa en el enfoque de Stepina y Serrano, presentando algunas
contribuciones complementarias al mismo. En €l se simplifica la teoria para
considerar Unicamente maquinas polifasicas, simétricas, equilibradas, ideales y
con sOlo los armoénicos espaciales fundamentales de los campos magnéticos,
segun se indico en el capitulo 1°. No obstante, incluye las ultimas novedades que
han ido apareciendo sobre esta teoria.

El lector interesado en profundizar en la teoria de los fasores espaciales
puede acudir, entre otras, a las publicaciones [1], [6], [7], [8], [10], [12], [14],
[16], [17], [18] y [19] citadas en la bibliografia de este capitulo.

FUNDAMENTOS Y DEFINICIONES

%k

En las méaquinas eléctricas podemos distinguir dos tipos de magnitudes:
externas € internas.

Las magnitudes externas son observables desde el exterior de la maquina
(par, corrientes, tensiones, velocidad,...), mientras que las internas se
manifiestan dentro de ella (induccién magnética, capas de corriente, ...) y son
las que, mediante su interaccion, determinan el comportamiento de aquella.

Naturalmente, las magnitudes externas e internas estan relacionadas entre si.
Asi, en el caso de un motor, las corrientes de alimentacién (magnitudes
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externas) originan las capas de corriente y las inducciones magnéticas
(magnitudes internas) que, al interactuar entre si, dan lugar al par de la
maquina (magnitud externa).

Para un usuario de la maquina puede bastar un andlisis en el que solo
intervengan magnitudes externas; es decir, un estudio que considere a la
mdquina como una "caja negra" en la que se introducen ciertas magnitudes y se
obtienen otras. Sin embargo, cuando se aspira a comprender y conocer con
detalle los fendmenos que se origininan en una maiquina eléctrica se deberan
considerar las magnitudes internas en su estudio. En este caso, el andlisis
consistird en determinar las interacciones entre las magnitudes internas de la
mdaquina y las relaciones entre éstas y las magnitudes externas. Esto exige, a su
vez, un estudio previo de qué magnitudes internas son las mas adecuadas para
analizar la maquina.

En una maquina ideal se pueden encontrar multitud de variables internas
escalares que en el espacio s6lo varian segun la coordenada angular o y en las
que, ademas, esta variacion es senoidal. Es decir, si x es una de estas magnitudes
y la méaquina tiene p pares de polos, x variara a lo largo de la circunferencia del
entrehierro describiendo p ciclos de una senoide. Por lo tanto, si y, es el angulo
geométrico correspondiente a la posicion donde se produce uno cualquiera de
los p maximos positivos de x 1 y X €s este valor maximo, se tiene que

x=Xum cos[p(ocg—yg)]:XM cos[o -] (1I-1)

En Ingenieria Eléctrica estamos acostumbrados a representar mediante
fasores temporales magnitudes escalares que varian de forma senoidal en el
tiempo. Podemos aplicar el mismo procedimiento a magnitudes que varian

senoidalmente en el espacio y definir el fasor espacial X , asociado a la
magnitud interna escalar x, como el fasor de médulo el valor maximo de x y
argumento el dngulo eléctrico correspondiente a los maximos de x (Fig. II-1):

1" Dado que la distancia entre dos puntos donde x es mdxima es la correspondiente a
dos polos, es decir, 2w radianes eléctricos, el valor del dngulo eléctrico
Y=p - Yg es el mismo independientemente de cual de los p dngulos geométricos

Y , correspondientes a los p puntos donde x es maxima, sea el elegido.
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X=Xy [p-ve=Xy - =Xy eI (11-2)

Fig. I1-1: Fasor espacial correspondiente a la magnitud x de la ecuacion (I1I-1)

La expresion (II-2) permite obtener el fasor espacial X si se conoce la
magnitud interna x. Si se da el caso contrario y se desea conocer el valor que x
tendrd en un punto, cuya coordenada angular (en angulos geométricos) vale o, ,
utilizando (II-1) y (II-2) a partir del fasor X se tiene que

X((Xg) =XM cos[p(ocg —yg)] =X cos[p(yg - OCg)] =

= Re{XM ejp(’Yg—Otg)}: Re{(XM ejp’Yg ) e_jpag }=Re{§ e_jpch }

x(0

)=Re{§ e_jpo‘g} ‘ (I13)

(Re = Parte real de)

Es decir, la magnitud interna x toma en el punto definido por 0., un valor

igual a la proyeccion 2 del fasor X en la direccion o. = p * Q, .

En general, x es una magnitud que también varia en el tiempo, luego el
fasor x es una funcion del tiempo.

2 En el siguiente apartado se justifica por qué la expresién (II-3) corresponde a una

proyeccion del fasor Xx.
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Si x no variase de forma perfectamente senoidal en el espacio, se podria
descomponer en serie de Fourier. Los armoénicos de la serie son funciones
senoidales de o, luego se puede asignar un fasor espacial a cada uno de ellos. Es
decir, para una magnitud interna que no varie senoidalmente en el espacio se
utilizardn tantos fasores como armoénicos de su serie de Fourier se quieran tener
en consideracion.

Observese que, si bien matemdticamente un fasor es un vector, fisicamente
los conceptos de vector y de fasor son diferentes. Un vector representa el valor
de una magnitud vectorial (por lo tanto, con direccién y sentido) en un punto y
en un instante dados. Un fasor temporal representa el conjunto de valores que
va tomando a lo largo del tiempo una magnitud escalar correspondiente a una
fase. Un fasor espacial representa el conjunto de valores que toma en el espacio
una magnitud escalar en un instante dado. En este libro los vectores se
representan con una flechita encima (X) y los fasores se escriben con un guién

(x).

SISTEMAS DE COORDENADAS

* En nuestro estudio vamos a considerar tres sistemas de coordenadas (Fig. II-
2) sobre los cudles vamos a referir los fasores espaciales:

a) El sistema de coordenadas del estator (o , ) estd fijo en el espacio y
esta ligado al estator, de forma que su eje real o apunta en la direccion
del eje de devanado de la fase A del estator.

b) EI sistema de coordenadas del rotor (D , Q) esta fijo al rotor y su eje
real D apunta en la direccion del eje de devanado de la fase A del rotor.
Estos ejes giran con una velocidad angular (velocidad de giro del rotor)

de Q radianes geométricos por segundo o ® (® = p = Q ) radianes
eléctricos por segundo y estdn desfasados respecto a los ejes (o , ) un

angulo eléctrico € = p - €, variable en el tiempo.
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Fig. 11-2: Sistemas de coordenadas

c) EIl sistema de coordenadas k (d . q) es un sistema de coordenadas
genérico que gira respecto a los ejes (a0 , B) a la velocidad de ®,
radianes eléctricos por segundo. El angulo eléctrico entre los ejes d y o

es p = p* p, y varia con el tiempo. Segun el estudio que queramos
realizar adoptaremos un sistema k que gire a la velocidad de
sincronismo ®; , a la velocidad de la méaquina ® (con lo que se

transforma en el sistema (D , Q)), a velocidad nula (con lo que se
convierte en el sistema (o , )), etc.

Obviamente se cumplird que

(T1-4)

e
Il
|

©
Il
|

La nomenclatura que adoptaremos para indicar a qué sistema de coorde-
nadas estd referido cada fasor es el indicado en la tabla II-1.
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SISTEMA DE

SIMBOLO MAGNITUD COORDENADAS
X =Xg, +JXgp Estator Estator (o , B)
XR = XRrRD +J XRQ Rotor Rotor (D , Q)
il; =Xgp *] Xsq Estator Rotor (D, Q)
ig = Xgq T JXgq Estator kd,q
X5 = XRa +J Xgp Rotor Estator (o , B)
illi = Xgpq TJ XRrq Rotor k(,q)

Tabla II-1: Nomenclatura para los fasores espaciales

Denominaremos sistema de coordenadas propio o natural de una magnitud
interna del estator o del rotor al sistema de coordenadas fijo al 6rgano de la
maquina a que corresponde dicha magnitud. Por lo tanto, el sistema de
coordenadas del estator (o, ) es el sistema de coordenadas propio de las
magnitudes del estator y el sistema de coordenadas del rotor (D, Q) es el
sistema de coordenadas propio de las magnitudes del rotor.

Hay que sefialar que cuando un fasor se expresa analiticamente, esto es,
mediante un nimero complejo, hay que especificar el sistema de coordenadas en
el que estd referido (para lo cual usaremos la tabla II-1). Sin embargo, en las
representaciones graficas no se indicard el sistema de coordenadas de cada fasor
porque el angulo relativo entre los fasores que forman un diagrama fasorial
espacial no depende del sistema de coordenadas elegido. Se sobreentiende que
todos los fasores de un diagrama estdn referidos a un mismo sistema de
coordenadas, que no siempre serd el sistema de coordenadas propio de cada
fasor.
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El cambio de sistema de coordenadas de un fasor espacial es un proceso
matematico que se corresponde con la diferente manera como es vista la
magnitud interna representada por el fasor por observadores situados fijos a
sistemas de coordenadas distintos.

Ademas, para los fasores espaciales ligados al campo magnético (los fasores
i, F, B y ®cor que se definirdn més adelante), que representan magnitudes que
actdan sobre todas las partes de la maquina, la expresion de un fasor espacial en
diferentes sistemas de coordenadas tiene también otra interpretacion fisica: Un
fasor referido a un sistema de coordenadas dado indica la forma como la
magnitud interna que representa el fasor actia sobre los devanados situados
fijos al sistema de coordenadas.

Sin embargo, los fasores espaciales de tipo eléctrico (los fasores €, U, AU

e AU;,q que se definirdn después) solo actian sobre los devanados fijos a su
sistema de coordenadas propio y carecen de esta segunda interpretacion.
Cuando son referidos a un sistema de coordenadas distinto del propio no
representan su actuacion sobre los devanados fijos al nuevo sistema de
coordenadas, sino s6lo como son vistos desde €l.

En la fig. II-2 es facil observar que

< cedY = aIP Y
X XSM e XSM e

. e.] (7€) :is .e_]g

(11-5)

Luego:
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T _3TS it

Xg = Xgp-€

=k _ =S _-jp

=S _ = _j¢

XgR = Xg-€

<k _x Qi€ (II-6)
R —™ #R

a
[ X, | _[cosp —senp] y [ Xqy |
| Xgp | [senp cosp | [Xgq
~ 7 1 e - (I1-7)
Xsd cosp senp Xg,
= X
| Xsq | L—senp cosp| [Xgp |

Una forma de interpretar las expresiones (II-5) y (II-6) es que las coor-
denadas del fasor X en un nuevo sistema de coordenadas que forma un dngulo
eléctrico A con el sistema de coordenadas original, tienen los mismos valores
que tendrian en el sistema original si al fasor X se lo girara un dngulo
eléctrico -Q.

Asi, por ejemplo, el fasor X tiene las coordenadas x ., y X, en el sistema

(o, B). El sistema de coordenadas del rotor (D , Q) forma el dngulo eléctrico €
respecto al sistema del estator (o , B) y las coordenadas de is en este nuevo

sistema son X, ¥ X,y - Debe cumplirse que estas coordenadas X, y X o son
iguales a las coordenadas en el sistema (o , B) del fasor x S girado un angulo

eléctrico -€ , es decir, las coordenadas de is - el

Si se desea obtener la proyeccién de un fasor x segin la direccién dada por
el dngulo eléctrico o se procede segin se indica en la figura I1-3.
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1

Proyeccion de X sobre o

-

Fig. I1-3: Proyecci6n de un fasor

En la figura II-3 se aprecia facilmente que la proyeccion de X segun la
direccion o sera igual a la coordenada real del fasor X cuando se le expresa en
un sistema de coordenadas cuyo eje real estuviera orientado segun la direccion
o. Luego:

Proyeccion de X segun la direccién o = Re{ X - ei%} (11-8)

FASORES ESPACIALES DE CORRIENTE, DE TENSION Y DE
INDUCCION MAGNETICAS Y DE FLUJO DE CORONA

g En este apartado vamos a empezar a estudiar algunos de los fasores
espaciales que utilizaremos para analizar las maquinas eléctricas. Con todos
ellos seguiremos el mismo proceso: definiremos una magnitud interna escalar
que varie senoidalmente segun la coordenada angular o y le asociaremos un
fasor espacial, el cual ligaremos con los demds fasores mediante las expresiones
adecuadas.

De momento vamos a trabajar con los fasores de forma genérica, sin indicar
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si corresponden al estator, rotor o a la totalidad de la maquina y sin sefialar el
sistema de coordenadas en el que estan referidos. S6lo cuando sea estrictamente
necesario haremos mencion de estas cualidades del fasor.

Fasor espacial de corriente

*k

Como ya hemos mencionado en el capitulo anterior, los devanados del
estator y del rotor, distribuidos y alojados en ranuras, pueden ser sustituidos
por sendas capas de corriente senoidales situadas sobre las superficies limites
externa e interna del entrehierro, respectivamente.

Para una de estas capas de corriente, se cumplird que
A=Ay cos[a—-0]

donde O es el angulo eléctrico correspondiente a las p posiciones donde esta
capa de corriente alcanza su valor maximo positivo A,, (recordemos que, por
convenio, se consideran positivas las corrientes entrantes a un plano perpen-
dicular al eje de la maquina).

El fasor espacial asociado a una capa de corriente se denomina fasor
espacial de corriente y (a partir de las ecuaciones (II-1) y (II-2)) se define
asi:

i=Ay e (I1-9)

Dependiendo de la procedencia de la capa de corriente podemos tener
fasores espaciales de corriente de una fase de un devanado, situado bien en el
estator o bien en el rotor, de la totalidad de las fases de un devanado o del
conjunto de todos los devanados de la maquina.

Observese que aunque el fasor i se denomina de corriente, realmente no
representa corrientes sino densidades lineales de corriente.
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Fasor espacial de tension magnética

* Sabemos del capitulo anterior (ecuaciéon I-11) que un devanado que puede
ser representado por una capa de corriente senoidal A genera una tension
magnética F cuyo valor médximo se obtiene asi:

D
Fu=—A
M 2p M

Este valor maximo se localiza en p posiciones adelantadas m/2 radianes
eléctricos respecto a los p lugares donde la capa de corriente A es maxima (Fig.

I1-4). Luego:

F=F,, cos [a - (0 + T/2)]

:RAM coslioc—(9+£ﬂ
2p 2

Por lo tanto, el fasor espacial de tension magnética (a partir de las
ecuaciones (II-1) y (II-2)) vale

2p
- D- . D -
F=—ie/™=j—7 (11-10)
2p 2p
(12 =)

En esta ecuacién (II-10) los fasores F e i deben estar expresados en el
mismo sistema de coordenadas. Como es natural, cuando en la expresion (II-10)
se utiliza el fasor espacial de corriente de un devanado (sea éste del estator, del
rotor o equivalente al conjunto de los devanados de toda la maquina) se obtiene
el fasor espacial de tensién magnética correspondiente al mismo devanado.

En una mdquina bipolar los dngulos eléctricos y geométricos son iguales

(pues p = 1) y podemos dibujar los fasores espaciales superpuestos a una seccion
de la maquina. Asi, en la figura I11-4 se puede apreciar claramente el desfase de
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1t/2 radianes eléctricos entre los fasores F e 1.

Capa de Lineas de
corriente campo magnético

Flujo de
corona

Fig. 11-4: Fasores espaciales

Recordemos que hemos adoptado el convenio de considerar positivas la
induccion y la tension magnéticas en los lugares donde las lineas de induccion
salen del rotor y entran en el estator. Esto significa que la induccidn es positiva
frente a los polos Norte del rotor o frente a los polos Sur del estator.

La expresion (II-10) indica que la relacion entre los fasores de corriente y
de tension magnética es la misma para todos los devanados de una misma
mdaquina. Conocido uno de estos fasores es inmediato obtener el otro; en una
mdaquina ideal, ambos dependen solamente de la configuracion de los devanados.
Esto quiere decir que ambos fasores proporcionan la misma informacion y
usaremos uno u otro segun resulte mas comodo en cada caso.

Aunque en este libro estamos razonando sobre maquinas ideales, simétricas
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y equilibradas, se puede demostrar que la relacion (II-10) sigue siendo vdlida
en cualqguier tipo de mdqguina con la unica condicion de que en ella se pueda

considerar que sus piezas de material ferromagnético tienen una reluctancia

despreciable frente a la del entrehierro v que no se producen pérdidas en el
hierro.

Fasor espacial de induccién magnética

* La inducciéon magnética es una magnitud vectorial y, por lo tanto, en
principio no puede ser representada por un fasor. Sin embargo, ya dijimos en el
capitulo 1° que, en el entrehierro, en lugar de trabajar con el vector B ibamos a
utilizar la magnitud escalar B, valor medio en cada punto del entrehierro de la
componente radial de B. El fasor espacial de induccion magnética esta
asociado a esta magnitud escalar B.

En una madaquina ideal las ondas espaciales de tensi6én y de induccién
magnéticas estdn en fase, luego (teniendo en cuenta (I-9)) se verifica que

— uo_
B="2F II-11
5 (II-11)

Aunque la expresion (II-11) es vdlida para maquinas ideales (que son las que
vamos a considerar en este libro), es preciso resaltar que si la méquina no
tuviera entrehierro uniforme (por ejemplo, si se tratara de una madaquina
sincrona de polos salientes), las ondas de F y de B ya no estarian en fase. Por lo
tanto, la _ecuacion 1lI-11 es vdlida para cualguier tipo de mdquina (no

necesariamente ideal ni simétrica) siempre que tenga entrehierro uniforme.

Fasor espacial de flujo de corona

*  El flujo de corona es el flujo que atraviesa una seccion radial del yugo o
corona de la maquina. Es decir, el flujo de corona es el flujo que atraviesa una
seccion radial del estator (Fig. 11-4).

El flujo de corona se considera positivo cuando es generado por una
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corriente positiva (entrante). Por consiguiente, el flujo de corona es positivo en
las zonas del estator donde las lineas de induccidn circulan en sentido horario.

El flujo de corona siempre se refiere a campos magnéticos comunes (sin
incluir los flujos de dispersion). Este flujo se considera a través de una seccién
del estator, pero esto no quiere decir que s6lo los devanados del estator generen
flujos de corona. Este tipo de flujo puede estar originado por los devanados del
estator y/o del rotor. Asi podemos tener flujos de corona de una fase del
estator, de una fase del rotor, de todo el estator, de todo el rotor o de toda la
maquina (estator mas rotor).

El flujo de corona es una magnitud distribuida en el espacio a lo largo de la
circunferencia del entrehierro; es decir, es una funcién de la coordenada
angular o. Si la induccion magnética del entrehierro tiene una variacion
senoidal en el espacio, se puede demostrar que el flujo de corona (que es la
integral espacial de la induccién magnética) también varia senoidalmente en el
espacio.

En la figura I1-4 se puede apreciar que los maximos del flujo de corona se
producen con un retraso espacial de 7/2 radianes eléctricos respecto a los
mdaximos de la induccién magnética. También se observa que el valor midximo
del flujo de corona es igual a la mitad del flujo por polo.

El flujo por polo correspondiente a una induccién magnética que en el
entrehierro alcanza un valor maximo B, se obtiene mediante la expresion (I-

13):

i
®, B, D1 5 mDl
b = = =
corM
2 2p 2p
2
D1 D I{ D
O TR b I
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CI)corM = 1l~l 'AM
1D Y (1I-12)
8 |\ 2p

donde 1;,1 es una constante de la méquina que tiene el mismo valor en el célculo

de los flujos de corona originados por el estator, el rotor o toda la maquina.

Al flujo de corona le asociaremos el fasor espacial de flujo de corona.
Por las propiedades del flujo de corona obtenemos que su fasor esta siempre
retrasado un angulo eléctrico de 1/2 radianes respecto al fasor de induccion
magnética. Esto sigue siendo cierto para cualquier tipo de miquina, aunque no
sea ni ideal, ni simétrica, ni equilibrada. Ademds, como ya hemos indicado
anteriormente, la relacion entre los fasores de flujo de corona y de induccion
magnética es la misma para todos los devanados de una misma madquina.
Conocido uno de estos fasores es inmediato el obtener el otro. Esto quiere decir
que ambos fasores proporcionan la misma informacidén y usaremos uno u otro
segun resulte mds comodo en cada caso. Normalmente utilizaremos el fasor
aCOI' .

Anteriormente hemos visto que, si la maquina tiene entrehierro uniforme
los fasores B y F estan en fase y, ademads, el fasor 1 esté retrasado 1/2 radianes
eléctricos respecto a F si la reluctancia y las pérdidas del hierro son nulas.

Luego, en estas condiciones se verifica que los fasores ®cor € 1 estdn en fase
(Fig. II-4). Se tiene, pues, que

i (11-13)

Observese la similitud formal entre las expresiones (II-13) y (I-3).

En esta ecuacién (II-13) los fasores @cor ¢ 1 deben estar expresados en el
mismo sistema de coordenadas. Como es natural, cuando en la expresion (I11-13)
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se utiliza el fasor espacial de corriente de un devanado (sea éste del estator, del
rotor o equivalente al conjunto de los devanados de toda la maquina) se obtiene
el fasor espacial de flujo de corona correspondiente al mismo devanado.

Para acabar este apartado recordemos que el flujo de corona se refiere

siempre _a campos magnéticos comunes y que la expresion (Il-13) solo es

valida si la mdqguina tiene entrehierro uniforme vy su circuito magnético es

ideal (sin pérdidas y sin reluctancia en las piezas de hierro).

FASOR ESPACIAL DE F.E.M. INDUCIDA

*

Imaginemos que sobre la periferia del rotor colocamos segun la direccion
axial un conjunto de conductores de seccidon despreciable, situados uno al lado
de otro, aislados entre si y de forma que en cada punto de la circunferencia del
entrehierro hubiera uno de ellos. Cuando estos conductores estén sometidos a la
accion del campo comun de toda la maquina se inducird f.e.m. en ellos. Si el
campo magnético varia senoidalmente en el espacio la distribucidon espacial de
estas f.e.m.s inducidas en los conductores es también senoidal. Es decir, si en un
instante dado medimos las f.e.m.s que se inducirian en unos conductores axiales
situados en cada punto de la periferia del rotor debidas a la acciéon de un campo
magnético comun de la maquina senoidal, obtenemos un conjunto de valores
que forman una distribucion senoidal en el espacio.

Andlogamente, también se puede obtener una distribucion de f.e.m. en el
estator considerando las f.e.m.s inducidas en conductores axiales situados en
cada punto de la superficie del estator que limita con el entrehierro.

En este libro representaremos las f.e.m.s y tensiones eléctricas mediante
flechas cuya punta se dirige al punto de mayor tension. Ademads, considera-
remos que una f.e.m. es positiva si pretende generar una corriente positiva. Por
consiguiente, en las distribuciones espaciales de f.e.m. consideraremos que su
valor es positivo en los lugares donde las flechas de f.e.m. tengan sentido
entrante a un plano perpendicular al eje de la maquina 3 .

Con este convenio de signos a cada una de estas distribuciones de f.e.m. se le

3 En los apéndices de este capitulo se justifica este convenio de signos.
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puede asignar un fasor espacial de f.e.m. €. Se demuestra 4 que

d cI)cor, maq

11-14
it (1I-14)

g=-

Es importante recordar que en la expresion (II-14) el fasor ® cor,maq_debe
estar_referido a un_sistema_de coordenadas fijo a los conductores donde se
induce la f.em. v el fasor de f.e.m. que se obtiene estd referido a dicho
sistema _de coordenadas. Asi, si se desea obtener el fasor de f.e.m. del estator
(en coordenadas del estator), el fasor 5cor,maq en la expresion (II-14) debe
estar referido a coordenadas del estator. Si se desea obtener el fasor de f.e.m.
del rotor (en coordenadas del rotor), el fasor acor,maq en (II-14) debe estar
referido a coordenadas del rotor. La ecuacion (II-14) es vélida para todo tipo
de méquina eléctrica, aunque no sea ideal ni simétrica.

Observese que los fasores de fe.m. son debidos al campo comin (sin
incluir el efecto de los flujos de dispersion) de toda la mdquina (originado por
el estator y el rotor conjuntamente) y que, por definicion, s6lo hay dos fasores
de f.e.m.: el del estator y el del rotor.

Sabemos que

cI)cor,maq = q)cor,maq M€ mad
Luego, la ecuacion (II-14) queda ast:
E__da)cor,maq __i o . jemaq )
dt dt cor, maq M

Dado que, en general, tanto el argumento, Gmaq , como el modulo,
D or, maq M - del fasor Peor,mag son funciones del tiempo, se tiene que

d o

. d emaq
cpcor, maq

16maq
€ J
dt dt

cor, maq M

g=—

4 Veanse los apéndices de este capitulo.
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ol

tran

Fig. I1-5: Fasores espaciales de f.e.m. de transformacidén y de rotacién o giro

Por consiguiente, podemos descomponer el fasor € en dos componentes que
forman 7/2 radianes eléctricos entre si (Fig. II-5):

€ =Can T6€

oir (II-15)
a) El fasor de f.e.m. de transformacion €., tiene la misma direccion

que Pcor,mag Yy €std en oposicion de fase con €l (cuando la derivada
temporal de @, . M €8 positiva). Este fasor es debido a las variaciones

temporales del valor del médulo @ .o, g v del fasor de flujo de corona

de la maquina:

dd .
Ciran = (— “g’tm S jejema‘l (11-16)

b) El fasor de f.e.m. de rotacion o giro €, estd desfasado 1/2 radianes

gi
eléctricos respecto al flujo de corona y estd en retraso respecto a €l (si la

derivada temporal de Gmaq 0, lo que es lo mismo, la velocidad de giro del

fasor 5cor,maq es positiva (en sentido antihorario)). Este fasor es debido
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a la velocidad de giro de ®cor, maq :

- . d 9maq
egir =-] dt

D cor, mag (11-17)

Comparemos entre si los fasores de f.e.m. del estator y del rotor de una
misma maquina. Para que este andlisis sea general consideraremos estos fasores
referidos al sistema de coordenadas genérico k. 3

Las variaciones del modulo del fasor flujo de corona se aprecian de igual
manera desde el rotor y desde el estator, luego se cumplird que

-k =k
etranR =¢ tran S (II'18)

Sin embargo, la velocidad instantdnea del fasor ®cor,maq es diferente
respecto al sistema de coordenadas del rotor que respecto al sistema de
coordenadas del estator. Es decir:

E;rR + é};rs (11-19)

Por lo tanto, los fasores de f.e.m. del estator y del rotor tendran la misma
., . ., .. —k
proyeccion respecto a la direccion definida por el fasor @ o, maq, pero sus

. . - : —k . :
proyecciones en la direccion perpendicular a ®cor,maq tendran valores dife-
rentes (Fig. I1-6).

Cuando un fasor de f.e.m. se expresa en el sistema de coordenadas k lo que se
obtiene no es como fisicamente este fasor actda en este sistema de coordenadas,
sino como se "ve" desde dicho sistema la actuacion del fasor de f.e.m. en su
sistema de coordenadas propio. El proceso matematico para obtener un fasor de
f.e.m. en el sistema de coordenas k es asi:

*  Primero se expresa el fasor o cor,maq €n el sistema de coordenadas propio
de la f.e.m. que se desea calcular (coordenadas del estator para obtener el
fasor de f.e.m. del estator y coordenadas del rotor para el fasor de f.e.m. del
rotor).

* Se aplica la expresion (II-14) con lo que se obtiene el fasor de f.e.m. en su
sistema de coordenadas propio.

* Por ultimo, el fasor espacial de f.e.m. se cambia de sistema de coorde-
nadas mediante la relaciones (II-5) y (II-6).
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Fig. I1-6: Fasores de f.e.m. en el estator y en el rotor de la misma maquina

En régimen permanente, estando la mdquina alimentada con corrientes
senoidales equilibradas y a velocidad constante, los campos magnéticos son
giratorios. En este caso, el fasor de flujo de corona tiene amplitud y velocidad
constantes. Por lo tanto, se cumple que

d P do

cor,maq M maq

dt

= constante

~e

No existen, pues, f.e.m.s de transformacién. Ademas, los fasores de f.em. de
giro tendrdn amplitud constante e igual velocidad de giro que Pcor,maq. En
resumen, se tiene que
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€ =8y (I1-20)
Por esta razén, cuando se estudia la miquina en régimen permanente y
girando en sentido positivo (antihorario), se dibujan siempre los fasores
espaciales de f.e.m. retrasados /2 radianes eléctricos respecto a ®cor, maq -

FASORES ESPACIALES DE TENSION ELECTRICA

*

Estos fasores acaban de ser incorporados a la teoria ya que fueron descritos
por primera vez por Serrano en 1991 ([14]). Para definirlos vamos a suponer
primeramente que todos los devanados de una madaquina son tales que sélo
existen diferencias de tension eléctrica en los conductores activos y no en las
cabezas de bobina. Esto equivale a trabajar con devanados ideales en los que las
cabezas de bobina no tienen resistencia ni inductancia de dispersion y en los que
a los conductores activos se les ha incrementado su resistencia e inductancia de
dispersion en la parte proporcional correspondiente a las cabezas de bobina del
devanado real. De esta manera, ambos devanados, el real y el ideal, tienen los
mismos valores de resistencia y de inductancia de dispersion por fase.

En uno de estos bobinados ideales, que en el caso mdas general tienen
conductores de diferentes fases dentro de cada ranura, podemos definir las
siguientes magnitudes internas distribuidas espacialmente a lo largo del
entrehierro:

a) Caida de tension resistiva media instantdnea por conductor Aures
En cada punto del entrehierro o adopta el valor medio de las caidas de
tension resistivas de todos los conductores del devanado situados en .

b) Caida de tension inductiva media instantdnea por conductor Auind
En cada punto del entrehierro o adopta el valor medio de las caidas de
tension inductivas de todos los conductores del devanado situados en o.

c) Tension media instantdnea por conductor u
Su valor en cada punto del entrehierro o es igual al valor medio de las
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diferencias de potencial de todos los conductores del devanado alojados en
dicho punto .

El convenio de signos que adoptaremos para estas tensiones eléctricas es
considerar positivas las caidas de tensién y tensiones totales (segtin el convenio
de signos de motor © ) producidas por corrientes positivas. Por lo tanto, estas
tensiones son positivas si sus flechas representativas (cuya punta sefala el punto
de mayor tensidn eléctrica) son salientes a un plano perpendicular al eje de la
maquina.

El conjunto de valores que una cualquiera de estas magnitudes alcanza en un
instante dado en todas las ranuras forma una distribucién espacial a lo largo de
la circunferencia del entrehierro. Esta distribucidn es una funcién periddica que
se repite para cada par de polos. Dado que sélo se estin considerando
magnitudes distribuidas de forma senoidal en el espacio, la distribucion real de
cada una de estas magnitudes internas de tension eléctrica se sutituye por otra
equivalente senoidal y a ésta se le asocia un fasor espacial. Asi, se tienen los
fasores espaciales de caida de tension resistiva Alrs, de caida de
tension inductiva Atind y de tension u.

Dada la definicidn de las magnitudes internas de tension eléctrica se deduce
que no se puede aplicar de forma general el principio de superposicion a ellas y
a sus fasores representativos. Por esta razon, en la prictica s6lo se usan los
fasores espaciales de tension eléctrica (de caidas de tension resistiva e inductiva
y de tensién) de cada uno de los devanados y no de la totalidad de la maquina.
Asi pues, en una maquina asincrona con un sélo devanado en el estator y un
sOlo devanado en el rotor unicamente tendremos los fasores de tension eléctrica
del estator y del rotor.

En el caso de que el devanado sea polifasico, simétrico y equilibrado en [14]
se demuestra que se verifica lo siguiente 7 :

Veanse los apéndices de este capitulo.

7" En los apéndices de este capitulo se analiza el valor de estos pardmetros para una

jaula de ardilla.
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AUpes =1-1 (I1-21)

:TED R
m (Z-&,)°

r

y
- i
AUind =15 - — 11-22
Uind = lg at ( )
D L
ls = 3
m (Z-§)

donde m es el nimero de fases del devanado, R y L son coeficientes de una
fase del devanado. Con estas expresiones se obtienen los fasores de caidas de
tension resistiva e inductiva correspondientes al devanado cuyo fasor de
corriente se introduce en ellas.

En la expresion (II-22) es preciso hacer las mismas observaciones que
hicimos para la expresion del fasor de f.e.m. (II-14). Para poder aplicar la
expresion (II-22) el fasor espacial de corriente debe estar referido a su sistema
de coordenadas propio (coordenadas del estator para fasores del estator y
coordenadas del rotor para fasores del rotor) y el fasor de caida de tension
inductiva que se obtiene de (II-22) estd referido también a su sistema de
coordenadas propio.

Es evidente que en un conductor se cumplird que la suma de su tension total
y su f.e.m. inducida es igual a la suma de sus caidas de tension inductiva y
resistiva. Por lo tanto, se puede deducir que

u+e= Aures + Auind

u = -C + Aures + Aumd

II-24



FASORES ESPACIALES

Esto nos permite obtener la siguiente relacion fasorial, valida para todo tipo
de maquinas, incluso cuando no sean ideales, ni simétricas, ni equilibradas:

U =-¢+AU, + AU, (II-23)

Si la maquina es simétrica y equilibrada, las relaciones (II-21) y (II-22)
permiten convertir la ecuacion (II-23) en

- - . di
=—e+r-i+ls— I1-24
u o3y (1I-24)

Naturalmente, en las expresiones (II-23) y (II-24) todos los fasores espa-
ciales deben estar referidos al mismo sistema de coordenadas.

La expresion (II-23) o la (II-24) es la ecuacion fasorial del devanado
considerado y su representacion grafica da lugar al diagrama fasorial
espacial del bobinado (Fig. (II-7).

La figura (II-7) nos permite observar que, en devanados simétricos y
equilibrados, el fasor de caida de tensidn resistiva, dado por la relacién (11-21),
estd siempre en fase con el fasor espacial de corriente. Sin embargo, el fasor de
caida de tension inductiva, dado por la relacion (II-22), no esti, en el caso
general, adelantado 7/2 radianes eléctricos respecto al fasor de corriente. No
obstante, en régimen permanente y en devanados pertenecientes a maquinas
polifésicas, simétricas y equilibradas si que se cumple que el dngulo entre los

fasores espaciales de caida de tension inductiva, Au; ,, y de corriente, 1 , es de
7/2 radianes eléctricos , siendo Au, , €l que estd adelantado respecto a 1 si la

velocidad de giro de i es positiva (giro antihorario) 8.

8 Esto es asi porque el fasor espacial de caida de tensién inductiva Aﬁind tiene unas

propiedades similares a las del fasor de f.e.m. inducida € . Asi, Aﬁind puede tam-
bién ser dividido en dos componentes: una de transformacion, paralela a i y
debida a las variaciones temporales del médulo de -i, y otra de rotacion o giro,
desfasada 7/2 radianes eléctricos respecto a i y debida a la velocidad de giro del

fasor 1. En mdquinas polifdsicas, simétricas y equilibradas funcionando en régi-
men permanente los campos son perfectamente giratorios. En este caso, la compo-

nente de transformacién es nula y sélo existe la componente de rotacién de AU .
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Por lo tanto, en régimen permanente el diagrama fasorial espacial es una
estructura rigida cuya forma no varia en el tiempo, ya que todos los fasores
conservan su méodulo y giran a igual velocidad. Sin embargo, en los regimenes
dindmicos este diagrama es una estructura eldstica en la que cada fasor puede
cambiar con el tiempo su médulo y argumento; pero cumpliéndose siempre que

los cuatro fasores u, AU, Al;,qy -€ forman un poligono cerrado y que el

fasor Au . es paralelo al fasor i (si el devanado es equilibrado y simétrico).

|

Fig. II-7: Diagrama fasorial espacial de un devanado

Los valores de los parametros r y 1 de un devanado (Ecuaciones (II-21) y
(II-22)) se pueden expresar de una forma mds compacta haciendo uso de dos
constantes, C, y C. , que vamos a usar frecuentemente mds adelante:

C,=Z .gb (IT1-25)
c-—~D _mD (11-26)
m-Z-§& m-C,
Ci Ci
r= c R ; I, = o L, (11-27)

Obsérvese que, aunque C, y C; se han definido de forma matematica por
medio de las ecuaciones (II-25) y (II-26), a estas constantes se les puede dar una
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interpretacion fisica:

» C, es el nimero de conductores efectivos ( Z * &, ) de una fase del
devanado cuando s6lo se considera el armonico fundamental del campo.

* C; es igual a la inversa de la densidad lineal de conductores T (vedse la
ecuacion (I1I-106)) que se obtiene cuando se suponen igualmente
repartidos a lo largo de la circunferencia del entrehierro los m * Z * &
conductores efectivos de la totalidad de las m fases del devanado.

Recuérdese que los parametros r, 1, C, y C; son caracteristicos de un
devanado de una maquina y, por lo tanto, varian de un devanado a otro dentro
de la misma mdaquina. Asi, en una maquina asincrona con s6lo un devanado en

el estator y un devanado en el rotor tendremos rg, 1,5, C g y C,y para el

GS?
devanado estatorico y 1, 1.z, C;r ¥ Cig para el devanado rotorico. Por el
contrario, el parametro 1, es caracteristico de la maquina y toma igual valor

para todos los devanados de una misma maquina.

De las ecuaciones (I-14), (I-15), (I-16), (II-12), (II-25), y (II-26) se deduce
que

CIS CiR
lu = C . LuS = C . LuR (I1-28)
N
CiS m CiR my ,
] =——| —L =——| —L (I1-28")
v C 2 SR C 2 SR
uR uS J
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APENDICES:

DEMOSTRACION DE ILLA RELACION ENTRE LOS FASORES
ESPACIALES DE F.EM. Y DE FLUJO DE CORONA

*  Consideremos un conductor axial a situado en el estator en la posiciéon dada
por el angulo eléctrico y (Fig. [I-8a). La accion del campo magnético comun de
madquina da lugar a que aparezca una f.e.m. inducida e () sobre este conductor.

Consideremos ahora la espira anular del estator a-a' (Fig. 1I-8b) situada
también en la posicion y. De esta espira s6lo el conductor a corta lineas de
campo magnético y, por lo tanto, s6lo se genera f.e.m. en este conductor. Es
decir, la f.e.m. inducida en el conductor a es igual a la f.e.m. inducida en la
bobina anular a-a'.

Por otra parte, la espira a-a' estd atravesada por el flujo de corona de
maquina correspondiente a la posicion angular ¥ (P, ,((7)). Asi pues, de la

Ley de Faraday se obtiene que

d q)cor, maq (Y)
dt

ea—a'(Y) =Ca (Y) =

Teniendo en cuenta la relaciéon (II-3), las definiciones de los fasores
espaciales de f.e.m. y de flujo de corona y trabajando en el sistema de
coordenadas del estator para que el angulo 7y sea constante, se deduce que

e,(y)= Re{ES -e_jy}

(I)cor,maq (Y) =Re {agor,maq : e_w}
Luego:

Re{ES . e_jY}Z —dit[Re{E)cs:or,maq 'e_j‘Y}]
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cI)cor,maq( ") \}

Fig. 11-8: Sobre el conductor a y la espira anular a-a' se induce la misma f.e.m.
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Como 7y es constante en el sistema de coordenadas del estator, se llega a

=S
_ do s
Re (s - ﬂ}=Re{_%].e w}

Teniendo en cuenta que esta relaciéon se debe cumplir para cualquier
posicién 'y donde se coloque el conductor a, se deduce finalmente que

=S
d (I)cor, maq

T =—
S dt

Trabajando de una manera andloga con un conductor y una espira anular
situados en el rotor, se obtiene que

=R
d cIDcor, maq

°rR =TT 4

Las dos ultimas expresiones se resumen en la ecuacion (II-14).

FUERZA ELECTROMOTRIZ (F.E.M.) Y FUERZA CONTRAELEC-

TROMOTRIZ (F.C.E.M.)

*k

Sea una fase de una mdquina recorrida por una corriente i y atravesada por
unos enlaces de flujo y ,debidos no sélo a la induccion magnética creada por la
propia fase sino también al efecto de las demds fases de la maquina. Por
convenio, Yy se supone positivo si tiene el sentido de los enlaces de flujo
creados Unicamente por la fase cuando es recorrida por una corriente positiva,
como se representa en la figura I1-9.

Los enlaces de flujo yy; inducirdn sobre la fase una fuerza electromotriz
(f.e.m.) dada por la Ley de Faraday:

4
o=V (11-29)
dt
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Fig. 11-9: Convenio de signos de la f.e.m. de una fase

Sabemos que, segin la Ley de Lenz, esta f.e.m. intenta oponerse a las
variaciones de Yy , lo cual nos va a permitir definir el sentido positivo de e.

La expresion (II-29) indica que e es positiva cuando la derivada temporal de
Yy €s negativa, es decir, cuando el valor de yy; disminuye. Dado que e intenta
oponerse a que Yy disminuya, debe tener un sentido tal que refuerce la
corriente de la fase para asi crear unos enlaces de flujo adicionales que traten de
anular la disminucion de y, . Esto lo consigue si e tiene el sentido representado
en la figura II-9, ya que si los extremos A y B de la fase estuvieran conectados
en cortocircuito una f.e.m. e de este sentido originaria una corriente i positiva.

Por lo tanto, el sentido de la f.e.m. e es positivo cuando su flecha repre-
sentativa (cuya punta sefiala el extremo de mayor potencial de la fase) tiene el

mismo sentido que la correspondiente a la intensidad positiva.

Esto justifica que se haya adoptado el mismo criterio de signos para los
fasores espaciales de corriente y de f.e.m.

Aunque en este libro siempre vamos a trabajar con f.e.m.s y, por
consiguiente, con la Ley de Faraday de la manera indicada por la ecuacion (II-
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29), otros autores definen e como la fuerza contralelectromotriz
(f.c.e.m.) dada por la relacién

d
e=01 (11-30)
dt

Es decir, para estos autores e no es la f.e.m. que origina la corriente i, sino
la caida de tension generada por i y opuesta a ella. Es facil comprender que, al
haber un cambio de signo entre las ecuaciones (II-29) y (II-30), el sentido
positivo para las f.c.e.m.s es opuesto al de las f.e.m.s: Una f.c.e.m. es positiva si
su flecha representativa tiene sentido opuesto a la correspondiente a una
intensidad positiva.

CONVENIOS DE SIGNOS PARA LA TENSION

Convenio de signos como motor

i 0

Q
=¥
-

\/

4

Fig. 11-10: Circuito equivalente de una fase con el convenio de signos de motor

Supongamos una fase de una maquina funcionando como motor. En este
caso la fase actida como un receptor eléctrico en el cual la circulaciéon de una
corriente 1, generada por la red eléctrica a la que estd conectado el receptor,
provoca en éste una caida de tension u que se opone al paso de 1. Esto da lugar a
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que u tenga sentido positivo cuando su flecha representativa es de sentido
opuesto al de la corriente positiva (Fig. II-10), o lo que es igual, opuesto a la
f.e.m. inducida positiva.

Esta tension u se descompone en tres términos:

* La caida de tensién resistiva Au . (= R 1) que, por ser una caida de

TES

tension, tiene sentido opuesto al de la f.e.m.
* La caida de tensién inductiva Au, , (=L di/dt) debida a los enlaces de

flujo de dispersion de la fase que, por ser una caida de tension, tiene
sentido opuesto al de la f.e.m.
* Laf.e.m. inducida e en la fase que, como hemos analizado en el apartado

anterior, tiene el mismo convenio de signos que la corriente i.

Por lo tanto, se tiene que
. di
u:—e+Aures+Auind=—e+R1+LGd—t (II-31)

Esto justifica que al considerar un devanado de la mdéquina, supuesto el

convenio de signos motor, se adopte para los fasores espaciales u, Au .y AU, 4

un convenio de signos opuesto al de 1 y que la ecuacion fasorial del devanado
sea

u=—-ec+ Aﬁres + Aﬁind (I1-32)

Convenio de signos como generador

* Supongamos ahora una fase de una maquina funcionando como generador.
En este caso la tensién u en bornes de la maquina genera la corriente y, por

tanto, tiene el mismo convenio de signos que la f.e.m. y que la intensidad (Fig.
II-11).

Al igual que en el caso anterior, esta tension u se descompone en las caidas
de tension resistiva e inductiva (de convenios de signos opuestos al de la f.e.m.
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por tratarse de caidas de tension) y en la f.e.m. inducida. Asi pues, se cumple
que

di

u=e—Aures—Auind=e—Ri—LGa (II-33)
s
i di
i boat

%k

Fig. 1I-11: Circuito equivalente de una fase con el convenio de signos de generador

Luego, si se utiliza el convenio de signos generador para el devanando de
una maquina, el sentido positivo para los fasores espaciales de tension, f.e.m. y
corriente es el mismo (entrante) y opuesto al convenio de signos de las caidas de
tension resistiva e inductiva.

Luego, con el convenio de signos generador la ecuacion fasorial de un
devanado es asi:

l_l = E — AlUres — Aﬁind (H'34)

De momento en este libro vamos a estudiar la mdquina asincrona actuando
como motor y utilizaremos el convenio de signos motor.

Sin embargo, mas adelante nos referiremos a la maquina sincrona, que

normalmente funciona como generador, y, por tanto, emplearemos el convenio
de signos generador para estudiar su devanado inducido.
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ECUACION DE UNA JAULA DE ARDILLA

*  Cuando se aplica la ecuacion fasorial (II-24) al rotor de una mdéquina
asincrona calculando los parametros r y 15 mediante las relaciones (II-21) y (II-

22) se esta suponiendo que el rotor estd bobinado.

Dado que, como veremos en un préximo capitulo, normalmente se utiliza un
rotor reducido al estator; no tiene importancia el trabajar asi ain cuando el
rotor sea de jaula de ardilla (al reducir al estator se opera con un rotor
bobinado equivalente).

En el caso de no reducir el rotor al estator, los parametros r y 15 de (11-24)

no deben calcularse con las relaciones (II-21) y (II-22), sino mediante estas
expresiones:

.21 P

m 2m Senz(—p]

m
g (I1-35)
L
I, ZE L, + caro I
m 2m Senz[—p)
m J

Donde

R,y Ly,  son coeficientes de una barra de la jaula de ardilla.

R, ¥ Lsao son coeficientes de uno de los aros de cortocircuito de la jaula
de ardilla.

m es el nimero de barras de la jaula de ardilla.
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ECUACIONES Y DIAGRAMA FASORIAL ESPACIAL DE UNA
MAQUINA ASINCRONA

* Dedicaremos un préximo capitulo al estudio de las ecuaciones de la maquina
asincrona, pero aqui nos adelantaremos a €l para presentar un ejemplo de
aplicacion de la ecuacion fasorial de un devanado (II-24) y de su diagrama
fasorial (Fig. II-7) a la totalidad de una maquina eléctrica. Esta va a ser una
maquina asincrona ideal, equilibrada y simétrica cuyo rotor estd en
cortocircuito (luego Uy = 0). Las ecuaciones fasoriales de estator y rotor seran
las siguientes:

- dls -
Ug =Igig +lgg dt —Cg
_ 11-36
: di, - ({-36)
O=1z1x +1p 1t —€x
es decir:
—_ - dIS -
Ug =Igig +lgg . °s
e I ip +1 di
R™TRIR Tlor ~7y (11-37)

Teniendo en cuenta, ademas, las relaciones entre los fasores de f.e.m. de

estator y rotor, representadas en la figura II-6, que el fasor -ima se obtiene por

q
suma de los fasores -is e iR y que se cumple la relacion (II-13) para el flujo de

corona de miquina:
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acor,maq = 1” - imaq (11'38)

se obtiene el diagrama fasorial de esta maquina en el espacio representado en la
figura (II-12) y que es vdlido incluso en los regimenes transitorios de la misma.

Este diagrama fasorial espacial representa la situacion de la mdquina en un
instante dado. En otro instante distinto las posiciones relativas de los fasores
espaciales puede cambiar obteniéndose otro diagrama fasorial diferente, pero en
¢l se seguirdn cumpliendo las relaciones entre los fasores espaciales citadas mds
arriba.

cor maq

Fig. I1-12: Diagrama fasorial espacial de una miquina asincrona con rotor en cortocircuito
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CORRESPONDENCIA ENTRE FASORES ESPACIALES Y MAGNITUDES EXTERNAS

CAPITULO 3°: CORRESPONDENCIA ENTRE FASO-
RES ESPACIALES Y MAGNITUDES EXTERNAS

INTRODUCCION

*  En el capitulo anterior se han definido diversas magnitudes internas a las
cuales se les ha asociado un fasor espacial y se han establecido las relaciones que
existen entre estos fasores espaciales.

El siguiente paso es relacionar estos fasores con las magnitudes externas de
la miquina, de tal forma que a partir de los primeros podamos obtener las
segundas y viceversa.

Cuando se trabaja con todos los armoénicos espaciales de los campos
magnéticos de la miquina es posible siempre establecer estas correspondencias.
Asi, el profesor Fernando Mantilla junto con el autor de este libro han
desarrollado diversos teoremas de correlacion para los fasores de corriente ([5],

[6]).

Sin embargo, cuando se trabaja sélo con el arménico fundamental, como
estamos haciendo en este libro, no siempre es posible establecer correspon-
dencias entre fasores y valores de fase si el nimero de fases a considerar es
elevado (ya que, por ejemplo, pueden existir infinidad de combinaciones de
corrientes de fase que den lugar al mismo fasor espacial de corriente).
Afortunadamente, en los casos mds habituales podemos obtener todos los
valores de fase a partir de los fasores espaciales correspondientes mediante los
teoremas de correlacion desarrollados por el profesor Serrano en [8] y [9].

En este capitulo también se van a definir los fasores espaciales matemdticos
que son unos elementos auxiliares muy utiles para el cdlculo de los fasores
espaciales de una maquina polifdsica equilibrada a partir de las magnitudes de
fase. Los fasores espaciales matematicos permitirdn también enlazar la teoria de
los fasores espaciales con la de los vectores espaciales de Kovacs y Racz [4].
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OBTENCION DE LOS FASORES ESPACIALES A PARTIR DE LAS
MAGNITUDES DE FASE. FASORES ESPACIALES MATEMATICOS

*  Vamos a considerar un devanado polifisico, simétrico y equilibrado ! de
m fases (A, B, C,..., M). Las corrientes y tensiones de cada una de sus fases son
1o, Ig,-- -5l Y Uy, Up,...,Uy, TESPpECtivamente.

El dangulo eléctrico que forman en el espacio dos fases consecutivas de este
devanado vale 27/m radianes y el sistema de coordenadas se supone fijo al
devanado. Esto significa que todas las expresiones que vamos a obtener en este
apartado dardn el valor de los fasores espaciales referidos a su sistema de
coordenadas propio (sistema de coordenadas del estator para fasores del estator
y sistema de coordenadas del rotor para fasores del rotor).

Con estos convenios, si el eje de devanado de la fase A forma un dngulo 6,
respecto al eje real del sistema de coordenadas, el dngulo eléctrico 0y del eje de
devanado de la fase B vale (0, + 21/m) radianes y el angulo 6; que forma el eje
de devanado de una fase genérica K respecto al eje real del sistema de
coordenadas, expresado en radianes eléctricos, vale

0g = (k-1)2Z 40, (II-1a)
m

En esta expresion el valor de k es el nimero de orden de la fase K consi-
derada. Este numero de orden vale 1 para la fase A, vale 2 para la fase B, vale
3 para la fase C, etc.

Cuando el devanado considerado estd situado sobre un 6rgano de la maquina
-estator o rotor- donde no hay otros bobinados, se toma el eje real de su sistema
de coordenadas propio coincidente con el eje de devanado de su fase A. Esto da
lugar a que el dngulo 6, sea nulo y que

0, = (k1) 2~ (II-1b)
m

1 Para devanados monofisicos veanse los apéndices de este capitulo.
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Fasor de corriente de un devanado polifasico

* Una fase K actuando individualmente equivale a una capa de corriente
senoidal cuyo valor maximo Ag,, se puede obtener a partir de la ecuacion (I-
12):

_ 2.

71
KM =D S K

Este valor méaximo se produce en la direccion de su eje de devanado 0y (Ver
figuras (I-4) y (I1I-4)). Por lo tanto, el fasor espacial de corriente de la fase K,

i, vale
g -e (I11-2)

El fasor de corriente del devanado serd igual a la suma vectorial de los
fasores de corriente de todas las m fases del devanado:

En estos sumatorios se supone que el subindice K varia de acuerdo con el
nimero de orden k de la fase. Asi, si k vale 1 , K es igual a A; si k vale 2, K es
igual a B; etc.

Denominamos fasor espacial matematico de corriente i' al fasor
auxiliar definido asi:

i"=i,-e"A+ig-elB 4otiy - e!™

m
< . 10
= ZIK e’k
k=1

(111-3)

Recordemos de (II-26) que llamamos C, a esta constante real del devanado:
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D
C. ==~

A (TTT-4)

Luego, finalmente queda que

i= (I11-5)

En esta expresion ambos fasores, 1 e 1', deben estar referidos al mismo
sistema de coordenadas.

Fasor de tension eléctrica de un devanado polifasico

*  En una fase K de un bobinado polifasico de m fases se verifica que

di
ug =R-ig +L6d—f—eK (I11-6)

Por otra parte, veremos mds adelante (ecuacion (III-16)) que se cumple lo
siguiente:

ex =C, -Re{é e TIK }= %[E e KL -ejeK] (III-7)

donde * significa "fasor conjugado de" y C, ya hemos visto en (II-25) que es
una constante real que vale:

C,=2¢, (ITI-8)

Por consiguiente, se pueden establecer estas igualdades correspondientes a
las m fases del devanado:
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—R . din _ Cuys. _-i0a, 5% . i0%
uA—R-1A+ GE—T[e-e +e€ -e ]
. dl C —_— —q — 1
uB:R.1B+ G_B_Tu[e‘eJeB'i‘e .eJGB]
(IT1-9)
. di C.r— _ip T
uy =R iy +L M_ Zulg. e PM 457 .eI"M
M= Ry +Lg—M = |

Multiplicando la primera ecuacién de (III-9) por K - %A | 1a segunda por K

- ei%B, y asi sucesivamente (con K = 1/(C, - m/2)) y suméndolas se obtiene, si se
tiene en cuenta la relacion (II1-5), que

=R-i+LGd———“E (I11-10)

donde u' es el fasor espacial matematico de tension, el cual se define asi:

_ 0 io o
U=u, e’ A+tug-e'B+otuy -e!™

m
u'= ZuK .el’K
k=1

(-11)

Multiplicando la ecuacion (III-10) por el cociente C, / C, y teniendo en
cuenta las relaciones (I1-24) y (II-27) se llega a

(I11-12)

En esta expresion ambos fasores, u y u', deben estar referidos al mismo
sistema de coordenadas.

Observese la similitud formal que existe entre las expresiones (III-3) y (III-
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11) y entre (III-5) y (III-12).

Fasores espaciales de los devanados trifasicos. Vectores espaciales

* En el caso de devanados trifdsicos, simétricos, equilibrados y sin arménicos
superiores del campo, el dngulo eléctrico Y entre dos fases vale 27/3 radianes.
Luego, si 6, es nulo los fasores matemadticos de corriente y de tension, dados de
forma general por las ecuaciones (III-3) y (III-11), valen ahora

i'=i, +ige!Y+isel?Y (I11-13)

u'=u, +uge!Y+ug e2Y

(3

Existe una teoria anterior a la de los fasores espaciales desarrollada por
Kovacs y Racz que utiliza los vectores espaciales (aunque algunos autores los
denominan también fasores espaciales, lo que puede dar lugar a confusién con
los verdaderos fasores espaciales). En [14] el lector puede encontrar una
comparacion entre las teorias de los vectores y de los fasores espaciales.

Las formulas que definen los vectores espaciales son idénticas a las (III-13).
En una mdquina trifisica, simétrica, equilibrada, con entrehierro constante y
sin_armoénicos _espaciales superiores del campo, los vectores espaciales son
idénticos a los fasores espaciales matematicos.

Fasores espaciales de una maquina polifasica en régimen permanente.
Teorema de correlacion fasorial

* Si un devanado polifésico simétrico y equilibrado se alimenta con un sistema
equilibrado de corrientes senoidales de secuencia directa y de frecuencia f,,
(@y, =271 f,,)ysiU,el,sonlos fasores temporales de tensién e intensidad
de la fase A de dicho devanado, se obtiene a partir de (III-1b), (ITI-3) y (III-11)
que los fasores espaciales matemaéticos de tension y de corriente valen
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< m T j t
=—42 I, o) Pdev

(I11-14)

Luego, de (II1-5), (III-12) y (III-14) se obtiene que, en este caso, los fasores
espaciales fisicos de tension y de intensidad son

. A2, e Mer!
j=—-A4
C.

1

‘/5 ﬁA ejwdev t
Cy

(I11-15)

u=

En estas expresiones los fasores estdn referidos a un sistema de coordenadas
fijo al devanado cuyo eje real coincide con el eje de devanado de la fase A
(0,=0).

En (III-14) y (III-15) se puede apreciar que los fasores espaciales son
funciones del tiempo. Como es 16gico, en régimen permanente se obtiene ((III-
14) y (IlI-15)) que estos fasores representan campos giratorios perfectamente
circulares: su amplitud permanece constante y giran con una velocidad
constante de ®,,, radianes eléctricos por segundo.

Observando las dos ecuaciones (III-15) se puede comprobar que en régimen
permanente los dngulos que forman entre si los fasores espaciales U e i y los
fasores temporales U , e I , son iguales.

Sea un devanado polifdsico, simétrico y equilibrado perteneciente a una

mdquina eléctrica sin armonicos espaciales de campo de orden superior v que

funciona en régimen permanente senoidal (es decir, a velocidad constante y

alimentada con corrientes senoidales equilibradas). Se puede demostrar (vease
[8]) que, si las magnitudes internas de la mdquina giran con velocidad positiva

(en sentido antihorario) respecto al devanado, los dngulos eléctricos entre

fasores espaciales son idénticos a los formados por sus fasores temporales
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homdlogos. Por lo tanto, los diagramas fasoriales espaciales y temporales son
angularmente superponibles. Este es el Teorema de Correlacion Fasorial.

Si las magnitudes internas de la mdquina giran en sentido negativo (horario)
respecto al devanado los dngulos entre dos fasores espaciales y entre sus dos
fasores homologos en el tiempo tienen signos opuestos.

TIEMPO ESPACIO
Enlaces de flujo ¥ Flujo de corona ®cor
F.e.m. inducida E F.e.m. inducida €
Corriente I Corriente i
Tensién U Tensién T
Caida de tension re- Caida de tension re-
sistiva R+ I sistiva AT =T * i
Caida de tension in- Caida de tension in-
ductivaj X -1 ductiva AT, =1, (di/dt)

Tabla (ITI-1): Fasores espaciales y temporales homélogos

Los fasores espaciales y temporales homodlogos estdn indicados en la tabla

(III-1). Nétese que los fasores temporales de corriente I, f.e.m. E y tensién U
se representan mediante letras mayusculas mientras que sus fasores espaciales

homdlogos, i, € y U, se representan mediante letras minusculas. Los fasores

espaciales de tension e induccion magnéticas, F y B, no tienen fasores
temporales homologos.

Recordemos que cuando se trabaja con una maquina polifisica, simétrica,
equilibrada y sin armonicos espaciales de campo funcionando en régimen per-
manente senoidal con velocidad de giro positiva (antihoraria) se verifica que:

* Los fasores espaciales de f.e.m. € sélo tienen la componente de giro vy,

por tanto, estdn retrasados m/2 radianes eléctricos respecto al fasor de
flujo de corona de la maquina P cor, maq -

* Los fasores espaciales de caida de tension inductiva Au; =1 (di/dt) estdn
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adelantados /2 radianes eléctricos respecto a los fasores espaciales de
corriente 1 respectivos.

» Existe correlacion entre los diagramas fasoriales en el espacio y en el
tiempo.

Como ejemplo de aplicacion del teorema de correlacion fasorial, en la
figura (III-1) se han representado los diagramas fasoriales en el tiempo y el
espacio de un motor sincrono de rotor liso polifasico en régimen permanente
senoidal. En este caso las magnitudes del rotor corresponden a la excitacion de
la maquina 2 y las del estator al inducido. Dado que el rotor (excitacién) estd
alimentado con corriente continua no existen fasores temporales del rotor (€stos
sOlo representan magnitudes alternas) y el diagrama fasorial temporal
unicamente representa lo que sucede en una fase del estator. Sin embargo, en el
diagrama fasorial espacial podemos representar lo que pasa tanto en el rotor
como en el estator y, por consiguiente, este diagrama proporciona mas
informacion que el temporal.

El angulo relativo entre los fasores que forman un diagrama fasorial
espacial no depende del sistema de coordenadas elegido. Por esta razon, en la
explicacion que aparece en el siguiente parrafo, relativa a un diagrama espacial,
usaremos el sistema de coordenadas genérico k. Recordemos que al representar
graficamente los fasores espaciales en un diagrama fasorial no se incluyen los
superindices que indican el sistema de coordenadas.

En el diagrama espacial (Fig. III-1a) vemos que i-flaq se obtiene por suma de
i-é( y de i-llg y que alfor, maq €St en fase con i-flaq . El fasor lirlflaq estd adelantado
7/2 radianes eléctricos respecto a alfor, maq Mientras que éé( esta retrasado 7/2
radianes eléctricos. El fasor de tensién Us es igual a la suma de -es mds AU

—x
Y Aljpgs -

En régimen permanente el rotor gira a la velocidad de sincronismo y, por lo tanto, no
se inducen corrientes en el devanado de amortiguacién si la maquina es ideal. En
consecuencia, en régimen permanente los fasores del rotor de una maquina sincrona

corresponden s6lo a su devanado de excitacion.
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\/ \/

Fig. I1I-1: Diagramas fasoriales espacial (a) y temporal (b) de un motor sincrono

En el diagrama temporal (Fig. III-1b) se observa que la tension en bornes de
la maquina U_ 3 se obtiene como suma de -E (=E ) y de las caidas de
tension resistiva e inductiva. El dngulo entre I y U es el dngulo @ _ (segtn
convenio de signos de motor). Luego, por correlacion fasorial, también el
angulo entre is y Uges Q..

Se ha puesto el subindice m al fasor temporal de tension en bornes del estator para
indicar que se trata de una tension eléctrica segin el convenio de signos motor. El

angulo @, segun el criterio de signos de motor, es el dngulo entre [ y U ;. También
es frecuente denominar con el subindice m al fasor temporal de f.e.m. generada en el
estator cambiado de signo, es decir, al fasor de f.c.e.m.
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OBTENCION DE LAS MAGNITUDES DE FASE A PARTIR DE LOS

FASORES ESPACIALES

Existen varios teoremas de correlacion que permiten obtener magnitudes de
fase (tension, intensidad, f.e.m. y enlaces de flujo) a partir de los fasores
espaciales correspondientes. Todos estos teoremas tienen una estructura similar,
siendo el valor de la magnitud de fase proporcional a la proyeccion del fasor
correspondiente en la direccion dada por el eje de devanado de la fase
considerada.

No obstante, si el numero de fases del devanado es superior a tres no
siempre es posible calcular las magnitudes de fase a partir de los fasores
espaciales, como ya dijimos en la introduccion de este capitulo. Por esta razon,
el lector debe tener especial cuidado en fijarse en cudles son los limites de
validez de cada teorema de correlacion.

Teorema de Correlacion General en Régimen Dinamico

*k

Este teorema permite relacionar los enlaces de flujo comin y la f.e.m. de
cada fase con los fasores de flujo de corona y de f.e.m. inducida,
respectivamente.

En su forma general (vease [8]) este teorema es vélido para cualquier tipo de
maquina, aunque no sea ideal ni simétrica ni equilibrada y aunque se consideren
varios armonicos espaciales del campo. Restringiéndonos al caso que nos ocupa
de méquinas en las que s6lo se considera el armonico fundamental del campo
magnético, el Teorema de Correlacion General en Régimen Dindmico se puede
deducir sabiendo que una fase K con Z, espiras en serie y un factor de
bobinado &, puede ser sustituida por una fase anular equivalente (formada por
bobinas concentradas de espiras anulares como la dibujada en la figura II-8b) de

Zy * &,k espiras en serie situada de tal forma que su eje de devanado tenga la
misma direccion 0y que el de la fase real.

Todas las espiras de esta fase anular estdn atravesadas por el mismo flujo
comun y éste es el flujo de corona correspondiente a la posicion Oy . Asi, los
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enlaces de flujo comin de la fase anular y, por equivalencia, de la fase K, Wy ,

tienen un valor igual a Zy - &, (= C,) veces el flujo de corona en la posicion 6y
, €l cual puede ser obtenido a partir del fasor espacial de flujo de corona por
medio de la relacién (1I-3).

Andlogamente, la f.e.m. inducida en la fase anular (y, por tanto, en la fase

real K) es igual a Zy * &, (= C,) veces la f.e.m. inducida en una de sus espiras.
La f.e.m. de una espira anular es igual, como ya dijimos en un apéndice del
capitulo anterior, a la inducida en su lado activo, la cual puede obtenerse a
partir del correspondiente fasor espacial de f.e.m. mediante la relacion (II-3).

Por lo tanto, el Teorema de Correlacion General en Régimen Dindmico para
mdaquinas en las que sOlo se considera el armdnico fundamental del campo
magnético adopta la siguiente forma:

Yk =Cy- Re{écor e I8K }
R (1o

Naturalmente, en esta expresion los fasores ®cor y € deben ser los relativos
al devanado al que pertenece la fase K, cuyos enlaces de flujo comun y f.e.m. se
desean obtener.

A partir de este teorema se deduce que los fasores ®cor_y €_tienen una doble
interpretacidn fisica. Por un lado, representan en un instante dado a las ondas
espaciales de flujo de corona y de f.e.m. unitaria inducida Por otro lado, sus
proyecciones sobre los ejes de devanado de las fases dan, a escala C, , los

valores instantdneos de los enlaces de flujo comun de las fases y de las f.e.m.s
inducidas en ellas, respectivamente.
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Correlacion entre los fasores de corriente v de tension eléctrica v las

corrientes vy tensiones de fase

*k

Aunque cuando se conoce suficiente nimero de armoénicos se pueden
establecer teoremas generales de correlacion para corrientes y tensiones
eléctricas (vednse [5], [6]), en el caso de considerar unicamente el arménico
fundamental del campo se pueden establecer tres teoremas de correlacion
parciales vdlidos sdlo para devanados polifdsicos equilibrados. El primer

teorema es valido para devanados que no estén en cortocircuito y que no tengan
mads de tres fases con la condicion, ademads, de que en el caso trifasico las tres
intensidades de fase o las tres tensiones de fase sumen cero, segin se trate de
correlacion para intensidades o tensiones. El segundo teorema se utiliza en
devanados en cortocircuito y es valido para un nimero de fases m cualquiera.
El tercero se aplica en devanados equilibrados de cualquier nimero de fases
cuando pertenecen a maquinas polifasicas, simétricas y equilibradas
funcionando en régimen permanente senoidal.

1° Teorema: Devanados de hasta tres fases

*k

Supongamos un devanado trifdsico en el que se verifique siempre que la

suma de las tres corrientes de fase es nula. Esto sucede cuando el devanado esta
conectado en tridngulo o en estrella con su neutro aislado.

La primera ecuacion compleja (III-13), descompuesta en sus partes real e
imaginaria, nos da dos ecuaciones reales que, junto con la condicién de que las
tres corrientes de fase suman cero, nos permiten despejar los valores de las
corrientes de fase a partir de los fasores espaciales matemaéticos. Se obtiene que

2 _ .
ik =3 Re{ie %} (I11-17)

Trabajando de forma anédloga con la segunda ecuacion compleja (I1I-13) y si
se cumple que las tres tensiones de fase suman cero, se obtiene que

ug =%Re{l_1’-e_jeK} (I11-18)
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Considerando, ademds, las relaciones (III-5) y (III-12) resulta que el
teorema de correlacion de un devanado trifdsico y equilibrado, cuyas corrientes
e intensidades de fase suman cero, que liga sus fasores espaciales de corriente y
de tension eléctrica con las corrientes y tensiones de fase es asi:

- n D
VAN

Reli-e ™ }=C ref{i-e¥}| 119

ug =2 &, Refu-e =, refu-e ¥} | 1-20)

Naturalmente, en las expresiones (III-17), (II-18), (III-19) y (III-20) los

fasores i', u', 1 y u deben ser los relativos al devanado cuyas corrientes y
tensiones de fase se desean obtener.

*  Para devanados bifdsicos se puede hacer un desarrollo similar y se obtienen
expresiones analogas:

ix =Re{ine %} (L1-21)
ug =Ref{ure %%} (T1-22)
ix = 27;]213 Refi- e K} = Re{i- 7%} (I11-23)
ug =Z &, Ref{u e} =C, Refu e} (111-24)

2° Teorema: Devanados polifasicos en cortocircuito

*  En el caso de devanados polifdasicos equilibrados en cortocircuito se
demuestra que la intensidad instantdnea en cualquiera de sus m fases es igual a
la proyeccion del fasor espacial de intensidad del devanado sobre el eje de
devanado de la fase multiplicada por la constante real C; :
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iy = #Déb Refi-e 1 }=C re{i-e ¥ }| @m-25)

° Teorema: Devanados polifasicos en régimen permanente senoidal

En el caso de devanados polifasicos equilibrados pertenecientes a maquinas
simétricas y equilibradas que estdn funcionando en régimen permanente
senoidal se cumplen siempre las relaciones (I11-24) y (III-25), indepen-
dientemente del numero de fases del devanado.

Asi pues, los tres teoremas parciales que acabamos de ver se pueden resumir
en las dos expresiones (I11-24) y (I1I-25), teniendo cuidado de recordar cuando
son vdlidas. Estas dos expresiones son validas para devanados polifdsicos
equilibrados cuyo nimero de fases es igual a 2 o 3, con la condicién adicional
en el caso trifasico de que las tres intensidades de fase deben sumar cero para
que se cumpla (III-25) y que las tres tensiones de fase deben sumar cero para
que se cumpla (III-24). En régimen permanente las expresiones (I11-24) y (III-
25) siguen siendo validas aunque el nimero de fases sea superior a tres. La
formula (ITI-25) también es vélida para devanados polifasicos equilibrados de
cualquier nimero de fases cuando estdn conectados en cortocircuito.

Apreciese la similitud formal de los Teoremas de Correlacion para f.e.m.s
(III-16) y para tensiones de fase (III-24), aunque sus limites de validez son
distintos.

OBTENCION DEL PAR A PARTIR DE FASORES ESPACIALES

Expresiones del par en funcion de fasores espaciales

*

La Mecénica define el par M 4 como una magnitud vectorial dirigida en la
direccién perpendicular a la del plano donde se produce el movimiento de giro

que pretende originar. El sentido de M es el de avance de un sacacorchos que

4 En otros libros esta magnitud se representa utilizando la letra T o la letra C.
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gira movido por M.

En el caso de las maquinas eléctricas rotativas es evidente que M tiene
direccion axial, por lo que para definir esta magnitud basta con dar su médulo

y sentido. Es decir, para conocer M basta con saber M, que es una magnitud
escalar cuyo valor es igual al médulo de M con signo positivo si el par pretende

producir un giro antihorario (velocidad positiva) y con signo negativo si M
pretende girar el rotor de la maquina en sentido horario (velocidad negativa).
Esto lo expresamos asi:

M = M|

donde | | representa la operacion de calcular el moédulo y darle el signo
correspondiente segun el convenio adoptado.

Supongamos una méquina eléctrica ideal que en un instante dado esta en la
situacion representada por el diagrama fasorial espacial de la figura (I11-2).

Dado que el fasor i representa la capa de corriente equivalente al

maq
conjunto de los devanados de la maquina cuyo valor maximo es Apaqm - S€ tiene
que
A nag = A mag M COS[00— 0 | (111-26)
Anélogamente se obtiene que
T
Bag =Bmag M cos|:oc - (9 maq + Eﬂ (II1-27)
Ag =Agu coslo—0g] (I11-28)
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cor, maq

Fig. 111-2: Diagrama fasorial espacial de una mdquina ideal

Consideremos un elemento del rotor de longitud dx (Fig. III-3), dentro del

cual se puede suponer que A, y B_ . no varian en el espacio. Por lo tanto, este

maq
elemento abarca una corriente de valor

D D
Ag-dx=Ag (Ejdag = Ag 7, 9o (I11-29)

La accion del campo magnético de maquina B, sobre esta corriente da

lugar, segin la Ley de Laplace, a una fuerza diferencial dF cuyo médulo vale
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dF =B, (Ag-dx) 1 (I11-30)

Fig. I1I-3: Elemento del rotor de longitud diferencial

Por lo tanto, aparece un par diferencial de valor

sz—gBmaq(ARdx) 1

D21
dM:—EBmaq Ag-da (I1-31)

El signo negativo que aparece en estas expresiones es debido a que, como se
puede comprobar mediante la regla de la mano izquierda, cuando B, y Ag son

positivos el par resultante tiene sentido negativo segun el convenio de signos
adoptado (Ver la fig. III-3).

Teniendo en cuenta las expresiones (III-27) y (III-28) la ecuacion (III-31)
queda asi:

2
dM :_]?l_pl B nag M cos[oc— (Gmaq +§j] ArMm cos[OL—OR]-doc (I1I-32)

El par total es igual a p veces el producido por un unico par de polos y un
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par de polos abarca 27 radianes eléctricos, luego:
2n

M=p [dM (I11-33)
0

Operando se llega a la siguiente expresion:

2

1 mag M’ Ag v seny (IT1-34)

Tomando en consideracion las relaciones (I-9) y (I-11) se tiene que

W L, D
Bmaq M~ FO Fmaq M — 2(1) S Amaq M (HI'35)
Luego (III-34) se convierte en
L, T 1D’
MZ—W AmaqM -Arm seny (III-36)

Desde un punto de vista puramente matematico podemos considerar los

fasores 1, € i como vectores en el espacio 5 con su coordenada segiin la

q
direccion axial de la maquina de valor nulo. Entonces tenemos que el médulo

de su producto vectorial (afectado de signo + o - segun su sentido) vale

B ‘R
|1R X 1maq :AmaqM -Arm seny

Luego:

< =R

donde K, es una constante real de la maquina cuyo valor es

5 Veanse los apéndices de este capitulo.
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_u(,fch3 ~wnD

K =
M 8pd 2

pl, (I11-37)

Trabajando con el par expresado en forma vectorial, M , y teniendo en
cuenta que el producto vectorial de dos vectores no varia al cambiar de sistema
de coordenadas, tenemos en el sistema de coordenadas k que

M = Ky (Tk XTnaq ) (I11-38)

Sabemos que
~k ck Tk sk k) _ [(zk _:k ck sk} <k _ =k
Ig Xipyq =1g X\is +ig ) =ig Xig)+|ig Xig )=1ig X g
ya que el producto vectorial de un vector por si mismo es nulo.

Por lo tanto, se cumple que

M = Ky (ix xi§) (I11-39)

También se verifica que

ck  rk _(Tk Tk) (-.k Tk)_('.k -k tk sk <k

Luego:

—

M = Ky (T % s) (I11-40)

Por otra parte, teniendo presente las relaciones (II-9) y (II-12a) la expresion
(II1-34) da lugar también a las siguientes:
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M = If—M(IE X E)lc(or,maq )= % p (ill({ X 6é(Orrmaq )
K“ | L (I1-41)
MII—M(acor,maq Xilg)_%p(acor,maq XiS)
i J

Observese que en todas estas relaciones se obtiene una magnitud vectorial

(M) a partir del producto vectorial de dos fasores, los cuales, si bien
matematicamente son vectores, representan magnitudes fisicas escalares.

Las expresiones (III-38), (III-39) y (III-40) s6lo se pueden aplicar en
maquinas eléctricas con circuito magnético ideal (sin saturacion, ni reluctancia
ni pérdidas en el hierro) y entrehierro uniforme. Sin embargo, las ecuaciones
(II1-41) se pueden aplicar aunque el circuito magnético no sea ideal. En el caso
de que el entrehierro no sea uniforme, adn sigue siendo vdlida una de las
féormulas (III-41): la que contiene el fasor de corriente del 6rgano cilindrico de
la maquina. Asi, por ejemplo, en una mdquina sincrona cuyo estator es
cilindrico y cuyo rotor tiene polos salientes sigue siendo vdlida la segunda
ecuacion (I11-41).

El par dado por las expresiones anteriores es el par instantineo de la
méquina en el momento considerado que, en el caso general, cambia de un
instante a otro. Sin embargo, en mdquinas ideales, polifdsicas y simétricas
funcionando en régimen permanente el par permanece constante en el tiempo,
como se va a comprobar en el apartado siguiente.

Interpretacion fisica de las ecuaciones del par

A partir de las expresiones obtenidas anteriormente podemos hacer las
siguientes observaciones:

1) Si se desea que la maquina proporcione un par constante en el tiempo se

deben mantener constantes las amplitudes de las capas de corriente de estator
y rotor y el angulo entre ellas, lo cual es equivalente a conservar constantes
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2)

3)

4)

5)

las amplitudes de los campos magnéticos generados por el estator y por el
rotor y el desfase entre ellos. Esto exige que la velocidad de giro de ambos
campos magnéticos sean iguales, lo cual sucede en la mayoria de las
maéaquinas eléctricas clasicas cuando funcionan en régimen permanente.

Se puede interpretar la ecuacion (III-40) en el sentido de que el par es
producido por la tendencia que presentan las capas de corriente del estator y
del rotor a alinearse sobre el mismo eje. Esto mismo sucede respecto a los
campos magnéticos del estator y del rotor. Asi, en régimen permanente el
fasor ER tiende a alinearse con B g » pero no lo consigue, manteniéndose
constante el 4dngulo de separaciéon entre estos fasores espaciales porque
ambos giran con igual velocidad.

El par es nulo cuando el dngulo de separacion entre los fasores de
corriente, o lo que es igual, entre los fasores de campo magnético es nulo.
Sin embargo, para campos magnéticos de estator y rotor de moddulos
constantes, el par es maximo cuando el angulo entre ER y B g €s de m/2
radianes eléctricos.

El par producido al interaccionar el campo magnético del rotor, repre-
sentado por ER , 'y la capa de corriente del rotor, representada por -iR , €S
nulo. En efecto, calculando este par de una manera similar a como se ha
hecho en el apartado anterior se llegaria a una expresion en la que el par
figuraria como proporcional al producto vectorial del fasor -iR por si
mismo, lo cual da un resultado nulo. Lo mismo sucede si se considera el par
que aparece sobre el estator debido a la interaccién de B ¢ con ig.

Por consiguiente se deduce que las corrientes que circulan por un
devanado no producen par al interactuar con el campo magnético generado
por ellas mismas (si la maquina es ideal).

La observacion anterior justifica fisicamente que el par de la maquina
pueda calcularse tanto mediante la ecuacién (III-38) como la (III-39). En

efecto, para pasar de (IT1-39) a (ITI-38) sustituimos i g por i (que es igual

maq
a la suma de los fasores de corriente del estator y del rotor), pero como iy

no genera par sobre si mismo, el par sigue siendo el mismo.
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6)

7)

8)

9)

El principio de accidon y reaccion dice que el par ejercido sobre el rotor
es igual y de sentido contrario al par de reaccion que se ejerce sobre el
estator. Este par de reaccion serd absorbido por el soporte de la maquina.

Trabajando como en el apartado anterior obtendriamos que este par de
reaccion se calcularia mediante una expresion similar a la (III-38) en la cual
el fasor de corriente del rotor estaria sustituido por el fasor de corriente del
estator. Segun acabamos de ver, cambiando de signo a esta expresion
calculariamos el par de la maquina. La ecuacidén que se obtendria entonces
seria la (III-40) (recuérdese que un producto vectorial cambia de signo si se
cambia el orden de sus factores). En resumen, el que las formulas (I11-38)
y (IlI-40) representen el mismo par estd justificado fisicamente por el
principio de accion y reaccion.

La formula (III-34) es importante para el calculo de méiquinas eléctri-
cas. Indica que el par es igual al producto del volumen del rotor (1D %/ 4)
por el valor mdximo del campo magnético en el entrehierro y por el valor
mdximo de la densidad lineal de corriente del rotor.

Resaltemos que debido al efecto de pantalla magnética que los dientes
ejercen sobre los conductores de los devanados, alojados en ranuras, el par
no se ejerce sobre los conductores sino sobre los dientes. Esto es ventajoso,
ya que los dientes son de hierro y tienen mayor resistencia mecanica que los
conductores del devanado y que, sobre todo, sus aislantes.

El par calculado mediante las formulas deducidas anteriormente es el
par interno o par eléctrico. Cuando la maquina actia como motor, el par
utii. M, que suministra se obtiene restando al par interno los pares de

frenado debidos a los rozamientos mecédnicos de la maquina y a la energia
disipada por el ventilador de la misma, si lo tuviese acoplado a su eje.

En el caso de generadores, el par que desarrolla la maquina es un par
de frenado. En efecto, un generador absorbe la energia mecénica que le
suministra un motor primario (por ejemplo, un motor Diesel o una turbina
de vapor) para transformarla en energia eléctrica. Si el generador "roba"
energia al motor es que lo frena, es decir, que ejerce un par resistente. En
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este caso, el par absorbido por el generador al motor primario es igual al
par interno mas los pares de rozamiento y de ventilacion.

La potencia mecdnica correspondiente al par interno es la potencia
interna P; . En los motores P, es la parte de la energia eléctrica absorbida
que se transforma en energia mecdnica mediante fenOmenos electromag-
néticos. En los generadores P, es la fraccion de la energia mecanica
absorbida que se transforma en energia eléctrica. En ambos casos, si la
maquina eléctrica gira con una velocidad de € radianes geométricos por
segundo, se tiene que

P.=M-Q (111-42)

Hay veces que es mas sencillo calcular P, y obtener el par M a partir de
ella despejandolo de la ecuacion (I11-42).

OBTENCION DE LA POTENCIA A PARTIR DE FASORES
ESPACIALES

Potencia interna

* La expresion (III-42) permite calcular la potencia interna P; de cualquier
maquina. De ella, expresando la velocidad del rotor en forma de ® radianes
eléctricos por segundo, obtenemos que

PiZM

o (I11-43)
p

Si tenemos una mdaquina ideal podemos calcular el médulo M del par a

partir de la primera ecuacion (III-41) con lo cual , si se tiene en cuenta que el
valor de K, viene dado por (III-37), se llega a:

Ky Ok _ =k

Tk
P =—— Ip X P cor, maq

T X Bor, mag (I1-44)

n D
2
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* Por otra parte, sabemos por (II-17) que, si el fasor espacial de flujo de
corona de miquina en coordenadas del estator es asi:

=S j0
q)COY, maq — q)cor, maq M ej md (HI—45)

el fasor espacial de f.e.m. de giro del estator vale

=S d emaq

Coirs = —J Pcor, mag 1t (I11-46)

que referido al sistema de coordenadas k mediante (II-5) queda asi:

A6 g
dt

—k = -ip _ (=S -ip
Coirs = Cgirs "€~ =) (q)cor,maq e

d 8
dt

=k

=k
€oirs = —J Pcor, mag (111-47)

* El fasor de flujo de corona de maquina referido al sistema de coordenadas
del rotor se obtiene a partir de (II-5) y de (III-45):

—R =S —j J(Omaq —€
cbcor, maq — cIDcor, maq "€ e = chor, maq M € ( e ) (ITI-48)

Luego, el fasor de f.e.m. de giro del rotor vale

(6 g — €) dae
— .=—R maq .=—R maq
€in =—]P —_— =] - (I11-49)
girR J ¥ cor, maq a1 J ¥ cor, maq |: P :|
de
0O=—
(=30
que en el sistema de coordenadas k es asi:
de
_ .=k
€3k = — Poor, mq [% - w} (I11-50)

* Restando las ecuaciones (I11-47) y (III-50) obtenemos lo siguiente:
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=k

CoirR ~

=k
egirS

. —k
=] CI)cor, magq

Teniendo en cuenta (II-18) llegamos a

-k =k
egir R egir S
Luego:

* Combinando las expresiones (I11-44) y (III-53) se deduce que

_k —k _
( ger+etranR) ( glrS+etranS)

k

k

P.

1

_rDb

k

- - . —k
€R — €5 = (Dq)cor,maq

sk _ gk
Rx—S'R
J

CR

kK =k
€s

(I11-51)

(I11-52)

(II1-53)

(I11-54)

En los apéndices de este capitulo se obtiene la relacion (III-88) que permite
expresar la ecuacion (III-54) de esta manera:

)] = TEQD HRICh

—k

Cgir R )]

donde ® es el operador producto escalar de dos vectores.

(III-55)

g Si en vez de partir de la primera de las ecuaciones (III-41) se parte de la

segunda se llega a

D -
p-_I1"2

1

ok )] = -T2 [id o (2

—€

k
gir R

)

(111-56)

*  Comparando las ecuaciones (III-55) y (III-56) se deduce que las proyec-

. . <k =k . . 2
ciones de los fasores espaciales ig e ig en la direccion dada por el fasor

(8§ —€x ) son de igual val de si t
CS —eR SOon elgua valor, pero GSIgI’IOS opues OS.
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cor, maq

OA = Proyeccién de ilg sobre ( Elﬁ )

OB = - OA = Proyeccién de illz sobre eé( - Elli )

Fig. I11-4: La suma de las proyecciones de ig e illi sobre la direccion perpendicular a

k
lpyq €8 nula.

Este resultado no es nada sorprendente si tenemos en cuenta que, por (III-
52), el fasor (eS - eR) tiene la misma direccion que los fasores de f.e.m. de

: : : . : : =k
glro es decir, la direccion perpendicular a los fasores espaciales ®cor, mag €

. Dado que

maq

7k Tk | Tk
Imag =1g +IR
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L. ., =k <k . ., . <k
es 16gico que la proyeccion de ig + ig en la direccion perpendicular a iy, sea

nula (vease la figura III-4). Esto es, las proyecciones de los fasores ilg e -illé

. .. . Tk .
sobre la_direccion perpendicular al fasor iy, _son de igual valor, pero de

S1gnos opuestos.

Como consecuencia de lo anterior tenemos que
*k .=k k .=k

con lo que de (ITI-55) se obtiene

P = _% (115 .Ezirs)"L(i-lI; .EZirR)] -
S _ (I11-58)
~ 2 (is'égirS)Jr(iR'EgirR)]

ya que el producto escalar de dos vectores no depende del sistema de coor-
denadas elegido.

En las expresiones (II1-55), (III-56) y (III-58) podemos apreciar que la
constante real que aparece es T D / 2 , es decir, la mitad de la longitud de la
circunferencia del entrehierro.

De estas expresiones deducimos que la potencia interna depende de los
fasores de f.e.m. de giro, pero no de los fasores de f.e.m. de transformacion, y

de las provecciones de los fasores de corriente sobre la direccion perpen-
dicular al flujo de corona de mdqguina.

A partir de estas ecuaciones de la potencia interna y aplicando la férmula
(IIT-42) se pueden desarrollar unas nuevas expresiones del par.
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Balance de potencias de un motor asincrono

*  Vamos a considerar un motor asincrono ideal, simétrico y equilibrado cuyo

rotor esté conectado en cortocircuito.

En esta mdquina las ecuaciones fasoriales del estator y del rotor son las (II-
37), luego:

_ - - - di
— - s -
egirS =€5 —Cyans = —Ug + Ig 1g +1($S E_ Cian s
- I11-59
) o ) dix ( )
CoirR = °R T~ CtanrR = IR IR +16R at ~ Ctran R

Por consiguiente, en este motor la ecuacion (III-58) se transforma en

p = (T11-60)

Ordenando y agrupando los términos de esta ecuacion se obtiene lo
siguiente:

D — - D - - . =
T(us”s):T[rs(ls'ls)+rR(1R'1R)]+

! (disoi J+1 (diR-i]
D| oS S oR R | (IT1-61)

_(IS ®Cians TIR ®Cuan R)

Vamos a desarrollar el dltimo paréntesis de (III-61) teniendo presente la
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igualdad (II-18) y que el producto escalar de dos vectores no depende del
sistema de coordenadas:

< - bl = s = =S =S
1g ®Cyans +13 *ChanR = Ig ®Cians +1g oC

tran R =

< (111-62)

(= =S — _ -
- (IS + IR) ° Cians = lmaq ° Ciran S

TS — . z
Como los fasores Inaq Y €girs son perpendiculares entre si, su producto
escalar es nulo. Luego:

=S - =S - =S -
1maq ®*Chans = lmaq ®Cians T lmaq o egir g =
: - (111-63)
'S = = =S =S
=1Imaq ® (etran s T Cgir S) =Imaq ®€
Considerando las relaciones (I1I-14) y (II-38) queda que
—S =S
< —_— - d ¢ - d 1
g #° =T o T = | T e | (IT1-64)

Por lo tanto, a partir de las ecuaciones (III-61) a (III-64) se obtiene el
siguiente balance de potencias:

D - - D . - -
T(HS'IS)ZT[rS(IS°ls)+rR(1R'1R)]+
[ (aig - dig - ) |
1"S(dt "S]H"R ( dt ”RJ’L (I11-65)
D
+T - + P,
dimaq =S
+1u T ® imaq

Si el motor no fuese ideal este balance de potencias incluiria también la
potencia de pérdidas en el hierro, Py, a la derecha del signo igual.

El significado fisico de los términos que aparecen en el balance (III-65) es el

II1-30



CORRESPONDENCIA ENTRE FASORES ESPACIALES Y MAGNITUDES EXTERNAS

siguiente:
e Potencia absorbida en el estator

Esta es la potencia que el motor absorbe de la red. Su valor viene dado
por las siguientes expresiones:

P, =%(ﬁS Ois)=%Re{ﬁS is ) (I11-66)

en las cudles el simbolo * representa el operador tomar el conjugado de un
fasor.

e Potencia de pérdidas en el cobre

Es la potencia perdida por efecto Joule en los devanados del estator y
del rotor. Su valor viene dado por las férmulas siguientes:

TED D < T T
Pcu =7[rs (ig®ig)+ry (ig °1R)]=

:7°2_D i (s 1g )+ 1 (ix -ir )| = (I11-67)

D

= > [rs ASZM T 1R ARZM]

e Potencia magnética
Es la potencia originada por las variaciones en el tiempo de la energia

almacenada en los campos magnéticos del motor. Su valor viene dado por
las siguientes expresiones:
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dt dt dt
nD i di dix
g T R = * maq <k *
dAgy d Agx m
1 A +1 A +
D cs( at SMJ GR( gt RM
2 " dAmaq Moo
| 1) dt maq M |
2 2 2
Prag = | Los = |+1ox S 1, | —242 | (11-68)
4 dt dt dt
* El balance de potencias (III-65) se puede escribir asi:
Ps =Pcy + Ppgg + B (IT1-69)
Es decir:
Pg =Pcy + Ppag + Py + Py (IT1-70)

ya que la potencia interna, P; , es igual a la potencia de util, P, , que suministra
el motor por su eje mas su potencia de pérdidas mecanicas, P, .

En una maquina real habria que sumar la potencia de pérdidas en el hierro,
Pp. , a la derecha del signo igual de la ecuacion (I11-70).

La potencia en un motor polifasico en régimen permanente senoidal

8 Si tenemos un motor polifasico funcionando en régimen permanente
alimentado por un sistema equilibrado de corrientes senoidales sucede que los
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campos magnéticos son giratorios circulares. Esto quiere decir que los fasores

espaciales ig , ig € imaq conservan constante su amplitud y, por (III-68), resulta

que la potencia magnética, P es nula. Es decir, la energia magnética

mag °
almacenada en el motor no varia en el tiempo.

Asi pues, en este caso el balance de potencias de un motor asincrono,
suponiendo despreciables las pérdidas en el hierro por tratarse de un motor
1deal, se reduce a

P, =P, + P, +P, (I11-71)

Una carga polifésica equilibrada en régimen permanente senoidal consume
una potencia invariable en el tiempo e igual a su potencia activa. Por lo tanto,
en régimen permanente la potencia Py (que se calcula mediante las expresiones
(III-66)) es la potencia activa del motor.

A esta misma conclusion se llega también si se emplean las relaciones (I1I-
15), validas sélo para maquinas polifasicas equilibradas funcionando en régimen
permanente senoidal, en (III-66).

Por analogia con lo expuesto para la potencia activa, es evidente que en
régimen permanente senoidal se puede obtener la potencia reactiva Qg
absorbida de la red por un motor polifasico mediante esta expresion:

n D - 1 _7®D;- _ -
QS=71m{uS-ls}=T|1sxuS| (I1-72)
(Im significa: "Parte imaginaria de")

Asfmismo, la potencia compleja /ES s se obtendra asf:

= . T D —_ T *
SS=PS+JQS=7(uS-1S) (I11-73)
y el factor de potencia cos @q se calculara a partir de
Im ﬁ 'i-s*
¢y =atan —{_S ; *} (I11-74)
Re{uS ‘1g }
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Potencia electromagnética

*  Teniendo en cuenta la relacion (III-61) podemos expresar la potencia
magnética P, asl:

mag
dis - s =

PmagS :1(58( at .IS }_(15 .etranS) (HI—75)
dig - s =

PmagRZIGR( dt .le_(lR.etfanR)

Esta potencia P, , estd fisicamente ubicada en el entrehierro (ya que las
piezas de hierro se suponen de permeabilidad magnética infinita), pero de una
manera convencional podemos suponer que la fraccion P debida a las
debida a

magS °

corrientes del estator, se produce en el estator y que la fraccion P, g

las corrientes del rotor, se produce en el rotor.

g Teniendo en cuenta la consideracion anterior denominaremos como potencia
electromagnética P, a la potencia que sale del estator y llega al rotor a través
del entrehierro. Es claro que esta potencia es igual a la absorbida por el motor,
Py , menos la perdida en el estator, la cual es igual a la potencia de pérdidas en
el cobre del estator, P g , mas la potencia electromagnética del estator, PmagS

(mds las pérdidas en el hierro del estator, Pg g , si la maquina no fuera ideal).

Por lo tanto, en un motor ideal se tiene lo siguiente:

P, =Py —Pc,s—P

rnagS=
D el creic e 1 S ei o tE el |=
> s s TIsls *ls “los % 1s tranS ® 1s
_wD(- S dig - . _th .
- 9 uS_rSIS_ cS dt +etranS lg = 9 (_eS+etranS) lg
nD - <
P, = —T(egirS i) (I11-76)
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* Si el motor es asincrono, parte de la potencia electromagnética P, se
convierte en potencia mecanica (esta es la potencia interna P, ) y el resto se
gasta en el rotor en forma de pérdidas en el cobre, P~ , y de potencia
magnética, PmagR (mas pérdidas en el hierro, Pp , si la maquina no fuera
ideal). La potencia perdida en el rotor vale, pues, lo siguiente:

PpR = PCuR +PmagR =
_TED - - diR 0 = B _
-5 IRig ®ig +lsg 11 ®1R =Cyar ®1R |7

TED_ - diR - -

=7_rR1R+16R dt T O
D, - T

Por =7(egirR oiy) (I11-77)

Observando las ecuaciones (I1I-76) y (III-77) se comprueba que la ecuacion
(IIT-58) representa lo que hemos estado diciendo: en un motor asincrono la
potencia interna P, es igual a la potencia electromagnética P, menos la potencia
perdida en el rotor P p.

*  Desarrollemos la expresion (III-76) que da la potencia electromagnética:

D - :
Paz_T(egirS .IS)z
III-76'
TD( .=s demaq T nD demaq =S T ( )
ZT J P cor, mag T.ls ZT at CI)cor,maleS

S

Si llamamos €  a la velocidad de giro del fasor 50% maq

maq respecto al

estator (velocidad de sincronismo) medida en radianes geométricos por
segundo, sucede que

dernaqg 1 dernaq
Qmaq_—:_
dt p dt
By
at P 32maq
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Combinando esta ecuacion con las (III-37), (IlI-41) y (III-76") se obtiene
que

P, =M Q,,
P
M=—2% (II1-78)
Q maq

El par de un motor se puede obtener dividiendo la potencia electromag-

nética , P,, por la velocidad de giro, Q. , del fasor de flujo de corona de

mdquina, P respecto al estator.

cor, maq °’
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APENDICES:

PRODUCTO VECTORIAL Y COMPLEJO DE FASORES
ESPACIALES

* Matematicamente podemos considerar los fasores espaciales como vectores
planos o, simplemente como numeros complejos. Asi, en el sistema de
coordenadas genérico k, dos fasores espaciales x e y se representan de esta
manera:

X< = Xg +]X,

(IT1-79)

k .
Y =Yg T1Yq

También podemos considerar los fasores espaciales como vectores de tres
dimensiones con su tercera componente (en la direccion del eje de la maquina)
de valor nulo. En este caso, el sistema de coordenadas k tiene tres ejes: el eje x
coincidente con el eje real, el eje y coincidente con el eje imaginario y el eje z
que tiene la direccion del eje de giro de la miquina y cuyo sentido positivo es
saliente (sentido de avance de un sacacorchos que gire yendo desde el eje x al

eje y por el camino mads corto). Los vectores unitarios de estos tres ejes son i, |

y k , respectivamente. Por lo tanto, los fasores x e y también se pueden
representar asi:

X“=x,1+x, j+0Kk

XT =Xg 1+X, j+

K - - - (IT1-80)
Y =Y¥g1+Y, j+0k

g Trabajando con tres dimensiones es posible realizar el producto vectorial de
los fasores espaciales x e y. Se obtiene lo siguiente:

i ] k
Xxy =[xy x, 0]=(xg yg—%, v4) K (I1-81)
Yo ¥q O
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Si consideramos s6lo el médulo, con su signo, de este producto vectorial se
deduce que

—_— —

|xxy|=Im1X -y (I11-82)

donde Im significa: "Parte imaginaria de" y el simbolo * representa la
operacion de calcular el conjugado de un nimero complejo.

* Recordemos que el producto vectorial es una operacion cuyo resultado no
depende del sistema de coordenadas en el que se trabaje y que goza de la
siguiente propiedad:

XXy=—yXX (I11-83)

PRODUCTO ESCALAR Y COMPLEJO DE FASORES ESPACIALES

* Trabajando en el sistema de coordenadas k el producto escalar de dos
fasores espaciales x e y se puede calcular asi:
-k _ =k
X" 0y =Xy ¥qtXqYq (I11-84)

Luego es facil comprobar que se verifica lo siguiente:

Xxey=Re{x -y}=ref{Xx'y (111-85)

donde Re significa: "Parte real de" y el simbolo * representa la operaciéon de
calcular el conjugado de un niimero complejo.

*  Recordemos que el producto escalar es una operaciéon cuyo resultado no
depende del sistema de coordenadas en el que se trabaje y que goza de la

propiedad conmutativa:

Xey=yex (I11-86)
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* Teniendo en cuenta las relaciones (III-82) y (III-85) se puede obtener

facilmente que

xx(jy)|=xey (111-87)

y, €n consecuencia, se cumplen también la siguientes relaciones:

=—Xoy (ITI1-88)

|ix§|:—>‘<-(j§>=i-[%j (11L.89)

FASORES ESPACIALES DE CORRIENTE Y DE TENSION

ELECTRICA DE UN DEVANADO MONOFASICO SIMETRICO

* En un devanado monofasico simétrico de Z conductores, factor de bobinado
&, . recorrido por la corriente i y cuyo eje de devanado viene dado por el

angulo eléctrico 0, su fasor de corriente, segun (III-2) y (III-3), sera asi:

i=Ay eje:Zng iel®
D D

278, .

il

(II1-90)

(I11-91)

Luego:

LI (111-92)
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Despejando la corriente 1 en la segunada expresion (II1-90) se obtiene que
i=i"e? =refire?} (111-93)

Luego, de (III-92) y (I1I-93) se deduce que

i=C, refie %} (I11-94)

*  La expresion (III-90) se puede transformar en
v 2 Z “ .
1=——¢C' 1
D5

Donde E'b es el factor de devanado complejo de la fase. Para devanados
simétricos este factor verifica que

E'b = E;b eje

En el libro [8] el lector puede encontrar expresiones mds generales que
permiten obtener este coeficiente para fases pertenecientes a cualquier tipo de
devanado, simétrico o asimétricos.

* Trabajando en el sistema de coordenadas propio del bobinado monofésico
considerado, el eje de devanado de la fase tiene una direccién 0 invariable en el
tiempo. Luego, en dicho sistema de coordenadas sucede que

di_dj 1 _je :i[ﬂJeje (I11-95)
dt dt|C, C, Lat

. . y .o di .
Es decir, en un bobinado monofdsico los fasores 1 'y It tienen siempre la

direccion 0 del eje de devanado de la fase.
* Se puede demostrar que la expresion (I11-24) sigue siendo valida en los

devanados monofasicos:
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u=C, Re{ue ™} (I1-96)

C,=2-E, (111-97)

Seau, la componente de u segun la direccién 6 del eje de devanado de la
fase:

Uy =[refue?}] (I11-98)

Comparando las relaciones (III-96) y (I1I-98) se obtiene que

= (111-99)

Por otra parte, el Teorema de Correlacion General en Régimen Dindmico

(IITI-16) tiene validez general y, por lo tanto, es aplicable a los devanados
monofésicos:

e=C, Relee '’} (I1-100)

Sea e, la componente del fasor de f.e.m. e segiin el eje de devanado de la
fase:

go =[Re{ee™}]&° (II-101)

De las dos expresiones anteriores se tiene que

Eg=—e (T11-102)
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. .. : - di

En resumen, en los bobinados monofésicos los fasores espaciales i y It
tienen siempre la direccion 0 del eje de devanado de la fase, lo que no nece-
sariamente sucede con los fasores espaciales € y u, cuyas componentes segin 0
son €y y ug, respectivamente.

Ademas, las expresiones (111-4), (I11-5), (11I-8), (11I-12), (I1I-16), (11I-24)
y (IlI-25), que relacionan los fasores espaciales de devanados polifdsicos con
los valores de fase de varias magnitudes externas, siguen siendo vdlidos para
devanados monofdsicos si en ellas se toma m igual a 2 (es decir, las relaciones
validas para los devanados bifdsicos sirven también para los devanados
monofasicos) y si se tiene en cuenta que la expresion (III-12) (o lo que es
igual, la férmula (III-99)) en este caso sélo proporciona el valor del fasor u g,
no de u.

ECUACION FASORIAL DE UN DEVANADO MONOFASICO

SIMETRICO

*  En un devanado monofésico simétrico se cumple que

u:—e+Ri+LG% (I11-103)

De (I11-92), (III-95), (IT1-99) y (III-102) se obtiene que

0 . 0 di  je
ue”=-ee’” +Rie” +Ls—¢’

—_— -— - d
C Uy =—C,ey +C, Ri+C, L“d_lt

_ - C. . C. i
Cu Cu
Ug=—€g +ri+lg % (I11-104)
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Esta es la ecuacidn fasorial que utilizaremos para los devanados monofé-
sicos. En ella los pardmetros r y I se calculan asi:

r=— 2 _p_Sig (I1I-1052)
C
2(z¢,) .
C.
P S (I1-105b)
C
2(z¢,) u

Se aprecia que las relaciones (III-105a) y (III-105b) son similares a las (II-
21) y (II-22), utilizadas en los devanados polifasicos cuando m vale 2
(devanados bifasicos).

La ecuacion (III-104) se representa graficamente por medio del siguiente
diagrama fasorial:

Fig. III-5: Diagrama fasorial correspondiente a un devanado monofédsico
* En un devanado polifésico la ecuacion fasorial (II-24) permite reducir a una
sola ecuacion de variable compleja el conjunto de las m ecuaciones  (III-9) de

sus fases, simplificando asi el andlisis de la maquina.

Sin embargo, hemos de hacer notar que en el caso monofdsico esta
simplificacidn no existe ya que sélo hay una ecuacion de fase (III-103).
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Es mads, pudiera parecer que la ecuacion fasorial (III-104) complica el pro-
blema ya que es una ecuacion de variable compleja mientras que la ecuacion
(IIT-103) es una ecuacion de variable real. Esto no es asi porque el argumento 0
de los fasores que aparecen en la ecuacion fasorial (III-104) es conocido a
priori; de tal manera que, si se utiliza un sistema de coordenadas donde el
angulo 0 sea nulo, como es lo habitual, la ecuacion (III-104) se convierte en una
ecuacion real.

En resumen, para devanados monofésicos podemos utilizar indistintamente
las ecuaciones (III-103) o (III-104), sin que ninguna de ellas represente una
mayor simplificacion en el andlisis de la maquina.

No obstante, la ecuacion (III-104) tiene las ventajas de que se puede
representar graficamente en un diagrama fasorial (Fig. III-5) y de que utiliza
como variables algunos de los fasores espaciales que aparecerdn también en las
ecuaciones fasoriales de los demds devanados de la mdquina; ya que, al menos,
alguno de éstos normalmente serd polifdsico. De esta manera se trabaja con
variables del mismo tipo en todos los devanados de una misma méquina.

VISUALIZACION DE UN DEVANADO POLIFASICO, SIMETRICO

Y EQUILIBRADO SEGUN ILA TEORIA DE LOS FASORES

ESPACIALES

*k

Todas las expresiones que se han obtenido en este capitulo y en el anterior se
pueden entender y recordar mds facilmente y de una manera maés fisica teniendo
en cuenta que, cuando solo se considera el arménico fundamental del campo
magnético, cada devanado polifasico de una méquina simétrica y equilibrada
puede ser interpretado (segin [10]) como wuna capa de conductores
uniformemente distribuida a lo largo de la circunferencia del entrehierro,
teniendo todos los conductores de esta capa iguales valores de resistencia y de
inductancia de dispersion. Cada uno de estos conductores estd sometido a una
tension u diferente, de forma que el conjunto de los valores de u forma una
funcion senoidal en el espacio. Esto origina que también i, corriente que
circula por un conductor de la capa, varie senoidalmente a lo largo del
entrehierro.

En los siguientes parrafos se va a comprobar como esta visualizacion de los
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devanados de una méquina es coherente con las expresiones que se han obtenido
hasta ahora.

= Si solo se considera el armonico fundamental en el espacio del campo
magnético, se tiene que cada fase posee Z &, conductores efectivos. Luego, la
totalidad de un devanado de m fases tiene m Z &, conductores efectivos, dando
lugar a una densidad lineal de conductores uniforme T asi:

_mZ&b
7D

T (I11-106)

< La corriente de un conductor de la capa varia senoidalmente en el espacio

i=1p Cos(a—0) (I11-107)
dando lugar a una capa de corriente senoidal
A=1-i=71-ij Cos(a—0)= Ay Cos(a—0) (ITI-108)
Teniendo en cuenta las expresiones (III-107) y (II-9), la férmula (III-5)
permite obtener una expresion para la corriente de un conductor i. Es evidente

que esta corriente 1 y la capa de corriente A estdn en fase.

= Laresistencia efectiva de un conductor de la capa vale

R on = leb (I11-109)

y la caida de tension resistiva en un conductor vale
Au =R, 1= % (i) (I11-110)
Au, =T A (II-111)

De las expresiones (III-108), (ITI-109), (ITI-110) y (ITI-111) se obtiene que
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_Reon D

= = 3 (II1-112)
t m(Z§&,)
Analogamente se obtiene que
P— >R (I1-113)
m(Z&,)

Estas ecuaciones coinciden con las (II-21) y (II-22) obtenidas anteriormente.
La potencia absorbida de la red por un conductor de la capa vale
P.,,=u-i (III-114)

y el valor medio de P, para el conjunto de los mZ &, conductores de la capa

€S

conMed —

p uleM Cos @ (I-115)

siendo @ el desfase espacial entre las distribuciones de u e i.

Por consiguiente, la potencia total absorbida por toda la capa vale

nDrT )
P:(ngb) PconMed :TUM Im Cos @ =

(TT1-116)

=%uM Ay Cos (p=?(ﬁ°-i)

expresion coherente con la (III-66).

Operando de manera andloga se pueden deducir las expresiones corres-
pondientes a las pérdidas en el cobre y a la potencia magnética debida a un
devanado, obteniéndose resultados concordantes con los obtenidos ante-
riormente y que confirman la validez de la visualizaciéon de un devanado

propuesta.
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