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Capitulo 1

Integral de Riemann para funciones de
una variable

En la ensefanza secundaria se ha presentado el calculo integral como "la operacién inversa”de la
derivada. Realmente este no es el significado del concepto de integral, sino una consecuencia.

Vamos a tratar de comprender el significado de la integral utilizando como modelo la Integral
de Riemann, y veremos como consecuencia el Teorema Fundamental del Calculo en el que se
establece la relacién entre el cdlculo integral y el calculo de derivadas.

Después trataremos algunos métodos de célculo.
Y por fin estudiaremos una generalizacién de la integral, la integral impropia.

El concepto de derivada estd asociado al estudio de la "variaciéon"de una funcién respecto a su
variable. El concepto de integral se asocia a la suma de los valores de la funcién.

Por ejemplo, para calcular la longitud de una curva, la dividimos en trozos y sumamos las longi-
tudes de cada parte. Para calcular el trabajo realizado por una fuerza al recorrer una trayectoria,
dividimos la trayectoria en trozos pequefios, calculamos el trabajo realizado en cada parte, y suma-
mos los resultados.Para calcular el area de una regién, la dividimos en trozos ‘“casi rectangulares”
y sumamos las areas de cada trozo.

Este proceso de dividir y sumar las partes no tendria de por si demasiado interés, salvo por que en
el medio se utiliza un proceso de aproximacion: las partes se hacen cada vez mas pequenas, y mas
numerosas, y la suma por tanto tiene cada vez mds sumandos. Las medidas en trozos pequenos
se aproximan facilmente con valores constantes o lineales, y la precisién es mejor cuanto mas
pequeiio es el trozo. Por ejemplo, la longitud de un trozo de curva la calculamos como si fuera la
de un segmento recto. Pero para tener una mejor aproximacion, al hacer los trozos mas pequeiios,
el nimero de datos que tenemos que sumar es cada vez mayor.
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Matematicamente, la dificultad aparece en la necesidad de hacer sumas infinitas. Recordemos las
dificultades que se vieron en el estudio de series. Aqui las dificultades son aun mayores, porque
la cantidad de sumandos no es ni siquiera numerable.

Hay distintas formas de abordar técnicamente estos célculos, que dan lugar a distintas "teorias” o
"métodos” de integracidn, y la Integral de Riemann es una de ellas. Las distintas teorias son mas
o0 menos complejas cuando tratan de abordar algoritmos validos de forma general para problemas
a su vez mas complejos, en los que aparecen implicadas funciones también mds complejas, y
objetos a medir mas sofisticados (matematicamente hablando).

Como modelo para entender el método de calculo planteamos el problema de calcular el area
encerrada entre la grafica de una funcién f definida en un intervalo cerrado [a,b] y con valores
en R, acotada y tal que f(x) > 0 para todo z, las rectas z = a, t =be y =0.

El método propuesto por Riemann (realmente no es el original de Riemann, sino una modificacién
posterior) para resolver este problema es el siguiente:

1- Dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales de longitud (b — a)/n. Llamamos xy = a

xi:a+i@ parai=1,...,n

2- En cada sub-intervalo escogemos un punto arbitrario, z; € [z;_1, z;]

3- Y calculamos la suma de las areas de los rectdngulos de base el segmento [z;_1, ;] y altura

f(z)
S = Zf(z»@

Este nimero S,, no es exactamente el resultado que buscamos, pero parece bastante intuitivo que
si hacemos n cada vez mas grande, los intervalos cada vez mds pequefios, los valores S,, estaran
cada vez mas cerca del resultado buscado.

4- Podriamos definir el area como el limite cuando n tiende a infinito de S,,.

Problema: Los puntos z; no estan claramente definidos. jPodria pasar que seglin qué puntos
escojamos, el resultado del limite sea distinto? Por desgracia, la respuesta es que si, que pueden
ser distintos, y que por tanto con este método diferentes personas podrian obtener resultados
distintos para el valor del area.

(De todas formas, en la mayoria de los casos de funciones sencillas, el método funciona bien.

De hecho funciona bien siempre que f es continua, o cuando tiene solo un ndmero finito de
discontinuidades,... y algunas veces mas.)
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Figura 1.1: Aproximacién del drea por sumas
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El método se mejord después, como sigue:

1. El intervalo [a,b] se divide en una cantidad finita de intervalos mediante una seleccién de
una familia finita de puntos, que ordenamos de menor a mayor de modo que

a=z<z;<...<z,=b

La familia de puntos P = {xq, ..., z,,} se llama una " particién”de [a, b]
2. En cada sub-intervalo calculamos el infimo y el supremo de f, y llamamos

m; =mf{f(z),z; 1 <z <ax} y M =sup{f(z), ;1 <z<ux}

3. Calculamos la suma de las areas de los rectangulos de base el segmento [x;_1, z;] y altura
m;. A esta suma la llamamos " Suma inferior de Riemann”, y la denotamos por L(f, P)

L(f7 P) = Zmz(xz - %‘—1)

a = xg T1 Z2 Tn =b
m; = inf{f(z);2;-1 <z <z}

L(f,P)= Z?:l mi(x; —xi_1)

Figura 1.2: Suma Inferior

4. Calculamos la suma de las areas de los rectdngulos de base el segmento [x; 1, z;] y altura
M;. A esta suma la llamamos " Suma superior de Riemann”, y la denotamos por U(f, P)

U(f,P)= Z My(z; — i)
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N

@ = To Z1 Z2 Tp =0
M; =sup{f(z);zi-1 <z < a3}

U(f, P) = 3imy Mi(w; — wi1)

Figura 1.3: Suma Superior

En las figuras 1.2 y 1.3 , observamos que las sumas inferiores representan el area de un poligono
contenido en la regién que queremos calcular, y las sumas superiores la de un poligono que recubre
la regién. Por tanto, el resultado que buscamos deberia estar en medio.

L(f, P) < area de la regién limitada por la grafica de la funcidn y el eje horizontal < U(f, P)

para cualquier particion P del intervalo.

De hecho, la cadena de desigualdades se cumple aunque utilicemos particiones distintas para
calcular la suma inferior y la superior

L(f, P) < area de la regién entre la grafica de la funcién y el eje horizontal < U(f, Q)

para cualquier par de particiones Py () del intervalo.

Si hay realmente un valor para el area buscada, deberia coincidir con el supremo de las sumas
inferiores, y con el infimo de las sumas superiores.

Desgraciadamente, hay funciones para las que estos dos nlimeros no coinciden. Y la tnica solucién,
en ese momento, fue descartar ese tipo de funciones “raras”’, y mantener el procedimiento para
las funciones "buenas”.

De ahi queda la siguiente definicién:
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Definicién 1.1 (Funcién Integrable e Integral de Riemann). Una funcién f acotada en un
intervalo [a, b] es integrable si

sup{L(f, P), P es particion de [a,b]} = nf{U(f, Q) : Q es particién de [a,b]}

En este caso, este valor comin se denomina integral de f en [a,b] y se denota por

/abf(a:) dx

La expresidon dx en la integral nos sirve para identificar la variable que corresponde al intervalo.
Por ejemplo, las dos integrales siguientes no son iguales:

b b
/x2+y3das /:B2+y3dy

Si f(x) > 0 para todo z, el resultado de la integral mide el drea de la regién encerrada entre
la grafica de f y el eje = en el intervalo [a,b]. Si quitamos la condicién de que f sea positiva
(no negativa), la integral representa el drea encerrada entre la grifica de f y el eje x, pero
considerando como dreas negativas las regiones que estdn por debajo del eje, y positivas las que
estan por encima.

Algunos de los problemas tipicos para los que se usan integrales es para calcular areas de distintas
regiones del plano. Por ejemplo, si a < 0 < b, para calcular el drea encerrada entre la gréfica de
la funciénf(z) = 23, el eje horizontal y las rectas © = a, x = b, tendremos que tener en cuenta
los intervalos donde f es negativa, de modo que el area que buscamos es

0 b
—/ x3d$+/$3dx
a 0

La definicién anterior resulta muy complicada de utilizar en la practica (ya sabemos algo de las
dificultades en el célculo de supremos e infimos) por lo que resulta muy interesante el siguiente
teorema, (que tiene un cierto parecido a la definicién de limite de sucesiones o de funciones)

Teorema 1.1 (Criterio de Riemann). Si f es una funcién acotada en [a,b], entonces es
integrable si y solo si para todo € > 0 existe una particion P. de [a,b] tal que

U(f, P) — L(f, Pe) < e

Es bueno para saber que la funcidn es integrable, aunque no nos dice cuanto vale la integral. En
los siguientes ejercicios veremos como tomar ventaja de este resultado para conocer el valor de
la integral.
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Ejercicio 1.1.1. Estudiar la integrabilidad y calcular la integral de las funciones que se indican
en un intervalo [a, b], utilizando la definicién anterior:

1. f(z) = ¢ (funciénconstante)

2. f(x)=0siz#(a+b)/2y f((a+b)/2) =1
3. f(x) = siendo 0 < a <b

4. f(x) =2 en [0,1]

Ejercicio 1.1.2. Estudiar la integrabilidad de la funciéndefinida en [0, 1] por
J1 si z€Q
ﬂ@_{o si ¢ Q

A la vista de estos ejemplos, es interesante saber, a priori, si la funcién va a ser integrable o no.
La respuesta general a este problema requiere muchos mas conocimientos de matematicas de los
que corresponden a este curso, y tiene que ver con una nueva rama de la matematica (teoria de
la medida). Nos quedaremos sélo con un resultado parcial, suficiente para nuestros problemas:

Teorema 1.2. 1. Cualquier funcién continua f : [a,b] — R es integrable.

2. Incluso cualquier funcién acotada que tenga sélo un ndmero finito de puntos de discon-
tinuidad en |a, b es integrable.

3. Toda funcién mondtona en un intervalo |a, b] es integrable.

Gracias a la primera propiedad es facil poner infinidad de ejemplos de funciones integrables.

Utilizando la segunda propiedad, podemos poner ejemplos de funciones escalonadas, o funciones
definidas con diferentes férmulas en diferentes sub-intervalos.

El interés de la tercera propiedad es menos evidente, si sélo se nos ocurren funciones monéto-
nas que sean continuas. Sin embargo vamos a utilizar esta propiedad para mostrar que puede
haber funciones integrables con una cantidad infinita numerable de puntos de discontinuidad,
construyendo un ejemplo (ejercicio).

En el ejemplo anterior, los puntos de discontinuidad estan muy separados unos de otros, y dispersos
en el intervalo. Sin embargo hay ejemplos mas sofisticados que de funciones integrables con puntos
de discontinuidad por todas partes: en el lenguaje matematico, se diria que el conjunto de puntos
de discontinuidad es denso en el intervalo de integracién. (Sin demostrar)
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Una vez que tenemos la definiciéon de una familia de funciones, y un procedimiento de célculo,
el siguiente paso es conocer las propiedades bdsicas de tipo algebraico: qué pasa con la suma, el
producto de funciones, ...

Las propiedades basicas de las funciones y de la integral se recogen en el siguiente teorema. Si
tenemos presente la idea de la integral como area, sera facil reconocerlas y recordarlas.

Teorema 1.3 (Propiedades de la Integral).

1. La integral conserva las desigualdades. Es decir, si tenemos dos funciones f y g inte-
grables en un intervalo [a,b], y f(z) < g(x) en cada punto x del intervalo, entonces

/abf(a:) dxg/abg(x) iz

En particular, como f es una funcién acotada, si m y M verifican m < f(x) < M para
todo x, entonces

b
m(b—a)g/ flz)de < M(b—a)

2. La integral es aditiva respecto del intervalo. Es decir si f es una funciénacotada en
un intervalo [a,b], y ¢ es un punto entre a y b, entonces f es integrable en |a,b] si y sélo
si lo es en cada uno de los en los intervalos [a,c] y [c,b]; y ademds

/abf(a:)dac:/acf(ac)der/cbf(x)dx

A partir de esta propiedad se acuerda la siguiente convencion, que resulta coherente con
las operaciones:

/aaf(:v)dx:()

/baf(x)dx:—/abf(x)dx

Con esta convencion, la ecuacion anterior es cierta para cualesquiera a, b y ¢ aunque no se
cumpla a < ¢ < b.

3. La integral de la suma es la suma de las integrales. Es decir, si f y g son dos funciones
integrables definidas en el intervalo [a,b], entonces f + g es integrable en [a,b] y

b b b
[ 1@ +g@lde= [ f@)dos [ gl ds
4. La integral de un nimero por una funcién es el producto del nimero por la

integral de la funcidén. Es decir, si f es una funcién integrable en un intervalo [a,b], y «
es un nimero real, entonces af es integrable en [a,b] y

/abaf(az) dx:a/abf(:zz) dx
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A pesar de ser "fundamental”, no todo el mundo esta de acuerdo en cudl es realmente el teorema
fundamental del cédlculo. Enunciaremos tres teoremas que son la base de todo el calculo de
integrales:

Teorema 1.4. Si f es una funcion integrable en un intervalo [a,b], entonces la funcion

F(z) = / o

es continua.

Teorema 1.5 (Primer Teorema fundamental del célculo). Sea f una funcién integrable en
un intervalo [a, b], y definamos la funcién

Flz) = / “ ) dt

para x € [a, b].
Si f es continua en un punto ¢ € [a,b], entonces F' es derivable en ¢ y ademas F'(c) = f(c)

Corolario 1.6 (Regla de Barrow). Si la funcién f es integrable en [a,b], y es la derivada de
alguna funcién f = F', entonces

/ f(z) dz = F(b) - F(a)

El dltimo, la Regla de Barrow, quizd sea el mas conocido, ya que es el que se utiliza en la
ensefianza secundaria para resolver los problemas de integrales: Dada la funcién f, si somos
capaces de conocer o encontrar una funcién F' cuya derivada sea f, entonces calcular la integral
de f es trivial. Asi que el problema se transforma en encontrar esa funcién F'. Esto es lo que se
conoce como el célculo de primitivas. La funcién F' que cumple F/ = f se llama una primitiva
de f.

El teorema fundamental del cdlculo nos dice que cualquier funcién f continua tiene seguro una
primitiva, la funcién

Fla) = / Cr) dr
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Esto parece poco util si no somos capaces de encontrar una " férmula” para F.

¢ Ejemplo 1.2.1. Si f(z) = 2", la funcién F(z) = L~ cumple F'(z) = f(z), luego

n+1
b n+1 n+1
n b a
" dx = -
a

¢ Ejemplo 1.2.2. Si f(x) =x™™, paran # 1, y a,b son ambos positivos o ambos negativos,

b p—n+1 gt
/ x "dr = —
a -n+1 —-n+1

¢ Por qué la condicion de que a,b sean ambos positivos o0 ambos negativos?

Supongamos que fy ¢’ (la derivada de g son funciones continuas, y que F' es una primitiva de
f. Tenemos que

g(b)
f(t) dt = F(g(b)) — F(g(a))

g(a)

Pero también tenemos que (F o g)'(z) = F'(g(x)) - ¢'(x) = f(g(x)) - ¢'(x), asi que (F o g) es
una primitiva de f(g(z)) - ¢'(z), asi que

/ fg(x)) - d'(z) dx = (F o g)(b) = (Fog)(a) = Fg(b)) — F(g(a)

Asi que los dos resultados son iguales. Esto se conoce como

Teorema 1.7 (Cambio de variable o sustitucién). Si f y ¢’ son funciones continuas,

g(b

) b
£(t) di = / Fo(@)) - ¢'(@) do

g(a)

Para recordar esta férmula, es habitual escribir que ¢t = g(z), y dt = ¢'(z)dz. Lo que suele
olvidarse es la relacidn entre los limites de integracién en cada una de las integrales.

¢ Ejemplo 1.2.3. Resuelve, utilizando la sustitucion \/e* + 1 = t, la siguiente integral:

1 623:
1:/ " &
0 \/6x+1

1.10
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Sit=+e*+ 1= g(x), tenemos que identificar en la integral la parte f(g(x)) y la parte ¢'(z).

eCE

Calculamos ¢/(z) = (e + 1)Y/2e* = ———
) = Yo+ e =

— 2

Asi que la expresion que esta en el integrando es:

€2x

- = 2% (x
- g'(z)

Ademi3s si g(x) = v/e* + 1, despejando e* = g*(x) — 1, asi que la integral que estamos buscando
se escribiria

| 2@ -1 g @

Y aplicando el teorema esta integral seria igual que la integral

g(1) 9 g(1)
/ 2(t* — 1)dt = {—t?’ — 24
4(0) 3 4(0)

donde g(0) = v/2 y g(1) = /e + 1. Por tanto

2 2
I= g(e +1)32 —2(e+1)Y2 - 5(23/2) +2(21/%)

En ocasiones el teorema parece que se esta usando al revés. Consideremos este otro ejemplo:

¢ Ejemplo 1.2.4. Halla la siguiente integral, haciendo el cambio x = sent:

1 ZL'2
/ T g
0o V 1-— LEQ

Si hay alguna duda, seguramente se resuelva intercambiando el nombre de las variables: ¢t = sen x
y

/1 2 " /sen w/2 2 " /'71'/2 sen? y
= = - cos zdx

0o V1—1t2 sen0 V1 —1? 0o COosT

El resto de los célculos se deja como ejercicio.
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¢ Ejemplo 1.2.5. Algunos de los problemas tipicos para los que se usan integrales es para
calcular dreas de distintas regiones del plano. Por ejemplo, si a < 0 < b, para calcular el drea
encerrada entre la gréfica de la funciénf(x) = 23, el eje horizontal y las rectas © = a, © = b,
tendremos que tener en cuenta los intervalos donde f es negativa, de modo que el drea que

buscamos es
0 b
—/ dex+/ 3 dx
a 0

¢ Ejemplo 1.2.6. Una idea similar se utiliza para calcular el drea encerrada entre las graficas
de dos funciones. Por ejemplo, para calcular el drea entre las gréficas de las funciones f(x) = x>
y g(z) = 2 sobre el intervalo [0, 1]

Tendremos en cuenta que en el intervalo [0,1] es 0 < x < 1, y por tanto x> < 22, la grdfica de
g queda por debajo de la grdfica de f, y el drea que buscamos es

1 1
A:/xQda:—/:c?’dx
0 0

De los ejemplos anteriores para calcular integrales de potencias de x tenemos

A=1/2-1/3=1/6

Una de las dificultades a la hora de resolver este tipo de problemas de calculo de areas es
precisamente determinar correctamente la region.

Ejercicio 1.2.1. Hallar el 4rea de la regién limitada por las gréficas de las funciones f(z) = 23—z

y 9(z) = z°.

Otro de los usos habituales de la integral es el concepto de ”valor medio” de una funcién.
Estamos acostumbrados al concepto de valor medio de una conjunto finito de datos, que se
calcula como la suma de todos los valores dividido entre el niimero de datos.

En el caso de que los datos de los que queremos obtener la media vengan dados como los
resultados de una funciénf(x) definida en un intervalo [a, b], el concepto equivalente seria sumar
todos los valores de f y dividir la suma entre el nimero de puntos del intervalo. Evidentemente
esto no es posible. Para el caso de funciones, la suma de todos los valores de la funcién se
sustituye por la integral, y el nimero de datos se sustituye por la longitud del intervalo.
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De esta manera se define

Definicién 1.2 (Valor medio). Sea f : [a,b] — R una funcién acotada e integrable. Se
define el valor medio de f en [a,b] como

b
VM(flat) = [ 1) ds

El valor medio de f en [a,b] es el valor que deberia tener una funcién constante en el intervalo
para que tuviera la misma integral de f en [a, b].

Pues bien, las propiedades de las funciones continuas estudiadas en el Célculo Diferencial nos dan
ahora otro de los teoremas fundamentales del calculo integral:

Teorema 1.8 (Teorema del Valor Medio). Sila funciénf es continua en [a, b], entonces existe
algdn punto xy € [a,b] tal que

b
/ f(z) de = f(z0)(b— a)

Ese valor f(x) es entonces el valor medio de la funcionf en [a, 0]

Otra de las aplicaciones mas frecuentes del teorema fundamental del célculo es la utilizacién del
teorema en la derivacion de ciertas funciones definidas como integrales mediante la composicién
de funciones.

Por ejemplo, consideremos la funcién

3

v 1
= ——dt
9(x) /a 1+ sen?t

g(x) es una composicién de dos funciones, F(x) = [ —=7dt y H(z) = 2°, de modos que
g(x) = F(H(x)). La primera funcién, F'(z) es derivable, segin nos indica el teorema fundamental
del cdlculo, y la segunda funciénH () es un polinomio, y también es derivable. La regla de la

cadena para la derivaciéon de funciones nos dice que

1

= ————_ 3 2
1 + sen?(z3) v

g'(z) = F'(H(x)) - H'(x)
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Andlogamente, si

senx 1
= ——dt
9(x) /a 1+ sen?t

1
1 +sen2(senx)

g'(x) - COS T

Gracias a los teoremas anteriores, el conocimiento de las derivadas de algunas funciones nos
puede facilitar mucho el cdlculo de integrales. En general, el problema que se plantea es, para
una cierta funciénf, encontrar una nueva funciénF' que cumpla F' = f Una funcién como esta
F' se llama una " primitiva” de f.

El teorema fundamental del calculo nos asegura que cualquier funcién continua tiene siempre una
primitiva, que seria la funciénF'(z) = fax f(t) dt, pero lo que tratamos ahora es de encontrar,
cuando seamos capaces, una funciénF' elemental (que puede obtenerse mediante sumas, mul-
tiplicacion y cociente de funciones polinémicas, trigonométricas - y sus inversas - logaritmos y
exponenciales).

Para dar a entender esta propiedad de ser F' una primitiva de f escribiremos la expresién F'(x) =
[ f(z) dz, que se llama también "integral indefinida” de f

En general, no es posible encontrar una primitiva elemental de cualquier funcién. Un ejemplo
- 2

que debemos apuntar para que no nos sorprenda en otro momento, es la funciénf(x) =e*", la
"campana de Gauss”, que no tiene una primitiva elemental.

Lo que veremos en este capitulo son algunos métodos conocidos para hallar primitivas elementales
de algunas funciones también elementales. Como dice M. Spivak en su libro " Calculus”, y que
parece hecho para nosotros:

" En ocasiones puede ocurrir que sea preciso calcular una integral, en condiciones en

que no sea posible consultar ninguna de las tablas corrientes de integrales [por ejemplo,
puede ocurrir que el lector siga un curso de fisica en el cual se le pida saber integral]”

Concretando, algunas notaciones:

Para nombrar una primitiva de una funciénf escribiremos [ f o [ f(x) dx. Realmente esto
significa el conjunto de todas las primitivas de f.

Se suele escribir
4
Sde =24 C
/w T 1 +
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donde C' es un nimero cualquiera. Veremos alguna parte de la asignatura donde esta constante
C juega un papel principal, pero se indicard cuando sea necesario.

La letra que aparece al final de la integral tiene un papel fundamental en los célculos, pues nos
indica cudl es la variable respecto de la buscamos la integral. Por ejemplo,

2
/txdx:tx—
2

t2
/tz dt = r—
2
/tx dy = txy

En muchas ocasiones utilizaremos la regla de Barrow para expresar calculos

/ f(z) dx = F(b) - F(a)

donde F' es una primitiva de f. Utilizaremos las expresiones, bastante cdmodas a la hora de
escribir:

Fla) = / (@) da

con lo que

/a ) de = P

Una idea que debe quedar clara desde ahora es que no siempre podemos encontrar una primitiva
elemental para una funcién elemental, y no sélo por nuestra ignorancia o incapacidad, sino porque
realmente no existe.

Conviene recordar que la funcién

flz)=e™®

no tiene primitiva elemental. Saber esto nos puede ahorrar muchas pérdidas de tiempo.
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Cuadro 1.1: Funciones elementales

Funcién elemental f(z) | Primitiva F'(x) = /f(ac) dx

f(z) = k (constante) | F(x) = /kx dx == ax

fe) =t h#-1) | P = [Pde=
f) =~ F(o) = [ = de = In(jz)

o

5

IS
&
I
o

=
=
I
o
S
3
=
I

~
—~
=
I
IS
8
IS
\Y
=
=
&
I

f(z) = cos(x) F(z) = [ cos(x) dz = sen(x)

) — 1 o) — 1 . amm:sen(yc)
/(@) cos?(x) Flz) cos?(x) do = tan(z) cos(x)
Jx) = seni(x) Fle) = seni(:c) dz = — cot(z) = _S;)rsléi;
f(z) = 1—1—1x2 F(z) = ; —1—1:1:2 dx = arctan(x)

f(z) = ! F(z) = ! dx = arcsen(x)

g
=
Il
B
=
=
3 =
Il
\\\\\T\\\\
L
=
&
Il
|
=

V1 — 22

Aplicando la regla de la cadena para la composicién de funciones, podemos ampliar facilmente
esta primera lista: Si F'(z) y u(z) son funciones derivables, la composicién F'(u(z) también lo
es, y la derivada de g(z) = F(u(x)) es F'(u(x)) - v/(x). Si somos capaces de identificar en la
funcién que tenemos que integrar los dos factores de este producto,

= por un lado la funcién f de la que sabemos hallar la primitiva F', compuesta con u(x),

f(u(x)),

= y por otro u/(x)
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podemos identificar las siguientes integrales también como inmediatas.

Cuadro 1.2: Funciones compuestas

Funcién compuesta f(u(z))u'(z) | Primitiva F(z) = [ f(u(x))v'(z) dx
Fla) = ul) ) (6 £ =1) | P = [ule)ata) de =
) = 2 Flo) = [ 8 de =n(juto))
f(x) = e*(z)u/(z) F(x) = /e“(x)u’(x) dz = @
£4@)

r) = a"Wu/(x )= [ "/ (z) dox =
f(z) = " (z) Fa) = [ @) de = £
f(z) = sen(u(z))u/(x) F(z) = /sen(u(x))u'(x) dx = — cos(u(x))
f(z) = cos(u(x))u'(x) F(z) = /cos(u(m))u'(x) dzx = sen(u(x))

__ u(2) z) = u(z) r = tan(u(z
J(x) = cos?(u(x)) Fle) /COSZ(U(Z’)) dz = tan(u(z))

T) = v(a) T) = v(a) r = — cot(u(x
/() sen?(u(z)) Flz) /serﬂ(u(a:)) d H(u(z))
flz) = | ﬁ/ua(j)x)Q F(z) = / . —:—/ux()x)? dx = arctan(u(x))

x) = W) F(x) = Admz&rcsenux
R W= [ Ao (u(z)

En el calculo de primitivas suelen aparecer una coleccién de funciones poco conocidas hasta ahora,
pero que juegan un papel importante en nuestra coleccidn de integrales inmediatas: las funciones
hiperbdlicas.

Se definen:

= Seno hiperbdlico de z: sinhx =
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= Coseno hiperbdlico de x: coshx = etre’
) . et —e® 2
= Tangente hiperbdlica de x: tanhs = ——— =1 — —
et 4+ e % et 4+ 1

que se caracterizan por la ecuacién fundamental:

cosh?z —sinh?z =1

Y tienen la siguientes propiedades de derivacién:
sinh’(z) = cosh

cosh’(z) = sinh x

1

tanh'(z) = ————
(z) cosh? r

Las funciones hiperbdlicas inversas son:
argsinhz = In(x + V1 + 22)
arg coshz = In(z + Va2 — 1)

1
arg tanh x = 5 In(l+ ) — In(1 — z)]
De donde:
Cuadro 1.3: Funciones hiperbdlicas
f(x) ! / ! d inhz = In(z + V1 + 22)
x) = x = argsinhx = In(x x
V14 2? V14 2? &
1 1
xr) = dr = argcoshz =In(z + Va2 — 1
10 = o= | [ g o= @+ vt =1)
1 1 1
flz) = T T dr = argtanh x = 3 In(1+x) —In(1 — z)]
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Se conocen como métodos de integracion algunos procedimientos basados en las propiedades de
las derivadas que permiten obtener con cierta facilidad algunas primitivas de funciones elemen-
tales.

A modo de referencia, citamos aqui los métodos que los estudiantes de este curso deben conocer.
El desarrollo de estos apartados, y los ejemplos y ejercicios, pueden encontrarse en los libros
indicados en la bibliografia de la asignatura: Calculus, de M. Spivak, y Célculo Integral de P.
Cembranos y J. Mendoza.

1. Integracién por partes (basado en la derivada de un producto de funciones)

2. Integracidn por sustitucién o cambio de variable (basado en el teorema de cambio de variable
estudiado antes)

3. Integracién de funciones trigonométricas. Férmulas de reduccién (basadas en las propieda-
des fundamentales de las funciones trigonométricas, razones de los dngulos dobles, etc.)

4. Integracién de funciones racionales, cocientes de polinomios (basados en la descomposicién
del cociente de polinomios en suma de fracciones elementales)

5. Integracién de funciones racionales con senos y cosenos (basadas en cambios de variables)

6. Integracién de algunas funciones irracionales, raices de funciones polinémicas (basadas en
cambios de variables)

Para aplicar la regla de Barrow para calcular integrales mediante el calculo de primitivas, de modo
que

/ f(x)dx = F(b) — F(a)

siendo F' una primitiva de f, es imprescindible que el intervalo [a, b] sea acotado y la funcién f
sea acotada en [a,b] (la definicién de funcién integrable impone esta condicién). Sin embargo
es habitual que encontramos situaciones en las que la funcién no estd acotada en algln punto
del intervalo, donde tiene una asintota vertical, o el intervalo no es acotado, sino que es una
semirrecta, o incluso toda la recta.

La utilizacién de limites nos permite abordar este tipo de problemas, aunque se requiere también
una perspectiva mas amplia (matematicamente hablando) del concepto de integral.
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1 1 .. .
Pensemos en las funciones f(r) = — y g(z) = —; definidas en el intervalo (0,1]. Son muy
T T

parecidas, las dos tienden a infinito cuando nos acercamos al cero (por la derecha). El problema
de calcular su integral se interpretaria como la posibilidad de calcular el drea encerrada entre la
grafica de la funcién y el eje horizontal, desde el je vertical hasta la recta x = 1.

i Esto tiene sentido? jEse drea puede ser finita, teniendo en cuenta que no podemos cerrar la
regién cerca del 07 Vamos a ver cémo se aborda este problema, y descubriremos que el area
encerrada por f es infinita y en cambio el area encerrada por g es finita, y puede calcularse por
métodos de integracién.

Definicion 1.3 (Integrales impropias). Sea f : [a,b) — R una funcion integrable en cada
subintervalo [a,t] C [a,b). Se define la integral impropia de f en [a,b) como

b t
/ f(x)dr = lim [ f(x)dz

t—=b= J,

si este limite existe (es finito). En este caso se dice que la integral es convergente.

La definicidn se extiende a los casos en que f esta definida en un intervalo (a, b] y no estd acotada
al acercarse a a:

]be(x)dxzz lim ]{bf(x)dx

t—sat

Si f tiene una asintota vertical en un punto ¢, con a < ¢ < b, definimos la integral impropia en
[a, b] aprovechando las propiedades de la adicién de intervalos de la integral

Kﬂ@m:[ﬂ@m+fﬂ@m

donde cada una de las integrales de la derecha se definen como integrales impropias.

Si lo que queremos es integral f en un intervalo no acotado [a, c0), definimos la integral impropia
de f en [a,00) como

/OO f(z) dx :tlinono tf(:n) dx

Y de forma similar si se trata de estudiar la integral en un intervalo (—o0,b], o en toda la recta
(—00, 00), etc.

Ejercicio 1.6.1. Calcular las integrales impropias de las funciones f(z) = = y g(x) = = en
(0,1]

Ejercicio 1.6.2. Calcular la integral impropia de f(z) = e~* en [0,00). Comprobar que f(x) =

e es integrable en sentido impropio.
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En esta clase de situaciones, es interesante a veces saber si la integral va a existir (va a ser
finita) o no, independientemente de si sabemos calcularla exactamente. Para ello utilizamos los
siguientes teoremas:

Teorema 1.9 (Criterio de comparacién para integrales impropias). Supongamos que tenemos
dos funciones f : [a,00) — R, y g : [a,00) — R, no negativas, f(x) > 0y g(z) > 0 para
todo x € [a,00),y que f(x) < g(x) para todo x € [a,0).

a). Si la integral de g es convergente, entonces la de f también.

b). Si la integral de f es divergente, entonces la de g también

Teorema 1.10 (Criterio del cociente para integrales impropias). Supongamos que tenemos
dos funciones f : [a,00) — R, y g : [a,00) — R, no negativas, f(x) > 0y g(z) > 0 para
todo x € [a,0), y que de g conocemos cémo es el comportamiento de su integral.

a). Si existe el limite del cociente,

i 19 _ g

T—00 x)

y es distinto de O e infinito, entonces las integrales de las dos funciones tienen el mismo
comportamiento (o las dos convergen, o las dos divergen, es decir, las dos son finitas o
las dos son infinitas a la vez).

b). Si L =0y la integral de g converge (es finita), la de f también. Pero si la de g diverge
(es infinita), no sabemos nada de f.

¢). Si L = oo y la integral de g diverge (es infinita), la de f también. Y si la de g converge
(es finita), no sabemos nada de la de f.

Y para aplicar este teorema, necesitaremos conocer algunas clases de funciones para utilizar en
el papel de g, para lo que se proponen los siguientes ejercicios:

Ejercicio 1.6.3. Estudiar las siguientes integrales impropias:
a). / e * dx (a fijo, con —00 < a < 00).

>~ 1
b). / — dx (a fijo, a > 0)

/ — dz (a fijo, a > 0)
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El concepto de integral impropia da lugar a una conocida funcién, la Funcién Gamma o Funcién
de Euler.

Para cada ndmero real = > 0 se define la funcién I'(z) por

[(x) :/ t" et dt
0

Algunas propiedades son:
1. Esta funcién esta bien definida, en el sentido de la integral impropia es siempre convergente.
a) Para un z fijo, con 0 < z < 1, la funcién que esta en el integrando tiene problemas en ¢t = 0

(porque no estd acotada) y para llegar el infinito, asi que la integral impropia se separa en dos
partes

0 1 0
/ et dt = / t* et dt 4+ / t* et dt
0 0 1

En la primera basta utilizar que e™* < 1 para todo ¢, y por tanto

1 1 t:p
/ et dt < / t*rdt = —
0 0 x

Y en la segunda, al contrario, acotamos el primer factor t*~! < 1, de modo que

1
=1/x
0

0 S tx—le—t S G_t

y por tanto

o0 o0
/ t*le tdt < / e~ tdt
1 1

que es convergente.
b) Si x =1, I'(1) = 1, calculando la integral impropia / et dt
0

c) Si x > 1, consideramos también la separacién del intervalo de integracién en dos partes para

utilizar en una de ellas el criterio del cociente con una funcién del tipo g(z) = —:

Ik
[e%e) 1 [e%9)
/ t””_le_tdt:/ tx_le_tdtJr/ t*le=t dt
0 0 1

La primera es la integral de una funcidén continua en un intervalo acotado, asi que estd bien
definida y es un nimero.
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En la segunda integral utilizamos el criterio del cociente con f(t) = t*te ™ty g(t) = 1/¢?

t tz—l —t
f( ) _ € — t$+le—t 0
ORRYE -~

Aplicando el criterio del cociente, como la integral de g es convergente en [1,00), la de f también.
Asi que en todos los casos I'(z) esta bien definido.
2. Aplicando la integraciéon por partes,

F(x+1) =al'(2)
3.I(1) =1. Yportanto I'(2) = 1T'(1) = 1, y ') =2I'(2) =2-1,I'4) =3I'(3) =3-2- 1y
en general para cadan € N

'n+1)=mTrMn)=Mn)(n-1)I'n-1)=---=n!
(T'(1)=0'=1)

La funcién Gamma generaliza el concepto de factorial de un ndmero natural a nimeros reales
positivos. Pero también se extiende a nliimeros reales negativos, e incluso a niimeros complejos.
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Capitulo 2

Integral de Riemann para funciones de n
variables

2.1. Integral de Riemann en R". Concepto y Propiedades
Fundamentales.Construccion de la Integral

La integral de Riemann en R?, R3, o para funciones de n variables, es una generalizacién de
la integral de funciones de una variable. La definicion que vamos a dar reproduce el método
usado para funciones de una variable en intervalos, ahora para funciones acotadas definidas en
rectdngulos. La generalizacién a otra familia mas amplia de conjuntos se vera mas adelante.

Para unificar las definiciones y enunciados, adoptaremos un vocabulario que se adapte a cualquier
dimensién, aunque nuestras referencias y los dibujos que podamos hacer son siempre los de

funciones de dos o tres variables.

Llamamos "rectdngulo” en R™ a un producto cartesiano de n intervalos
A= [al,bl] X [ag,bg] X oo X [an,bn]

b2

%)

a by
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y llamamos "volumen” de A al producto de las longitudes de sus lados

v(A) = (by —a1)(ba —ag) - -+ - (b — ay)

Llamamos particion de A a una familia P formada por una particién de cada uno de los intervalos,
P={P,P,,...P,} donde P,={a=1ty <--- <ty = b;} es una particién de [a;, b;]

by

S2 - — — 4+ - —

S1 - — — + — —

a3

-4 @ ]

ay tl tg t3 bl

Una particién P de A define una familia finita de "rectdngulos” que llamaremos Rp, que verifica,
entre otras cosas,

A= U R, v(A) = Z v(R)

ReRp ReRp

Construimos las Sumas de Riemann:

Definicién 2.1 (Sumas de Riemann).
Sea f : A — R una funcién acotada, y P una particion de A. Para cada rectangulo R € Rp
se definen:

mr(f) = f{f(z); z € R} Mg(f) = sup{f(z); = € R}

Se definen la Suma Inferior de Riemann y la Suma Superior de Riemann por

L(f,P)= Y mp(f)v(R)  U(f.P)= > Ma(f)v(R)

ReRp ReRP

respectivamente.

Si f es una funcién no negativa, L(f, P) es la suma de los volimenes de los “prismas” R x
[0,mg(f)], levantados por debajo de la grafica de f, y U(f, P) es la suma de los volimenes de
los “prismas” R x [0, Mg(f)] construidos por encima de la gréfica de f
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s
£

S(f,P) S(f.P)

Estas sumas superiores e inferiores verifican las siguientes propiedades:

1.- Para toda particién P de A,
L(f,P)<U(f,P)

2.- Para toda particién P de A,
ma(f)v(A) < L(f, P) S U(f, P) < Ma(f)v(A)

3.-Si Py @ son dos particiones cualesquiera de A,

L(f,P) <U(f,Q)

Definimos ahora las integrales inferior y superior de una funcién de la siguiente manera:

Definicion 2.2 (Integral Superior e Integral Inferior).
Sea A un rectingulo en R?, y f : A — R una funcién acotada. Se llama integral inferior de

fenAa
/ f =sup{L(f, P); Pparticion de A}
LA

Y se llama integral superior de f en A a

/ f=mf{U(f, P); Pparticion de A}
A

Las integrales superior e inferior estan bien definidas, en el sentido de que como los conjuntos
de sumas superiores e inferiores de Riemann de f son acotados, existen el supremo y el infimo
respectivamente.
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Ademas, por las propiedades que hemos visto antes, se tiene que

7mumm§uﬁms/fs/fsmﬁQSmem>

A

para cualquier particion Py () de A.

Y esto nos lleva a la definicién de la integral:

Definicion 2.3 (funcién Integrable Riemann).

Sea A un rectangulo en R?, y f : A — R. Se dice que f es integrable Riemann en A si
es ACOTADA vy las integrales superior e inferior de f en A coinciden. En este caso se llama
integral de f en A a

fo=1e-1r

Una cuestion de notacion:

Para funciones de dos variables es habitual utilizar la expresidn ffA f(z,y) dzdy en los célculos,
y para funciones de tres variables se utiliza [[[, f(x,y,2) dzdydz sin embargo de momento,

mientras no sea necesario hacer calculos, para los resultados tedricos utilizaremos la expresidn

Jfo [, f(zx)dx donde x es una variable bidimensional, tridimensional, o n-dimensional que se
mueve en el dominio A.

Esta notacion nos permite mostrar que muchos de los resultados tedricos fundamentales sobre
las propiedades de la integral no dependen del nimero de variables. Salvo algunas excepciones
que se sefalaran cuando aparezcan, las propiedades de la integral son las mismas para funciones

en intervalo de R, en rectangulos de R?, y en general en cualquier espacio del tipo R”

¢ Ejemplo 2.1.1. Toda funcion constante en un rectangulo es integrable. Ademas, si f(x) = a

para cada x € A, entonces / f=av(A)
A

En efecto, si P es una particion cualquiera de A, y R es uno de los rectangulos definidos por P,

ma(f) = a = Mg(f), asi que

U(f,P)= Y Mp(flu(R)= Y av(R)=s >  v(R)=av(A)

ReRp ReRp ReRp
y
L(f,P)= > ma(fHo(R)= > av(R)=s Y _ v(R)=av(A)
ReRp ReRp ReRp
Por tanto

7 f=mf{U(f, P), P particién de A} = av(A)

A
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/ f =sup{L(f, P), P particién de A} = av(A)
LA

las dos integrales son iguales, f es integrable, y / f=av(A)
A

¢ Ejemplo 2.1.2. Una funcién del tipo de la de Dirichlet, f : [0,1] x [0,1] — R definida por

_J1 si z€Q

no es integrable Riemann.

En efecto, si P es una particién cualquiera de A, y R es uno de los rectangulos definidos por P,
en R habrd puntos (x,y) con z racional y puntos (x,y) con z irracional, de modo que mg(f) =0

y Mg(f) =1, asi que

U P) = 3 Ma(He(R) = 37 o) = u([0,1] x [0,1]) = 1

ReRp ReRp

L(f,P)= > ma(f)u(R) =0

ReRp

Por tanto

f=mf{U(f, P), P particién de A} =1
A

|~— —

f =sup{L(f, P), P particién de A} =0
A

¢ Ejemplo 2.1.3. Otras funciones no integrables en R>

Partiendo del ejemplo anterior, es facil construir otras funciones que no sean integrables, definidas
en conjuntos de R?, o en general de R™. Por ejemplo, puede ser
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Como en el caso de funciones de una variable, el primer teorema que vamos a sefalar, da una
condicién equivalente para la integrabilidad de una funcién. Sin embargo, el verdadero interés de
este teorema lo veremos mas adelante.

Teorema 2.1 (Criterio de Integrabilidad de Riemann).
Sea A un rectangulo en R", y f : A — R una funcién acotada en A. f es integrable en A
si y solo si para cada € > 0 existe una particion P, de A tal que

U(f,P)— L(f,P) < e

Teorema 2.2 (Las funciones continuas son integrables).
Sea A un rectangulo en R?, y f : A — R una funcién continua en A. Entonces f es
integrable en A.

La idea de la demostracién se basa en que al ser la funcién continua, haciendo las particiones en
rectangulos suficientemente pequenos se puede conseguir que la diferencia entre el supremo y el
infimo de f en un rectangulo, que por las propiedades de las funciones continuas seran realmente
un maximo y un minimo, y se alcanzan en puntos de cada rectangulo, estdn muy préximos.
Digamos que para cualquier ¢ se puede conseguir hacer una particién P. de modo que en cada
rectangulo se verifique

Mgr —mpg < ¢€/v(A)
con lo que U(f,P.) — L(f,P.) < e

La condicién de ser continua es suficiente, pero no es necesaria. Es facil demostrar que una
funcién como

_J 0 s (zy)

definida en [—1,1] x [—1,1] es integrable y su integral vale cero, aunque evidentemente no es
continua en (0, 0).

Mas adelante podremos ver que la condicién de continuidad se puede debilitar, si el conjunto de
puntos donde la funcién es discontinua es “pequefio”. Pero esta es otra historia (La propiedad
de ser o no f integrable esta relacionado con la forma del conjunto de puntos de discontinuidad
de f. La relacién entre estas dos propiedades excede con mucho el nivel y el contenido de este
curso; forma parte de una rama de la matemdtica llamada Teoria de la Medida.)

Y utilizaremos esto para poder trabajar con funciones definidas en dominios distintos a los
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rectangulos.

Para terminar este primer capitulo, vamos a demostrar las propiedades elementales de la integral

Teorema 2.3 (Propiedades de la Integral de Riemann).
Sea A un rectangulo en R™, ysean f: A — R y g : A — R dos funciones integrables en
A.

1. si f >0, entonces /f >0
A

2. si f > g, entonces /f > / g
A A

IEEN

4. la suma f + g es integrabley [,(f+g)= [, f+ [, 9
. para todo k € R el producto kf es integrable, y [,(kf)=Fk [, f

3. |f| también es integrable, y

el cuadrado f? es integrable

5
6. max{f,g} y min{f, g} son integrables
7.
8

. el producto fg es integrable

Unas observaciones:

1. No debemos lanzarnos, la integral del maximo de f y g no es el maximo de las integrales
de f y de g, ni la integral del producto es el producto de las integrales.

2. Otra idea que conviene tener presente: en el enunciado se da por supuesto que cada una
de las funciones es integrable por separado. No es cierto en general que si la suma es
integrable, se pueda deducir que cada una de los funciones lo era. j Algln ejemplo sencillo?

Y ademas, la propiedad equivalente a la aditividad respecto del dominio en una variable quedaria
ahora enunciada de la siguiente manera:

Proposicién 2.4 (Aditividad de la integral respecto al dominio).
Sea P una particion cualquiera de A. f es integrable en A si y sélo si para cada rectangulo
R € Rp la restriccion de f a R es integrable. Ademas en este caso

Jo=x L
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¢ Ejemplo 2.2.1. Las funciones f* y f~

Un caso particular que se deduce de las propiedades anteriores, y que jugard un papel especial en
la teoria de integracién es el de las funciones ™y f~.

Dada una funcién f: A — R, se llaman

[T (x) = méx{f(z), 0}

f~(x) = —min{f(x),0} = max{—f(z),0}

N/
/N

SN\ NN

Las funciones f*y f~ son funciones no negativas, y cumplen  f = f" — f~y|f|=f" + [,
de donde se deduce, por ejemplo, que f es integrable siy sélo si /Ty f~ son integrables.

El teorema de Fubini nos va a facilitar una técnica para el calculo de integrales de funciones
de dos variables mediante el calculo de dos integrales sucesivas de funciones de una variable. A
partir de ahi se podran utilizar todas las técnicas conocidas del Andlisis de una variable para el
célculo de integrales mediante calculo de primitivas y el teorema fundamental del célculo (Regla
de Barrow): cambios de variables, integracién por partes, etc.

Si A es un rectangulo en R?, podemos descomponerlo como producto cartesiano de dos intervalos,
A=A x Ay = [abbl] Ay = [a27bz]

Los elementos de A los escribiremos como pares (z,y), con x € Ay, e y € Ay, y las funciones
definidas en A como f(z,y)
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Para cada = € A; fijo, podemos considerar la funcién f, : Ay — R definida por

fo(y) = f(z,y)

donde z es una constante, y la variable es y € A,.

N
z,y) , -
\

|

3

Y

Y de igual manera, para cada y € A, fijo,podemos considerar la funcién f, : Ay — R definida
por

fy(x) = f(z,y)

donde y es una constante y la variable es z € A;.

Si estas funciones son integrables, sus integrales se escribirian

bz b2

a as

y
b1 b1
/A fy= fy(z) do = flz,y) dz
L a8 ’—\
Ja, fo(y)dy O
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Para la funcién inicial f: A — R escribiremos / flz,y) d(z,y).
A

Con estas notaciones podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 2.5 (de Fubini).

Sean Ay y As dos intervalos en R, A = Ay x Ay, y f de A en R una funcion integrable. Si
la funcion

@)= [ f@ydy

az

existe (es decir, si cada f, : A5 — R es integrable) entonces I(z) es integrable en A, se
verifica

[ ey de= | @ae= [ ( o) do

Observaciones:

1. Intercambiando el papel de la z y la y en la demostracidn, se puede obtener una férmula
de integracion en orden inverso:

by
Si f es una funcién integrable en un rectangulo A = Ay x Ay, y la funcion I (y) = f(z,y) dx

ai
y existe, se verifica

/A [(@,y) d(z,y) = / I(y) dy = / ( f(z,9) dsc) dy

2. Si la funcién f(x,y) es continua, el teorema de Fubini se puede aplicar en los dos érdenes,

y
[ s den = [ ( :ﬂx,y) ) o= [ ( ) de) dy

3. Si f no es integrable, pueden existir o no las integrales iteradas, ser iguales, o ser distintas.
Sélo en este ultimo caso se puede deducir que la funcién no es integrable.

El teorema es cierto también para funciones de tres variables, y en general para cualquier ndimero
n de variables. Enunciamos el caso n = 3:
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Teorema 2.6 (de Fubini).

Sean Ay, Ay y Aj tres intervalos en R, A = Ay x Ay x Az, y f de A en R una funcién
integrable en A. Entonces para cualquier permutacion (i, j, k) de (1,2,3) se tiene

bi b, by,
/ f=/ / < f(z1, 02, 73) dxk) dzj| dz;
A1><A2><A3 a; aj ar

si estas integrales existen.

Observaciones:

1. Normalmente llamamos a las variables x, y y z cuando son solo tres, pero es muy importante
asociar correctamente cada variable a su intervalo. Por eso hemos optado por esta notacién
numerando las variables.

2. Si f no es integrable, pueden existir o no las integrales iteradas, ser iguales, o ser distintas.
Sélo en este ultimo caso se puede deducir que la funcién no es integrable.

¢ Ejemplo 2.3.1. Funcidén no integrable

Consideremos la funcién

(1
— si O<zr<y<l
Y
={ —1 _
flz.y) — st O<y<ax<l
x
L O en el resto

definida en A =[0,1] x [0, 1]

Si aplicamos directamente el teorema para integrar primero respecto de y y luego respecto de x
tenemos:

Para cada z, € [0, 1] fijo,
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—21 si 0<y <
o
1 .
0| = L = s m<y<]
0 Si y:an:x())
6y=1

T L1
foo(y)dy = / —dy+ [ —Sdy=
Ay 0() 0 2 yg

0 xo
Yy=x0 1
_y —1} 1 1
Y e R DI |
x% :|y=0 Yy Y=x0 o 2o

Y si planteamos la integral en el orden contrario:

Para cada y, € [0, 1] fijo,

(1
— si 0<x <y
Yo
= —1
fyo(y) _2 Si y0<x<1
x
L 0 si x=0,z=yp, =1

que es integrable (sélo tiene tres puntos de discontinuidad), y verifica

Yo 1
foo(x)de = / —d$~|—/ —dx =
A 0

x ] 1 1 -1
= 3 + = =—+1+—=1
E=yo Yo Yo

En este caso podemos asegurar. como consecuencia del teorema de Fubini, que f no es integrable
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(aunque de hecho ya debiamos habernos dado cuenta de que f no es una funcidn acotada en
A =10,1] x [0,1], por lo que no esta definida la integral de Riemann de f en A)

Una aplicacién importante del teorema de Fubini, es el llamado Principio de Cavalieri, para el
calculo de volimenes de sélidos en el espacio:

Teorema 2.7 (Principio de Cavalieri).
Supongamos que M es una regién simple en R3, y sea A un prisma que contiene a M, de

modo que para todo (x,y,z) € M se tiene a3 < z < bs.
Para cada plano z = zy, con az < zy < bs, llamamos M., a la seccion de M con el plano,

M, = {(x>y>§ (xa%ZO) S M}

Si los conjuntos M., son regiones simples del plano, se tiene

o(M) = / " (M) d

a3

Es decir, el volumen de M es la integral de las areas de las secciones por los planos perpendiculares
al eje z.

Por supuesto, el Principio de Cavalieri se puede aplicar mediante las secciones con planos per-
pendiculares a cualquiera de los ejes de coordenadas.

Una aplicacién inmediata de este principio muestra que el volumen de un cilindro de base un

conjunto D vy altura H es el mismo si es recto (altura perpendicular a la base) que si estd
inclinado, pues las secciones por planos paralelos a la base son iguales en los dos casos.
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/ L

LU U

La construccién de la integral de Riemann que hemos estudiado se basa en los rectangulos como
dominio de las funciones integrables, por la comodidad de sub-dividirlos mediante particiones. Es
evidente que un procedimiento de integracién debe abarcar dominios mas generales.

En una variable podiamos considerar las funciones acotadas definidas en una unién finita de
intervalos cerrados y acotados, sumando las integrales en cada uno de ellos. También en el plano
podemos considerar facilmente funciones definidas en conjuntos que puedan descomponerse en
unién finita de rectdngulos que no se solapen (como mucho se cortan en los bordes). Pero es
evidente que hay conjuntos elementales del plano, como un circulo, que no pueden descomponerse
de esta forma.

En esta seccién vamos a ver como generalizar el célculo de integrales a funciones acotadas
definidas en dominios acotados, no necesariamente rectangulos.

Definicion 2.4 (Funcién Caracteristica).
Sea M un subconjunto de R™. Se llama funcion caracteristica de M a la funcion x,; : R" — R
definida por:

1 si zeM
@ =90 & reMm

Las funciones caracteristicas tienen las siguientes propiedades:
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a. xem\m = 1 —xm d. xa\B = X4 — XanB = xXa(l — xB)
b. XanB = Xa " XB

C. XAUB = XA T XB — XAnB e. (xm)?=xm

Y ademas,

Proposicién 2.8. Sea M un conjunto en R™. El conjunto de puntos de discontinuidad de x s
es la frontera (el borde) de M.

La definicién de este tipo de funciones nos permite generalizar la construccién de la integral de
Riemann a una clase mucho mas amplia de conjuntos que los rectangulos con los que hemos
trabajado hasta ahora:

Definicion 2.5 (Integral sobre conjuntos acotados).

Sea f : R" — R una funcién acotada, y M un conjunto acotado en R". Se dice que f es
integrable en M si el producto f - x s es integrable en algiin rectangulo A que contenga a M.
En esta caso, se llama integral de f en M a

/MfZ/Af-XM

Conviene hacerse un dibujo: la funcién f - x,; vale lo mismo que f en los puntos que estan en
M,y cero en los puntos del rectangulo fuera de M.

f(x) f(@) - xu(z)

Figura 2.1: Integral sobre conjuntos acotados
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La forma del conjunto juega un papel importante en el hecho de que una funcién acotada pueda o
no ser integrable en M. Por ejemplo, si M es el conjunto de los puntos del cuadrado [0, 1] x [0, 1]
que tienen la primera coordenada, x racional, la funcién caracteristica de M es

XM(x7y):{ é Z: i;%

Y la funcién constante f(x) = 1 no seria integrable sobre M, pues

/ I =/ 1 xar (s ) dz, y)
M [0,1]%[0,1]

es la misma funcién que ya vimos en el ejemplo 2.1.2.

La dificultad de tratar esta funcidén estd en la forma del conjunto M, cuya frontera es todo el
rectangulo [0, 1] x [0, 1]. Este conjunto no tienen como borde una linea, como estamos acostum-
brados a dibujar, sino que cualquier punto del cuadrado estd en el borde de M.

Para evitar este tipo de problemas, nos limitaremos al estudio de funciones sobre conjuntos
acotados "simples”, cuyo borde esta formado por un conjunto finito de curvas que son graficas
de funciones continuas.

Definicion 2.6 (Regiones bidimensionales simples). Una region bidimensional simple en la
direccién de las y (o de tipo 1) es un subconjunto cerrado y acotado del plano, limitado por
arriba y por abajo por las graficas de dos funciones continuas. Es decir, se puede describir
como

M={(z,y): a<z<b¢(z) <y< o)}

donde a y b son nimeros reales con a < by ¢, y ¢o son funciones continuas en [a,b] con

o1 < ¢

Una region bidimensional simple en la direccion de las x (o de tipo 2) es un subconjunto
cerrado y acotado del plano, limitado por la izquierda y por la derecha por las graficas de dos
funciones continuas. Es decir, se puede describir como

M={(z,y): c<y<d,(y) <z <1y}

donde ¢ y d son nimeros reales con ¢ < d y ¢ y ¢o son funciones continuas en [c,d] con

o1 < ¢

Llamaremos "region simple” a un conjunto que sea de cualquiera de los dos tipos anteriores.

El borde de una regién simple en la direccién de las y esta formado por las graficas de las dos
funciones @1 y @9 entre a y b, y los segmentos verticales x = a entre ¢1(a) y ¢2(a), y v = b

entre ¢y (b) y ¢a(b)

En el caso de funciones de tres variables hablariamos de
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Figura 2.2: Regién simple respecto al eje z en R?

Definicion 2.7 (Regiones tridimensionales simples). Una region tridimensional simple en la
direccion de las z (o de tipo 1) es un subconjunto cerrado y acotado del plano, limitado por
arriba y por abajo por las graficas de dos funciones continuas de dos variables definidas en un
conjunto M,, del plano que es una region bidimensional simple . Es decir, se puede describir
como

M= {(z,y,2) : (z,y) € Myy; P1(z,y) < 2 < Po(z,y)}

donde M, es una region simple del plano y ®, y ®, son funciones continuas en M,, con
o < Py

Analogamente se definiria una region simple en la direccion de otro de los ejes.

Llamaremos "region simple” a un conjunto que sea de cualquiera de los tres tipos anteriores.

El borde de una regién simple en la direccién de las z esta formado por las superficies definidas

por las graficas de las dos funciones ®; y ®, sobre M,,, y el cilindro vertical construido sobre el
borde de M, entre las dos superficies.

En la primera parte de este capitulo hemos introducido la integral de funciones de dos variables
para calcular el volumen encerrado entre la grafica de una funcién acotada y no negativa definida
en un rectangulo, y el plano horizontal. Y uno de los ejemplos, el 2.1.1 nos mostraba que cualquier
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funcién constante es integrable y que / k=Fk-v(A).
A

En particular, si k = 1, / 1 =wv(A), la integral de la funcién constantemente 1 es el drea del

A
rectdngulo (como era de esperar, evidentemente).

Esta propiedad de la integral nos permite ahora definir el area de las regiones simples, utilizando
la integral como herramienta:

Definicion 2.8 (Areas de Regiones bidimensionales simples). Se define el drea de una region
bidimensional simple, M, como

olbt) = [ 1= [ xuulo.p) dla.)

donde A es cualquier rectangulo que contenga a A.

El teorema de Fubini nos da un método para calcular estas integrales. Supongamos que M es
una regién elemental simple en la direccién del eje y, de forma que podemos escribir M en la
forma

M ={(z,y): a<x<bdi(x) <y < do(x)}

Y que A es un rectdngulo que contiene a M (por ejemplo, de la forma

A =la,b] x [¢c = min{¢(x),x € [a,b]},d = max{ps(z),z € [a, b]}]

Teniendo en cuenta que la funcién s (x,y) vale cero cuando (z,y) ¢ M y vale uno cuando
(z,y) € M,

b #1(x) ¢2(x) d b
/XM(w,y)d(x,y)z/ / 0dy+/ 1dy+/ 0 dy dx:/ P2(x)— 1 (z)dx
A a c ¢1(x) ¢2(x) a

En los casos mas complicados serd necesario
descomponer M en una unién de regiones ele-
mentales de los dos tipos posibles, calcular el
area de cada regién por separado, y sumar los
resultados.

M
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Para volimenes de regiones tridimensionales simples la idea es la misma:

Definicion 2.9 (Volumen de Regiones tridimensionales simples). Se define el volumen de
una region tridimensional simple, M, como

a<M>:///Ml://AXM<x,y,z>d<x,y,z>

donde A es cualquier rectangulo (realmente un prisma) que contenga a M.

El teorema de Fubini nos da un método para calcular estas integrales. Supongamos que M es
una region elemental simple en la direccién del eje z, de forma que podemos escribir M en la
forma

M ={(z,y,2): (x,y) € Myy, ®1(z,y) < 2z < Dy(z,y)}

Y que A es un rectangulo que contiene a M.

Teniendo en cuenta que la funcién s (z,y, z) vale cero cuando (z,y, z) & M y vale uno cuando
(x,y,2) € M,

(I>2(x7y)
J[[ v 2ydwns = [ ][ va| dey)
A ]\/[acy q)l(xvy)

Si a su vez describimos M, como regién simple de la forma

My = {(z,y); a <z <b; d1(x) <y < ¢a(z)}

podriamos descomponer la integral doble en dos integrales simples, quedando

b ¢2(x) Do (z,y)
/// (s g, 2) (., 2) = / / / L) dy| de
A a o1(x) D1 (z,y)

El concepto de area de un conjunto da lugar a la definicién de un tipo de conjuntos que juegan
un papel principal en la teoria de integracién: los conjuntos de volumen cero, o “despreciables
para la integral”.
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Definicién 2.10 (Conjuntos de volumen cero). Se dice que un conjunto en R? (o de R?) es
de volumen cero si es acotado y su drea (o su volumen), en el sentido definido anteriormente,
es cero.

Es decir C' es un conjunto de volumen cero si es acotado y v(C') = [,1 =10

Realmente el concepto de area que hemos introducido en la seccién anterior para regiones simples,
se extiende a conjuntos acotados, con la salvedad de que podemos encontrarnos conjuntos para
los que no es posible calcular la integral, porque la funcién caracteristica x; correspondiente no
es integrable. Desde el punto de vista tedrico, tendriamos que reconocer que hay conjuntos para
los que no podemos definir el drea. Concretamente, el ejemplo que ya hemos tratado otras veces,
M ={(z,y),0<x<1; 0<y <1; z € Q} es uno de estos conjuntos raros.

En el extremo contrario de las rarezas estdn los conjuntos de volumen cero, entre los que estan
los conjuntos formados por un solo punto o un conjunto finito de puntos, por lineas que pueda
describir como graficas de funciones continuas en un intervalo (de una variable), o las lineas que
se pueda describir como la imagen de una funcién de clase C'! definida en un intervalo cerrado
y acotado (de una variable), y las uniones finitas de este tipo de conjuntos. Es decir, conjuntos
formados por trozos de curvas.

Y en el espacio serian de volumen cero conjuntos formados por trozos de superficies.

La importancia de estos conjuntos queda reflejada en el siguiente teorema

Teorema 2.9 (Condiciones suficientes de integrabilidad).
Si f es una funcién acotada definida en un rectangulo A C R? tal que el conjunto de puntos
de discontinuidad de f en A es de volumen cero, entonces f es integrable en A.

Por esta razén, a los conjuntos de volumen cero se les llama también “despreciables” para la
integral.

Algunos ejercicios habituales sobre el calculo de integrales de dos variables presentan como prin-
cipales dificultades:

1. Identificar la regién sobre la que se quiere calcular la integral.

2. Aplicar el teorema de Fubini expresando correctamente los limites de integracién.

3. Hacer un intercambio en el orden de integracidn, para facilitar la realizacién de los calculos.

¢ Ejemplo 2.4.1. En la siguiente integral, dibujar la region de integracion, cambiar el orden de
integracion, y calcular la integral en los dos drdenes.
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1 2—y
/ / (z+y?) dw dy
0o Ji

¢ Ejemplo 2.4.2. Expresar la siguiente integral en los dos drdenes de integracion, y resolver una
de ellas.

// z d(z,y) siendo D = {(z,y) : 2* +y* <9, y < 1}
D

¢ Ejemplo 2.4.3. En la siguiente integral, dibujar la region de integracion expresar la integral
en otros dos ordenes de integracion distintos, al menos.

1 11—z 1
/ / / f(x,y,2) dz dy dx
0 1 T

En las integrales de una variable, una técnica util de cdlculo es hacer cambios de variable, que
transforman la funcién que se ha de integral en otra mucho mas sencilla, y modifica también el
intervalo de integracion.

En el caso de las funciones de dos variables ocurre algo similar: un cambio de variable adecuado
puede modificar la funcién transformandola en otra mas sencilla, pero sobre todo puede modificar
el conjunto donde tenemos que integrar de forma importante. En lo que sigue consideraremos
como recintos de integracién las uniones finitas de regiones simples, ya que al hacer cambios de
variables es habitual que los rectangulos se transformen en conjuntos que no sean rectangulos.

Lo primero que hay que tener presente es que los cambios de variable son transformaciones del
plano donde esta el dominio de integracién. Un tipo de cambios de variables son las transforma-
ciones lineales, que representan un cambio en el sistema de coordenadas (un cambio en la base
vectorial) que utilizamos para representar R

La situacién general serd algo como lo siguiente: Tenemos una regién del plano D C R?, y una
funcion f: D — R,

DcR: L4 R

(ZL‘,y) — f(x,y)
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y debemos encontrar la integral de f sobre D,

/ /D f(z,y) dudy

Y tenemos también una trasformacion en el plano, T': M — D, que nos permite representar
las coordenadas (x,y) de los puntos de D mediante la transformacién (z,y) = T'(u,v) como
funciones de otras variables v y v definidas en otra regién distinta del plano M

La situacién entonces es

McR L5 7(M)=DcR* L R

(w,0)  —— T(w,v) = (z,y) — f(T(v,v)) = f(z,y)

La pregunta es jpara calcular la integral

[ 6wy oy
//M f(T(u,v)) dudv

Por desgracia, la respuesta es que no es tan sencillo. La razén quizd se entienda bien si pensamos
en lo que es esta segunda integral, reconstruyéndola a partir de la definicién de la integral de
Riemann mediante por ejemplo las sumas inferiores.

no podriamos calcular

Hacemos una particion de M, y en cada rectangulo de esta particion calculamos el mp =
inf{f(T(u,v)), (u,v) € R}, multiplicamos por el drea de R, y sumamos estos resultados para
todos los rectangulos de la particion.

L(foT,P)=> mg(foT)u(R)

R

Ahora intentamos hacer la primera integral, utilizando como particiéon de D la que resulta de la
transformacién 7" aplicada a la particién de M, que llamariamos 7'(P)

Cada rectdngulo de M se transforma en un “casi rectangulo.®” D, T'(R), en el calculamos el infimo
de fmpry = inf{f(z,y), (z,y) € T(R)}, multiplicamos por el drea de T'(R), y sumamos
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L(f, T(P) =) myw(f)o(T(R))
T(R)

En estas dos expresiones mpz(f o T') = mqpr)(f), pero el volumen de R no es igual al volumen
de T'(R). Y esta es la razén por la que esas dos integrales no son iguales.

Una transformacién T en el plano produce dilataciones en las distancias entre los puntos del
plano en el espacio origen y los transformados en el espacio final, que hace que las areas de
los rectangulos cambien. Utilizando un poco de dlgebra lineal, se puede probar que si 7" es
una transformacién lineal en el plano, del tipo T'(u,v) = (u — v,u + v), cada rectdngulo R
se transforma en un paralelogramo T'(R), y el coeficiente de dilatacién de las areas es justo el
médulo del determinante de la matriz asociada a 7" (en este ejemplo el determinate vale 2).

Cuando T no es lineal, el coeficiente de dilatacién no es constante, sino que seria distinto en
cada rectdngulo de la particién.

El célculo infinitesimal nos permite llegar a un resultado general cuando la transformacién 1" es
una aplicacién inyectiva y de clase C* T : R? — R? (derivadas parciales continuas), utilizando
como factor de dilatacidn el valor absoluto del determinante de la diferencial de T,

wwy = | o) Bw0)
JT (u.v) = %(u,v) %(uw)

(T'(u,v) = t1(u,v), ta(u,v)))

De esta forma se obtiene la férmula para el teorema del Cambio de variables:

Teorema 2.10 (de Cambio de Variables en R?).

Sea M una regién simple del plano, y T : M — D una funcidn de clase C' inyectiva en el
interior de M y tal que el determinante JT (u,v) # 0 para todo (u,v) en el interior de M.
Sea f: T(M)= D — R una funcién continua en el interior de D.

Entonces la funcion f o T'|JT| es integrable en M y

//D:T(M)f (z,y) dudy = / /M f o T(u,v)|JT (u, )| dudv

Atencidn al mdédulo del determinante JT

El teorema se cumple también si cambiamos M por una unién finita de regiones simples del
plano, aplicando el teorema en cada una por separado y sumando los resultados.
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En los ejercicios de cambios de variables una de las dificultades que aparece es la correcta identi-
ficacion de los conjuntos que han de ser los dominios de integracién antes y después del cambio
de variable. Puede ayudar identificar cada elemento en el siguiente esquema:

(%y)=T(u.v) D fix,y)

f(T(u,v))

//D flz.y) d@,y) = //M F(T(u, v))[JT (u, )| d(u,v)

¢ Ejemplo 2.5.1. Sea T'(u,v) = (4u,2u + 3v). Sea M el rectangulo [0,1] x [1,2]. Hallar
D =T(M). Calcular

2) //mymy ) [[ @=w iy

¢ Ejemplo 2.5.2. Sea D la region definida por las condiciones 0 < y < z; 0 < x < 1. Calcular

J[ @iy

por medio del cambio de variables xt = u + v, y = u — v. Comprobar el resultado haciendo
también la integral directamente.

Suele haber dos motivos fundamentales para plantear un cambio de variable a la hora de calcular
una integral: uno es obtener una funcién mas sencilla de integral, y el otro obtener una descripcién
del dominio de integracion mas sencilla.

En ocasiones, la expresion de f(x,y) nos sugiere hacer un cambio de variable.

Por ejemplo, supongamos que nos piden calcular

J[ @+ vre e
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donde D es el recinto del plano limitado por lasrectasz+y =1, 2 +y =4, 2 —y=—1y

y

f(x.y)

r—y=1

Parece bastante claro que seria interesante hacer un cambio de variable u = x +y, v =2 — vy,
es decir (u,v) = H(z,y) = (z + y,x — y). Pero este cambio de variable va “al revés” de lo que
dice el teorema de cambio de variable.

(uv)=H(xy) D
u=x+y
VXY

En este caso, para aplicar el teorema de cambio de variable necesitariamos utilizar la transfor-
macién 7' = H~!, y teniendo en cuenta que el teorema de la funcién inversa (Matematicas II:
Calculo Diferencial) nos asegura que

1

JT(u,v) = JH(z(u,v),y(u,v))

En nuestro ejemplo, JH(z,y) = —2, asi que JT'(u,v) = —1/2y

//D(“y)zew d(x,y) = / /M W?e’(1/2) d(u, v)
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El cambio de coordenadas mas utilizado para funciones de dos variables es el cambio a coordenadas
polares.

Las coordenadas polares son un sistema de representacion de puntos en el plano similar al que
usaria un radar cldsico: Desde el centro de coordenadas hacemos un barrido angular de 02 a
3602 (realmente de Orad a 27wrad, pues los dngulos los mediremos en radianes). Cada punto que
encontremos en este barrido se caracteriza por el angulo en el que lo hemos encontrado, y la
distancia a la que estad de nosotros.

r mide la distancia del punto (x,y) al origen de coordenadas, r = /22 + 2, asique r > 0y «
mide la posicién angular desde el eje x positivo, de modo que « € [0, 27)

y=r1-sina

Figura 2.3: Coordenadas polares

La transformacién que define el cambio de coordenadas polares a cartesianas es

T(r,a) = (r-cosa,r-sina)

T es una funcién diferenciable, verifica que

cosaw —r-sino

) = r(cos’a +sen*a) =r
sina 7 -cosa

JT(r,a) =

Para poder utilizarla como cambio de variable la funcién 7' tiene que ser inyectiva en el interior
del dominio de integracién, para lo que se considerard definidaen U = {(r,a), 7 > 0; 0 < a <
27} C R?, de manera que cada punto del plano estd univocamente definido por un par (r, ).
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(z,y) =T(r,a) = (rcosa,rsina)

f(x.y)

Figura 2.4: Cambio de variable a coordenadas polares

También tiene que cumplir que el jacobiano de 1" no se anule, pero cualquiera que sea el conjunto
M contenido en U, el jacobiano JT'(r,a)) = r es distinto de cero en el interior de M.

//D f(z,y)d(z,y) = //M F(T(r, )| JT(r, )| d(r, )

//Df(xay)d(%y)://Mf(rcosg,rsina)-rd(r’a)

A parte de la dificultad que pueda tener en si el calculo de alguna de estas dos integrales, el foco
de estos problemas estard casi siempre en identificar correctamente los conjuntos Dy M.

Quizd sea conveniente introducir algunas generalizaciones que se suelen utilizar para simplificar
esta identificacidn entre los dos conjuntos:

Dependiendo de la forma del conjunto D, a veces se considera la medida del angulo a en un
intervalo de longitud 27 no necesariamente entre 0 y 27. Por ejemplo, entre —7/2 y 37/2.

Y también en algunas ocasiones se considera la posibilidad de tomar r negativo y angulos en un
intervalo de longitud 7, de modo que un par (—1,7/4) seria un punto en la recta que forma angulo
7 /4 con el eje = positivo, pero en el lado opuesto de la recta respecto al origen de coordenadas.

La conveniencia de utilizar uno u otro criterio se verd mejor en los ejercicios y problemas.

¢ Ejemplo 2.5.3. Calcular el drea de la regién del plano limitada por la curva x* + y? = 2z
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Capitulo 3

Calculo vectorial: curvas e integrales de
linea

Se llama célculo vectorial a un area de la matematica que estudia funciones definidas entre espa-
cios de vectores. Estd a caballo entre el analisis (limites, derivadas, integrales...) y la geometria
(curvas, superficies, campos...) y es la herramienta matematica fundamental para la fisica, al me-
nos para la fisica elemental que puede describirse mediante el uso de vectores (estatica y dindmica,
movimientos, velocidades, aceleraciones, fuerzas, trabajo, presién, energias, termodinamica, hi-
drodindmica, fluidos, electricidad, magnetismo, etc.)

En esta asignatura, el calculo vectorial se divide en dos grandes bloques, que corresponden con
dos sistemas de modelos de la fisica: las funciones definidas sobre curvas (trayectorias) y las
funciones definidas sobre superficies. Veremos en cada caso cémo los modelos de la fisica se
adaptan a ciertos modelos matemdticos (o viceversa).

3.1. Curvas Regulares y Simples

Vamos a estudiar algunas aplicaciones del calculo diferencial e integral a funciones que estdn
definidas sobre los puntos de una curva del plano o del espacio, como por ejemplo la temperatura
de un mdévil en el espacio, o el trabajo generado por un mévil en un campo de fuerzas. Para ello,
empezaremos por dar una definicidn de las curvas mediante funciones que podamos manipular.

Para unificar las definiciones en el plano y en el espacio, escribiremos R"™, donde n puede ser 2 o
3.
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Definiciéon 3.1 (Curvas en R").
Un conjunto C' de R™ es una curva regular y simple
si existe una funcién « : [a,b] — R" inyectiva y
afa) /

Q

regular tal que C' = «a([a, b])

a b

A la funcién « se le llama una parametrizacion de C, y los puntos a(a) y a(b) se llaman extremos
de C'. La parametrizacién de una curva no es Unica: puede haber, y de hecho las hay, infinitas
funciones que describen la misma curva.

Se dice que una funcién es regular si es de clase C! y la derivada es distinta de cero en todos los
puntos.

La condicién de que « sea de clase C en el intervalo cerrado [a, )] se entiende como que a es
continua en [a, b], derivable en (a, b), y en los extremos a y b existen derivadas laterales, de modo
que la funcién derivada extendida asi hasta los extremos del intervalo sea continua. La condicién
de que la derivada de « sea distinta de cero se aplica también a esas derivadas laterales en los
extremos.

Geométricamente, estas condiciones sobre o implican que en cada punto de (' existe una unica
recta tangente, incluso en los extremos de C, y ademds que la curva es suave: la direccién (y
sentido) de la recta tangente varia de forma continua.

Ademas al ser « inyectiva, la curva no se corta a si misma (no tiene puntos miltiples).

¢ Ejemplo 3.1.1.

a. Un segmento entre dos puntos Ay B de R? o de R? es una curva, que se puede parametrizar
mediante la funcién

a:[0,1] —R" at)=tB+(1-1t)A

También se puede parametrizar mediante la funcién

g:[0,1] — R™ [(s)=sA+(1—3s)B

y(u) =u*B+ (1 —-u*A;  ~:[0,1] — R

b. La gréfica de una funcién de clase C', f : [a,b] — R es una curva en R? que se puede
parametrizar mediante la funcién

a:ilab] — R a(z) = (2, f(z))
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Y si F: [a,b] — R?, es una funcién de clase C, se puede parametrizar mediante la funcién
a:la,b] — R a(z) = (z, fi(2), f2(x))

donde f; y f5 son las componentes de F'.

c. Una semicircunferencia C' = {(z,y) : 2* +y*> = R?* y > 0} es una curva, que se puede
parametrizar mediante la funcién

(z,y) = (sent,cost)
/ :

a:[0,7] — R?; a(t) = (cost,sent)

La utilizacién de parametrizaciones para representar curvas nos permite usar técnicas de calculo
para deducir propiedades de las curvas, o de las funciones definidas a lo largo de curvas. Pero
una misma curva admite infinitas parametrizaciones distintas, por lo que hay que tener cuidado
en distinguir si una propiedad lo es de C' o de la parametrizacién a.

El hecho de utilizar solo curvas regulares y simples, y parametrizaciones regulars e inyectivas,
es fundamental en construccién del modelo matematico, porque permite utilizar propiedades del
calculo diferencial, concretamente el teorema de la funcidn inversa, para asegurar que todas las
posibles parametrizaciones de una misma curva son equivalentes entre si:

Teorema 3.1 (Parametrizaciones equivalentes de una curva). Si a : [a, b)) — R™ y (3 :
[c, d] — R™ son dos parametrizaciones (regulares e inyectivas) de la misma curva (regular y
simple), entonces existe una funcién 1 : [a,b] — [c, d] biyectiva, de clase C' y con '(t) # 0
para todo t € [a,b], tal que « = o)

1) se denomina cambio de parametro, y se dice que o y 3 son equivalentes.
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Este cambio de parametro nos va a permitir demostrar que las propiedades que vamos a estudiar
lo son de C' (no dependen de la parametrizacién utilizada como modelo de ()

Por ejemplo, la recta tangente a la curva en un punto no depende de la parametrizacion:

Sean « : [a,b] — R™ y 5 : [¢,d] — R™ son dos parametrizaciones de la misma curva, y
¥ : la,b] — [c,d] el cambio de parametro, de modo que o = S o9

Sea ty € [a,b] tal que a(to) = xo, ¥y So € [c, d] tal que 5(so) = xo. Se tiene 1 (ty) = so, y
o (to) = (B o) (to) = B'(¥(t0))¥' (to) = B'(s0)¢(to)

donde 9'(ty) # 0. Es decir, los vectores o/(tg) y f’'(so) son proporcionales, y por tanto son
paralelos y definen la misma recta tangente

Rr: xo+ X (o)) = xo+ p8(so)

C
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Hay un concepto sin embargo en relacién con las curvas que si depende de la parametrizacién
que se utilice, que es la orientacidn, o el sentido de recorrido de C.

Cuando se escoge una parametrizacion de una curva, automaticamente se define un sentido de
recorrido de C, empezando en «(a) y acabando en «(b)

Si en el ejemplo del segmento entre dos puntos consideramos la parametrizacién «, el sentido de
recorrido de C' serd del punto A al punto B, pero si escogemos la parametrizacién 3, iremos de
B a A

0 1
at)y=tB+ (1 -t)A B(s) =sA+(1—s)B

Y hay problemas en los que es fundamental definir el sentido de recorrido que debe tener C.

Es facil comprobar que dadas dos parametrizaciones a y 8 de C, las dos definen el mismo sentido
de recorrido en (' si y sélo si la funcién de cambio de pardmetro es estrictamente creciente
(¢'(t) > 0 para todo t € [a,b]), y definen orientaciones opuestas si 1 es estrictamente decreciente
(¢'(t) < 0 para todo t € [a,b]). Observemos ademds que como ¢’ es continua, y no se anula
nunca, ¢’ no puede cambiar de signo en [a,b], asi que basta con comprobar en un punto del
intervalo si ¢/(t) es positivo o negativo.

Diremos que una curva esta orientada si escogemos un sentido de recorrido para C', y escribiremos
C*. Diremos que « es una parametrizacién de C'" si es una parametrizacién de C' que la recorra
en el sentido de orientacidn definido para C*. Si /3 es otra parametrizacién de C' que describe la

curva con la orientacién opuesta, diremos que (3 es una parametrizaciéon de C'~

En la practica, para definir la orientacién de una curva, basta con indicar cudl debe ser el extremo
inicial y cudl el extremo final, o dar directamente una parametrizacién de C*.

Si « es una parametrizacién de C", una forma sencilla de conseguir una parametrizacién en
sentido opuesto es definir

B(t) = ala+b—1)
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Para algunas de las aplicaciones que vamos a estudiar, este tipo de curvas es excesivamente
sencillo, por lo que vamos a utilizar dos generalizaciones.

En primer lugar, es posible que la curva tenga algunos picos. Una curva de este tipo tendria una
parametrizacién « : [a,b] — R™ inyectiva y “regular a trozos”, es decir, de modo que existe
una familia finita de puntos a =< t; < --- <t = b de modo que « es regular en cada intervalo
[ti,ti11]. Los picos de la curva estarian en los puntos a(t;), y en ellos habria dos rectas tangentes.

En la practica puede ser dificil encontrar @ con estas propiedades, y sera suficiente considerar C
como una unidn finita de curvas consecutivas C1, . .., Cy (que se puedan describir de modo que
el extremo final de una curva sea el inicial de la siguiente, y no tengan otro punto en comtin) Asi
por ejemplo, dado un punto zy en C' que no sea un pico (un punto regular de C'), estard en una
de las curvas Cj, y bastara encontrar una parametrizacion cualquiera de C; para poder calcular
la recta tangente a C' en z

En cada arco C; todas las parametrizaciones son equivalentes.

Una curva regular a trozos se orienta como una curva regular, indicando cual debe ser el extremo
inicial y cual el extremo final. Cuando se orienta uno de los trozos de la curva, los demds quedan
orientados automaticamente de modo que sean consecutivos; hay que tener cuidado para que la
orientacion del conjunto sea la correcta.

Otro tipo de curvas que vamos a considerar son las curvas cerradas, como una circunferencia, o
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un cuadrado

Una curva cerrada puede parametrizarse mediante una funcién « : [a,b] — R™ que sea regular
(o regular a trozos) e inyectiva en [a,b), con a(a) = «(b)

Por ejemplo, la circunferencia se puede parametrizar mediante la funcién
a:[0,27] — R?  a(t) = (Rcost, Rsent)
y el cuadrado mediante la funcién

B:[0,4] — R* B(t) = (Bu(t), Ba(1))

donde
t si 0<t<1 0 si 0<t<1
B, - 1 si 1 <t<2 3 t—1 si 1 <t<2
L")y 3¢ si 2<t<3 2 1 si 2<t<3
0 si 3<t<4 4 —t si 3< 4

Sin embargo en la mayoria de los casos es dificil encontrar una parametrizacién definida en un sélo
intervalo [a, b] para toda la curva. A los efectos de los resultados que vamos a utilizar, podemos
considerar las curvas cerradas como curvas regulares a trozos, dividiéndolas si es preciso por varios
puntos.

La dnica particularidad que tienen las curvas cerradas es la dificultad para definir la orientacidn.
Una parametrizacién define automdticamente un sentido de recorrido de la curva, pero como
a(a) = a(b), para distinguirlo en un dibujo hacen falta tres puntos: indicando el orden por el que
se debe pasar por tres puntos queda univocamente definida la orientacién de C.

Cuando se trata de curvas planas, hay ademas otros criterios clasicos: se puede decidir si la curva
debe recorrerse en sentido horario o en sentido anti-horario. Por convenio se suele considerar que
el sentido anti-horario es el sentido positivo, y el sentido horario es el negativo.

Y como este criterio es dificil de distinguir si la curva es muy grande, o muy complicada, también

se puede decidir indicando si la regién acotada por la curva debe quedar a la izquierda segun se
recorre la curva (sentido positivo) o a la derecha (sentido negativo).
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La idea para calcular la longitud de una curva contenida en el plano o en el espacio consiste en
dividirla en segmentos pequenos, escogiendo una familia finita de puntos en C, y aproximar la
longitud mediante la longitud de la poligonal que pasa por dichos puntos.

Cuantos mas puntos escojamos en C, mejor serd el valor obtenido como aproximacién de la
longitud de C.

Para ello, escogemos una parametrizacién « : [a,b] — R™ de C, y una particién P = {a =
to <t; <ty < |-+ <ty = b}, y calculamos aproximadamente la longitud del arco a([t;, t;11]
como la longitud del segmento [a(t;), a(t;41)].

Utilizando la distancia euclidea en R", y aplicando a las coordenadas de « el teorema del valor
medio en el intervalo [t;,t;1],

Lia([ti; tia])) = lla(tin) — at)ll = Z o (ti41) — a;(t:) [

|aj(tiva) — aj(ts)| = |af(si)||tiza — til
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con s; € [tiatiJrl]

Utilizamos ahora que como «; es de clase C'!, su derivada es continua, por lo que si los intervalos
[ti, tiy1] son suficientemente pequefios podemos suponer que o’(s;) = (t;), y sustituyendo en
la férmula anterior queda

la(tivr) — a(t)l = Zl& P [t — tif? =

= lla’ @) [t — il
Asi la longitud total de la curva es

L(C) =) L(a([ti tiy1])) ZHoz W s — ]

El valor de este sumatorio estd entre los valores de la suma inferior y la suma superior de Riemann
de la funcién g(t) = ||/(t)|| asociadas a la particién P. Si tomamos particiones de [a, b] cada
vez mas finas, y dado que ¢(t) = ||&/(t)|| es integrable por ser continua, las sumas superiores e
inferiores tienden a la integral de Riemann, y se obtiene la definicién de la longitud de C' como

— [ ey

Sin embargo, seglin esta definicién, aparentemente la longitud de una curva dependeria de la
parametrizacién « que se utilice para representarla. El siguiente teorema muestra que gracias la
equivalencia entre las parametrizaciones de una curva regular y simple, la férmula anterior no
depende de a.

Teorema 3.2. Sea C' una curva regular y simple en R™, y a : [a,b] — R", B : [¢,d] — R"
dos parametrizaciones de C. Se tiene que

b d
/ o/ ()l dt = / 18/(s) ds

En efecto, si ¢ : [a,b] = [c,d] es la funcién de cambio de parametro, biyectiva, de clase C*
y regular, de modo que a = (3 o 1. Entonces o/ (t) = '(1(t))y'(t), y aplicando el teorema de
cambio de variables

L= [ o we)a= [
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Definicién 3.2 (Longitud de una Curva).
Sea C' una curva regular y simple en R". Sea « : [a,b] — R™ una parametrizacion de C'. Se
define la longitud de C' como

b
I(C) = / o () dt

Si C' es una curva regular a trozos, se define su longitud como la suma de las longitudes de
cada trozo regular.

Si C es una curva cerrada simple, se puede dividir por tres puntos, y considerarla como una
curva regular a trozos.

Se llama campo escalar en R™ a una funcién definida de R™ en R, como por ejemplo la funcién
que describe la temperatura en cada punto del espacio R3.

Para entender el significado de la definicion de integral de linea de un campo escalar, consideremos
el siguiente ejemplo:

Supongamos que tenemos una curva C' en R?, parametrizada mediante una funcién « : [a, b —
R?, y una funcién escalar f : R> — R, continua. Podemos representar graficamente la funcién
f sobre la curva C' como un muro que levanta una altura f(x,y) sobre cada punto (z,y) de C.
Se trata ahora de calcular el drea de ese muro entre la curva C'y la grafica de f sobre la curva.

-

———eR

8

Repitiendo la idea de la construccién de la integral de Riemann en un intervalo, dividimos la curva
C' por una familia finita de puntos, definiendo una particién P de [a,b], P = {a =ty <1< -+ <
t, = b}
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a t; tit1 b

La curva queda dividida en una unién finita de arcos C; = a([t; — 1,%;])

Definimos las sumas inferiores y superiores

donde M¢,(f) es el infimo de f en C;, mc,(f) es el supremo de f en C;, y I(C;) es la longitud
de Oz

Mcz(f) = sup{f(:v), T e O’L} = Sup{f o O./(t), S [ti—l,ti]} = M[ti—hti](f © a)

mCz(f) = inf{f(x>7 VNS Cl} = fnf{f © O‘(t)v te [tiflv tl]} = m[ti—hti](f © a)

de modo que
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t:
7

UU¢1P>:§3A@iMMfoa{/’Hw@mw=:
=1

ti—1

%

n t;
- Z/ My, 1 (f 0 @)l (#)[|dt >
i=1 Jti-1

v

> [ featla®ld = [ soawlolar

y analogamente

lod (@) |t =

ti
i—1

L(f7 Ca P) = Zm[ti—lyti}(f o a)/
i=1 t

=3 [ el <
i=1 Yli-1

i

noot b
g@[JMWWMWﬁlfmmwww

i

Al variar las particiones de [a, b], y suponiendo condiciones de continuidad para el campo f, las
sumas superiores y las sumas inferiores se aproximan a un mismo valor, que sera justamente la
integral en el intervalo [a, b] de la funcién (f o «)||/||. En general diremos que f es integrable a
lo largo de « si el supremo de las sumas inferiores coincide con el infimo de las sumas superiores,
al variar las particiones de [a, b].

Formalizar estas definiciones y poder utilizar la potencia del calculo matematico exige tener que
formalizar también un poco mas el lenguaje para establecer algunas condiciones del célculo dife-
rencial que justifican el " buen funcionamiento” de los teoremas fundamentales. Por ejemplo, para
estar seguros de que las funciones necesarias son realmente integrables, necesitamos establecer
condiciones de continuidad...

En particular, en adelante consideraremos que las curvas y las funciones estan definidas en con-
juntos abiertos:

Definicion 3.3 (Conjuntos abiertos). Un subconjunto U de R™ es abierto si ningin punto
de U es limite de una sucesion de puntos del complementario R™ \ U.
Es decir, siU es abierto, y x es un punto de U, cerca de x no habra puntos del complementario.
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Por ejemplo, hablaremos de curvas contenidas en conjuntos abiertos, y funciones continuas defi-
nidas en esos conjuntos abiertos, para asegurar que cerca de los puntos de la curva donde estamos
trabajando no hay puntos de discontinuidad de la funcién.

Otro detalle formal: Aparentemente el resultado de esta integral depende de la parametrizacién
« escogida para representar la curva C'. Podriamos pensar que si escogemos distintas parametri-
zaciones, tendremos resultados distintos. Sin embargo, gracias a la equivalencia entre todas las
parametrizaciones de una curva regular y simple, esto no es asi:

Teorema 3.3. Sea C' una curva regular y simple en R". Sea o : [a,b] — R™ y 3 :
[c, d] —> R™ dos parametrizaciones de C'. Sea f una funcién escalar continua en un abierto
que contenga a C'. Entonces

/foa(t)lla’(t)lldtz/ foB(s)lIB'(s)lds

Esto nos permite definir la integral como una propiedad de la curva C, y no de sus parametriza-
ciones:

Definicion 3.4 (Integral de un campo escalar a lo largo de una curva).

Sea C' una curva regular y simple en R", y « : [a,b] — R™ una parametrizacién de C'. Sea
f un campo escalar continuo en un abierto que contenga a C'. Se define la integral de f a lo
largo de C' como [, f = fabf o a(t)||c/(¢)||dt

Si C' es una curva regular a trozos, se define la integral de f a lo largo de C' como la suma
de las integrales en cada trozo regular.

Si C' es una curva cerrada, se puede dividir por tres puntos, y considerarla como una curva
regular a trozos.

4 Ejemplo 3.4.1.

Sea C' = a0, 27|, donde
a(t) = (cost,sent,t). Calcular

x2—|—y2+z2
C

o/(t) = (—sent,cost,1), luego ||/(t)]| = Vsen?t +cos?2t +1=+2 'y
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2 27
[ 5= [ roata ol = [ (eost st + i =
C 0 0

- \/5/%(1 +1)dt = V22 + 8%3)

Un campo vectorial en R™ es una funcién F' : R® — R", que asocia a cada punto del espacio
un vector del mismo espacio. Por ejemplo, un campo vectorial puede ser al campo gravitatorio
generado por una masa: si tenemos una masa M situado en el origen de coordenadas, sobre un
cuerpo de masa m situado en un punto x del espacio acttia una fuerza F'(z) que tiene la direccién

GMm

del vector z, pero sentido opuesto (de x al origen de coordenadas), y magnitud || F'(z)|| = T
T

Utilizando el lenguaje vectorial, el campo de gravedad queda definido por la funcién

GMm =z
Flz) = —— —
z[[* |||

Un campo vectorial se suele representar graficamente dibujando en el mismo espacio (R? o R?)
algunos puntos z, y el vector asociado F'(x) con origen en el punto x

F(xL)—;El F(xy4)
F (1) 2 l o
F(l’g)
I3 F(il?g)
F(f) = —G”Jg—ﬁngf F(ﬂ?,y) = (—y,ZU)

Para entender el significado de la integral de un campo vectorial a lo largo de una curva, consi-
deramos el ejemplo del célculo del trabajo generado por un campo de fuerzas sobre un moévil que
se desplaza dentro de él.
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El caso mas sencillo es el del trabajo generado por la caida de un cuerpo por el efecto de la
gravedad:

En principio el trabajo generado se calcula como el producto de la fuerza por el desplazamiento,

T=F-d

Lo

Este concepto se concreta un poco mds, anadien-
do un signo que interprete si el trabajo se genera
(cuando la fuerza tiene el mismo sentido que el des-
plazamiento) o se consume (cuando la fuerza tiene
F  / sentido opuesto al desplazamiento, por ejemplo pa-
ra levantar otra vez el objeto). En lenguaje vectorial,

d= |z — x| d= |z — o, y
T =%|[F||- |l — ol

X

Un caso un poco mas complicado es el del trabajo generado por el desplazamiento de un mévil
por un plano inclinado, sujeto sélo al efecto de la fuerza de la gravedad.

Lo

Ft El vector F' se puede descomponer como suma
de dos vectores, uno en la direccién del despla-
zamiento y otro perpendicular al plano inclinado.
Sélo la componente del vector F' en la direccidn
del desplazamiento, F; genera trabajo.

12 X
T = | El - [l = o

Utilizando un poco de trigonometria y el producto escalar, se tiene

| < Fyx—xo > |

£ = [1F[[ cos & = -
[l = ol

y por tanto
| < Fiox —xo > |
[l = ol

T=+ |z — x| =< Fyx — xo >

Por dltimo, consideremos el caso general, en el que hay un campo vectorial continuo pero que
no es constante, y un movimiento que no es rectilineo.
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La idea entonces es dividir la curva C' trayectoria del mévil en segmentos lo bastante pequenos
como para poder suponer que son rectos y que en cada uno el campo si es constante (gracias a
la continuidad). Para ello escogemos una parametrizacién « : [a,b] — R"™ de C', y una particién
P={a=ty<t;<--- <t =0b}

a tl tQ t3 b

Calculamos el trabajo generado en cada arco de curva C; = a([t;, t;11]) como si fuera un segmento
recto, y el campo fuera constantemente F'(«(t;)). La componente tangencial de F'(a(t;)) en la
direccién de la curva la podemos calcular utilizando el vector director de la recta tangente a la
curva en el punto «(t;), &/(t;); como también /(t) es continua, podemos suponer que si C; es
bastante pequefio o/(t) es constante. De este modo
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Asi, si llamamos L(C;) a la longitud de C;, el trabajo generado en C; es aproximadamente

< F@)e(t) > < Fla)alt) > [
2 foegn A oy, @l

Fla(t:), o (t:) >
lo (¢l

lod )| [tisa — ti] = < Fla(t:)), o/ (t:) > [ty — il

El trabajo total generado a lo largo de la curva C' serd la suma de estos valores T;

?‘?‘
—_
T‘
[y

T = T, = < F(a(tz)),o/(tl) > |ti+1 — t2|

Si tomamos ahora particiones del intervalo [a, b] cada vez con mds puntos, estas sumas tienden
al valor de la integral

b
T :/ < Foa(t),d(t) > dt

Esta expresion es la que se va a utilizar como definicién de la integral de F a lo largo de la curva C'.
Aparentemente el resultado de la integral depende de la funcién « que se utilice para parametrizar
la curva C'. El siguiente resultado muestra que realmente sélo depende de la orientacién que «
define sobre la curva, lo que era de esperar si pensamos en la interpretacion del problema fisico
en el que nos hemos basado: si recorriendo la curva en un sentido se genera trabajo, al volver
sobre la misma en sentido contrario se consumird la misma cantidad de trabajo.

La demostracién del resultado se basa en la equivalencia de las parametrizaciones de una curva
regular y simple, y en el teorema de cambio de variable. Recordemos que dos parametrizaciones
de la misma curva tienen la misma orientacién si y sélo si la funcién de cambio de pardmetro
es creciente, o lo que es lo mismo, si su derivada es positiva en todos los puntos; y tienen
orientaciones opuestas si el cambio de parametro es decreciente, o su derivada es negativa.

Teorema 3.4. Sea C' una curva regular y simple en R", U un abierto que contenga a C', y
F : U — R"™ un campo vectorial continuo. Sean « : [a,b] — R" y 3 : [¢,d] — R" dos
parametrizaciones de C'.

Si«v y 3 tienen la misma orientacion en C', entonces

/b<Foa(t),o/(t) >dt=/d<FoB(t),B/(t) > dt

Y si a y B tienen orientaciones opuestas en C', entonces

/b<Foa(t),o/(t) >dt:—/d<FoB(t),ﬁ’(t) > dt
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Definicién 3.5 (Integral de linea de un campo vectorial).

Sea C'" una curva regular y simple orientada en R™, U un abierto de R" que contenga a C,
y F : U — R"™ un campo vectorial continuo. Sea « : [a,b] — R™ una parametrizacion
cualquiera de C". Se define la integral de F' a lo largo de Ct como

/C+F:/ab<Foa(t),o/(t)>dt

Si C™ es regular a trozos, se define la integral de F' a lo largo de C como la suma de las
integrales sobre cada trozo regular, orientados de forma compatible con la definicion de C™.
y andlogamente si C* es una curva cerrada simple regular a trozos y orientada.

Si llamamos C'~ a la curva C con la orientacién opuesta, se tiene

Jr=for

Notaciones:

C+ Cc+

¢ Ejemplo 3.5.1. SeaC" = {(z,y): 2*°+y*=1,2<0 6 1y <0} orientadade P = (0,1)

a@Q=(1,0). Ca/cular/ (2%, —2y)
c+

Observaciones: En todo lo que hemos trabajado sobre integrales de linea de funciones escalares
y vectoriales hemos considerado sélo curvas simples (parametrizaciones inyectivas), de forma que
en nuestros modelos lo importante de la curva es su forma. Las parametrizaciones regulares y
simples de estas curvas son siempre equivalentes, y los resultados de las integrales dependen de
la forma de C'y no de la parametrizacién escogida.

En fisica, los problemas no siempre son asi. También es posible que interese trabajar con diferentes
formas de recorrer la misma curva, por ejemplo a diferente velocidad, o dando varios recorridos a
una misma curva, etc. En ese caso se definen las integrales sobre una trayectoria o a lo largo de
un camino « : [a,b] — R", que describe una curva C, que es la imagen de a. Aqui la funcién
escogida, «, juega un papel principal en el resultado, y cambiar una parametrizacién por otra
puede cambiar completamente el resultado.

Por ejemplo, las funciones «(t) = (cost,sent); t € [0,27] y S(t) = (cos(2t),sen(2t)); t €
[0, 27] recorren la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, pero « sdlo da una vuelta, y 3 da
dos vueltas en el mismo tiempo. Si estas funciones son trayectorias de dos mdviles, uno recorre
el doble de espacio que el otro. Si integramos un campo de fuerzas a lo largo de o y a lo largo
de 3, veremos que el trabajo realizado por el segundo mdvil es el doble del primero.
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Cuando hablamos de "trayectorias” o "caminos” entendemos una forma concreta de recorrer la
curva, descrita por una funcién a.

Si tenemos una trayectoria « : [a,b] — R™, podemos facilmente construir otra que sea similar
pero vaya en sentido contrario

B(t)=alb+a—t); t €la,b
o una que vaya el doble de rapido

v/t) = a(2t); t € [a/2,b/2]

Recordemos la definicion de las regiones simples del plano que vimos en el capitulo 2:

Definicion 3.6 (Regiones simples del plano).
Un conjunto S C R? se llama regidn simple si existen funciones de clase C!, p: [a,0] — R, ¢ :
la,b] — R, 7:[c,d] — Ry s: [c,d] — R tales que

S={(z,y): v €lab], p(r) <y <ql@)}={(r,y): y€led], r(y) <z <s(y)}

Para una regién simple, su frontera es una curva cerrada simple regular a trozos.

El teorema de Green establece una relacién entre la integral de linea de un campo vectorial
F(x,y) a lo largo de la frontera de Sy la integral doble dentro de S de una funcién asociada a
F, el rotacional de F’,

Para ayudar a entender lo que significa el teorema, necesitamos interpretar lo que significan la
integral de F' a lo largo de una curva, y el rotacional de F'.

Pensemos en el campo vectorial F' como el movimiento de un fluido (por ejemplo, en un modelo
que represente la velocidad de cada particula en la superficie de un rio).

La integral de linea a lo largo de una curva de un campo vectorial nos da una medida del esfuerzo
que realiza una particula para moverse a lo largo de esa curva, cuando estd sometido al campo de
fuerzas definido por F'. O la energia que se produce en ese movimiento. El esfuerzo realizado y
la energia producida son conceptos similares, aunque en el lenguaje comtn se entenderian como
opuestos.

En nuestro problema estamos tratando de conocer el esfuerzo o la energia producida para rodear
una regién de la superficie.
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Parece bastante claro que ese esfuerzo dependerd de si nuestro movimiento va a favor o en
contra de la corriente, descrita por F(x,y). Para poder comparar el esfuerzo que requieren
distintas trayectorias, utilizamos un criterio comun de orientacién: siempre en sentido contrario a
las agujas del reloj (sentido positivo).

El resultado de la integral de linea tiene entonces que ver con la relacién entre la direccién de
F(z,y) y la direccién de nuestra trayectoria.

El otro concepto, el de rotacional de un campo F'(x,y), es una forma de medir los efecto rotatorios
que el campo F'(z,y) produce en cada punto del fluido.

Ahora deberia ser mas razonable entender que ese esfuerzo que hay que hacer para recorrer la
curva esté relacionado con los movimientos rotatorios que se estdn produciendo en la regién que

queremos rodear.

Se sugiere ver estos enlaces, que acompaiian una explicacién intuitiva con algunas herramientas
graficas muy interesantes.

KHAN ACADEMY: EL TEOREMA DE GREEN

KHAN ADEMY: ROTACIONAL DE UN FLUIDO EN DOS DIMENSIONES

Teorema 3.5 (Teorema de Green).
Sea S C R? una region elemental, y F' : U — R? un campo vectorial de clase C' en un
abierto U que contenga a S. Entonces

Lo 7= [ - Gy

donde F = (fi1, f2) y Fr(S)" es la frontera de S orientada positivamente (dejando la region
S a la izquierda)

Comprobar esta férmula es sencillo:

Descomponemos el campo F' como suma de dos campos, F' = (f1, f2) = (f1,0)+ (0, f2). Vamos
a demostrar que para el campo (f1,0) se verifica la ecuacién

[ 0= [[ B

Analogamente se demuestra que también

[ 05 [ Lante

y sumando las dos igualdades se obtiene

/C+(f1,f2> :/m(fl,on/c+ (0, f2) = // de y(a: y)d(z,y)
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Como S es una regién elemental, existen dos funciones p y ¢ de clase C!, p:[a,b] — R y
q:la,b] — R, tales que S = {(z,y) : a <z <b; px) <y <q(zx)}.

Cy

La frontera de S estd formada por cuatro trozos regulares,

FriCY"=cCcfuciucuc)

C; se puede parametrizar mediante la funcién
a(t) = (b,t); t € [p(b), q(b)]
que verifica o/(t) = (0, 1), luego

q(b)
/ (£1,0) :/ < (fra(t),0),(0,1) > dt = 0
cf P

W

Andlogamente C5 se puede parametrizar mediante la funcién
B(t) = (a,t); t € [p(a),q(a)]
que verifica §'(t) = (0,1), luego

q(a)
/C;(fh()):—/%(fl,@):—/p < (f18(1),0),(0,1) > dt =0

(a)

C5 se puede parametrizar mediante la funcién que describe la gréfica de la funcién ¢(x),
Az) = (2,q(x)), = € [a,0]
que verifica X' (z) = (1, ¢'(x), de modo que

/c;(fl’o) = —/C

= [ Ao

b
(f1,0) = —/ < (fiX(2),0),(1,¢'(z)) > dv =

2
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Por tltimo C; se puede parametrizar mediante la funcién

o(z) = (2,p(x)); = € [a,b]

que verifica 0'(x) = (1,p'z)), y

b b
/C 5,0 = / < (16(2),0), (1§ () > dz = / fi(, p(a)de

Por tanto

/ (f1,0) / fi(z,p(x)) = fi(z,q(x))dx
Fr(S)t+

: . , . d :
Por otra parte, aplicando el teorema de Fubini para el célculo de la integral de % en S, se tiene
Y

//S %(x,y)d(:c,y) = /ab /p;’:) Z_J;(x’y)dydm = /ab filz, q(x)) = fi(z, plz))dx

tniendo en cuenta que segln la Regla de Barrow,

) dfy
/p(x) dy (l’ y)dy = fl(l‘ q( )) — fl(x,p(m))

Comparando los dos resultados, se tiene

[wno-=] S—fl—f;lu,y)d(x,y)

La otra igualdad, / 0, f2) = // f2 (z,y)d(z,y)  se demuestra andlogamente, expresan-

do S como regién elemental respecto al eje vertical

¢ Ejemplo 3.6.1. Aplicacion del teorema de Green en regiones elementales a trozos: aunque la
demostracion se hace solo en regiones elementales, la formula que se obtiene se puede aplicar
también a campos definidos en regiones del plano que se pueden descomponer como unién de
regiones elementales que no se solapen (como un puzzle).

Consideremos un ejemplo: si S es la regidn de la figura, y la descomponemos como unién de dos

regiones elementales S; y Sy trazando el segmento L, podemos aplicar el teorema en S; y S
por separado.

3.23



MAt IlI: Célculo Integral 2020-21 CAPITULO 3. CALCULO VECTORIAL: CURVAS E . ..

La frontera de S; estd formada por la curva C y el segmento L, orientados como se indica en
el dibujo. La frontera de S5 esta formada por la curva (5, y el segmento L con la orientacién
opuesta. Y la frontera de S estd formada por las curvas C y Cs

Entonces

[ =T e i) =

d d d d
= /S1 £(x,y) — diyl(x,y)d(x,y) + /52 g(x,y) — di;(x,y)d(x,y) =

:/ F_|_/ F =
Fr(S1)* Fr(S2)*
:(/ re | F)(/ re | F)
ot L+ oy -
:/ F+/ F:/ F
of cy Fr(S)+

¢ Ejemplo 3.6.2. Una de las aplicaciones usuales del teorema de Green es el cdlculo de areas
de regiones elementales a trozos del plano:

Si S es una regién elemental, y F'(z,y) es un campo de clase C'! en un abierto que contenga a S
y que verifique que la diferencia de las derivadas cruzadas de sus componentes es 1, (Cg—;(x, y) —

%(x, y) = 1), entonces aplicando el teorema

o) = [ 1) = [ Tl - Pl = | F

Como campo F' se puede utilizar, por ejemplo, F(x,y) = %(—y, x)

3.24



MAt IlI: Célculo Integral 2020-21 CAPITULO 3. CALCULO VECTORIAL: CURVAS E . ..

Calcular el area encerrada por la cardioide, r = 1 + cos 6

La ecuacién r = 1 + cos 8 define
en coordenadas polares la
cardioide, de modo que

z=rcos = (1+ cosf)cosb

y=rsenf = (1—|—COS@)S€DQ

Estas ecuaciones nos dan una
parametrizacién de la curva como
una funcién a(0) = (z(0),y(0))
definida en [0, 27]

o (0) = (2/(0),y'(0)) = (—senfcosd — (1 + cosf)send, —sen® § 4 (1 + cos ) cos ) =

= (—sen @ — sen 260, cos 0 + cos 20)

Utilizando el campo vectorial F'(z,y) = 3(—y, ), tenemos

A= / F= / S < (0, 2(0), ((0)./(0)) > db =

- /0 %{(—(1 + cosf) sen 6)(— sen 6 — sen 26)+

+ ((1 + cos ) cos 0)(cos 0 + cos 20) }db =

2m
= / (1+ cosf)?df = 3w
0
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El siguiente teorema es una versién del teorema fundamental del calculo de funciones reales de
una variable real para las integrales de linea. Desde el punto de vista de la interpretacién de los
modelos de problemas de la fisica, es también una propiedad fundamental de algunos fenémenos,
que dan lugar a leyes como la conservacién de la energia o de los momentos de inercia, etc. El
teorema se conoce también como teorema fundamental de las integrales de linea, o teorema del
gradiente.

Teorema 3.6 (Teorema Fundamental del Célculo Vectorial).
Sea U un abierto en R", f : U — R un campo escalar de clase C* en U, y p, q dos puntos
de U tales que existe una curva simple regular a trozos contenida en U de p a q, C Se tiene

Vf=flq)— fp)

Cc+

- of of a
Donde V f es el gradiente de f, Vf = (8—£, a—?’;, a_£>
Este teorema es sencillo de comprobar, apoyandonos en la regla de la cadena y el teorema
fundamental del céalculo integral, dos poderosos teoremas. Pero que sea facil de demostrar no
quiere decir que sea facil interpretar su significado.

Consideremos el término de la izquierda: [, Vf = f; < V(f(a(t),a/(t) > dt

El producto escalar < V(f(«(t)),a’(t) > equivale a la derivada direccional de f en un punto
a(t) de la curva, en la direccién o/(t) tangente a la curva. Es decir, mide la razén de cambio
de f cuando nos movemos una pequeia distancia a lo largo de la curva con respecto a t. Si
multiplicamos por esa variacién de t, tenemos la variaciéon neta de la funcién. Y si sumamos
todas estas pequeinas variaciones a lo largo de ¢, obtendremos cudnto ha variado f desde el
punto inicial al punto final. Es decir, f(q) — f(p).

Lo que sigue es la demostracién formal del teorema:

U

Supongamos primero que C es una curva regular y
simple contenida en U, de p a ¢, y sea

« : [a,b] — R™ una parametrizacién de C* (de
modo que a(a) =py a(b) = q).
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Consideremos la funcién foa: [a,b] — R:
(f o) es de clase C' en [a,b], y
(f o) (t) =< V[f(a(t),o'(t) >

Entonces

b
/ Vf:/ < Vfoa(t),d(t) >dt =
ct a

- / (foa)(t)dt = flad)) — fla(a) = f(q) — f(p)

Si C'" es regular a trozos, existe una familia finita de puntos {a = tgleqt; <ty < --- <t = b} de
modo que « es regular en cada intervalo [t;, ¢;11]. Entonces llamando C; a cada curva a([t;, ti11])
orientada de «(t;) a a(t;11), y aplicando el caso anterior

La consecuencia importante del teorema es la siguiente:

La integral de un gradiente continuo a lo largo de cualquier curva contenida en U depende sélo
de los extremos de la curva, y no de la curva en si. Esta propiedad da nombre a un tipo especial
de campos vectoriales:

Definicion 3.7 (Campos conservativos).

Sea U un abierto de R", y F': U — R™ un campo vectorial continuo en U. Se dice que f
es conservativo en U si para todos p y q en U, la integral a lo largo de cualquier curva simple
regular a trozos contenida en U que una p y q es la misma (depende sélo de los puntos p y
q, y no de la curva).

Esta propiedad es equivalente a que la integral a lo largo de cualquier curva cerrada contenida
en U valga cero.
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Segun el teorema, los gradientes continuos son campos conservativos en cualquier abierto de su
dominio. El que un campo sea conservativo o no depende del campo, y del conjunto donde esta
definido. Con algunas condiciones sobre el tipo de dominio de la funcién F', se puede demostrar
que de hecho todos los campos conservativos son gradientes de alguna funcién.

Esto hace especialmente interesante descubrir si un campo vectorial dado es el gradiente de algtin
campo escalar, y encontrar cudl.

Definicién 3.8 (Funcién Potencial).
Sea F' un campo vectorial continuo. Se llama funcion potencial de F' a cualquier funcion f
de clase C* que verifiqgue ' = V f, si es que existe.

La funcién potencial, para los gradientes, viene a ser la " primitiva” del campo F'.

El dltimo resultado es una condicién necesaria para que un campo de clase C* definido en una
abierto conexo de R" sea conservativo, y es consecuencia inmediata del teorema de igualdad de
las derivadas cruzadas de las funciones de clase C?.

Proposicién 3.7. Si un campo vectorial F : R" — R", F = (f,..., f.), de clase C, es el
gradiente de una funcién f : R® — R, C' en U. Entonces necesariamente se verifica

df; df; o

i(x) _ 4 (x) paratodoi,j=1,...,n

dl’l’ N d.’lﬁj

¢ Ejemplo 3.7.1. Estudiar si los siguientes campos vectoriales son conservativos, y en su caso
hallar una funcion potencial

1) F(z,y) = (ysenz,rseny) en R?

2y —2x
2) F(x7y) = <x2+y27x2+y2

) en U =R2\ {(0,0)}

3) F(z,y,2) = (sen2xsen 2y, 2 cos 2y sen® x, —2z sen(z?))

En el primer caso, el campo es de clase C! en R?, asi que para ser un gradiente deberia tener las
derivadas cruzadas iguales, pero

dfy

—(x,y) =senx

dy

W21 ) = seny
de

luego no es conservativo.

En el segundo caso, también F es de clase C' en U (aunque no lo es en R?). Ademds
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d—fl(x ) = 2(2* +y°) —4a?  2(2® —y?)
ay T @ T @)
y
Ao, ) 20 a2y
dx Y= (22 + y2)2 B (22 + y2)2
son iguales.

Sin embargo F' no es conservativo: la condicién de la proposicién no es suficiente si el dominio
de la funcién tiene "un agujero”.

Si calculamos la integral de F" a lo largo de la circunferencia unidad, parametrizada mediante la
funcién a(t) = (cost,sent) en [0, 27|, tenemos

/ F = fidx + fody =
o+ c+

2m 2m
= / 2sent(—sent) 4+ (—2cost) costdt = / (=2)dt = —4w # 0
0 0

En el tercer caso, vamos a ver cdmo se puede encontrar una funcién potencial de F'. Debe ser
una funcién f de clase C'! que verifique las ecuaciones

d

d—f(a:,y,z) = fl(xayvz> = sen2xsen2y
x

d 2

d—y(x,y,z) = fa(z,y, z) = 2cos 2y sen” x

Z—i(x,y,z) = f3(z,y,2) = —2zsen(2?)

Observando la dltima ecuacién, que parece la mas sencilla, f tendrd que ser una primitiva (inte-
grando respecto de z) de la funcién —2z sen(z?)

flz,y,2) = /—22 sen(z%)dz = cos(2?) + é(z,y)
donde ¢(x,y) puede ser cualquier funcién que no dependa de z.
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Derivando ahora esta expresion de f respecto de x, deberd verificarse la primera ecuacién, asf
que

d d
%(x,y,z) = d—i(az,y) = sen 2z sen 2y

y por tanto, otra vez calculando primitivas (ahora respecto de )

-1
o(z,y) = /sen 2x sen 2ydr = 5~ cos 2z sen 2y + ¥ (y)

donde 9 (y) puede ser cualquier funcién que no dependa de z (ni por supuesto de z)
Tenemos entonces f(x,y, z) = cos(z?) + 3 cos 2z sen 2y + ¥ (y)
Derivando ahora respecto de y tenemos la segunda ecuacién del sistema

df -1

d—(a:, y,z) = 5 cos 212 cos 2y + ¥/ (y) = 2 cos 2y sen® x
Y

despejando 9’ (y)

V' (y) = cos 2y(2sen® x + cos 2x) = cos 2y(2sen® x + cos? v — sen” x) = cos 2y

y por tanto

1
P(y) = /cos?y = §sen2y + K
donde K es una constante cualquiera.
Asi

1 1
f(z,y, z) = cos(z?) — 5 cos 2xsen 2y + 5 sen 2y + K = cos(2?) +sen®zsen2y + K
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Capitulo 4

Calculo Vectorial: Integrales de
Superficie.

4.1. Superficies Regulares y Simples

En los préximos capitulos vamos a estudiar algunas aplicaciones del cédlculo diferencial e Integral a
funciones definidas sobre una superficie, partiendo de ejemplos de la dindmica de fluidos. Para ello
en este capitulo daremos una definicién de superficie mediante funciones que podamos manipular
con técnicas analiticas. Aunque la teoria de superficies se puede desarrollar en espacios R" con
n > 3, vamos a considerar sélo superficies en R3

Definicién 4.1 (Superficies en R3). Un conjunto S C R® se llama una superficie regular y
simple si existe una regién elemental del plano T C R? y una funcion I' : T — R? inyectiva
y regular en T, tal que S = T'(T)

La funcién I' se llama una parametrizacién de .S, y se llama borde de S a la imagen por I" de la
frontera de T', b(S) = I'(F'r(T))
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La funcién I tiene tres componentes y dos variables, y se suele escribir como
F(“? U) = (ryl (uu U)? 2 (U'U)7 73(“7 U))

o interpretando las componentes de I' como las coordenadas de un punto en el espacio

Recordamos que un conjunto 7" C R? es una regién elemental del plano si existen funciones de
clase C, p:[a,b] — R, q¢:[a,b] — R, r:[c,d] — Ry s:[c,d — R tales que

T = {(z,y): z€lab], p) <y <qx)} =

= {(z,y): yeled], r(y) <z <s(y)}

Y la funcién T regular en T quiere decir que es de clase C' y tiene diferencial de rango 2, en un
abierto U que contiene a T

(Sin =1, una regién elemental es un intervalo [a, b], y la condicién de funcién regular que hemos
utilizado en la teoria de curvas es equivalente a ésta: «v es regular en [a,b] si y sélo si se puede
extender a un intervalo abierto I que contenga a [a, b], de forma que sea regular en I)

La condicién de que I' sea regular implica que la matriz

dy - dn
du dv
dyy  dys
T 2= oW @
dys  dys
du dv

tiene rango dos, y por tanto que los dos vectores columnas 4- d y & d son linealmente independientes,
o lo que es lo mismo, su producto vectorial no es cero

dI‘

0
nr = du 7"é
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Geométricamente, esto indica que la superficie no tiene picos o aristas, y en cada punto de S
existe un tnico plano tangente. La condicién de que I sea inyectiva implica que la superficie no
tiene puntos mdiltiples, no se corta a si misma.

La frontera de T" es una curva cerrada simple regular a trozos en el plano, y el borde de S es una
curva cerrada simple regular a trozos en el espacio.

¢ Ejemplo 4.1.1.

La grafica de una funcién de clase
C' en una region elemental del
plano es una superficie regular y
simpleen R3: Si f : T — R,
podemos parametrizar la grafica
de f mediante la funcion

[T — R

@y T ) L(z,y) = (z.y, f(z,y))

Una superficie tiene siempre infinitas parametrizaciones diferentes. Como en el caso de las curvas,
se puede demostrar quesiI' : T — R?® y A : M — R? son dos parametrizaciones de la misma
superficie, existe una funcién ¢ : T — M biyectiva y regular (de clase C' en un abierto
que contiene a Ty con Jy = det(dy) # 0 en todo T), tal que I' = A o 1). Se dice que las
parametrizaciones I' y A son equivalentes, y la funcién 1) se denomina cambio de pardmetro.
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De la condicién I' = A o %), se deduce que
dl(u,v) = dA(p(u, v)) o dip(u,v)

y operando se obtiene

ar ar dA dA

%(u,v) X %(u, v) = E(w(u, v)) X %(w(u,v)) - JY(u,v)

En efecto, si ponemos las coordenadas,

A(s,t) = (Ai(s,t), Aa(s,t), A3(s, 1))

F(“? U) =Ao ¢(u7 U) = (>‘1 <w(u7 U))? >\2(¢(Ua U))? /\3(2/}(147 U)))

¢(u7 U) = (¢1(u7 U)v ¢2(uv U))

Derivando respecto de u

Y andlogamente
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—

Y haciendo ahora el producto vectorial, teniendo en cuenta que @ X b = —b X d se obtiene la
férmula anterior.

Esto demuestra que los vectores normales definidos por ambas parametrizaciones en un punto de
la superficie son proporcionales, y por tanto tienen la misma direccidn, asi que definen la misma
recta. También se deduce que el plano perpendicular a esa recta es el mismo, independientemente
de la parametrizacion de S

Se llama recta normal a la
superficie S en un punto x a la
recta que pasa por xg y tiene
direccién nr(ug, vg), donde

I': T — R3esuna
parametrizacién cualquiera de S, y
F(Uo, Uo) =X

Se llama plano tangente a S en z
al plano que pasa por zy y es

r perpendicular a la recta normal.

Este plano estd generado por los
dar’ dar
(g, o) vectores %(uo,vo) y %(uo,vo)

Ry= {2 €R®: =m0+ Mnr(ug,v0); A € R}

dlr’ dlr’
= {zeR*: x:xo—i—/\@(uo,vo)nLu%(uo,vo); A\ p € R}

Por otro lado, como la funcién 1) : T — M es de clase C*, y el determinante de la diferencial,
det(dy(u,v)) no se anula nunca, tampoco puede cambiar de signo en 7": si det(dy(u,v)) > 0 en
un punto de 7', es positivo en todos los puntos de 7', y entonces los vectores normales definidos
por I' y por A tienen también el mismo sentido; y si det(dy(u,v)) < 0 en un punto de T,
también es negativo en todos los puntos de T, y los vectores normales definidos por ambas
parametrizaciones tienen sentidos opuestos en todos los puntos de la superficie.

Esta observacion divide las posibles parametrizaciones de una superficie en dos grupos, segtin
el sentido que definan sobre el vector normal a la superficie. En ciertos problemas, la diferencia
entre un sentido o el otro es fundamental para la interpretacién de los resultados de los célculos
realizados sobre la superficie (por ejemplo, en la dindmica de fluidos). Esta observacién da lugar
a la definicién de las superficies orientadas:
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Diremos que una superficie S estd orientada si se escoge un sentido para el vector normal a la
superficie, y escribiremos S™. Diremos que I" es una parametrizacién de S* si es una parametri-
zacién de S que respete el sentido escogido para el vector normal en cada punto de la superficie.
En otro caso, I' serd una parametrizacién de S™.

SiT:T — R¥y A: M — R? son dos parametrizaciones de la misma superficie, entonces
ambas definen la misma orientacién en S si y sélo si el determinante de la diferencial del cambio
de parametro es positivo, y definen orientaciones opuestas si es negativo.

Hay una relacién entre la orientacién de una superficie y la orientacién de su borde (que es una
curva cerrada simple regular a trozos en R?).

SiT : T — R? es una parametrizacién de una superficie S, el borde de S es la imagen por I' de
la frontera de T, T'(F'r(T')). Escogemos entonces una parametrizacién de la frontera de T' que
la recorra en sentido positivo (dejando la regién T a la izquierda), « : [a,b] — R2. La funcién

Foa:[a,b — R? — R?

es una parametrizacion del borde de S. Con este procedimiento asociamos a I' una orientacién de
S'y una orientacién de b(.S). Se puede comprobar que si I y A definen la misma orientacién en S,
también definen la misma orientacién en b(.S); y si definen orientaciones opuestas en S, también
definen orientaciones opuestas en el borde. Asi que también se puede escoger una orientacion de
una superficie decidiendo el sentido de recorrido que debe tener el borde de la superficie.

Geométricamente, la relacidn entre la orientacién del vector normal y la orientacién del borde de

una superficie se rige por la regla del sacacorchos”: el sentido del vector normal es el de avance
de un tornillo cuya cabeza fuese la superficie y girase en el sentido indicado en el borde de S.

St
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En la practica, la mayoria de las superficies no son tan sencillas como las hemos definido: por
ejemplo, la superficie de un cubo tiene vértices y aristas. Es necesario generalizar la definicidn,
para incluir superficies de este tipo.

Definicién 4.2 (Superficies simples regulares a trozos). Un conjunto S contenido en R3
es una superficie simple regular a trozos si existe una region elemental a trozos en el plano
T =Ty U---UTy (que se puede descomponer como unién finita de regiones T; elementales,
T conexo, T; N T} = 0 si i # j, como un puzzle), y una funcién T : T — R?, de clase C*
en T, inyectiva en el interior de T, y regular en cada T;, tal que T'(T;) NI'(T}) = 0 si i # j,
y de modo que S =T'(T')

Evidentemente esta definicion es dificil de manejar, y en la clase de problemas que vamos a ver,
sera simplemente una unién finita de superficies regulares y simples S; = I'(7;), con algunas
condiciones de interseccion: tres o mas superficies no se pueden cortar a lo largo de una curva,
aunque si pueden tener un vértice comdn...

Para poder dar una definicién precisa de cuando una unidn finita de superficies se puede considerar
una superficie regular a trozos, se necesita un lenguaje y técnicas mas avanzadas de Topologia
de las que se disponen en este curso. Nosotros consideraremos sélo superficies sencillas, como las
caras de un prisma, una esfera (unién de dos semiesferas), etc.

Para calcular la recta normal o el plano tangente de un punto de una superficie regular a trozos
bastard utilizar solamente la cara que contiene al punto, y se podra utilizar cualquier parametri-
zacién de ella.

Sin embargo para definir la orientacién de una superficie regular a trozos habra que tener mas
cuidado: para orientar una superficie regular a trozos, hay que definir una orientacién en cada trozo
regular, de forma que dos caras que tienen una arista comdn en su borde definan orientaciones
opuestas en ella.

< — T**>
s A 2 74 l Vi
] ~
-~y —> ,/’ i
P
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Esto no siempre se puede hacer: la Cinta de Mobius es el ejemplo mas sencillo de superficie que
no es orientable. Para construirla basta coger una tira de papel alargada; hay que pegar los dos
extremos, pero después de hacer un giro a uno de ellos.

En la siguiente direccion puedes ver algunos datos biograficos sobre Mobius
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Mobius.html

Este dibujo se debe al pintor holandés Maurits Cornelis Escher.

4.3. Area de una Superficie

La idea para calcular el drea de una superficie es sub-dividirla en regiones bastante pequefias
como para suponer que son planas, y aproximar el valor del area como la suma de esas regiones
planas.

Para ver a qué férmula nos lleva este procedimiento, consideramos una superficie regular y simple
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en R3, y ' : T — R3 una parametrizacién de S.

Si realizamos una particiéon de T, obtenemos una “particién”de la superficie en regiones casi
rectangulares. Sea R uno de los rectangulos de la particién, de vértices
(UO, Uo), (U() + h,Uo), (Uo, Vo +j), (U() + h, Vg + j) .

Aproximamos el drea de I'(R) por el drea del paralelogramo de lados los segmentos

F(U(), "U()), F(UQ + h, ’U())

[(wg, vo), I'(ug, vo + )

como el producto vectorial de los dos vectores:

(g, vo + j)

S

4‘\
\ F(U[). ’U()) \

/

T'(ug + h,vo)
/‘\ (uo,v0 + J) (uo + h,vo + j)
R
R
T el (o, v0) (uo + h,vo)

\ \

a(T(R)) ~ [|(T(uo + hyvo) — T(ug, vo)) x (T(ug, vo + 5), T(uo, vo))|| =

- -

i 7 Kk
= || m1(uo + h,vo) —v1(uo,v0) ~2(uo + h,vo) —y2(uo,v0) ~3(uo + h,vo) — ¥3(uo,vo) H
71 (u0,v0 +7) — 71 (u0,v0)  v2(uo,v0 + 5) — v2(uo,v0)  ¥3(uo,v0 + j) — v3(uo,v0)

donde F(ua U) = (71 ('LL, ’U), 72(”7 U)a V3 (ua U))
En cada coordenada podemos aplicar el teorema del valor medio, de modo que
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d;i

%<Si, ’Uo) . h

Yi(uo + h, vo) — Yi(uo, vo) =

con s; € [ug, up+h], y utilizando la continuidad de las derivadas parciales de I' podemos aproximar
el valor de la derivada en el punto (s;,vg) por la derivada el el punto (ug,vg), de modo que

dy;
Yi(ug + h, vo) — vi(uo, vo) ~ %(an vg) - h

Andlogamente,

. d%‘ . d%‘ .
Yiuo, vo 4 7) — vi(uo, vo) = %(Uoﬂfi) c] o~ %(UO,UO) ]

(con t; € [onvo +]]) y

i j k
a(l(R)) ~ | u(um?}o) h %(UO,UO) h ﬁ(uo,vo) hlll =
di(uo,vo) J %(Uo,vo) J %(UOWO) J
i j k
= | u(umvo) u(“Oa'UO) u(uo,vo) |- [hll5] =
di(uoﬂ)o) %(UO,UO) %(UOJ}O)

) 7 k
= | ;lu (0, v0) m (u0,v0) Zif’ (uo,v0) ||| - a(R) =
di(um?)o) %(UO,UO) %(UO,UO)
dl’ dl’
= H%(anvo) X %(anvo)ﬂ -a(R)

El drea total de la superficie serd entonces

a(8) = 3 alT(R) = 3 |5 (ur o) x 5 (o) - o)

ReR ReR

siendo cada (ug, vg) el vértice inferior izquierdo de R.

Asi, el area de S es un nimero que esta entre las sumas superior e inferior de Riemann de la

ar

funcién ||—(u,v) x 7 — (u,v)]|, que es una funcién continua en T, y por tanto integrable. Si
v

du
hacemos particiones de T' cada vez mas finas, estas sumas tienden a la integral, y se obtiene
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al8) = [ N5t 0) x G two)ldtu,) = [ (o) d(u.o)

(nr(u,v) es el vector normal definido por I')

Esta serd la férmula que se utilice como definicién de area de una superficie. Pero antes, una
observacion: aparentemente el calculo del area de una superficie depende de la parametrizacion I'
que se utilice para representarla. Hay que ver que esto no es asi, y que el resultado de la integral
es independiente de la parametrizacion.

Proposicion 4.1. Sea S una superficie regular y simple, y seanT' : T —s R> y A : M — R?
dos parametrizaciones de S. Entonces

[ Gty x G oldtu, o) = [ 15206.0 % Gl 0ldGe.1)

La demostracion es inmediata utilizando el cambio de parametro entre I' y A como cambio de
variable.

Definicion 4.3 (Area de una Superficie).
Sea S una superficie regular y simple en R3. Se define el drea de S como

al8) = [ 5t x Gt v} du. v

donde ' : T — R? es una parametrizacién cualquiera de S.

Si S es una superficie regular a trozos, el area de S es la suma de las areas de cada trozo regular.

El primer tipo de integrales de superficie aparece en el estudio de funciones escalares definidas
sobre los puntos de una superficie, como por ejemplo la temperatura sobre la superficie de la
Tierra. Para llegar a la construccién de la integral, vamos a considerar un ejemplo mas sencillo:
consideramos una superficie regular y simple, y representamos una funcién f : S — R levan-
tando cada punto (z,y, z) de S una distancia igual a f(z,y, z), de manera que obtenemos una
nueva superficie “paralela a S”. Vamos a tratar de calcular el volumen encerrado entre las dos
superficies, con un procedimiento similar al que se utilizd para calcular el volumen encerrado entre
la grafica de una funcién de dos variables y el plano horizontal mediante la integral de Riemann.
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Consideramos I' : T" — IR3 una parametrizacién de S, y obtenemos una particién de S haciendo
una particion de 7.

Sobre cada trozo I'(R) obtenido en la superficie, calculamos el supremo y el infimo de f

Mrr)(f) = sup{f(z), z € T(R)} = sup{f(I'(v,v)), (u,v) € R} = Mg(foT)

mrr)(f) = Wf{f(z), v € D(R)} = Wf{ f(T(u,v)), (u,v) € R} =mp(foT)

Y calculamos las sumas superior e inferior como la suma de los volimenes de los prismas de base
I'(R) y alturas Mr(gy y mr(g) respectivamente

U(f,T,P)= ZMF ZMR OF/HnFUUHduv)

ReR ReR

L(f,T,P) = Zmp ZmR oF/||npuv||duU)

ReRr ReR

utilizando la férmula que hemos visto antes para calcular el drea de I'(R).
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Entonces

L(f.T.P) < E:LfONMMW%MWWWW%=

ReR

= [ ForGo)lnu0)ld(w ) < L(A.T.P)

Si hacemos las particiones cada vez mas finas, estas sumas deben tender al volumen que buscamos
entre las dos superficies, y obtenemos lo que llamamos la integral de f sobre S como

Lf:AJOHMWMMMWWWW

Aparentemente el resultado de la integral dependera de la parametrizacién I' que utilicemos para
describir la superficie S, sin embargo esto no es asi.

Proposicion 4.2. Sea S una superficie regular y simple en R, yseanT : T — R3 y A : M —

R? dos parametrizaciones de S. Sea f : R® —s R un campo escalar continuo en un abierto U
que contenga a S. Entonces

/Tfof(uyv) ||nr(ujv)||d(u,v)=/MfoA(Sﬂf)\IHA(Svt)IId(S,t)

La demostracién es consecuencia inmediata de la equivalencia de las parametrizaciones y el
teorema de cambio de variable.

Definicion 4.4 (Integral de Superficie de Campos Escalares).
Sea S una superficie regular y simple en R, y sea f : R®> — R un campo escalar continuo
en un abierto U que contenga a S. Se define la integral de f sobre S como

Lf=£jONMWMMwWWWM

donde T' : T — R3 es una parametrizacién cualquiera de S

Si S es una superficie regular a trozos, se define la integral de f sobre S como la suma de las
integrales en cada trozo regular.
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Al igual que utilizamos el modelo de célculo del trabajo generado por un campo de fuerzas para
interpretar el significado de la integral de linea de campos vectoriales, vamos a utilizar ahora la
dindmica de fluidos para interpretar la integral de superficie de campos vectoriales.

Si tenemos un fluido, como un liquido o un gas, en movimiento con velocidad ¥(x, y, z) en cada
punto (z,y, z), € interponemos una superficie .S, se llama flujo a través de S a la cantidad de
fluido que la atraviesa por unidad de tiempo.

Para calcular el flujo, consideremos primero el ejemplo mas sencillo, en el que la velocidad del
fluido es constantemente ¢’ (misma direccién, sentido y médulo), e interponemos una superficie
plana y perpendicular a v: el flujo por unidad de tiempo serd igual al volumen encerrado entre la
superficie S y la superficie donde se encuentran las particulas del fluido un segundo después, 57,
que serd paralela a S a distancia ||¢/]|: es decir, el flujo es igual al producto de la norma de ¥ por
el area de S

@ = ||&]] - a(S)

N
v
_

S Sh

Si S es una superficie plana, pero no es perpendicular a ¥, entonces el volumen encerrado entre
Sy S; seré igual al producto de la norma del vector vy (componente de ¥ en la direccién
perpendicular a S) por el drea de S. Si 7 es un vector normal (perpendicular) a S,

En fisica de interpreta de forma un poco mas abstracta el flujo, considerando que tiene signo
positivo o negativo seglin el sentido en que atraviese la superficie

tiene signo positivo si el angulo entre ¥y 7 es menor que 7/2, y signo negativo si es mayor que
/2
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En el caso mas general, la velocidad de cada particula de fluido serd una funcién continua
V(x,y,z), no necesariamente constante, y la superficie no serd necesariamente plana ni per-
pendicular a al movimiento. La idea es que sin embargo, si dividimos la superficie en regiones
suficientemente pequenas, podemos suponer que la superficie es plana y la velocidad constante

en ellas, gracias a la continuidad de V' y de las parametrizaciones de las superficies.

g -
Consideramos entonces una
parametrizacién I' : T — R3 de
S,y hacemos una particiéon P de
T'. Para cada rectangulo R € Rp,
calculamos el flujo que atraviesa
['(R) suponiendo que

V(z,y,2) = V(I(ug, vg)) es
constante ((ug,vg) €s un punto
cualquiera de R), y que I'(R) es
una superficie plana

nF(“Ra UR)
)
[nr(ur, vr)||

®p =< V(I'(ug,vg)) > a(T'(R))

Aplicando la férmula del area de

r(R) = /R e ot )|t 0) ~ [l (e, v) 0 R)
se tiene
®p =< V(I(ug, vg)), nr(ug, vr) > a(R)

y el flujo total a través de la superficie

O~ > Bp= > < V([(ug,vr)) nr(ur, vr) > a(R)

ReRp ReRp

Haciendo las particiones cada vez mas finas, esta suma tiende a la integral

B — /T < V(T (u, 0)), ne(u, v) > d(u, v)

Esta férmula es la que se utiliza como definicién de la integral de V através de S, aunque primero
hay que observar en qué medida puede depender de la parametrizacién I' que hayamos escogido
para S
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Proposicion 4.3. Sea S una superficie regular y simple en R?, yseanT : T — R3 y A : M —
R3 dos parametrizaciones de S. Sea F' : R® — R un campo vectorial continuo en un abierto
que contenga a S. Si I y A definen la misma orientacion en S- entonces

/T < Fol(u,v),nr(u,v) > d(u,v) = /M < Fol(s,t),nx(s,t) > d(s,t)

Y siT' y A definen orientaciones opuestas, entonces

/T < Fol(u,v),nr(u,v) > d(u,v) = —/M < Fol(s,t),na(s,t) > d(s,t)

La demostracién es consecuencia de la equivalencia de las parametrizaciones y el teorema de
cambio de variable.

Definicion 4.5 (Integral de Superficie de Campos Vectoriales). Sea ST una superficie regular
y simple orientada en R3, y F' : R3> — R3 un campo vectorial continuo en un abierto que
contenga a S. Se define la integral de F' a través de S como

/S+F:/T<For(uyv),nr(um)>d(u,v)

siendo I' : T'— R3 una parametrizacidn cualquiera de S*

Si ST es una superficie regular a trozos y orientada, se define la integral como la suma de las
integrales en cada trozo regular, con la orientacién definida por S™ en cada uno.
Observaciones:

Es bastante habitual escribir I'(u, v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), y el vector normal

dydz dydz dzdx dzdr drdy dxdy
nr(u,v) = (—— — —— =

dudv dvdu’ dudv dvdu’ dudv dvdu

==

= (dy Adz,dz Ndx,dx A dy)

utilizando una notacién algebraica (dz A dy se lee “producto exterior” de dz y dy), y la integral
se escribe

/ F= fidy Ndz + fodz Ndx + fydx A dy
S+ S+
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Un campo vectorial ' : R? — R? de clase C'' como el que expresa la velocidad de las particulas
de un fluido en el espacio tiene asociado otro campo llamado ‘“rotacional de F"', que mide de
alguna manera el efecto de rotacién que el campo produce en el movimiento. Este campo se

define por la expresién

Rotacional de un campo vectorial

SN

rot(F)(x,y,2) = | =
fi

(d_ﬁ_d_ﬁ dfy dfs dfs df1)
(2,y,2)

;’ﬁ@l&%‘l
oty CHET]

dy dz’ dz dx’ dox dy

Por la similitud con las expresiones de célculo utilizadas en geometria, en algunos textos se escribe
el rotacional como el producto vectorial del gradiente por F

rotF' =V x F

El Teorema de Stokes establece una relacidn entre la integral de superficie del rotacional de un
campo vectorial y la integral del campo sobre el borde de la superficie:

Teorema 4.4 (Teorema de Stokes).
Sea ST una superficie regular y simple orientada, y sea ' : T — R3 una parametrizacion de
ST, que sea de clase C?. Sea I : R® — R® un campo vectorial de clase C* en un abierto

que contenga a S. Entonces

/ Fz/ rot(F)
b(S)+ S+

donde b(S)" tiene la orientacion que resulta de aplicar T a la frontera de T, y Fr(T)*t se
orienta en sentido anti-horario (dejando la region T' a la izquierda)

Observaciones:

1- Para la demostracién del teorema se necesita una parametrizacién de clase C? de la superficie.
Sin embargo, una vez demostrado, como todas las parametrizaciones de S* y de b(S)™ son
equivalentes, las integrales no dependen de las parametrizaciones, luego la férmula es valida con
cualquier parametrizacién. Es decir, es necesario que S admita una parametrizacién de clase C?,
pero entonces el resultado es cierto con cualquier parametrizacién.
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2- El teorema se demuestra por comodidad para superficies regulares y simples, pero también se
verifica en superficies regulares a trozos orientables, que admitan una parametrizacién de clase
C? en cada trozo regular, ya que las aristas comunes a dos trozos aparecen orientadas en sentidos
opuestos en cada uno, con lo que

k k
F = / F = / rotF :/ rotF
/b(5)+ ; b(S;)+ ; st S+

-
N\« S
‘ —>
S, f| S=51U8;

Asociado a un campo vectorial de clase C! hay también un campo escalar, que en el caso de la
dindmica de fluidos mide la expansién o la contraccién del fluido, llamado “divergencia de F", y
que se define mediante la expresion

Divergencia de un campo vectorial

& &,
dx dy

(@9,2) + L (2,9,2)

divF (z,y,z) = y
2

(z,y,2) +

También en este caso, se utiliza el parecido con la expresidon de un producto escalar, y en algunos
textos se escribe

divF(z,y,z) =<V, F >

El teorema de Gauss establece una relacién entre la integral sobre una superficie cerrada de un
campo vectorial, y la integral de Riemann en el cuerpo encerrado por la superficie de la divergencia
del campo, que desde el punto de vista de la dindmica de fluidos estableceria una relacién entre
la cantidad de fluido que atraviesa una superficie, y la medida en que el fluido se expande. Desde
el punto de vista matematico, el Teorema de Gauss es una generalizaciéon a dimensién tres del
Teorema de Green que hemos demostrado para integrales de linea en regiones elementales del
plano.
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Definicién 4.6 (Regiones elementales en R*). Un conjunto V contenido en R? se llama regién
elemental si existen regiones elementales del plano Ty, T», Ts y funciones de clase C', p1, q1, pa,

Vo= {(x,y,z) : (*Tuy) S le pl(a;ay) S z S Q1(‘r7y>} =
= {(CL’,y,Z) : (yv Z) S T27 pQ(yv Z) S x S QQ(yv Z)} =

= {($7y7 Z) : (:’E’ Z) € T3a p3($,2) < Yy < QS(‘T7Z)}

La frontera de una region elemental es una superficie simple cerrada regular a trozos, orientable,
y el conjunto V' es medible Jordan ya que es acotado y su frontera tiene medida cero.

Teorema 4.5 (Teorema de Gauss, o de la Divergencia).
Sea V una region elemental del R3, y sea F' : R® — R® un campo vectorial de clase C* en
un abierto que contenga a V. Entonces

/ F= / T 2 )
Fr(V)+ v

donde Fr(V)* se orienta de modo que el vector normal apunte hacia el exterior de V.

Observaciones:

1- Es facil comprobar que la divergencia del rotacional de un campo vectorial de clase C? es cero.
Aplicando entonces el Teorema de Gauss, la integral sobre la frontera de una regién elemental
(que es una superficie cerrada simple regular a trozos y orientable) de un rotacional es cero.

Esta propiedad de los rotacionales generaliza el concepto de los campos conservativos que estu-
diamos en el tema de las integrales de linea: en aquel caso vimos que la integral a lo largo de una
curva cerrada de un campo conservativo es cero.

2- Como en el caso del Teorema de Green, el Teorema de Gauss se puede utilizar para calcular

volimenes de regiones elementales del espacio, haciendo la integral sobre la frontera de un campo
de clase C! cuya divergencia valga uno.
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