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Capitulo 1

Introducciéon

Estas péaginas tratan de la resolucion por medios intrinseco-gométricos de sistemas
de ecuaciones polinomiales. Adicionalmente, trata de mostrar la complejidad de tales
algoritmos.

Las preguntas iniciales que uno debe hacerse para presentar un algoritmo y un problema
son las siguientes:

= ; Qué se pretende?, ;para qué propdsitos?.

= Pre-condicion: Descripcion de los objetos que van a ser tratados como INPUT.

= Post-condicion: Que incluye la manera en que deseamos ver representados los
OuPUTS de nuestro algoritmo.

= Algoritmo: La presentacién habitual seria mediante un DISENO DESCENDENTE,
empezando por lo general y estudiando, caso por caso, los subalgoritmos que
componen el algoritmo.

Las paginas que siguen pretenden, en lo posible, seguir el esquema de responder a estas
cuatro preguntas de manera lo menos alambicada posible. Las dificultades nacen de
lo sofisticado de los objetos involucrados: variedades algebraicas. La segunda dificul-
tad nace de lo sofisticado de las demostraciones de la correcién de los algoritmos: se
debe conocer un abundante material en Geometria Algebraica y Algebra Conmutativa
elementales.

Las motivaciones son varias. Resumiendo groseramente:

i) Eliminacion de Cuantificadores sobre Cuerpos Algebraicamente Cerrados: Es
un clésico asunto de los Fundamentos de la Matemaética. Las Teorias de primer
orden (cuantificadas) son indecidibles: no admiten algoritmo que verifique su
verdad o falsedad, ni siquiera su demostrabilidad. Algunos casos particulares
de Teorias de Primer Orden admiten discusiones particulares. Por ejemplo,
la combinacién de la obra de K. Godel, con los trabajos de J. Robinson y la
culminaciin de Y, Matjasievicz, responden negativamente al Problema X de
Hilbert: La Teor’ia de Primer Orden Elementary Number Theory es indecidi-
ble y es, incluso, indecidible si sélo admitimos cuantificadores eistenciales (un
bloque de cuntificadores existenciales). En cambio, desde los trabajos de L.
Kronecker, D. Hilbert o G. Hermann se conoce que la Teoria de Primer Orden
sobre cuerpos algebraicamente cerrados (C) admite eliminacién de cuantifica-
dores y es una teoria decidible. Desde la Obra de A. Tarski se sabe también
que la Teoria de Primer Orden de Cuerpos Relmente Cerrados (R) admite
eliminacién de cuantificadores y es decidible. Los temas de este curso afectan
solamente al caso de cuerpos algebraicamente cerrados.

ii) Complejidad Computacional: Los algoritmos de eliminacién de cuantificado-
res tienen una complejidad necesariamente doblemente exponencial (2¢") en
el nimero de variables tanto en el caso algebraicamente cerrado como en el
caso realmente cerrado. Ambos casos son conocidos. Por tanto, es necesario
reflexionar donde reside la dificultad del tratamiento de estos problemas. Por
ello surge un subproblema mas simple como objeto de estudio desde la pers-
pectiva de la omplejidad computacional: la decision de formulas on un sélo
bloque de cuantificadores existenciales. Incluso, dentro de este modelo ya se
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1. INTRODUCCION

encuentran algunos de los problemas esenciales de la Matematica actual. Es
una constatacién evidente que se verifica la siguiente propiedad:

Todo problema NP -completo responde a una instancia particularmente simple
del siguiente problema:

PrROBLEMA 1 (Consistencia para una ecuacién adicional). Sea K
un cuerpo primo (K =T,V Q) y sean dados f1,...,fs € K[X1,...,X,] una
familia finita de polinomios con coeficientes en K. Sea g € K[X1,...,X,] un
polinomio adicional y supongamos que la variedad algebraica siguiente es no
vacia:

V(fl)afs) :{xeKn : fl(x):(], 1§l§8};&®,

donde K es la clausura algebraica de K. Decidir si es o no cierta la afirmacion
stguiente:

dr €K, ..., 3z, €K, fi(z1,...,2,) =0, 1 <i<s, g(x1,...,2,) =0.

Aplicaciones en otros contextos: Muchos problemas de otros contextos admiten
una modelizacién mediante un conjunto finito de ecuaciones polinomiales. No
es el objetivo del curso explorar esos contextos, pero se daran indicaciones de
diversas lecturas en diversos ambitos que van desde problemas de planificacién
de movimientos, a problemas de modelos de reacciéon en Quimica o problemas
de Cddigos, Criptologia o Comunicaciones.

De lo dicho anteriormente se infiere que el objetivo del curso es tratar algoritmos que
responden a preguntas como las propuestas y que nos concentramos en el caso de
la eliminacién de un bloque de cuantificadores existenciales como en el Problema 1.
Analizando ese problema tenemos que descomponer los elementos definidos como Pre-
condicién y Post-condicion:

i)

ii)

Pre-condicion: Los INPUTS son listas de polinomios multi-variados fi, ..., fs, 9.
Para representar los polinomios se pueden usar muy diversas formas de codi-
ficacién. La méas general es la codificacién mediante Fsquemas de Evaluacion
que podemos interpretar como “programas que evaliian esos polinomios”. Por
simplicidad podemos suponer que los inputs son una sub-clase de los poli-
nomios de grado acotado por una cierta cantidad. Esta subclase se define
mediante parametrizaciones de sus coeficientes. Incluso podemos ademitir que
los polinomios son dados genéricamente: suponiendo que todos sus coeficientes
son no nulos. Segin el modelo de representaciéon de los inputs que suponga-
mos tendremos un comportamiento distinto de los algoritmos. Discutiremos
diversas representaciones en su momento. Para el alumno iniciado en Algebra
Conmutativa se pude elegir la codificacion densa que consiste en suponer que
se representan todos los coeficientes para grado dado.

Post-condicion: En principio, parece que la respuesta a la pregunta del Pro-
blema 1 pertenece al conjunto {0,1} lo que no tiene muchas dificultades de
ser expresado. Sin embargo, esta mera consideracién no ayuda a comprender
por qué estos problemas tienen alta complejidad. Por eso hay que “revisar”
el modelo del problema. Dentro del problema de decisién se ocultan dos sub-
problemas que pueden ser tratados separadamente:

PROBLEMA 2 (Problema de Resolucién). Dada una lista de polinomios
fi,oofs € K[Xy,...,X,], dar una descripcion (una cantidad de informa-
cion) explicita y re-usable del conjunto de soluciones no vacio V(fi,..., fs).

PROBLEMA 3. Problema de Eliminacién/ Dada una lista de polinomios
fio-o oy fs € K[Xq,...,Xy], v dada una “resolucion” del conjunto no vacio
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V(fi,..., fs), decidir si un polinomio g € K[X1,...,X,] adicional verifica:.
Jr €K, ..., 3z, €K, fi(z1,...,2,) =0, 1<i<s, g(x1,...,2,) =0.

Notese que los dos problemas tltimos obligan a una fuerte interaccién. Disponer de
algoritmos que decidan para un g adicional (Problema 3), obligan, de algiin modo, a
interpretar cémo se debe expresar la “una descripcion (una cantidad de informacion)
explicita y re-usable del conjunto de soluciones” (Problema 2) y, por tanto, condicionan

la manera en que se describen las variedades algebraicas V(f1,..., fs). Aqui es necesa-
ria una reflexién importante:
En los probelmas NP-completos, las soluciones F'V (fi,..., fs) son, usualmente, ficil-

mente accesibles de modo individual, generando una ideologia del tipo “probar con
cada uno de los posibles candidatos”. La dificultad de la Conjetura de Cook se basa
sustancialmente en discernir si ese proceso de “probar con cada uno de los posibles
candidatos” es o no lo mejor que se puede hacer en términos de complejidad. Por tan-
to, desde la perspectiva de la mayoria de los problemas NP-completos el Problema 2
aparece oculto: no se necesita esta fase para probar con cada una de las soluciones,
pero jseria posible buscar otra representacién del conjunto de soluciones mas eficiente
que probar con cada objeto indepndientemente? y, lo que es mas relevante, ;En qué se
diferencia el acceso facil e inmediato a cada solucién del caso de las ecuaciones polino-
miales donde las soluciones vienen dadas “implicitamente”?. Del estudio del Problema
2 se obtendra, con el tiempo, una mejor comprension del fenémeno.

Por tanto, el problema subsiguientye consiste en determinar

PROBLEMA 4 (Representacién “explicita” de Variedades Algebraicas). Definir
un modelo de representacion “explitica y re-usable” de las variedades algebraicas.

Una buena parte del curso trata de este problema y usa y contiene lo poco (o mucho)
que la Matematica ha desarrollado a lo largo de sus historia para definir el concepto.
Trataremos los modelos siguientes:

i) Representacion Algebraica: Con las ideas de Macaulay, Buchberger, Hironaka
y las nociones de Bases de Grobner, Se trata de representaciones basadas
en BASES MONOMIALES que son especialmente significativas en el caso cero-
dimensional. Al cabo de trata de representar la K —&lgebra

K[Xy,...,Xn]/a,

donde a es el ideal generado por los polinomios de la lista (f1,..., fs).
ii) Representacion Geométrica con bases monomiales: De nuevo esencialmente
a la Macaulay”, con bases monomiales pero para el anillo cociente:

K[X1,...,X,]/Va,

donde /a es el radical del ideal. El sentido “geométrico” del radical se entiende,
sobre todo, a partir del Nullstellensatz de Hilbert-Konecker. En realidad se
suprimen multiplicidades y componentes inmersas que son uno de los grandes
inconvenientes de la complejidad en el modelo anterior.

iii) Representacion Geométrica “a la Kronecker” en el caso cero-dimensional: Se
trata de definir un iromorfismo birregular (una aplicacién biyectiva polinomial
con inversa polinomial) de V(fi,..., fs) con un subjconjunto de K. Todo el
estudio se transforma en un estudio que transforma el trabajo con polinomios
multivariados a un trabajo con polinomios univariados y todas las preguntas
se simplifican.

iv) Representacion Geométrica mediante la forma de Cayley-Chow: Se trata de re-
presentar la variedad V' (f1, ..., fs) mediante un polinomio multivariado inico
que contiene toda la inromacion y del que se sabe que admiten representaciones
cortas en relacién con su grado (es facil de evaluar).

“
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v)

vi)

vii)

viii)
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Representacion Geométrica mediante ceros aproximados: Solo es aplicable en
el caso K = QQ y en el caso en que nuestros polinomios iniciales definan una
variedad lisa cero-dimensional y su jacobiano no se anula en ninguno de sus
ceros. Es decir, mismo nimero de ecuaciones que de variables, variedad no
vacia y jacobiano de rango maximo en cada uno de sus ceros. En este caso,
la variedad V' puede representarse mediante una variedad W de cardinal po-
siblemente menor y un operador (tipicamente el operador de Newton) Ny de
tal modo que para cada € > 0, exuste k tal que todos los puntos de la aplica-
cién de k iteraciones del operador sobre puntos de W N ]]?(W) estan cerca de
puntos de V. Si el cardinal de W es estrictamente menor que el cardinal de V'
es posible que hayamos perdido informacién sobre V que sea, posiblemente,
necesaria para decidir el Problema 3. Tomando k := log,(logy(¢71)) tenemos
la Teoria de los ceros aprorimados de S. Smale y M. Shub. Uno de los misterios
mas soprendentes de esta teoria es que con la sola presencia de uno de estos
ceros aproximados en Q[i|” suele ser suficiente para poder “reconstruir” toda
la variedad.

Representacion Geométrica “a la Kronecker” en el caso equi-dimensional:
Las variedades equi-dimensionales de dimensién positiva son birracionalmente
equivalentes a hiper-superficies definidas por polinomios moénicos. Esta co-
dificacion pretende solamente representar ese isomorfismo birracional que se
transmite de manera natural al algebra K[V] sélo en el caso de que V' sea una
variedad interseccién completa (i.e. dada por una secesién regular reducida).
Representacion Geométrica mediante fibra de levantamiento en el caso inter-
seccion completa reducida: En este caso, /a = a, el niimero de ecuaciones
s estd liagado a la dimensién del conjunto de soluciones dim(V) = n — sy
estamos en posicién de Noether. Por ello, podemos representar V' mediante
la fibra en un punto no ramificado y recuperar cualquier otra representacién
mediante el operador de Newton No arquimediando también entendido como
Teorema de la Funcion Implicita efectivo.

Representacion Geométrica mediante forma de Cayley-Chow en el caso equidi-
mensional: Es el clésico de la forma de Chow que involucra toda la informacion
de una variedad en un sélo polinomio.

El objetio del curso trata de la interaccién entre estas representaciones y cémo unos
u otras permiten definir diversos tipos de algoritmos. Hay elementos mas precisos en
cada campo porque es necesarioa reflexionar detalles del tipo:

i)

ii)

iii)

iv)

s Como se representan todos los polinomios que se han destacada en cada re-
presentacion?. Se ha comprobado que la forma més eficiente de representar
los polinomios usados en las representaciones geométricas son los esquemas de
evaluacién.

;Cdomo se transfiere una informacion a la otra? Se trata de discutir (y de-
mostrar) que, por ejemplo, todas las presentaciones geométricas (diofdnticas o
polinomiales) son equivalentes entre si: todas contienen la misma informacién
sobre la variedad solucién, aunque con distintas presentaciones.

s Como se articulan estas representaciones para disenar un algoritmo? Se tra-
ta de definir un algoritmo incremental, que anade una ecuacién a cada paso
(“partido a partido”) usando la transferencia entre representaciones y diversos
algoritmos probabilistas de base. En esencia se incardinan las varias represen-
taciones geométricas, incluyendo la elevacién “sélo a una curva’”,

¢ Cu’al es la complejidad de estos algoritmos? La complejidad debe ser intrinse-
ca, es decir, s6lo depende de la Geometria de los objetos subyacentes calculados
en cada una de las etapas. El algoritmo (o conjunto de algoritmos) que presen-
tamos tiene la particularidad de que su complejidad es polinomial en la talla
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del input, el nimero de variables y un pardmetro intrinseco que se basa en el
b
grado geométrico de los objetos involucrados.






Capitulo 2

Una Prueba Elemental de Nullstellensatz de Hilbert

El objetivo de estas paginas es dar una demostracién elemental del Nullstellensatz de
Hilbert. Los contenidos de esta seccién estan inspirados en el trabajo de E. Arrondo
[Ar, 06]. A partir de él, obtendremos un diccionario algebra-geometria con el que
podemos trabajar.

2.1. Una demostracion elemental del Nullstellensatz de Hilbert: Parte 1

2.1.1. La Resultante y polinomios ménicos. Comenzamos con la siguiente
observacién:

LEMA 2.1.1. Sea R un dominio de integridad y sea g € R[X] un polinomio mdnico
univariado en R[X] (i.e. un polinomio cuyo coeficiente director es una unidad en el
anillo R). Entonces, la R—dlgebra cociente:

Ay = R[X]/(9),
es un R—mddulo libre finitamente generado. Una base como R—mddulo libre (la base
monomial) viene dada por:
= - =2 ~d—1
=03, ={LX,X",....,X "}
donde d := degx(g) es el grado de g con respecto a la variable X y X" s la clase de
restos X* 4 (g).

DEMOSTRACION. Es un sencillo ejercicio andlogo al caso de polinomios. La tnica
observacién significativa es que al ser g moénico tenemos garantizada la divisién euclidea
por g. Es decir, para todo f € R[X] existen ¢,r € R[X] tales que:

» f=qg+r,

» deg(r) < deg(g) — 1.
Y, ademas, por ser R dominio de integridad, el resto r es tnico para cada f. Estas dos
ideas bastan para concluir la afirmacién. O

LEMA 2.1.2. Sea R un dominio de integridad, g € R[X] un polinomio mdnico y sea
f € R[X] un polinomio cualquiera. Consideremos la R—dlgebra cociente A, del Lema
anterior y el endomorfismo:

— Ay
—  fh,

donde h y fh son, respectivamente, las clases h + (g) y fh + (g). Entonces,

nr- ég
h

i) La matriz de ny en la base monomial B descrita en el Lema anterior es
f(C(g)), donde C(g) es la matriz companera de g, es decir,
1

00 O —u” ag
1 0 O —ula;
01 0 —uLay
Cle=1o0 0 1 —ulag | € Ma(R),
00 0 —u"tag_4

13



14 2. UNA PRUEBA ELEMENTAL DE NULLSTELLENSATZ DE HILBERT

donde g = uX+ ap, 1 X+ a1 X 4 ag, siendo u € R* unidad en R.

ii) El determinante Resx (f,g) := det(f(C(g))) € R estd en el ideal generado por
(f,9) en R[X] (y se denomina la resultante de f y g con especto a la variable
X ). Es decir, existen a,b € R[X] tales que:

Resx(f,g) = af +bg € R[X].

ili) El endomorfismo 1y es un isomorfismo de R—mddulos libres si y solamente si
Resx(f,g) € R* es una unidad de R.

DEMOSTRACION. » Parala afirmacién (2), utilizaremos el Teorema de Hamilton-
Cayley para R—modulos libres finitamente generados. Denotemos mediante
x¢#(T) € R[T] el polinomio caracteristico de 7y con respecto a la base . Por el
Teorema de Hamilton-Cayley, el endomorfismo x f(n¢) = 0 como endomorfismo
de Ay. En particular, xf(n¢)(1) = 0 € A,. Ahora, supongamos

Xg(T) =T+ bg 1T + -+ 0T + by € R[T],

con by :=det(f(C(g))) :=det(f(C(g)))+(g9) € R C A es la clase residual del
elemento det(f(C(g))) médulo el ideal (g) generado por g en R[X]|. Entonces,
se tiene:

Xrnp)(1) = nF(1) +banf '+ -+ + bingp(1) + bl = 0,

0, lo que es lo mismo,

—d —d—1 — _
xrmp)(Q) = f +ba—rf 4 4+bif+bl=0.

Dicho de otra manera, sea h; € R[X] tal que h; := h;+(g) = b; € A,. Tenemos
probado, sacando f factor comiin, que se verifica:

-1
TG +7 <f . zw*) 0, end,
=1

En otras palabras,

d—1
det(f(C(g))) + f <fd_1 + Z hifi_1> =0, en A,.
=1

Dicho de otra manera, definiendo a := — (fd_1 + Z?;ll hifi_l) € R[X], te-

nemos que
det(f(C(9)) — af € (g) en RIX].
Luego existe b € R[X], tal que
det(f(C(g))) = af +bg € (f,g) € R[X].
Il
LEMA 2.1.3 (cf. [Ar, 06]). Sea a un ideal propio en K[X1,...,X,], donde K es un

cuerpo y sea K la clausura algebraica de K. Supongamos que n = 1 on > 1 y se
verifica:

i) Eziste un polinomio g € a que es ménico con respecto a la variable X,,,
ii) FEl ideal contraccion b:=a®=anN K[Xq,...,X,—1] es propio y existe

a:=(ay,...,an_1) € K"

tal que h(a) = 0 para todo h € b.
Entonces, existe a € K" tal que f(a) =0 para todo f € a. Es decir, Vgn(a) # (.
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DEMOSTRACION. Para el caso n = 1, es obvio: Si a es un ideal propio en K[X],
entonces es un ideal principal a = (f) y f no es cero ni unidad en K[X;]. Por tanto, f
posee, al menos, una raiz « € K y, por tanto, Vi (a) # 0.

Para el caso n = 2, basta con observar que la propiedad ii) se verifica dado que b es un
ideal propio de K|[X;] por ser a propio. El resto del argumento es igual al caso general
que sigue a continuacion:
Para el caso n > 1, consideremos el ideal b := a® = aN K[X1,...,X,-1]. Como a es
un ideal propio en K[Xj,...,X,], tenemos que 1 ¢ a, por tanto 1 € b y b es un ideal
propio de K[Xi,...,X,,—1] o b = (0). En ambos casos, y asumiendo la hipétesis ii),
existe
a:=(ay,...,an_1) € K*71,

tal que h(a) = 0 para todo h € b. Consideremos ahora el siguiente conjunto:

= {f(al, .. .,an_l,Xn) S K[X] : f S Cl}.

Se trata, claramente, de un ideal en el anillo de polinomios univariados K[X,]. Vea-
mos que ¢ & K[X,], es decir, estd estrictamente contenido en K[X,]. Razonemos por
reduccién al absurdo y supongamos que 1 € ¢. Entonces, existe f € a tal que:

1:= f(al, e ,an_l,Xn).

De otro lado, sea g € a el polinomio ménico que existe en a y que, por ser a propio,
es no unidad. Consideremos ahora el polinomio h := Resx, (f,g) := det(f(C(g))) €
K[Xji,...,Xp—1]. Consideremos el anillo R := K[X,...,X,_1] y, por el Lema prece-
dente, tenemos que h estd en el ideal generado por f y g en R[X,| = K[X1,...,X,].
Es decir,

h:= Resx, (f,9) € (f,g) C a.

Como h € K[Xy,...,X,_1], concluiremos que h € b = a®. De otro lado, obsérvese que
h es el determinante de la matriz obtenida reemplazando X, en f por C(g). Es decir,
es el determinante de la matriz dada mediante

f(Xl,. . .,Xn_l,C(g)(Xl,. . -7Xn—1))-

Maés especificamente, tenemos

00 0 —ag(X1,..., Xn-1)

10 0 —ay(X1,..., Xno1)

01 0 —CLQ(Xl, .,anl)
C(g)(Xl,...,anl) =10 0 1 7a3(X1,. -aanl) € Md(R),

0 0 0 —ad_l(Xl, 7Xn71)

donde
g=X4 a1 (X1, Xn )X 4 b a (X, X)) X 4 ag( X, X 1)

Y si
f= bt(Xl, o 7Xn—1)XfL + -+ b()(Xl, ... ,Xn_l),
entonces
t

FX1 o Xn1, C(9) (X, Xpe1) == ) bi(X1, -, X 1)C(9) (X, Xn1)' € Mg(K[X, .

=0

En particular, observemos que la matriz

~+

flai,...;an—1,C(g)(a1,...,an-1)) := Z bi(ar,...,an_1)C(g)(a1,...,an_1)" € My(K),

1=0

) anl])-
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es la matriz obtenida especializando las variables de f(X1,..., X,-1,C(9)(X1, ..., Xn-1))
en las coordenadas de a. Tomando determinantes, tendremos que

Resx, (f,9)(a1, ..., an-1) :=det(f(a, ..., an-1,C(g)(a1,.. ., an-1))).
Ahora bien f(aq,...,an—1,Xy) =1, con lo que
b’i(ah' "7an—1) = 07 1 <1< t7

y
bo(al, e ,an_l) =1.
Por tanto,

t
Resx, (f,9)(a1,...,an—1) = det(z bi(a,...,an—1)C(g9)(ai,... ,an_l)i) =det(Idy) = 1.
i=0

Pero como Resy, (f,g) € b, tendremos que Resx, (f,g)(a1,...,an—1) = 0 con lo que
habremos llegado a contradiccion.

En particular, tendremos que ¢ & K[X,] y existird 2 € K tal que h(z) = 0 para todo
h € c¢. Pero, recordando la definicién de ¢, tendremos que

f(al,...,an_l,Z):O, vfea

Por tanto, Vkn(a) # () y haremos concluido la prueba del Lema. O

2.1.2. El calculo del Maximo comin divisor: Nullstellensatz univariado.
Retomamos las notaciones de la Subsecciéon 2.1.1 y de los Lemas 2.1.1 y 2.1.2 anteriores.
Supongamos K = R es un cuerpo, g € K[X] un polinomio univariado, consideremos el
anillo cociente A, := K[X]/(g) y la base monomial

By = {1, X, X%, X},
donde d := degx(g) es el grado de g con respecto a la variable X y X" es la clase de
restos X* + (g). Denotamos por C(g) la matriz compaiiera de g. Para cada polinomio
f € K[X], consideremos la homotecia:
ny - ég — Ag
h +— fh,
donde h y fh son, respectivamente, las clases h + (g) y fh + (g). Como en la citada
Subseccién, la matriz de 1y en la base 3, es la matriz dada por la evaluacién de f en
la matriz g. Denotaremos por K la clausura algebraica de K.
2.1.2.1. Serie de Taylor. Supongamos que un polinomio h € K[X] es dado y que

¢ € K es un elemento de la clausura algebraica. Obviamente, la siguiente familia es una
base de K[X] como espacio vectorial sobre K:

Be={(X -0 : ke N},
El polinomio A de grado m tiene una expasién finita en esa base 3¢, con lo que podemos
suponer que se escribe:

h:= Zak(X — O,
k=0

Escribiremos déh :=a; € Ky, en el caso de caracteristica 0 se corresponde con la usual
definicién de derivada formal, i.e. si caract(K) = 0,

7 1 7
dih = Eh( )(€).

Obviamente, independientemente de la caracteristica, dgh = h(¢). La expansién ante-
rior de cada polinomio h puede interpretarse en el anillo topoldgico K[[X — (]], con la
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métrica (X — ()—4dica, aunque este asunto lo pospondremos hasta un capitulo poste-
rior. por ahora nos vamos a conformar con introducir la nociéon de orden al nivel de
K[X] del modo siguiente:
ord¢ : K[X] — N
h — ord¢(h) :==min{k €N : h e ((X —()F)}.
Nétese que la funcién de orden en ¢ se pude también caracterizar mediante el compor-
tamiento de la expansién de Taylor de h:
ord¢(h) := min{k € N : dé?h # 0}.
2.1.2.2.  Forma Candnica de Jordan.

PROPOSICION 2.1.4. Sea ¢ € K un elemento y consideremos el polinomio mdnico g =
(X—=Q)". Consideremos el anillo cociente obtenido por extension de escalares KR Ag =
K[X]/(g). Se tiene:
i) La siguiente coleccion es una base de K[X]/(g) como K—espacio vectorial, a
la que llamaremos base monomial en ¢ de K @ Ay:

K@k g = {1+ (9), (X =¢) +(9),--. (X =T+ (9)},

donde d = deg(g).

ii) La matriz en la base K @k B¢ de la homotecia nx es, justamente, la caja de
Jordan de orden d y valor “propio” . Es decir, la matriz J((,d) € My(K)
dada mediante:

¢ 0 0 00
1 ¢ 0 00
J(C,n):o%( 00
00 0 - 1¢

A la matriz J(¢,d) se la denomina caja de Jordan de orden d en honor del
matemdtico C. Jordan ' .

ili) Para cada f € K[X] la matriz de ny como endomorfismo de K @k Ay en la
base K@ B¢ es f(J((,d)), que viene dada mediante:

gf 0 0 0

dgf dgf 0 - 0

FUCd)) = | df def df 0
0

di~tf odiTrf Ao dlf

En particular, observamos que

det (f(J(¢,d)) = £(Q)%,

y que
rank (f(J(¢,d)) = d — min{d, ord¢(f)}.

DEMOSTRACION. Basta con verificar el detalle de los enunciados que son bastante
explicitos. O

LCamille Jordan introduce su forma canénica en su texto de 667 paginas “Traité des substitutions
et des équations algébriques”. Gauthier-Villars, Paris, 1870. Este tratado es un estudio completo de la
teoria de E. Galois, resolucién de ecuaciones polinomiales univariadas, teoria de grupos y, en particular,
contiene la forma candnica de Jordan (que lo hizo sélo para un cuerpo finito, llamados “cuerpos de
Galois”). El texto, usado en la Ecole Polytechnique, recibié en Premio Poncelet de la Academia de
Ciencias de Paris.
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La forma canédnica de Jordan es una simple reescritura del Teorema Chino de los Restos,
aplicado a la forma de Frobenius de un endomorfismo. Aqui lo onterpretaremos del
modo siguiente.

PROPOSICION 2.1.5 (Forma de Jordan). Sea g € K[X]| un polinomio mdnico de
grado d y supongamos que existen (i,...,¢ € K, con (; # (;, y exponentes m; € N,
conm; >1,1<1i<r, tales que en K[X] se tiene:

T

g(x) = T (X = Gy,

i=1

Consideremos:
» Sea @ : K[X]/(g) — [T, (K[X]/(X — )™) el isomorfismo de anillos del

Teorema Chino de los Restos. Entonces, ® es también un isomorfismo de
K—espacios vectoriales.
» EnK[X]/(g) la base monomial B := {14+(g), X +(f), X24+(f),..., X+ (g)}.
» En el espacio vectorial producto T];_, (K[X]/(X — ¢)™), la base I' inducida
por las bases K& B¢, en cada uno de los espacios vectoriales K[X /(X —¢)™.

= Y sea Mg la matriz del isomorfismo ® en las bases 6 yl.

Entonces, se tiene:

J(Cl,ml) 0 0
clg)—ngt| 0 e 0y
T [ : -
0 0 e J(Gumy)

En paricular, C(g) posee forma candnica de Jordan, ésta es unica (salvo permutacion
de los bloques) y la matriz de cambio de base es la matriz del Teorema Chino de los
Restos.

DEMOSTRACION. Es una simple verificacién recordando el Teorema Chino de los
Restos. Obsérvese que si ¢; # (j, entonces, (X — () y (X — ¢;)* son co-maximales
para k,s > 1. Por tanto, el hecho de ser ® un isomorfismo se sigue del Teorema Chino
de los Restos. De otro lado, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

o
KiX1/(g9) — Ilicy (K[X]/(X = ¢)™)
nx 1 1 [T 7%
KiX1/(9) — Il KX]/(X —G)™)
o

Este diagrama es conmutativo, donde [];_; ng? es el endomorfismo dado mediante el
producto de los endomorfimos
ng  KIX]/(X = G)™ — KIX)/(X = G)™.

La conmutatividad del diagrama nos dice que

S = (H ng?) o3
=1
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COROLLARIO 2.1.6. Sea K un cuerpo y sean f,g € K[X] dos polinomios. Supongamos
que g es univariado y que admite una factorizacion en K[X| dada mediante:

T

I | (B
i=1
Entonces,
i) La resultante de f y g satisface:

T

Res(f,g) == det(f(C(g)) = [ f(¢)™.

i=1
En particular, f y g poseen un cero comun en K si y solamente si Res(f,g) =
0.

ii) Método de Barnett El grado del mdzimo comin divisor de f y g es igual a
la dimension del nicleo de ny, es decir,

deg(gcd(f,g)) = dimg ker(ny) = dimg ker(f(C(g)) = deg(g) — rank(f(C(g)).

DEMOSTRACION. Se trata solamente de seguir la Proposicién precedente, usando
el Teorema Chino de los restos. Para la afirmacién i) basta eon observar que el deter-
minante es un invariante por la raleacion de semejanza. Luego

J(Claml) 0 0
det((F(C(g)) =det | £| gt | J(C?_’m” Y e
0 0 J(¢romy)
Es decir,
PIG™) sy 0 i
det((f(C(g))) := det : N N : = [ det (f (J(¢Gi,ma)))-
0 0 (JGm))

Y la afirmacién se sigue por la forma de f(J(¢;,m;)) descrita anteriormente. De otro
lado, tenemos el diagrama conmutativo siguiente, dado por el Teorema Chino de los
Restos:

)
KiX]/(9) — ITizy (KIX]/(X = 6)™)

1y i \a A

KiX]/(9) — ITizy (KIX]/(X = )™)
)

v la semejanza entre las matrices:

f(J(C1,ma)) 0 0
0 f(J(G,ma)) -+ 0
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Por tanto, el niicleo de 7y se descompone como la suma directa de los nicleos de las
matrices en la suma diagonal anterior (dado que Mg es isomorfismo):

ker(£(C(9)) = @ ker (f (J(Giyma))) -
=1
Luego,

dim (ker(f(C(g))) = 3 dim (ker (f (J(Givmy)))) = 3 min{d, orde, ()}
=1

i=1
De otro lado, es obvio que si h = gde(f,g), entonces

B o= H (X . Ci)min{d,ordgi(f)} 7
=1

y la afirmacién de Barnett se sigue de modo obvio. U

ALGORITMO 2.1.7 (Célculo del ged en dimensién intrinseca).
InpuT: Dos polinomios f,g € K[X], siendo g mdnico.
OutpuT: El polinomio h = gcd(f,g) € K[X].

initialize: M := C(g) % la matriz companera de g.
eval: N := f(M) % la matriz de ny sobre Ag.
compute: [ una base de Ky := ker(N)

compute: la matriz B de nx |k : Kn — Ky en la base 8. % posible por ser
nx —invariante.

output: h(X) := xp(X) := det(XId — B) % el polinomio caracteristico de B.

end

COROLLARIO 2.1.8. FEl anterior algoritmo calcula el mdximo comun divisor de f y g
y del nimero de operaciones aritméticas a realizar es del orden O (deg(f) (deg(g))”),
donde w es el exponente del dlgebra lineal. Notese que el dlgebra lineal implicada es
del orden de deg(g) para operaciones Gaussianas y deg(gcd(f,g)) para el cdlculo de un
polinomio caracteristico.

DEMOSTRACION. Basta con seguir la descomposicién del nticelo y probar la inva-
rianza. FHHAAAK O

2.2. Un cambio de coordenadas 1util

Usaremos la idea de Noether para poner nuestras variables en condiciéon de extensién
entera de anillos. Como antes, sea K un cuerpo y sea K la clausura algebraica de K.
Consideremos (t1,...,t,—1,1) € K™. Consideremos el siguiente cambio de variables:
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Y1 X1 — 11 Xy,

Yo = Xo—tX,,
(2.2.1) :

Yn—l = Xn—l - tn—ana

Y, = X,
Consideremos el isomorfismo de R—algebras dado por este cambio de coordenadas:
(2.2.2) v: K[Xy,....,X,] — K[Yy,...,Y,]

o f — f(Yl +t1Yn7-~~aYn71 +tn71YnaYn)-

LEMA 2.2.1. Se verifican las siguientes propiedades:
i) Sia C K[Xy,...,X,] es un ideal propio, entonces p(a) es un ideal propio. Y

reciprocamente.
ii) Consideremos la matriz triangular P € My (K) dada mediante:
Y X1
. — P E ,
Yo X,
es decir, la matriz
10 0 -t
0 1 0 —ty
pP:=1: .. :
00 -+ 1 —th
00 --- 0 1
La matriz inversa de la matriz P es dada mediante:
10 .-+ 0
01 -+ 0 ¢t
pl.—|: .. :
00 -+ 1 tp_
o0 -~ 0 1
iii) Consideramos el isomorfismo de espacio vectoriales dado por P:
pP: K — K"
T1 Y1 I
— =P
T, Yn L,

Entonces, para cada polinomio f € K[X1,...,Xy,], o(f) := foP~Y(Y1,...,Yy,).
En particular, para cada ideal a de K[X1,...,X,],

V((e(a)) = P(V(a)).
En particular, V(a) # 0 si y solamente si V(p(a)) # 0.

DEMOSTRACION. Son todos ejercicios elementales.
O

OBSERVACION 2.2.2 (Construccién a partir de las componentes homogéneas).
Consideremos el anillo K[X,...,X,] y consideremos un polinomio cualquiera f €
K[Xi,...,Xy). Podemos descomponer f es sus componentes homogéas de grado dado.
Es decir, podemos escribir:

f:: fd(Xla"'7Xn)+"'+f0(X17"'7X7’L)7
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donde f; € K[X3,...,X,] es un polinomio homogéneo de grado d, es decir,
fiXn, o, Xn) =Y alD X X
ul=d

donde p = (p1,...,ptn) € N, |p| = pi1 + -+ + pp, €N, a(é) € K. Ademas, esa descom-

posicién es tnica. Supondremos que f; es un polinomio homogéneo.

Sea ¢ : K[Xy,...,X,] — K[Y1,...,Y,] el isomorfismo de K—dlgebras descrito en la
Seccién precedente. Entonces, ¢ respeta las componente homogéneas de los polinomios
y tendremos que si g = ¢(f) admite una descomposicién en componentes homogéneas
del tipo:

g = gd(X17"')Xn) + - +90(X1,-- . 7Xn)a

donde g; = ¢(fi). En particular, tendremos la siguiente igualdad:

gi(Y1, .. Vo) = > aD (Vi + V)P - (Yoog + ty 1 Vo)tV

|pl=d

LEMA 2.2.3. Sean f y g como en la Observacion precedente, entonces, existe un poli-
nomio h € K[Y1,...,Yy] tal que

g = fd(tl, ey tn—1, 1)erl + h,
y el grado de h con respecto a la variable Y, es menor estricto que d.

DEMOSTRACION. Obvio por mera reescrittura. Il

2.3. Tests de Nulidad para Polinomios.

Si bien antes hemos dicho que los esquemas de evaluacién son una estructura de datos
muy adecuada para tratar y manipular polinomios multivariados, hay una dificultad
esencial para que sea tan precisa como la codificacién densa o rala de polinomios. No es
facil decidir si dos cédigos de dos esquemas de evaluacion evaliian el mismo polinomio.
Para resolverlo, tenemos dos opciones basicas :

i) INTERPOLAR OBTENIENDO TODOS LOS COEFICIENTES Y COMPARANDO A POSTERIO-
rRI. Esta no es una excelente idea, Por ejemplo, dadas dos formas de Cayley—
Chow de dos variedades cero—dimensionales, interpolar para decidir si definen
la misma variedad supone un esfuerzo considerablemente caro que nos lleva,
usualmente, a una complejidad del orden dr’.

ii) DESARROLLAR TESTS DE NULIDAD PARA ESQUEMAS DE EVALUACION. Se trata de
algoritmos que evalian los cédigos dados en un nimero finito (y “pequeno”)
de puntos. Con los valores de esas “pocas” evaluaciones, tratamos de decidir
si ambos esquemas de evaluacién evaldan la misma funcidn.

En esta Seccion nos ocuparemos de estos Tests de Nulidad que pertenecen a tres tipos
fundamentalmente :

i) Los Tests de Zippel-Schwartz. Se trata de seleccionar un conjunto fijo y, para
cada polinomio, hay muchos puntos en los que no se anula. Se trata de un Test
Probabilista que depende del polinomio y el esquema particular que tratamos.
Fueron introducidos en los trabajos de J.T. Schwartz? y R. Zippel®.

2J.T. Schwartz, Fast Probabilistic Algorithms for Verification of Polynomial Identities. J.
of the ACM 27 (1980), 701-717.

3R. Zippel, Interpolating Polynomials from their Values. J. Symbol. Comput. 9 (1990),
375-403.
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ii) Los Cuestores o Correct Test Sequences. Es un método alternativo al método
de Zippel-Schwarzt. En ocasiones genera gran confusion entre los especialistas
que no entienden la diferencia. El método de los cuestores es un método que no
depende del polinomio particular que se discute sino de una clase de polinomios
(v para ser més precisos de una familia uniracional). Por ejemplo, depende la
clase de complejidad y es vélido para toda ella. Fue introducido en el trabajo
de J. Heintz y C.P. Schnorr ? y refinado en el trabajo [KrPa, 96]. La version
que aqui se incluye es la version refinada de [KrPa, 96).

iii) Witness Theorem. La existencia de un sélo punto donde un polinomio no se
anula aparece ya en el trabajo de L. Kronecker y se conoce como “Esquema de
Kronecker”. En el caso de polinomios con coeficientes en Z el resultado aparece
recogido, y atribuido a Kronecker, en el trabajo de J. Heintz y C.P. Schnorr
de 1982, citado al pie. Posteriormente, S. Smale® redescubre el esquema de
Kronecker para polinomios con coeficientes en un cuerpo de nimeros y lo
denomina “Witness Theorem” (véase también [BCSS, 98|. Sin embargo, las
estimaciones de Smale y sus colaboradores eran muy groseras. Las estimaciones
se mejoran en el trabajo [CHMP, 01].

Haremos la demostracién del Test de Schwartz-Zippel y dejaremos los otros resultados
para cuando tengamos una mejor fundamentacién matemaética.

2.3.1. El Test de Schwartz—Zippel. La clave del Test de Schwartz—Zippel es
el siguiente enunciado :

LEMA 2.3.1. Sea f € K[X1,...,X,] un polinomio no nulo. Definamos recursivamente
los siguientes polinomios :

Q1= fek[X1,...,Xy], di = degx,(Q1)

Sea Q2 € K[Xo,...,X,] el coeficiente de Xfl en Q1. Para i < 2 definamos recursiva-
mente

d; == degx,Qi, Qiv1 € K[ Xiq1,..., Xy

el coeficiente de Xidi in Q;. Para 1 <i <mn sea I; un subconjunto finito de K.
Entonces, el numero de ceros de F in I1 x --- x I, es a lo sumo

a0 (g ++ 575

DEMOSTRACION. La prueba se sigue por induccién en n. En el caso n = 1 es obvio
que un polinomio univariado de grado d; con coeficientes en un cuerpo no posee mas
de d; ceros en el cuerpo. La razén tltima es que K[X] es un dominio de factorizacién
dnica.

Consideremos ahora el caso n > 1. Consideremos el polinomio @y € K[Xa,...,X,]
que es el coeficiente director de f con respecto a la variable X;. Por construccién, la
secuencia de polinomios Qo,...,Q, y de grados ds,...,d, es la misma comenzando
por Q2 o comenzando por f. Por tanto, podemos aplicar la hipétesis inductiva a Qo y
tenemos que el nimero de elementos de x = (x2,...,x,) € [[I5 I; en los que Q2 no se

4]. Heintz, C.P. Schnorr, Testing Polynomials wich are easy to compute. In Logic and
Algorithmic (an International Symposium in honour of Ernst Specker), Monographie n. 30 de
I’Enseignement Mathématique (1982), 237-254.

S5L. Blum, F. Cucker, M. Shub, S. Smale, Algebraic settings for the problem P#NP 2. In The
mathematics of numerical analysis (Park City, UT, 1995), Amer. Math. Soc., Providence, 1996,
125-144.
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anula es de cardinal mayor que:

n n n dz B n | - n dz
i];[Qti(Ii) —gﬁ(fi) (; ﬁ(h)) —gﬁ(ll) (1 ; tt(h))'

Para cada uno de los © = (x2,...,2y,) € [[;-5 I; en los que Q2(x) # 0, el polinomio f
toma la forma:

F(X1, 29, ... 20) = Qa(x) Y™ + h(Xy),
donde h es un polinomio de grado a lo sumo d; — 1. En consecuencia, este polinomio
univariado no se puede anular en, al menos, f(I;) — d; elementos de I;. Y esto para
cada x con esas condiciones. Por tanto, f no se anula en, al menos, el siguiente niimero
de elementos de [, I;:

n

P = (s(1) — o) [ 8010 (1 -y ﬁ(d”) .

1=

Desarrollando este producto obtenemos

P =) [[ 11 (1 -y ﬂ(d]fi)) - []a) (1 - ﬁ(ﬁ)) |

1=2 =2 =2 =2
Luego
Pom TLe - TTe (3022 ) = 2 T + -2 Lo (322 ).
e Py = (L) 8(1) 5% 8(1) -5 = (L)
Por tanto,
P>ﬁﬁ(1¢) 1—§n: i ) _ & ﬁﬁ([i):ﬂﬁ(li) Loy
i = (L) 8(1) -5 paley —~ (L) )’
y se sigue el enunciado previsto. O

Tenemos la siguiente aplicaciéon inmediata:

COROLLARIO 2.3.2. Con las notaciones previas, sea I un subconjunto finito de K and

F € K[Xy,...,Xy] un polinomio de grado d. La probabilidad de que una eleccion ale-
taoria de un punto x € I"™ sea un cero de F' es, a lo sumo :

4

4(1)

En particular, si §(I) > 2d + 1,la probabilidad de que una eleccion aletoria en I™ de un
valor no nulo de F' es, al menos, 1/2.

DEMOSTRACION. Basta con usar el Lema precedente con I = [{ = --- = I,,. O

Esto genera el siguiente algoritmo probablistia polinomial (RP o MonteCarlo) para
detectar polinomios no nulos.

INPUT : El cédigo de un esquema de evaluacién bien paralelizable G en n variables, que
evalia un polinomio de grado d.
guess indeterministically

x=(z1,...,2p) €{—d,...,0,1,...,d}
Eval G en x.
if G(z) # 0, OuTPUT : “Es un polinomio no nulo”,

else OutpPuT : “Probablemente sea nulo”,
fi
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end

Para aumentar la “certeza” de que el polinomio probablemente sea el polinomio nulo,
basta con repetir el proceso varias veces, observando que tras k reiteraciones, si nos
hubiera salido siempre nulo, el polinomio seria nulo con probabilidad al menos

1

o

COROLLARIO 2.3.3. Con las anteriores notaciones, si existe un subconjunto I de K de,
al menos, 2d elementos, entonces para todo polinomio f € K[Xy,...,X,] de grado a lo
sumo d eziste (t1,...,tn) € K™ tal que f(t1,...,tn) # 0.

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata del resultado precedente. O

1—

2.3.2. Cuestores.

DEFINICION 1. Dado un subconjunto (no necesariamente finito) F C K[X1,...,X,]
(que contiene al polinomio nulo) Diremos que un conjunto finito @ C K™ es un questor
(o una “Correct Test Sequence”) para F si y sélo si para todo F € F se tiene :

P‘Q:0:>PEO.

El resultado depende fuertemente de la desigualdad de Bézoutque analizaremos poste-
riormente. El primer resultado significativo es el siguiente :

LEMA 2.3.4 ([KrPa, 96]). Sea O(L,¢,n) el conjunto de todos los polinomios en K[ X7, ...

que se pueden evaluar mediante un esquema de evaluacion de talla L y profundidad £.
Sea W(L,¢,n) la clausura Zariski de ese conjunto. Entonces, se verifica

degW(L,E, TL) < (2Z+1 _ 2)2L(L—(n+1))'
TEOREMA 2.3.5 (Existencia de Conjuntos Cuestores). Sea K un cuerpo y sean n,, L €
N, L >n+1. Sean
wi= (21 —2)(2°4+1)2  and  t:=6(¢(L)%
Supongamos que la caracteristica de K es mayor que u o que la caracteristica de K es
t
cero. Entonces, el conjunto {1,...,u}"™ C K™ contiene al menos u™ (1—u"s) conjuntos
cuestores de longitud t para W (L,¢,n). En particular, contiene al menos uno.
Observe el lector que un eleccién aleatoria de un subconjunto cualquiera de t elementos
del conjunto {1,...,u}" C K" es un conjunto cuestor para W (L, ¢,n) con probabilidad
mayor que
t
(1—u"6)>1/2.
Por tanto, el algoritmo del Tests de Zippel-Schwartz se transforma en un algoritmo
RP mediante el siguiente esquema :

InpUT : El codigo de un esquema de evaluacién bien paralelizable G en n variables, que
evaliia un polinomio de grado d. Supongamos que G es de talla L y profundidad £.
Compute u y ¢t (como en el Teorema anterior)
guess indeterministically Q C {1,...,u}" de cardinal ¢.
Eval G en x para cada x € Q.
if G(x) # 0, para algin z OuTpuT : “Es un polinomio no nulo”,
else OutpuT : “Probablemente sea nulo”,

fi
end

En este caso, la probabilidad de no cometer errores es, al menos

(1—u"s).
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2.3.3. Witness Theorem. Comencemos fijando la terminologia con la siguiente
Definicién :
DEFINICION 2. Un testigo (Witness) para un polinomio F € K[Xq, ..., X,] es un punto
w € K" tal que si F(w) =0 implica P = 0.

En otras palabras, un testigo es un punto w € K" fuera del conjunto de puntos
K —racionales de la hipersuprficie V(F') (si hubiera alguno). La manera de obtener-
lo de modo explicito es el siguiente Teorema

TEOREMA 2.3.6 (Witness Theorem). Sea K un cuerpo de nimeros, F' € K[X1,...,X,]
un polinomio no nulo evaluable por un esquema de evaluacion I' de talla L, profundidad
¢ y pardmetros en F C K. Sea wg € K tal que se verifica la siguiente desigualdad :

ht(wp) > max{log 2, ht(F)}.
Sea N € N un numero natural tal que se verifica la siguiente desigualdad :
log N > log(¢+ 1) + (£ +2)(log2) (loglog(4L)) .

Definamos recursivamente la siguiente secuencia de nimeros algebraicos (conocida co-
mo Esquema de Kronecker) :

N
(/Jl:wO,

y para cada i, 2 < i < n, definamos

Entonces, el punto w := (w1, ...,wp) € K™ es un testigo para F (i.e. F(w) #0).

La demostracién se sigue por un argumento inductivo, que usa fuertemente una Gene-
ralizacién de la Desigualdad de Liouville, descrito en [CHMP, 01].

COROLLARIO 2.3.7. Sea F € K[Xj,...,X,|un polinomio no nulo evaluable por un
esquema de evaluacion de talla L, profundidad ¢ y pardmetros en F := {z1,...,x,} C
K. Sea w_; € K tal que

ht(w_1) := méx{log 2, ht(z1),..., ht(z,)}.
Definamos wy € K como wqg := w%Lf. Sea N € N un numero natural tal que
log N > log(¢+ 1) + (£ + 2)(log2) (loglog(4L)) .
Definamos recursivamente la siguiente secuencia de nimeros algebraicos (Esquema de
Kronecker) :
w1 = Wiy,
y para cada i, 2 < i <n, definamos w; = wﬁl. Entonces, el punto w := (w1,...,w,) €

K™ es un Testigo para F (i.e. F(w) #0).

OBSERVACION 2.3.8.

i) El resultado nos da, codificado como un esquema de evaluacién, un punto en
el que no se anula el polinomio dado. Sin embargo, el tal Testigo es un punto
que, en expansion binaria, resulta excesivo para poder manejarlo del modo
adecuado. Por ello, el uso de métodos tipo Witness Theorem exigen poner un
especial cuidado con el tamano de los resultados intermedios o, en su defecto,
usar Tests Probabilistas para ntimeros dados por esquemas de evaluacién como
los que se introducen en la Subseccion 2.3.4 siguiente.
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ii) EL Caso DENso . Para la mayorfa (genéricamente) de los polinomios F' €
K[Xi,...,Xy] de grado d, el esquema de evaluacién 6ptimo tiene talla

I <d + n) ’
n
y profundidad ¢ = logd + O(1). Los pardmetros en este caso genérico son
los coeficientes de F'. El Teorema 2.3.6 anterior dice que existe una pequena
constante universal co > 1, tal que la cota que debe verificar N es simplemente
la cota siguiente :
log N > conlog? d.

iii) EL cAaso RALO (SPARSE/FEWNOMIALS). Supongamos que nuestro polinomio
F € K[X;y,...,X,] tiene pocos términos no nulos. Supongamos que F' tie-
ne grado a lo sumo d y que a lo sumo M de sus términos tienen coeficientes no
nulos. Entre estos polinomios, el esquema de evaluacién 6ptimo que los evalia
tiene talla del orden L = c3Md (donde c3 > 0 es una constante universal), y
profundidad log, d + O(1). Entonces, el Teorema 2.3.6 anterior dice que exis-
te una pequena constante cg > 1, tal que la condicién para definir N en el
esquema de Kronecker es la siguiente :

log N > c3logd (loglogd + loglog M) .

2.3.4. Tests de Nulidad para Niimeros Dados por Esquemas de Evalua-
cion. Del mismo modo que los esquemas de evaluacion pueden ser la buena estructura
de datos para codificar polinomios que aparecen en Teoria de la Elminacién, la mis-
ma estructura de datos se aplica a la representacion de nimeros enteros y racionales
que aparecen como resultados de eliminacién. Del mismo modo que ocurre con los
polinomios, los esquemas de evaluacion de nimeros son muy adecuados para realizar
operaciones aritméticas entre nimeros codificados mediante esquemas. Sin embargo,
los Tests de Igualdad (o Tests de Nulidad) son probleméticos. En este sentido, la ope-
racion correspondiente a la evaluacién de un polinomio es la operacién de evaluar un
esquema de evaluacién moédulo una constante dada. La buena capacidad de adaptacién
de los esquemas de evaluacién para estas propiedades hace que los Tests de Nulidad
para esquemas de evaluacion representando niimeros pasen por los calculos modulares.
Los algoritmos esenciales en esta Seccién vienen de los trabajos de O.H. Ibarra, S.
Moran® y del trabajo de A. Schénhage 7
El resultado esencial es el siguiente Teorema que aprovecha ampliamente del Teorema
de Densidad de los Ntimeros Primos.

TEOREMA 2.3.9. Existe un algoritmo probabilista que, en tiempo polinomial decide la
nulidad de todo nimero entero evaluado por un esquema de evaluacion.

El resultado técnico esencial es el siguiente Lema.

LEMA 2.3.10. Sea Nun nimero entero no nulo tal que

’N’ < 22n2”
Etonces, para n suficientemente grande, la probabilidad de que N # 0 mod m, para una
eleccion aleatoria de m € {1,...,22"} es, al menos,
1
4dn

60.H. Ibarra, S. Moran, Equivalence of Straight-Line Programs. J. of the ACM 30 (1983),
217-228.

TA. Schénhage, On the power of random access machines. In H. A. Maurer, ed., Proceedings
of the 6th Colloquium on Automata, Languages and Programming, vol. 71 of LNCS, Springer,
1979, 520-529.
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El algoritmo correspondiente se define del modo siguiente :

INPUT : I el cédigo de un esquema de evaluacion de talla L evaluando un nimero entero.
Gess un conjunto Dy, de 4L niimeros enteros en el conjunto {1,...,22%},
if I' £ Omodm, para algin m € Dy, OuTpuT : “El nimero es no nulo”.
else OuTpuT : “El nimero es probablemente nulo.
fi

end

La probabilidad de error en este algoritmo es del orden

1

— E)4L < 6_1 < 1/2,

(1

donde e es el nimero de Neper.

2.4. Una demostracion elemental del Nullstellensatz de Hilbert: Parte II

La primera prueba del Nullstellensatz de Hilbert puede encontrarse en el trabajo de D.
Hilbert® de 1893. Un poco antes, en 1882, L. Krnoecker ? demuestra el miso resultado,
aunque en un contexto y con una interpretaciéon distintas.

Previamente al Teorema de los Ceros y, aunque no es necesario, vamos a recordar el
Teorema de la Base de Hilbert, en la versiéon de Lasker o Neother. Dicho Teorema fue
descrito por D. Hilbert'? en 1890 y puede enunciarse como sigue.

TEOREMA 2.4.1 (Hilbert’s Basissatz). Si K es un cuerpo (o un anillo noteheriano),
el anillo K[Xy,...,X,] es noetheriano. Es decir, todo ideal de K[X1,...,X,] es finita-
mente generado. En otras palabras, si a es un ideal de K[X, ..., X,] exite un conjunto

finito {f1,..., fs} Ca tal que:
a= (flv"'afs)‘

OBSERVACION 2.4.2. El Teorema de la base de Hilbert puede escribirse de maneras
diversas. Una maner didédctica de recordarle es la siguiente: Supongamos que nos dan
un conjunto finito de elementos {f1,..., fs} en el anillo K[Xy,...,X,]. Entonces, el
ideal a = (f1,..., fs) que generan se describe mediante:

a:={ge K[Xy,....,.Xp] : g1,...,9s € K[X1,...,Xn], g=q1f1+ -+ gsfs}

A las presentaciones de un elemento g de un ideal a como “combinacién lineal” de los
generadores, es decir, como:

g=g1f1+ -+ gsfs,

se les suele denominar Indetidad de Bézout. Aunque, mas normalmente, se suele aplicar
al caso ¢ = 1 cuando corresponda.

8D. Hilbert, Uber die vollen Invariantensysteme. Mathematische Annalen 42 (1893), 313373.

9L. Kronecker, Grundziige einer arithmetischen theorie de algebraischen grissen. J. reine
angew. Math. 92 (1882) 1122.

10D, Hilbert, Uber theorie der Algebraischen Formen. Math. Ann. 36 (1890), 473-534.
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2.4.1. Nullstellensatz de Hilbert.

LEMA 2.4.3. Sea K un cuerpo y f € K[X1,...,X,] un polinomio homogéneo no nulo.
Entonces, para cada i, 1 < i <n, el polinomio en una variable menos

f(X17 ey X’i—la ]-7 X’H—lu o 7XTL)7
es un polinomio no nulo.

DEMOSTRACION. Probaremos por induccién en n que si K es una clausura alge-
braica de K, existe un punto t = (t1,...,t,—1) € K" tal que f(t1,...,tp—1,1) # 0. El
caso n = 1 es obvio. Probémoslo para el caso ¢ = n por simplicidad. Con31deremos la
expansién de f con respecto a la variable X,,:

f=faXe, .  Xpo)XI 4 faa(Xy, oo, X )X 4 fo(Xay e, X)),

donde d es el grado de f con respecto a la variable X,, (es decir, d es el mayor nimero
natural k tal que Xﬁ divide a algiin término con coeficiente no nulo de la expansién
monomial de f). En particular, f; € K[X7,..., X,—1] es un polinomio no nulo. Ademés,
los distintos polinomios f;(X1,...,X,—1) € K[X1,..., X,—1] son homogéneos de grado
deg(f) —1, donde deg(f) es el grado total del polinomio f (para verificar ésto basta con
observar que los f; se obtienen sacando factor comin de los términos de la expansién
monomial de f divisibles por X?).

Como fy es no nulo, por hipdtesis inductiva, ha de existir un punto ¢ := (¢1,...,t,—1) €
K"~1\ {0} tal que fy(t1,...,t,_1) # 0. Ese punto puede existir por la simple aplicacién
de la hipétesis inductiva, aunque no nos preocupamos de quién es.

Consideremos el polinomio univariado:

X,) = Zfz-(tl, b)) XD € KX,

Como el coeficiente director (fi(t1,...,tn—1) # 0) de ese polinomio es no nulo, entonces,
f(t, X,,) es un polinomio no nulo en K[X,,]. Consideremos ahora un punto A € C\ {0}
un elemento no nulo. Entonces, tenemos la siguiente igualdad:

d i
1 1
Adeel) £ (¢, Y= > o xdEBD fity, o ta) ()\) :
i=0
Por ser homogéneos tosos los polinomios involucrados, tendremos:

Ades(h) ¢ (¢, Zxdeg Tifiltsy o tee1) =D filM, . M1) = F(M, . Mg, 1),
Ahora, si el pohnomlo f(X1,...,Xn-1,1) fuera el polinomio nulo tendriamos:

1
)\deg(f)f(t7 X) =0,vX € K\ {0},
luego
1
f(t.5) =0.9A € K\ {0},

o también

f(t,A) =0,vXA € K\ {0}.
Como K es un cuerpo infinito, esto sélo puede suceder si f(¢, X,) es el polinomio
idénticamente cero y habriamos llegado a contradiccion. O

TEOREMA 2.4.4 (Hilbert’s Nullstellensatz). Sea a un ideal en un anillo K[ X1, ..., X,],
siendo K un cuerpo infinito. Entonces, la variedad algebraica V.= Vi (a) C K" verifica:

V=0<1€ca
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DEMOSTRACION. Hay una implicacién obvia: si 1 € a, es decir a = K[ X7, ..., X,],
es obvio que Vik(a) = 0.
Para la otra implicacién haremos induccién en n, usando el Corolario 2.3.3 anterior. El
caso n = 1 es obvio.
Supongamos que el resultado es cierto para todo ideal propio en todo ideal de un anillo
de polinomios involucrando a los sumo n — 1 variavles (esto es, en todo anillo del tipo
K[Y1,....,Y,],conr <n-—1).
Por hipétesis, a es un ideal propio en K[X,...,X,]. Como K es infinito, podemos
encontrar un elemento f € a de grado d no nulo y un subconjunto I de K de cardinal
2d+1. Siguiendo la descomposicién descrita en la Observacién 2.2.2, sea fi(X1,...,Xn)
su parte homogénea de grado d y no nula. Supongamos, sin pérdida de la generalidad,
que f(X1,...,Xn_1,1) # 0. Por tanto, existe (t1,...,t,_1) € "1, tal que

F(t1y. i ta1,1) #0.

Consideremos ahora el isomorfismo descrito en la Seccién 2.2 (es decir, el isomorfismo
de la Ecuacién 2.2.2):

K[X1,...,X,] — K[Yi,...,Y,)]

@
(2.4.1) f — fY1+tY, .. Y+t 1Y, V).

Entonces, por el apartado i) del Lema 2.2.1, como a es un ideal propio, también lo es el
ideal b := p(a). Pero g := ¢(f) es, tras este cambio de variables un polinomio ménico
no nulo en b. Adicionalmente, consideremos el ideal

c:=0b:=bNK[Yy,...,Y,—1]

Como b es propio, también lo es ¢. Y, por hipdtesis inductiva, Vin-1(c) # 0.

Podemos aplicar el Lema 2.1.3 (se satisfacen las dos condiciones i) y ii)) a b y concluir
que Vk(b) # 0 es no vacio. Usando el apartado iii) del Lema 2.2.1, tendremos que
Vik(a) # 0 es no vacio. O

2.4.2. Nullstellensatz de Hilbert: Cuerpos finitos.

TEOREMA 2.4.5 (Hilbert’s Nullstellensatz: cuerpos finitos). Sea a un ideal en un
anillo K[ X1, ..., X,], siendo K un cuerpo finito. Supongamos que a posee un elemento
no nulo y no unidad de grado d > 1. Supongamos que el cardinal de K verifica: §(K) >
2d + 1. Entonces, la variedad algebraica V- = Vi (a) C K™ verifica:

V=0<1€ca

DEMOSTRACION. El resultado se sigue de una demostracién idéntica a la anterior.
Noétese que el punto critico es que el nimero de elementos del cuerpo sea suficientemente
grande. |

OBSERVACION 2.4.6. En las utilizaciones algoritmicas del Nullstellensatz sobre cuerpos
finitos, si el cuerpo inicial K sobre el que se trabaja no tiene suficientemente elementos
se suelen usar extensiones finitas de K que tienen un cardinal suficientemente grande
con respecto a los grados de los polinomios involucrados. Una forma de entender estas
construcciones son las siguientes.

2.4.2.1.  Un recordatorio sobre Cuerpos Finitos. Unas palabras para recordar los
cuerpos finitos y cémo podemos extenderlos.

TEOREMA 2.4.7. Todo cuerpo finito F de cardinal p™ y caracteristica p es el menor
cuerpo que contiene a Z/pZ y a todas las raices de la ecuacion

m

XP —X=0.

De hecho, los elementos de F' son justamente las raices de esa ecuacion.
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DEFINICION 3. Sea F un cuerpo finito de cardinal ¢ = p™ y sea n un nimero entero
coprimo con q. Llamaremos raiz primitiva n—ésima de la unidad a todo elemento 6 de
F tal que las siguientes sean las n raices distintas de la unidad :

(1,0,62,..., 6711,

En el caso en que n es coprimo con ¢q las raices n—ésimas primitivas de la unidad sobre
F tienen un comportamiento préximo al caso de caracteristica 0; aunque con matices
y diferencias que es necesario destacar.

DEFINICION 4. Sea F un cuerpo finito de cardinal ¢ = p™ y sea n un nimero natural
no nulo coprimo con q. La siguiente funcion racional es un polinomio en F[X] llamado
polinomio ciclotomico de grado n :

— njd n(d)
fal(X) g(x )

donde p es la funcion de Mobius. La funcin de Mobius fue introducida como el dis-
criminante en Teoria de Numeros. Viene definida del modo siguiente : Sea n € N un
nimero natural. Definimos pu(n), mediante :

0 st n posee algun factor irreducible maltiple
p(n) =< (=1)" sin=pi---p, con p; primo, gcd(pi,p;) =1
1 stn=1

En suma, p(n) = 0 si y solamente si posee factores irreducibles miltiples. Esto permite
identificar las propiedades de la funcion de Mobius con las propiedades del discriminante
de un polinomio. Sin embargo, la funcion de Mobius no se sabe calcular sin conocer la
factorizacion (lo que hace de ella una funcion dificil de evaluar) y tiene propiedades
muy significativas como la famosa “Férmula de Inversion de Mdébius”(véase el texto
descrito en el pie de pdgina ' para mds informacion,).

Obsérvese que el calculo de polinomio ciclotémico f,, puede hacerse facilmente a partir
de la factorizacién de n (en tiempo O(y/nlogan)) y de todos sus divisores (tiempo
O(y/nlogén)).

Una raiz n—ésima de la unidad sobre F' es un elemento 6 tal que 6" = 1 y las po-
tencias {1,0,0%,...,0" '} son todas las raices n—ésimas de la unidad sobre F y son
todos distintos. Para calcularlas y poder trabajar con ellas, es necesario hacer uso del
siguiente :

LEMA 2.4.8. Sea F' un cuerpo finito de cardinal ¢ = p™ y sea n un numero natural no

nulo coprimo con q. Sea (Z/nZ)* el grupo multiplicativo de las clases de restos mddulo

n. Sea r el orden de q como elemento de (Z/nZ)*. Entonces, el polinomio ciclotémico
(n)

fn factoriza en F[X] como un producto de “07 polinomios irreducibles de grado r cada

uno de ellos, siendo ¢ la funcion de Euler.

La funcién de Euler : Se define mediante ¢(1) = 1 y para n > 2 del modo siguiente :
e(m) =t{aeN : 1 <a<m-—1,med(a,m)=1}.

Se trata de probar que ¢(m) coincide con el nimero de elementos del grupo de las
unidades en (Z/mZ)*. En particular, Z/mZ es un cuerpo si y solamente si o(m) = m—1.
Otras propiedades de la funcin de Euler :

i) La funcin de Euler es multiplicativa, esto es, si med(p, q) = 1, entonces ¢(pq) =
p(@)e(a)-

LF)] texto clasico de Teorfa de Ntmeros G. H. Hardy and E. M. Wright, “An Introduction to the
Theory of Numbers”. Oxford at the Clarendon Press, 1938. Este texto contiene la férmula de inversion
de Mobius como su Teorema 270.
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ii) Se tiene :

> p(m)=n

mln
Las raices primitivas n—ésimas de la unidad sobre F' son las raices de uno de esos
factores.
Para detectar las raices primitivas de la unidad, factoricemos f, usando uno cualquiera
de los algoritmos de factorizacién de polinomios univariados sobre cuerpos finitos. Por
ejemplo, el método descrito por E. Berlekamp y que puede resumirse en el siguiente
enunciado:

TEOREMA 2.4.9 ([Be, 70]). Sea p € N un nimero primo. Sea F), el cuerpo primo de p
elementos. Entonces, existe una mdquina de Turing M determinista tal que realiza la
siguiente tarea :

dado f € Fp[T] un polinomio mdnico, sin factores mailtiples y de grado d, M calcula
los factores irreducibles de f en F,[T|. El tiempo de cdlculo de tal mdaquina de Turing

es polinomial en p y d, i.e.
pO) o)

A partir de esa factorizacién, sea g, uno de esos factores y definamos el cuerpo
F'=F(0) = F[Y]/(gn(Y)).
Se tiene :

LEMA 2.4.10. La clase de’ Y mddulo g, (esto es, 6 € F') es una raiz primitiva n—ésima
de la unidad sobre F.

Con ello tenemos una descripcién de cualquier cuerpo.
2.4.3. Nullstellensatz: Identidad de Bézout.
TEOREMA 2.4.11 (Hilbert’s Nullstellensatz: Identidad de Bézout). Sea {f1,..., fs}

un conjunto finito de elementos de K[Xi,...,X,]| no todos nulos y ninugno unidad,
siendo K un cuerpo. Sea d el mdrimo de os grados de los polinomios f1,..., fs.Sea
V C K" la variedad algebraica V.= Vi (f1,...,fs) C K" de los ceros comunes de estos

polinomios. Supongamos que el cardinal de K satisface: §(K) > 2d + 1. En tonces son
equivalente:

dr e K", fi(x)=0,..., fs(z) =0,
vy 3g1,...,9s € K[X1,...,X,], tales que:

Il=gifi+-+9sfs

DEMOSTRACION. Simplemente notar que si a es el ideal que generan los polinomios
{f1,..., fs}, el ideal es propio si y solamente si V(a) = V(fi,...,fs) # 0. El resto es
reescritura. 0

2.4.8.1. La Teoria de Primer Orden sobre los Complejos admite Eliminacion de
Cuantificadores. Una de las aplicaciones obvias del Nullstellensatz en la forma de iden-
tidad de Bézout es la de permitir la eliminacién de cuantificadores existenciales en la
Teoria de Primer Orden sobre los Complejos, por ejemplo, y sobre todo cuerpo de ca-
racteristica cero. Analicemos un poco esa formulacién, sin entrar en profundidad en los
detalles. Por simplicidad supongamos K = Q y K = C que, aunque no es la clausura
algebraica de Q admite la misma formulacién.
Consideremos todas las expresiones que se pueden escribir usando los siguientes ele-
mentos y sus combinaciones naturales (definen un lenguaje regular):

» Un conjunto numerable de variables {X,, : n € N},
» Un conjunto de constantes {0,1, —1},
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» Operaciones usuales de la teoria de anillos ({4, —, }) y la inversién sobre las
constantes no nulas {1}.

» Condiciones de signo {= 0}.

» Operadores booleanos {V, A, —}.

» Cuantificadores que afectan a elementos de K: {V,3}.

Unas pocas observaciones:

i) Las constantes son los objetos que puedo construir usando {—1,0, 1} y las ope-
raciones elementales de cuerpo {+, —, } Luego se trata de los nimero naturales
Z.
ii) Si admito la inversién de constantes no nulas ({71}) tengo el cuerpo de los
racionales Q.
iii) Las funciones se obtienen mezclando constantes (en Q), variables y las opera-
ciones de anillo {+, —, }, son los polinomios en un nimero finito de variables

Q[Xo, ..., Xn].
iv) Las férmulas atémicas son, expresiones de la forma f(Xo,...,X,) = 0, con
f € Q[Xo,...,X,] un polinomio en un nimero finito de variables. Usualmente,

de admiten como férmulas atémicas las negaciones de las anteriores, es decir,
-(f(Xo,...,Xn) =0) o, equivalentemente, f(Xo,...,X,) # 0.

v) Se admiten coombinaciones booleanas de férmulas atémicas. Se pede probar
que todas se pueden escribir como:

n k t
V(A =0 /\(/\@wm).

i=1 \j=1 =1

Una de las primeras observaciones casi inmediatas es que se puede suponer que todas
las férmulas son estudiables en forma pre-nexa, es decir, con los cuantifidaores por
delante. Suponiendo que f; j, h; ; € K[Xp,...,Xy], una férmula se primer orden en el
lenguaje de cuerpos algebracaente cerrados en forma pre-nexa es una formula del tipo:

n k t
i@ VA ts=0 ) A(Awern).

{=1

donde Q; € {V, 3} son cuantificadores. Si los cuantificadores son todos del tipo Q; € {3},
decimos que es una férmula existencial o que sélo involucra un bloque de cuantificadores
existenciales.

La Semantica de esas férmulas consiste en indeiticador las férmulas con subconjuntos
de K", donde K es algebraicamente cerrado.. Unas ideas son:

i) Asi, un dtomo, f(Xo,...,X,) = 0 se identifica con el conjunto algebraico
V(f) ={z=(z0,...,2,) € K" : f(z)=0}.
ii) Una férmula del tipo:

k

/\ (fi,j(Xo,...,Xn)=0) |,

j=1

se identifica con la variedad algebraica (atmbién llamado cerrado en la topo-
logfa de Zariski) V' (a) donde a es el ideal generado por f;1,..., fim. Es decir,
con

k
V(fi,l, e fz,m) = {1’ S Kn+1 : /\ fw }
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De hecho, el Teorema de la Base indica que todo V' (a), para cualquier ideal a
de K[Xy,...,X,] se puede escribir mediante una férmula de este tipo.

iii) Una negacién de un dtomo f(Xo,...,Xy) # 0 se identifica con el complemen-
tario de un conjunto algebraico dado por una sola ecuacion:

V(f)©:={z = (z0,...,2,) € K" : f(z) #0}.
Se llaman abiertos de la sub-base de la toplogia de Zariski.
iv) Las férmulas del tipo:

(/\ (gi.0(Xo, -, X)) # 0)> :

/=1
definen los conjuntos que forman la base de abiertos de la topologia de Zariski.

t
fe ek ( A (gi.4(2) # 0>> )
=1
Por culpa de la condicién noetheriana (Teorema de la Base de Hilbert) todos
los abiertos de la toplogia de Zarsikis seran uniones finitas de abiertos de la
base.
v) Las férmulas del tipo:

k

A (Fii=0) | A\ ( N (910 # o>>

j=1 =1

definen conjuntos que son intersecciéon de un abierto y un cerrado en la topo-
logia de Zariski.

k ¢
{zex™ | ANfiy=0 | \ (/\ (9i0 # 0)) }

j=1 =1

Se llaman, obviamente, localmente cerrados en la topologia de Zariski.
vi) Las uniones finitas de localmente cerrados se denominan constructibles de la
toplogia de Zariski y, obviamente, son dados por férmulas de la forma:

n k t
VIAG =0 A\ (/\ (9i # 0))
i=1 \j=1 =1

TEOREMA 2.4.12 (Teorema Fundamental de la Teoria de la Eliminacién). Sea
C C K™ un conjunto constructible y sea w : K"t — K" una proyeccion. Entonces,
7(C) C K" es también constructible.

En otras palabras, sea C C K"*! un conjunto constructible dado por una férmula

®(Xo, ..., X,) sin cuantificadores. Sea 7 : K" — K" la proyeccién dada mediante:
T K+l — K"
(o, oy Tn) > (Tp—pgiy.-.,Tpn).

La proyeccién 7(C) es el conjunto dado por la férmula
X, €K, 3X, €K, (X, ..., Xp).

El Teorema afirma que existe una férmula de primer orden libre de cuantificadores ¥
de la forma

U(Xo,. .., Xny) i=

||<:

k t
/\ fz,j Xo,...,Xn r :O /\(/\ gzZXOw'anr)?éO))?
j=1 =1



2.4. UNA DEMOSTRACION ELEMENTAL DEL NULLSTELLENSATZ DE HILBERT: PARTE II 35

tal que

m(C) = {z e K" W(xg, ..., 20 )}
Por tanto, toda férmula con cuantificadores existencias es equivalente a una férmula sin
cuantificadores (se dice libre de cuantificadores). Como los constructibles son cerrados
por complementacién y V se interpreta mediante — (3—(...)), podemos concluir.

TEOREMA 2.4.13. Toda formula de primer orden del lenguajde de cuerpos algebraica-
mente cerrados es semdnticamente equivalente a una formula libre de cuantificadores.
Luego la teoria es completa. Ademds es decidible, es decir, existe un algoritmo que
elimina los cuantificadores de la formula cuantificada.

2.4.8.2.  Uso del Nullstellensatz Efectivo en la eliminacion de un bloque de cuan-
tificadores existenciales. Una de las estrategias antiguas méas habituales para eliminar
un bloque de cuantificadores existenciales es el uso del llamado Nullstellensatz Efecti-
vo. Fué comenzado por la alumna de D. Hilbert G. Hermann en su trabajo de 1926
[He, 26]. Bésicamente, este enunciado puedes darse como sigue:

TEOREMA 2.4.14 (Nullstellensatz Efectivo, [He, 26]). Eriste una funcién D : N3 —
R, que verifica las popiedades siguientes:

Sea {fi,..., fs} un conjunto finito de elementos de K[X1,...,Xy]. Sea d el mdxi-
mo de os grados de los polinomios fi,...,fs. Sea V. C K" la wvariedad algebraica
V =VWk(f1,...,fs) C K" de los ceros comunes de estos polinomios. Supongamos que el
cardinal de K satisface: $(K) > 2d + 1. Entonces son equivalente:

dr e K", fi(x)=0,..., fs(z) =0,
vy 3g1,...,9s € K[X1,...,X,], tales que:
deg(g;) < D(d,n,s),
Y

1= g1 f1 + dotsgsfs.
Ademds, D(d,n,s) puede elegirse satisfaciendo:

D(d,n,s) < (sd)?*".

La demostracién es mas sutil que la descrita para el Nullstellensatz porque es construc-
tiva: se trata de dar descripciones de los polinomios que surgen en el Nullstellensatz en
funcién de los datos fi, ..., fs. Las cotas iniciales de G. Hermann fueron sucesivamente
reducidas por la colaboracion de diversos autores y el paso de casi un centenar de aos.
Se pueden destacar las siguientes:
i) D.W. Masser, G. Wusholtz (cf.  MaWii, 71]) : D(d,n,s) < d*"s.
ii) D.W. Brownawell (cf. [Br, 87]), L. Caniglia, A. Galligo, J. Heintz (cf. [CGH, 88]),
J. Kollar (cf. [K1, 88]) :D(d,n,2) < méax{3,d}".
iii) Otras variantes con distintos métodos de célculo se puede obtener en [KrPa, 96],
[HMPS, 00], [KPS, 01] y sus referencias.
Este procedimiento da, por ejemplo, un procedimiento para decidir si un sistema de
ecuaciones polinomiales posee una solucién en una clausura algebraica sin conocer las
soluciones ni calcularlas. El ejemplo mas simple es el siguiente procedimiento:

INPUT: Una lista de polinomios f1,..., fs € K[X1,...,X,] con coeficientes en el cuerpo
K.

OUTPUT: Una respuesta Sf o NO a la férumla de primer orden:
dr; € K,--- ,dx, € K, fl(xl,...,xn) :0,...,fs(.%'1,...,.1‘n) =0.
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CONCEPTO DEL PROCEDIMIENTO:

Introducir un juego de variables
3= U{ZS) : weN", |u| < D(d,n,s)}.
i=1

Introducir la lista de polinomios genéricos {G;(3, X1,...,X,) : 1 < i < s} dados
mediante:
Gi(3,X1,...,X,) = Z Z;(f)Xf“ e X

|p|<D(d,n,s)
Escribir La identidad de Bézout:

(242) 1= G1(3,X1, ce ,Xn)fl(Xl, ce ,Xn)-f- . '+Gs(3,X1, ce ,Xn)fs(Xl, . ,Xn)

OBSERVACION: Se trata de una igualdad entre dos polinomios de grados acotados por
D(d,n,s) + d. Por tanto, es un sistema de ecuaciones lineales. Para verificarlo, intro-
duzcamos un poco mas de notacion. Como todos los polinomios fi,..., fs tiene grado
acotado por d, podemos suponer que existen constantes

Ul : peN, |u <d},

de tal modo que:
fi= Z ag)X{“ e XHn

|pl<d

Los coeficientes del producto G1 f; se pueden escribir como sigue:

Gi(3. X1, X)) fi(X1 o Xo) = Y LY 3)XD XD
10|<D(d,n,s)+d

donde Lg) (3) es la aplicacién lineal (en las variables {Zg )} dada mediante:

T+ p= 0,

7| < D(d,n,s),|pl <d
Finalmente, tenemos la aplicacién lineal:

Ly(3) = Ly (3) + -+ + LY (3).

Esto nos permite escribir el polinomio:

Gi(3, X1, X)) fi+ -+ Go(3, X1, X)) fs = Y. Lp(3)X7 - XPr.
161<D(dins)

Por tanto, la ecuacién (2.4.2) es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones lineales
en las variables en la coleccién 3 siguientes:

Ly(3) =0, sif#(0,...,0)
(2.4.3) { Lo(3) =1, sif=(0,...,0)
LEMA 2.4.15. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) Los polinomios f1,..., fs posee una solucion comin en K", es decir, la férmu-
la:

E|£L’1€K,-~' ,E|13n€K, fl(l'l,...,l’n):0,...,f3(1,‘1,...,l'n):0.
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ii) No existen valores en K de la forma
¢:= (2 1 1<i<s,|r| < D(d,n,s) € KN,
donde N(d,n,s) son los indices de las variables en la lista 3. Tales que

l=gifi+- "+ gsfs
donde
g; := Gi(C,X17~--,Xn) GK[Xl,...,Xn].

iii) El sistema de ecuaciones lineales (2.4.3) en las variables 3 con coeficientes en
K es incompatible.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre i) y ii) es el Nullstellensatz de G. Hermann.
La equivalencia entre ii) y iii) es mera re-escritura de la identidad de Bézout como
sistema de ecuaciones lineales. En el cao univariado, el sistema es el famosos sistema
asociado a la matriz de Sylvester. U

Output: YES si y solamente si el sistema de ecuaciones lineales (2.4.3) es un sistema
de ecuaciones lineales incompatible.

TEOREMA 2.4.16. Sea K un cuerpo computable de ceracteristica distinta de 2 y sea K
un cuerpo algebraicamente cerrado que le contiene. Eriste un algoritmo que realiza la
tera siguiente:

Dados como inputs polinomios {fi,..., fs} € K[X1,...,Xy], el algoritmo decide si

Jry €K, Fz, €K, fi(xr,...,zn) =0,..., fs(z1,...,2,) = 0.

El tiempo de ejecucion del algoritmo estd acotado por un procedimiento que realiza un
numero de operaciones en K acotado por:

O <<8 (méx{?), di" +d+ n>>w>) < O(s* méx{3, d}*"" + d“"),

n

donde w < 2,7.

DEMOSTRACION. Se trata simplemente de decidir si el sistema de ecuaciones li-
neales (2.4.3) es o no compatible. Para el caso de ceracteritica distinta de 2 podemos
aplicar la cota de Bronawell-Caniglia-Galligo-Heintz-Kollar y tendremos

D(d,n,s) < max{3,d}".
Ahora bien, el sistema de ecuaciones lineales (2.4.3) tiene:
= El nimero de variables involucradas es el ntimero de variables en 3, es decir,
. <D(d, n,s) + n) < (méX{S, d}™ + n) ’
n n
para el caso que nos ocupa es el niimero de coeficientes estudiado en la Parte
1 del curso para una listra de s polinomios en n variables de grados acotados
por D(d,n,).
» El nimero de ecuaciones en el sistema de ecuaciones lineales (2.4.3) es el

numero de coeficientes en n variables de un polinomo de grado acotado por

D(d,n,s) +d < max{3,d}" +d.

Finalmente, el exponente w < 2,7 es el exponente (menor estricto que 3) conocido
desde los trabajos de V. Strassen (cf. [St, 69]) tal que permite decidir si un sistema de
n ecuaciones lineales en m variables es compatible en tiempo O(méx{n, m}*). O
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COROLLARIO 2.4.17. Ezxiste un algoritmo que permite realizar la tarea siguiente:
Dada una secuencia de polinomios fi,...,fs,q1,--.,9t € K[Y1,..., Y, Xq,..., X,],
hallar una formula libre de cuantificadores con coeficientes en K y en las variables

{Y1,...,Y}
U(Y1,...,Yn),

equivalente a la formula
(2.4.4)

s t
EIXIGKa?HXnEKv /\(fj(Y177Ym>X177Xn):O) A(/\(QZ(YD7Ym>X1a7Xn)7éO)>
j=1 =1

En particular, la teoria de primer orden sobre cuerpos algebraicamente cerrados es
decidible y completa y admite algoritmos de eliminacion de cuantificadores.

DEMOSTRACION. La tnica idea es reescribir la férmula (2.4.4) como una férmula
del tipo del Nullstellensatz, usando el truco siguiente: anadamos una variable Z, para
1 < /¢ <t, de tal modo que se observa que la féormula siguiente:

(3X: €K, ...,3X, €K, go(Y1,..., Y, X1,..., Xp) #0),
es equivalente a la formula
(3Z, e K, 3X; €K, ...,3X,, €K, Zpge(Y1,..., Y, Xq,...,X,) —1=0).

Una vez puesta nuestra formula en la forma del Nullstellensatz del Teorema precedente,
hacemos crecer el cuerpo considerando L = K(Y1,...,Y,,). Escribimos la correspon-
diente ecuacién lineal (2.4.3) cuya matriz tiene coordenadas en L. De hecho, las coorde-
nadas estdn en K[Y1,...,Y,,]. Ahora, el sistema es incompatible si y solamente si ciertos
menores de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales (2.4.3) son nulos
o no. La férmula ¥(Y7,...,Y,,) son combinaciones booleanas de condiciones de signo
sobre los menores de esa matriz. Esos menores son polinomios en K[V, ...,Y;,]*%. En
particular, acabamos de denostrar el Teorema Fundamental de la Eliminacién usando
el Nullstellensatz y Algebra Lineal Elemental. El resto se sigue de modo obvio. O

OBSERVACION 2.4.18 (Criticas a este Procedimiento). Este procedimiento es el
que subyace a los intentos de mejorar los Nullstellensatz Efectivos que fueron moda
a finales de los anos 80 y principios de los 90, pero que siguen siendo considerados
resultados de élite en Matemadticas. Sin embargo, el método no es nada bueno porque
la conpmplejidad ni siquiera es simplemente exponencial: estd en O(d“”Q). Veremos,
si es posible a lo largo del curso, que se puede decidir en tiempo O(d“*TY") con una
complejidad que necesariamente estédn en (d") (al menos para algoritmos universales).
Por tanto, no es recomendable usar este procedimiento por més que sea el més accesible
e inmediato de entender.

2.4.4. Nullstellensatz: Maximales. Esta version del Nullstellensatz (totalmen-
te equivalente a las anteriores) tiene sus reminiscencias en el Teorema del Resto, conse-
cuencia inmediara de la divisién Euclidea. En Espana, por tradiciones incomprensibles,
se suele llamar Teorema de Ruffini al Teorema del Resto. En realidad, estan confun-
diendo el “Método de Ruffini” (que si es un método para dividir por (X — a)) y es

12Note el alumno que se trata de los menores que, rudimentariamente, le salfan en los lejanos
cursos de secundaria en los que se discutia si un sistema de ecuaciones lineales con parametros
era compatbile o no.



2.4. UNA DEMOSTRACION ELEMENTAL DEL NULLSTELLENSATZ DE HILBERT: PARTE II 39

debido a Ruffini'®. En cambio, en el mundo anglosajén ese método de Ruffini es cono-
cido como el “Horner’s method” y se basa en un trabajo de Horner'*. Una descripcién
de ese conocimiento puede verse en [Ca, 11]. Recientemente, en la campafia de enal-
tecimiento del nuevo imperio global, se ha descubierto, como no, que, en realidad, el
“Método de Ruffini” era ya conocido por el mateméatico chino Qin Jiushao'® en el siglo
XIII. En todo caso, el método es tan obvio que darle un nombre carece de interés: es el
“método” que a cualquiera se le ocurre. Lo que no si es evidente es que el Teorema de
Resto es antecesor de todos ellos, es consecuencia de la existencia de divisién euclidea
y se remonta, cuando menos, al siglo III a. de C y a los Elementos de Euclides.
Haremos la discusién suponiendo que K = K es un cuerpo algebraicamente cerrado. De
todos modos, la restriccon es innecesaria siempre que se consideren adecuandamente
los ideales en el anillo de polinomios cuyo cuerpo de coeficientes es el cuerpo base. La
hipdtesis simplemente simplifica la exposicion de los hechos.

OBSERVACION 2.4.19 (Ideales maximales asociados a puntos). Hay un tipo par-

ticular de ideales. Supongamos ¢ := (z1,...,2,) € K" un punto en el espacio afin.
Definimos el siguiente conjunto en el anillo K[X7, ..., X,]:

me = {fe K[Xy,...,X,] : f(¢) =0}
Se trata claramente de un ideal en K[X1,...,X,] y es un ideal maximal. Ademds, si

K =K, se tiene claramente que el cociente:
K[Xl,... ,Xn]/mc =K.

Se puede probar, ademaés, que este ideal maximal tiene el siguiente cojunto de genera-
dores:

me = (Xl — Zl,...,Xn — Zn)
Como notacién, denotaremos como Spm(R) al conjunto de todos los ideales maximales
de un anillo R.

TEOREMA 2.4.20 (Hilbert’s Nullstellensatz: maximales). Sea K = K un cuerpo
algebraicamente cerrado. La siguiente es una biyeccion entre conjuntos no vacios:

m: K" — Spm(K[Xy,...,X,])

(2.4.5) ¢ o— .

DEMOSTRACION. De hecho, se tiene la equivalencia entre las siguientes tres afirma-
ciones:

i) El cuerpo K es algebraicamente cerrado, esto es, K =K,
ii) La aplicacién m anterior es una biyeccién entre K™ y Spm(K[X1,...,X,)]),
iii) Se verifica el Nullstellensatz de Hilbert en K[X7, ..., X,] en la forma siguiente:
Para cada ideal a de K[Xy,...,X,], existe ( € K™ tal que f({) =0, Vf € a,
si y solamente si 1 € a.

Probar que si no se verifica i), no se verifica iii) es evidente. Si un cuerpo no es alge-
braicamente cerrado, siempre hay un polinomio univariado e irreducible que no posee
raices en K (el ejemplo f = X? + 1 € R[X] es cldsico). Ese polinomio define un ideal
propio a = (f) (con 1 ¢ a) y no posee ninguna solucién en K!. Por tanto, iii)== i).

L3p, Ruffini, Sopra la determinazione delle radici nelle equazioni numeriche di qualunque grado.
Memoria del Dottor Paolo Ruffini, pubblico professore di matematica sublime in Modena, uno dei qua-
ranta délia societa italiana delle scienze ec. Coronata dalla societa medesima. In Modena, MDOCCIV.
Presso la societa tipografica. Con Approvazione, 1804.

. G. Horner, Horner, William George (July 1819). A new method of solving numerical equations
of all orders, by continuous approzimation. Philosophical Transactions (Royal Society of London), July
1819,. 308335.
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La implicacién i) = iii) es simplemente el Teorema 2.4.4, dado que todo cuerpo alge-
braicamente cerrado es de cardinal infinito.

De otro lado, ii) = iii). La razon es obviamente la siguiente. En la equivalente de iii)
sélo hay una implicacién, la otra es obvia. La implicacion es la siguiente:

l¢a, = 3CeK", f(¢)=0,Vfeca

Pero si 1 ¢ a, entonces, hay un ideal maximal n de K[X7y,..., X,] que contiene al ideal
a (i.e.a C n). Pero, por ii), todos los tales maximales son de la forma n = m¢, con
¢ € K™". En conclusion, existe ¢ € K" tal que a € m¢. Esto es lo mismo que escribir
f(¢) =0, Vf € ay tendremos la implicacién relevante de iii).

Finalmente, iii) = ii). Si n es un ideal maximal, entonces 1 ¢ n luego, por iii), existe
¢ € K" tal que f({) = 0, Vf € n. Esto es lo mismo que decir n C m¢. Como n es
maximal, entonces n = m¢ y m es suprayectiva. La inyectividad se sigue del hecho de
que dos puntos disntintos de K™ definen distintos maximales m¢, # m¢,. O

OBSERVACION 2.4.21. Una variacién clésica de esta veriséon del Nullstellensatz es el
famoso Teorema de Banach-Stone-Cech-Gelfand-Kolmogorov (y algiin otro autor que,
probablemente, descubirén un resultado andlogo por el camino). Una demostracién del
mismo pude consultarse en [GiJe, 76]. No inistermoes aqui en su historia, pero este
resultado afirma lo siguiente:

TEOREMA 2.4.22 (Banach-Stone-Cech-Gelfand-Kolmogorov). Si X es un espacio
topoldgico compacto, entonces X es homemorfo al espectro mazimal de C°(X).

2.4.5. Nullstellensatz: Rabinowitsch. El “Truco de Rabinowitsch” es el méto-
do descrito por George Yuri Rainich, bajo el peudénimo de J. J. Raboniwtsch, en su
trabajo [Rb, 29]. El resultado es una identificacién entre los ideales del anillo de po-
linomios que son radicales y las variedades algebriacas. Es consecuencia inmediata del
Nullstellensatz y vamos a tratar de recuperarlo.

DEFINICION 5. El radical de un ideal a de un anillo R se define mediante la siguiente
1qualdad:
Va={feR :IneN, f"ca}.

Un ideal a se llama radical si coincide con su radical, i.e. si a = +/a.

Se podria hacer un estudio de propiedades del radical de un ideal, pero nos limitaremos
a reflejar una propiedad como la siguiente:

PROPOSICION 2.4.23. Si a es un ideal de un anillo R, su radical es la interseccion de
todos los primos que le contienen, es decir,

Va=(Yp : p2a, p € Spec(R)},
donde Spec(R) es el conjunto de todos los ideales primos de R.

TEOREMA 2.4.24 (Nullstellensatz: Rabinowitsch trick). Sea K un cuerpo infinito
y K un cuerpo algebraicamente cerrado que le contiene. Consideremos los conjuntos
stguientes:
Rady = {a C K[X1,...,X,] : aesideal,a=a}.
Clig :=={Vk(b) : aesideal de K[Xq,...,X,]}.

La siguiente aplicacion es una biyeccion:

VK : T\’,adK — CZK

b —  Vk(b)

La aplicacion inversa es dada mediante:

IKZ CZK — Radg
V — Ig(V)={feK[Xi,....,X, : f({)=0,V(eV}
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Dicho de otra manera, para cada ideal b de K[X7,...,X,] se verifica

Ix (Vi (b)) = Vb,

mientras

VK(IK(V)) =V, VV € Clk.

DEMOSTRACION. En realidad sélo hay que probar que para cada ideal b de K[X1,. .., X,]
se verifica

Ix (Vk(b)) = Vb.

Y, dado que tenemos que K[X7,...,X,] es noetheriano, basta con que probemos que
dado un conjunto finito de elementos { f1, ..., fs} en K[Xq,..., X,], y dado un elemento
adicional f € K[X;,...,X,], si f se anula sobre Vk(f1,..., fs), entonces, existen m € N
y existen g1, ...,gs € K[Xy,...,X,] verificando:

=g+ 4 g2/

En realidad, técnicamente, el Truco de Rabinowirsch consiste en trabajar en la locali-
zacion K[X1,...,X,]s, pero, para no introducir més lenguaje sofisticado en el curso,
lo haremos sin hablar de esa localizacion.

Para hacerlo de esta manera clésica, introduzcamos una nueva variable X, ;1 y tra-
bajemos en el anillo de polinomios K[X1, ..., X,, X;,+1]. En este anillo de polinomios
consideremos el ideal b’ generado por los siguientes polinomios:

b = (fi,. . foo Xnrf —1).

Dado que f se anula en todos los puntos en los que se anulan simultdneamente f1, ..., fs,
entonces

VK(b/) g Kn+17

es el conjunto vacio, esto es, Vk(b') = 0. Podemos aplicar el Nullstellensatz béasico
(Teorema 2.4.4 anterior) y concluiremos que existen g1, . .., gs, gs+1 en K[ X1, ..., X, 41]
tales que

l=gfi+ - +gfo+gs1(Xnt1f—1).

Ahora reemplazamos la variable X, 11 por % en la expresion anterior, observando que

fi,-.., fs no contienen esa variable, y obtendremos:
2 1 1,1
1:= (Zg,-(xl, X, ?)fi(Xl, . ,Xn)> + gs1 (X1, ..., Xy, ?)(?f -1)
i=1

Es decir, obtenemos la siguiente igualdad (en K[X1,..., X,]f):

(2.4.6) 1:= (Zgi(Xl,...,Xn, })fi(Xl,...,Xn)) .
=1

Sea m una cota superior de los grados de los g;’s con respecto a la variable X,,41.
Entonces, es una mera comprobacion el verificar que:

}) € K[X1,...,X,)].

Por tanto, multiplicando por f™ a la identidad (??) obtendremos:

hi(Xl, e ,Xn) = fmgi(Xl, e ,Xn,

= (Zhi(Xl,...,Xn)f,-(Xl,...,Xn)> €b.
=1

Por tanto, f € Vb y tenemos la afirmacién buscada. O
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COROLLARIO 2.4.25. S K = K es un cuerpo algebraicamente cerrado, el radical y el
radical de Jacobson de todo ideal en K[X1,...,X,] coinciden, es decir, para cada ideal
a de K[Xq,...,Xy,] se tiene:

Va=[{me Spm(K[Xy,...,X,]) : mDa}.

DEMOSTRACION. Un contenido es evidente (C), para el otro, supogamos que f estd
en todos los ideales maximales que contienen a a. Pero los maximales en K[ X, ..., X,)]
estan asociados a puntos. Entonces, si ¢ € Vi(a), entonces m¢ D a y, por tanto, f € me.
Luego f(¢) = 0. Por la versién anterior del Nullstellensatz, concluimos que f € Vb y
la afirmacién queda demostrada. O

OBSERVACION 2.4.26. El Truco de Rabinowitsch, que no es sino una variante del Nulls-
tellensatz, permite introducir un Diccionario Algebra—Geometria que permitird
traducir indistintamente los objetos geométriocs a objetos descriptibles mediante poli-
nomios y reciprocamente. Este es el principio de la Geometria Algebraica y tendra su
influencia en el posterior desarrollo de la Geometria a lo largo de la segunda mitad del
siglo XX y princpios del XXI. Por lo que a nosotros respecta, nos quedaremos con que
esa identificacién existe y la usaremos cuando convenga.



Capitulo 3

El Concepto de Solucion

El concepto de solucién de un sistema de ecuaciones polinomiales no puede tener una
definicién matematica precisa sino, mas bien, una metadefinicion basada en la expe-
riencia histérica. Una pesuo-definicion seria la siguiente. Consideremos un sistema de
ecuaciones polinomiales:

(X1, ., X,) = 0,
(3.0.1) L, X)) =0,

fS(Xla"'aXn) - 07
donde f1,...,fs € K[X1,...,X,].

DEFINICION 6 (Pseudo-Definicién). La resolucion de un sistema de ecuaciones poli-
nomiales multivariadas compo (3.0.1) consiste en una cantidad suficiente de informa-
cion para responder a preguntas relativas al conjunto de las soluciones de esas ecuacio-
nes, capaz de responder a prequntas relativas a ese conjunto.

Obviamente, esto no puede ser una definicién correcta en el contexto matemaético y ne-
cesita de algunas precisiones mas. Como afirmaba S. Lang en su teto clasico [Lng, 72],
el objeto de la Geometria Algebraica consiste en “..la resolucién de sistemas de ecua-
ctones polinomiales multivariadas...”. Lang no era “moderno” en su afirmacion: sim-
plemente retomaba la tradicién clasica de gedmetras de la talla de L. Kroncker, M.S.
Macaulay, O. Zariski o S. Abhyankar, por citar unos nombres. Sin embargo, esto tam-
poco ayuda. De una parte, la Geometria Algebraica estudia los objetos geométricos
asi definidos y, con el tiempo, el objeto de estudio se impuso a su manipulacién, por
lo que no simpre contiene la la referencia a “resolucién”. De otro lado, el estudio de
esos métodos es la fuente y la razén de un curso de Métodos Efectivos en Geometria
Algebraica. En 15 horas y sin una formacién preliminar medio seria en Geometria al-
gebraica y Algebra Conmutativa, sin embargo, es imposible dar una introduccion seria
al campo. A pesar de ello, vamos a hacer un esfuerzo en exponer esos elementos.

Por simplificar, comencemos exponiendo dos preguntas basicas que uno puede enunciar
con respecto a las ecuaciones descritas en (3.0.1) anteriores.

PROBLEMA 5 (Problema de Satisfactibilidad). Decidir si el sistema de ecuaciones
(3.0.1) posee alguna solucion en K™.

OBSERVACION 3.0.1. Este problema se satisfactibilidad tiene variantes que hay que
discutir con cuidado:

i) Si la pregunta se hace en el caso K = Q, el Teorema de Godel-Turing-
Robinson-Matijasievich nos dice que esa pregunta es algoritmicamente inde-
cidible para polinomios cualesquiera. Con ello estamos diciendo simplemente
que no hay algoritmo, ergo no hay método, ergo no haya nada que estudiar en
este curso.

ii) Si el cuerpo K es un cuerpo finito, la pregunta no es sino una verisién polino-
mial del problema SAT del que ya sabemos que es NP-completo y se trata de
la Congetura de Cook. De hecho, si el cardinal de K crece, la pregunta es una
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generalizacion mas sofisticada que la mera conjetura de Cook y se trataria de
un problema central en Teoria de Nimeros.

iii) Si el cuerpo es la clausura algebraica Q de Q y si sabemos, por algiin método
externo, que el conjunto V@(fl, ..., fs) es una variedad abeliana (i.e. es un
grupo, ademas de una variedad algebraica, con alguna operaciéon abeliana,
entonces el problema se denomina la Conjetura de Birch y Swinerton-Dyers.

iv) Si el cuerpo K = R, entonces se trata del Principio de Tarski y es el objeto
de estudio de la Geometria Algebraica Real Efectiva.

Noétese que, en esta afirmacién hemos contemplado el 33 % de las Matemédticas mds
importantes del siglo XXI, segtin el Instituto Clay y el Millenium Prize! . Debemos
decir que, en este curso, no contemplamos el caso real K = R.

PROBLEMA 6 (Problema de Consistencia). Sea K cuerpo y K un cuerpo alge-
braicamente cerrado que contiene a K. Se trata de decidir si el sistema (3.0.1) posee
soluciones en K".

OBSERVACION 3.0.2. Este problema de consistencia hace referencia al Nullstellensatz
del que ya hemos hablado en el Capitulo anterior. No necesairiamente usaremos el
Nullstellensatz para resolver el Problema de Consistencia, pero, al menos, sabemos que
siempre es tratable algoritmicamente.

PROBLEMA 7 (Problema de Resolucién). De nuevo sea K un cuerpo algebraica-
mente cerrado que contiene a K. Sabiendo, por algin medio externo, que el conjunto
de soluciones del sistema (3.0.1) posee soluciones en K", dar una descripcion “usable”
de ese conjunto de soluciones.

En este Capitulo nos ocuparemos, sobre todo del Problema de Resolucién.

3.1. El caso cero-dimensional

Consideremos el ideal a generado por las ecuaciones {f1,..., fs} en K[X1,..., X,]. Y
nos ocupamos de pensar en el anillo cociente

R:=K[X1,...,Xn]/a.

Retomamos una serie de ideas basicas de E. Artin sobre este tipo de anillos, antes de
proseguir.

PROPOSICION 3.1.1 (Anillos de Artin). sea R un anillo. Las dos propiedades siguien-
tes son equivalentes:

i) Toda cadena descendente de ideales se estabiliza, es decir, dada una cadena
descendente de ideales de R:

aOQalg"'QamD"‘

= 9y
existe m € N tal que a,, = a,,,, Yn > m.
ii) Todo conjunto no vacio de ideales de R posee elemento minimal.

Los anillos que satisfacen cualquiera de estas dos propiedades equivalentes se llaman
anillos de Artin o artinianos.

DEMOSTRACION. Acudir a cualquier texto bdsico de Algebra Conmutativa cono
[AtMc, 69]. 0

Los anillos de Artin poseen algunas propiedades interesantes que podemos resumir.
De nuevo, para una demostracién se puede acudir a cualquier texto basico de Algebra
Conmutativa para no iniciados como el [AtMc, 69].

IConsultar http://www.claymath.org/millennium-problems
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PROPOSICION 3.1.2. Si R es un anillo de Artin, el ideal (0) es un producto finito de
ideales maximales. Es decir, existen ideales mazrimales my, ..., mg y enteros positivos
ni,...,n2 € N tales que

(0) = mi! -l

TEOREMA 3.1.3 (Teorema de Akizuki). Un anillo R es artiniano si y solamente si
se verifican las dos propiedades siguientes:

i) R es noetheriano, es decir, todo ideal de R es finitamente generado.
ii) Todo ideal p primo en R es maximal.

Vamos a extraer un sencillo Corolario sobre la estructura de los anillos artinianos a
través del Teorema Chino de los Restos. Recordemos este enunciado:

TEOREMA 3.1.4 (Teorema Chino de los Restos). Sea R un anillo y sea ay,. .., a5
una familia finita de ideales de R. Supongamos que estos ideales son dos a dos co-
maximales, es decir,
Vi, j, i # ] a; +a; = R.
Entonces, el siguiente es un isomorfismo de anillos:
¢: Rfa — [[= (R/a))
r+a — (r4a,...,2+as),

S S
o= (Yo =I]o
=1 =1

De nuevo el resultado es un clasico y una demostracién puede seguirse en cualquier
clasico de Algebra Conmutativa como [AtMec, 69]. Una conclusién casi inmediata es
la siguiente:

donde

COROLLARIO 3.1.5 (Teorema de Estructura de anillos locales de Artin). Todo
anillo de Artin es isomorfo a un producto de anillos locales de Artin. En particular, si

(0) = my™ - mige,

es una descomposicion del ideal (0) de R como producto de ideales mazimales, el si-
guiente es un isomorfismo de anillos:

¢ Rja — [, (R/m")

r+a — (z4+mit,... m),

DEMOSTRACION. Es evidente a partir de las discusiones precendentes. O
Vamos a ver lo que significa el concepto de anillos de Artin en nuestro contexto:

DEFINICION 7 (Ideales Cero-dimensionales). Sea K un cuerpo, K su calusura al-
gebraica, a un ideal en K[Xy,...,X,] y Vk(a) el conjunto de sus soluciones en K™.
Decimos que a es cero-dimensional si Vi(a) es un conjunto finito.

Un conjunto finito de ecuaciones (como las descritas en (3.0.1)) se dice cero-dimensional
st posee un numero finito de soluciones o, equivalentemente, si el ideal a que generan
es cero-dimensional.

El siguiente enunciado caracteriza los ideales y los sistemas de ecuaciones cero-dimensionales:

TEOREMA 3.1.6. Sea K un cuerpo, K un cuerpo algebraicamente cerrado que contiene
a K, {f1,...,fs} un conjunto finito de polinomios en K[Xy,...,X,]. Sea a el ideal
gebnerado por {f1,..., fs} en K[X1,...,X,] ya® el ideal que generan en K[ X1, ..., X,].
Sea Vi(a) el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones (3.0.1) en K'n. Son
equivalentes:

i) El sistema de ecuaciones (3.0.1) asociado a {fi,..., fs} es cero-dimensional.
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ii) El ideal a es cero-dimensional en K[X1,...,X,].

iii) El ideal a® es cero-dimensional en K[ X1, ..., Xy].

iv) El radical \/a es interseccion finita de mazimales de K[X7, ..., Xp,].

v) El radical \/a° es interseccion finita de mazimales de K[X1, ..., Xy].

vi) El anillo K[X1,...,X,]/a es un anillo de Artin.

vii) El anillo K[X1,...,X,]/a® es un anillo de Artin.
viil) El anillo K[X1,...,X,]/va es un anillo de Artin.

ix) El anillo K[X1,...,X,]/v/a" es un anillo de Artin.

x) El anillo K[X1,...,X,]/a es un K—espacio vectorial de dimensidn finita.
xi) El anillo K[X1,...,Xy]/a¢ es un K—espacio vectorial de dimension finita.
xii) El anillo K[X1,...,X,]/v/a es un K—espacio vectorial de dimensidn finita.

xiii) El anillo K[X1, ..., X,]/+/a° es un K—espacio vectorial de dimension finita.

De nuevo dejamos la demostracién para el [AtMc, 69], combinando con el Nullste-
llensatz de Hilbert que hemos discutido en el Capitulo precedente. Pasemoa a describir
algin detalle de lo que significan estos resultados.

En primer lugar, supongamos que V = Vk(a) = Vik(a®) es el conjunto dado por los
elementos siguientes:

V= {Cla"'aC@}?

donde Z = §(V) es el cardinal del conjunto de soluciones. Se denomina grado de V' y
se representa mediante deg(V) = 2. Escribamos R para el anillo K[X,...,X,]/ay
escribiremos K ® g R para K[X7, ..., X,]/a®. Finalmente, escribamos

Rieq := K[X17~ . 7Xn]/\/a,

(K®K R),o := K[X1,...,Xn]/Va"

PROPOSICION 3.1.7. Se dan las siguientes desigualdades e igualdades:

i) Las dimensiones de los espacios vectoriales satisfacen:
dlmK(R) = dimK(K QK R) > 9.

Ademas, como R C K®g R, una base de R como K —espacio vectorial es base
de K®g R como K—espacio vectorial.
i) Las dimensiones de los espaciones vectoriales satisfacen:

dimK(Rred) = dimg ((K QK R)red) = 9.

Ademds, como Rieq € (K@K R),oq, una base de Rieq como K—espacio vecto-
rial es base de (K @k R),.q como K—espacio vectorial.

DEMOSTRACION. La idea clave del asunto es el Teorema Chino de los Restos, junto
al Teorema de Akizuki y el Nullstellensatz. Comencemos con el caso de los anillos sobre
K. Como K® g R es zero-dimensional, esto es, artiniano, podemos usar el Teorema Chino
de los Restos y concluir que hay un nimero finito de ideales maximales my,...,mg y
enteros positivos ni,...,ns € N tales que

S
e .__ n;
a = Hmiz,
i=1

y, ademads, un isomorfismo de anillos:
v: Kog R=K[Xi,...,X,]/a¢ — [, K[Xy,...,X,])/m"

Pero, ademds, el Nullstellensatz nos dice cémo son los ideales maximales de K[ X1, ..., X},].
Son todos de la forma m¢ := (X1 —21,..., X, —2y), donde ¢ := (z1,...,2,) € K". Pero,
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ademds, si ¢ € Vk(a) entonces m¢ 2 a y reciprocamente. Luego los ideales maximales
my,...,mg y los ceros en Vi (a) estdn indenticados. Es decir,

{my,... omg} = {me,...,me, }.

Por tanto, uno puede concluir que

9
e._ n;
a = HmCi ’
i=

y
9
Kok R [[K[Xy,. .., Xu]/mg.
i=1
Viendo que K[X7,...,X,)] /mg’ es un K—espacio vectorial de dimensién al menos 1

tenemos la desigualdad:
dimg(K®g R) > 2.

De hecho, hemos entendido mejor que existe una ligazén entre el anillo K @x R y
las soluciones del sistema de ecuaciones. Al exponente n; se le puede denominar la
multiplicidad de {; como solucién del sistema de ecuaciones que define el ideal a.

Para estudiar R y la relacién entre R y K ® ¢ R, recordemos un sencillo detalle. El
conjunto de todos los monomios es una base de K[Xy,...,X,]. por su parte a es un
subespacio vectorial y claramente, por ser R de dimensién finita, existe una base de R
dada por las clases de equivalencia de un conjunto finito de monomios, es decir, existe
J C N” tal que:

B={X{" X" t+a:p= (1, .. ) €J},

serfa una base de R := K[X7,...,X,|/a. Es (relativamente) facil ver que estos mismos
monomios definen una base de K ® R mediante

K®pg:={X{" Xt +a® : p=(u1,...,00) € J}.

Con ello tenemos la igualdad entre las dimensiones como espacios vectoriales (aunque
con respecto a diferentes cuerpos):

Para la otra igualdad bastara con que observemos que “tomar radicales” significa quitar
exponentes y, por tanto, tendriamos algo como:

7 7

a = Hm’g?’ = a°:= Hm@.
. v .
1= 1=

En particular, el Teorema Chino de los Restos implicara un ispmorfismo de anillos que
es isomorfismo de espacios vectoriales (sobre K) del tipo siguiente:

2

(K ®K R),eq = [[KIX1, ..., Xn]/mg,.
=1

Recordemos, ademds, que los maximales de la forma m¢ tienen la propiedad de dar
isomorfismos de anillos (y, por tanto, de K—espacios vectoriales) del tipo

K[Xl,...,Xn]/mg = K.

Por tanto,

9
(K ®K R),q = [[K[X1,. .., Xn]/me, 2 K7,
=1
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y tenemos la primera igualdad de dimensiones. Usando de nuevo las bases monomiales,
probaremos que

dimK(Rred) = dimK (K XK R)red = @,
y se conluye el enunciado. O

OBSERVACION 3.1.8. Lo importante en este enunciado no es solamente las igualdades
entre las dimensiones, sino, también, cémo son sus descomposiciones y cémo son los
isomorfismos.

3.2. Solucién en el caso cero-dimensional
Usaremos las tres nociones siguientes:

DEFINICION 8 (Solucién simbélico-algebraica). Sea K un cuerpo y K un cuer-
po algebraicamente cerrado que le contiene. Dado un conjunto finito de ecuaciones
{fi,.-, fs} C K[Xq,...,X,] definiendo un sistema cero-dimensional. Una solucidon
simbdlico-algebraica del sistema (3.0.1) asociado a {f1,..., fs} es una descripcion de
los anillos cocientes:

K[X1,...,Xn]/a, K[X1,...,Xp]/a.

DEFINICION 9 (Solucién algebro-geométrica (o intrinseca)). Sea K un cuerpo
y K un cuerpo algebraicamente cerrado que le contiene. Dado un conjunto finito de
ecuaciones {f1,..., fs} € K[X1,...,Xy] definiendo un sistema cero-dimensional. Una
solucidn intrinseca del sistema (3.0.1) asociado a {f1,..., fs} es una descripcion de los
anillos cocientes:

K[X1,...,Xa]/Va, K[X1,...,X,]/Va"

DEFINICION 10 (Solucién numérica). Sea Q C K un cuerpo y K = C el cuerpo
de los co,plejos. Dado un conjunto finito de ecuaciones {fi,..., fs} C K[X1,...,X,]
definiendo un sistema cero-dimensional. Una solucién numérica del sistema (3.0.1)
asociado a {fi,..., fs} es una descripcion de algunos puntos {z1,...,2s} € C™ que
“aproziman” la variedad Ve (a).

El objetivo del resto del Capitulo consiste en reflexionar céono se pueden hacer esas
descripciones y qué relaciones hay entre ellas. Asi, estudiaremos:
i) Mediante Bases de Grobner—Hironaka.
ii) Descripcién “a la Macaulay”.
iii) Descipricén ” a la Kronecker”.
iv) Descripcién mediante la forma de Cayley-Chow.
v) Descripcién a través de ceros aproximados (“a la Shub-Smale”).

3.3. Descripciéon Simbdlico-algebraica: caso cero-dimensional

Tomemos un ideal cero-dimensional a del anillo de polinomios K[X7,...,X,] y anali-
zamos la doble naturaleza del anillo cociente:
R:= K[Xy,...,X,]/a.
Este anillo contiene dos ingredientes:
i) Su naturaleza de espacio vectorial de dimensién finita sobre K.
ii) Su naturaleza de anillo.

DEFINICION 11 (Homotecia definida por un elemento). Con las notaciones ante-
riores, sea g € K[X1,...,X,]| un polinomio adicional. Se denomina homotecia de razén
g al endomorfismo de K—espacios vectoriales:

ng: R — R
h+a — gh+a.



3.3. DESCRIPCION SIMBOLICO-ALGEBRAICA: CASO CERO-DIMENSIONAL 49

Las propiedades elementales de estas homotecias son las siguientes:

PROPOSICION 3.3.1. Con las notaciones anteriores, sean g1,q1 € K[X1,...,X,] y sea
B una base de R como K—espacio vectorial y supongamos que el primer elemento de
la base B es el elemento 1 4 a. Se tiene:

Ng1 © Mgy = Tg2 © Ng1 = Nlgiga = Mgag1 -

Ng1 © Nga = MNgi1+g2-

Entonces, para todo g € K[X1,...,Xy,] se tiene:

Ng = g(Nx1,- -1 1x,)-

v) Denotemos por My la matriz del endomorfismo ng en la base 8. Entonces, la
primera columna de la matriz M, con las coordenadas de g en la base (3.
vi) Las matrices verifican las siguientes propiedades obvias:

Mgl + M92 = Mgz + Mg1 = M91+92'
M91M92 = M92M91 = Mg1g2-
My=0+=g¢€a

vii) My = g(Mx,,...,Mx,).
vili) Los valores propios de la matriz My son los valores

{g(<1)a s 79(C9)}a

donde V(a) = {(1,...,(a}.
ix) El determinante de la matriz My verifica:

det(Mg) == H Q(C)N<a
CEVk(a)
donde N¢ € N es una cantidad que depende de la mutiplicidad de ¢ con respecto
al ideal cero-dimensional a.

DEMOSTRACION. Es un ejercicio de mera comprobacion. O

DEFINICION 12 (Resolucién simbdlico-algebraica “a la Macaulay”). Dado un
ideal cero-dimensional a en K[X1,...,X,] llamaremos resolucion simbdlico-algebraica
“a la Macaulay” del ideal a a la siguiente informacion:

i) Una base B del anillo cociente K[X1,...,Xy]/a como K—espacio vectorial
finitamente generado y tal que su primer elemento es 1 + a.

ii) Las matrices Mx,, ..., Mx, de las homotecias nx,,...,nx, en la base B an-
terior. A dichas matrices se las denomina los tensores de multiplicacién del
anillo cociente K[X1,...,X,]/a.

OBSERVACION 3.3.2. Es importante observar que, en el apartado i), estamos hablando
de una base de R := K[X},...,X,]/ayno de una base de K& R := K[X,..., X,,]/a°.
La razoém es la siguiente. De una parte, el enunciado precedente Teorema 3.1.6 nos dice
que las bases de R como K —pesacio vectorial son también base de K ®x R como
K—espacio vectorial. Con lo que calculando unas tenemos algunas de las otras. De otra
parte, usualmente, el cuerpo K es un cuerpo computable como, por ejemplo, los cuerpos
primos o locs cuerpos finitos. Es decir, podemos pensar que K := Q o K := [y, con
q = p", p € N primo. De otro lado, K es un cuerpo algebraicamente cerrado que contiene
a K (no siempre la clausura algebraica). La clausura algebraica de K es computable
(no lo demostraremos), pero, en otros casos, K puede ser directamente un cuerpo no
computable. El ejemplo méas simple seria suponer K = Q y K = C. En este caso,
manejar un espacio finitamente generado sobre C es directamente no computable, salvo
porque podemos manejar sus propiedades a través de la base de R como Q—espacio

Seannx,,...,Nx, las hotecias definidas por los elementos X1, ..., X, € K[X1,...
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vectorial y sabemos que también es base de C®g R como C—espacio vectorial. Lo mismo
se puede decir del manejor de las matrices M, que pueden ser vistas sobre K, pero sus
valores prpios, su forma candnica de Jordan podria leerse sobre K y eso es importante
a la hora de obtener informacién sin necesidad de calcularla de manera explicita.

Dos preguntas bésicas a partir de esta nocién de solucién son jcémo se puede usar?
y icémo se calcula?. Aqui vamos a analizar como se usan y en le Seccién siguiente
daremos un algoritmo para ver cémo se pueden calcular en algin caso, en el que la
base f es una base monomial (i.e. formada por las clases médulo a de algunos de los
monomios).

3.3.1. Problema de Pertenencia al ideal. Dado un ideal cero-dimensional
aen K[X1,...,Xy] y un polinomio adicional ¢ € K[Xj,...,X,] queremos decidir si
g € a. Para ello, observamos que son equivalentes:

i)gea,
ii) La matrzi My = 0,
ili) La primera columna de la matriz M, es cero.

InpPUT:
= La lista 8, Mx,,...,Mx, dada por la base y los tensores del anillo cociente
K[Xy,...,X,]/a.
» Un nuevo polinomio g € K[Xo,..., X,].

Eval Q(MX17 .. .,Mxn) = Mg
OuTPUT: Aceptar sii la primera columna de M, es indénticamente cero.

3.3.2. Problema de Pertenencia al radical del ideal. Dado un ideal cero-
dimensional a en K[X7,...,X,] y un polinomio adicional g € K[X1,...,X,]| queremos
decidir si g € v/a. Para ello, observamos que son equivalentes:

i) g € a,

)

ii) La matriz My = 0 es nilpotente,

iii) El polinomio minimo de M, es del tipo T*.
)

iv) El polinomio caracteristico de My es TP, donde D = dim(K[X7,..., X,]/a).

INpPUT:
= La lista 8, Mx,,..., My, dada por la base y los tensores del anillo cociente
K[Xy,...,X,]/a.
» Un nuevo polinomio g € K[Xo,..., X,].

Eval g(Mx,,...,Mx,) = M,
Hallar el polinomio caracteristico

Xo(T) = det(TIdp — M,) € K[T].

OuTPUT: Aceptar sii x4(T) =TP.
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3.3.3. Problema de Consistencia (una ecuacién adicional). Dado un ideal
cero-dimensional a en K[X1,...,X,] y un polinomio adicional g € K[X7,...,X,] que-
remos decidir si

3¢ e K", ¢ € Vk(a) Ag(¢) =0.
Para ello, observamos que son equivalentes:

i) A e K", ¢ € Vk(a)Ag(¢) =0,
ii) La matriz My, = 0 posee un valor propio nulo.
iii) det(M,) = 0.

InpPUT:
= La lista 8, Mx,,..., My, dada por la base y los tensores del anillo cociente
K[Xy,...,X,]/a.
» Un nuevo polinomio g € K[Xo,..., X,].

Eval Q(MX17 .. .,Mxn) = Mg
Hallar det(M,) € K.
OuTpUT: Aceptar sii det(My) = 0.

OBSERVACION 3.3.3 (Ventajas e inconvenientes). La tinica ventaja obvia es que el
tipo de preguntas (y otras similares) se pueden responder de manera natural usando un
poco de algebra lineal. La desventaja es la dimensén posiblemente elevada del espacio
vectorial D, que nos obliga a trabajar con matrices de altisima dimension.

3.4. Bases de Grobner

Los métodos de bases de Grobner pertenecen a la clase de métodos de reescritura: Los
métodos puramente sintacticos, también llamados de reescritura, son los métodos mas
sencillos de comprender y de implementar y es por éso que son los mas difundidos. Des-
graciadamente son también los mas ineficaces, teniendo un comportamiento intratable
y generando bloqueos en los ordenadores donde se ejecutan estos algoritmos.

Por otro lado, son los métodos mas implementados en los paquetes de software simbdlico
y no requieren altos contenidos de matematicas para ser entendidos.

Las referencia bésicas serd el [CoLiOS, 97] y, si se quiere, el capitulo que dedican J.
von zur Gathen y J. Gerhard en su libro [vzGGe, 99]. El texto mas completo para
entender las bases de Grobner, es el excelente libro [BeWe, 93]. Un texto de gran
interés es el manuscrito de M. Lejeune—Jalabert, [Le, 84| donde se explican bien las
nociones de base estandard y base de Grobner. Se da una buena demostracién del
Teorema de Bézout en el caso interseccién completa proyectiva.

3.4.1. Ordenes Monomiales. La motivacién principal de la introduccién de
bases de Grobner es la ausencia de un algoritmo de division euclidea en el anillo de
polinomios muiltivariados con coeficientes en un cuerpo K[X1,..., X,]. En particular,
los ideales de este anillo de polinomios no son principales y tampoco disponemos de
un algoritmo de Euclides para el célculo del maximo comin divisor?. La observacién

2Mejor dicho, disponemos del algoritmo de divisién (siempre que el divisor sea un polinomio méni-
co con respecto a una de las variables), y de la nocién de maximo comun divisor (por el Lema de
Gauss, K[X1,...,Xn] es un dominio de factorizacién tnica) pero ni la una ni el otro tienen las buenas
propiedades que tenian en el caso univariado.
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fundamental de H. Hironaka?® en este contexto es que :La divisién euclidea funciona por
disponer N de un buen orden compatible con el producto de polinomios. Esta observacién
permitird extender la divisién euclidea (de una manera menos perfecta) al anillo de

polinomios en varias variables K[X7, ..., X,]. Lo haremos del modo siguiente :
Dado a := (aq,...,a,) € N® denotaremos el MoNoMIO de multigrado « en las variables
Xi,...,X, al elemento

@ aq «
X% = X" X
Llamaremos ¢RADO del monomio X< al nimero natural :

lal ==a1 + - +a, e N".

El conjunto de los monomios define una base de K[Xj,...,X,] como K—espacio vec-
torial.
Dado un polinomio f € K[Xj,...,X,] existen un subconjunto finito no vacio I C N"
tal que :
f = Z GQXQ’
ael

donde a, € K. Los elementos de la forma a, X%, con a, € K \ {0} se denominan
TERMINOS del polinomio f. El elemento o se denomina EXPONENTE del término a,X*.
Ténicamente, esta representacion de polinomios como combinacion lineal de monomios
se enomina REPRESENTACION DENSA DE LOS POLINOMIOS.

8.4.1.1.  La Nocion de Orden Monomial. Por lo anterior, tenemos identificado N"
con los monomios en las variables X1, ..., X,,. Ademads, la operacién suma + sobre N"
estd identificada con la operacién producto de monomios. Por tanto, podemos estudiar
relaciones de orden sobre el conjunto de monomios en K[Xj,...,X,] mediante las
relaciones de orden sobre el monoide conmutativo (N, +). Las relaciones de orden
buscadas han de ser compatibles con la operacién del monoide. Esto es lo que se destaca
en la siguiente nocién :

DEFINICION 13. Una relacion de orden < en N™ se denomina un orden monomial si
sevrifica las siguientes propiedades :

i) La relacion < es un buen orden en N", ésto es, todo subconjunto no vacio de

N™ posee minimo.
ii) Dados o, 8,y € N", se tiene :
Si a < B, entonces a+vy<B47.

iii) El elemento 0 := (0,...,0) es el minimo de N".

Obsérvese que la propiedad i) es la compatibilidad del orden con el producto de mo-

nomios.
3.4.1.2.  Los ejemplos cldsicos de drdenes monomiales.

= EL OrRDEN DE N : Es el orden usual asociado a los algoritmos de divisién euclidea

en K[X].
= LEXICOGRAFICO : Es el orden dado por el orden lexicografico. Viene dado en
los términos siguientes : Dados a = (ai1,...,ayn),08 = (B1,...,0n) € N

diremos o <pje; B si y solamente si se verifica la siguiente propiedad : existe
j€e{1,...,n}, tal que

3De hecho, el introductor de las bases de Grébner fue Hironaka en su famoso trabajo de 1964 que
la valié la medalla Fields sobre resoluciéon de singularidades. H. Hironaka llamé a estas bases “bases
standard” y demostré el Teorema de Divisiéon que veremos mas adelante. El algoritmo de cédlculo de
bases standard (o de Grobner) es debido a B. Buchberger. El trabajo al que hacemos referencia en
realidad son dos articulos aparecidos en el Annals : H. Hironaka, Resoluction of Singularities of an
Algebraic Variety over a Field of Characteristic Zero. Annals of Math. 79 (1964), I : 109-203, 1T :
205-326.
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= GRADUADO LEXICOGRAFICO : Consiste en anadir el grado al orden plex. Con
las anteriores notaciones, diremos que o <gi¢; B si y solamente si se verifica :
o bien |a| < |B| o bien |a| = |B] ¥y a <piex O
= GRADUADO REVERSO LEXOCOGRAFICO 4 : Con las mismas notaciones diremos
que que & <yepgriex [ iy solamente si se verifica : o bien [a| < |3] o bien
o bien |a| = |f] y existe j € {1,...,n} tal que a; = B; para todo i tal que
jH1<i<nya;<p
Antes de concluir, introduzcamos un poco méas de notacién sobre la representacién
densa de polinomios f € K[Xj,...,X,]. Supongamos fijado un orden monomial <
sobre N :

i) GrRADO DE f : deg(f) es el méximo de los grados de sus términos.
ii) MULTIGRADO DE f : md(f) es el maximo de los multigrados de los términos de
f para el orden monomial < fijado.
iii) TERMINO DIRECTOR DE f : LT(f) es el término de f cuyo multigrado coindice
con el multigrado de f
iv) COEFICIENTE DIRECTOR DE f : LC(f) es el coeficiente del LT'(f).

3.4.2. Division de Hironaka. Es el resultado crucial para entender las bases de
Grobner. En principio, petende ser un andlogo a la divisién euclidea. Veremos después
doénde se encuentran las diferencias y cémo podemos disenar algoritmos que arreglen las
dificultades subyacentes. Supongamos que disponemos de un orden monomial < sobre
N" ya fijado en esta Subseccién.

Comenzamos definiendo el ESCALON asociado a un exponente monomial o € N. Se define
mediante :

E(a):=a+N'={a+p : fe€N"}.
Obsérvese que el escalén FE(a) es el conjunto de multigrados de todos los monomios
que son divisibles por X<.
Fl resultado principal se expresa mediante el siguiente enuniciado conocido como Divi-
SION DE HIRONAKA :

TEOREMA 3.4.1 (Divisién de Hironaka). El siguiente Algoritmo realiza la tarea siguien-
te :
Dados f1,...,fr € K[X1,...,Xy], y dado g € K[X1,...,X,]. Supongamos

a; ==md(f;), 1<i<nr.
Definamos los conjuntos de multigrados :
Ay = E(ay),
Az = E(ap) \ A1,

Az = Blag) \ (A1 As),

r—1
Ar:=E(a,)\ | [JAi ],
i=1

i=1

4No se trata de un orden obtenible mediante los anteriores y una permutacién de las variables.
Debe sefialarse que, a pesar de lo extrano de su definicién, suele ser el orden que mejor se comporta
en la ejecucion del algoritmo de calculo de bases de Grobner. No se sabe muy bien el porqué de este
fenémeno con este particular orden monomial.
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El algoritmo anterior genera polinomios g1,...,g9r,h € K[X1,...,X,] tales que se sa-
tisfacen las siguientes propiedades :
i) Para cada i, 1 < i <r, los términos del polinomio g; tienen multigrado en A;,
ii) Los términos del polinomio h tienen multigrado en A,
iii) Se wverifica la siguiente igualdad :

g=qnh+ - +g-fr+h

iv) Los polinomios g1, ..., g, verificando las anteriores propiedades son unicos y
se denominan cocientes de la divisson de Hironaka.
v) El polinomio h es 1inico y se denomina resto de la division de Hironaka.

El algoritmo al que hace referencia este enunciado es el siguiente :

INPUT ¢ f1,..., fr,9 € K[X1,...,X,].
g:=0,...,9.:=0,h:=0
p=g
while p # 0 do
=1
div:=FALso
while ¢ < r y div:=FaLso do
if LT(f;) divide a LT (p) then
gi = gi + LT(p)LT(fi) ",
p:=p—LT(p)LT(fi)"" fi

div:=TRUE
else

h:=h+ LT(p)

p=p—LT(p)

fi
od
od
OUTPUT : g1,---,9r, h

Dada una lista F' := [f1,..., f;] de polinomios y dado g € K[X1,...,X,] al resto de la
divisién de Hironaka de g por F' se le denota NormF (g, F') y se le denomina también
Forma Normal de g con respecto a F'. Observe el lector que, conociendo los conjuntos
Ai,...,A,, A el anterior algoritmo consiste simplemente en resolver un sistema de
ecuaciones lineales.

3.4.3. Calculo de Bases de Grobner. Volviendo al contexto histérico, si bien
H. Hironaka introdujo las bases standard de un ideal, en 1965 y de modo independiente,
B. Buchberger introduce las bases de Grobner en su tesis °. El nombre de bases de
Grobner es en honor del director de tesis de B. Buchberger (W. Grobner). Sin embargo,
lo importante en el trabajo de B. Buchberger no es quién introdujo las bases de Grébner

5B. Buchberger. “Ein Algoritmus zum Auffinden der Basiselemente des Restklassenringes nach
einen nulldimensionallen Polynomideal”. Tesis Doctoral, Universidad Leopold-Franzens, Innsbruck
(1965). Posteriomente publicé varios trabajos, un tanto minimalistas sobre su algoritmo. Nétese que
trata el caso cero —dimensional solamente, aunque luego se extendié al caso general de manera obvia.
Sus trabajos iniciales sobre el tema estdan mal publicados y no muy bien redactados. Habra que esperar
a su trabajo de 1985 para que B. Buchberger reescriba lo que quiso decir en su tesis. para entonces,
una gran cantidad de cientificos de todo el mundo, esencialmente provenientes del mundo de la Teoria
de las Singularidades, habian caido sobre el tema y habian aportado su grano de arena. El trabajo
de Buchberger de 1985 es el trabajo “Grobner Basis : An Algorithmic Method in Polynomial Ideal
theory”. En Multimdimensional Systems Theory , Mathematics and its Applications 6, Reidel (1985)
184-232.
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(asunto éste que ha levantado més de una ampolla) sino que B. Buchberger es el primero

que muestra un algoritmo de cdlculo de bases de Grobner de un ideal a partir de un

sistema de generadores dado. Este es el mérito esencial de B. Buchberger.

El problema principal que tratan de resolver las bases de Grobner es el siguiente :
3.4.3.1.  Problema de Pertenecia a un Ideal. Dado un ideal (fi,...,fr) por sus

generadores y dado g € K[X1,...,X,] decidir si g € (f1,..., fr)-

Retomemos el algoritmo de Euclides para el caso univariado n = 1 y tratemos de

observar cémo el algoritmo de Euclides justamente resuelve ese Problema en el caso

univariado.

= Si el ideal es dado por un sélo generador fi; basta con hallar el resto de la
divisién euclidea de g por fi. El polinomio g estd en (f1) si y solamente si ese

resto es 0.

= Si el ideal es dado por varios generadores (fi,..., fr) existe un generador
especial del mismo ideal : el mdzximo comun divisor de fi,... fr. Sea h ése
méximo comun divisor. Entonces, (fi,...,f,) = (h) y decidir si g estd en
(f1,.-., fr) se reduce al caso de un sélo polinomio mediante el algoritmo de
Euclides.

En el caso multivariado las cosas no son tan sencillas :

i) Los ideales de K[X}, ..., X,] son finitamente generados, pero no siempre (de
hecho casi nunca) son principales.

ii) Existe una nocién de méximo comun divisor en K|[X1,...,X,] por ser este

anillo un dominio de factorizacién unica (Lema de Gauss) pero este maximo
comun divisor no tiene las mismas buenas propiedades que en el caso univa-

riado.
Por tanto, dado (f1,..., f.) se trata de buscar un sistema de generadores del mismo
ideal (g1,...,9s) = (f1,--., fr) que tengan las buenas propiedades del méximo comuin

divisor en el caso univariado. Esto son las bases de Grdbner. Supongamos, desde ahora,
que tenemos fijado un orden monomial < en N”,

DEFINICION 14. Sea I := (f1,..., fr) un ideal de K[X1,...,X,]. Una base de Gréobner
para I es todo subconjunto finito G := {g1,...,gs} verificando las siguientes propieda-
des :

1) (gla"'vgs) = (fla"'vf?“) Y,
ii) Para todo polinomio g € K[X1,...,Xy,] se tiene g € I si y solamente si

NormF(g,G) =0,

donde NormF (g, G) es el resto de la division de Hironaka de g por el conjunto

G.

Obsérvese que la segunda propiedad (afirmacién ii)) hace de una base de Grobner
algo muy préximo al maximo comin divisor (con las debidas precauciones). No todo
sistema generador de un ideal es base de Grobner, asi que el esfuerzo ltimo consiste en
desarrollar algoritmos tales que dado un ideal por sus generadores, podamos calcular
una base de Grobner del ideal. Exactamento éso es lo que hace el ALcoriTMO DE B.
BUCHBERGER que describimos a continuacion.

Comencemos por definir el S—polinomio de dos polinomios dados : Sean f,g € K[X7,...
y supongamos

md(f) = a:=(a,...,an),

md(g) : é (1--,ﬁn)
de

llamaremos el minimo comin multiplo de o y ﬁ al elemento

LCM(OZ ,B) (’Ylaafyn)v

, X
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donde :
vi == maz{a;, B;}, 1 <i<n.

Noétese que X7 es justamente el minimo comtn miultiplo de los monomios X% y X 8,
Por tanto, los términos directores de f y g dividen a X2. Con ello tiene sentido definir
el S—polinomio de f y g mediante :

Xx Xx
S(f,9) = 7 (f)f A
La propiedad fundamental del S—polinomio es que el multigrado de S(f, g) es estric-
tamente menor que el multigrado de X2 con lo que se gana “algo” al calcularlo. Con
esta sencilla idea como instrumento, B. Buchberger introduce el siguiente algoritmo
que no es sino una versién de la eliminaciéon Gaussiana con matrices de un tamafio
desmesurado.

TEOREMA 3.4.2 (Buchberger). El siguiente algoritmo calcula una base de Grobner del

ideal (f1,..., fr)-

InpuT : F:=[f1,..., fr] (una lista de polinomio que generan el ideal I).
G:=F
while G’ # G do

G =G

Para cada par (f,g) en G’ hacer
S := NormF(S(f,9),G").
if S # 0 then G := GJ{S} (anadir S a G)
else siguiente par.
fi
od
Ourput : G

Habitualmente, las bases de Grobner contienen una informacion desmesuradamente
grande y conducen a polinomios de un tamano tal que bloquean las computadoras.
Discutiremos este aspecto mas adelante. De todas formas, ha habido algunos intentos de
buscar una unicidad de las bases de Grobner imponiendo la condicién de reduciblidad.
Veamos cémo hacerlo.

DEFINICION 15. Una base de Gréobner G .= {g1,...,gs} de un ideal se denomina redu-
cida si verifica :

Vi, 1 <i<s, NormF(g;,G\{gi}) = gi-

El algoritmo obvio permite transformar una base de Grobner de un ideal en una base
de Grébner reducida. Ademas se tiene la propiedad siguiente :

TEOREMA 3.4.3. Para un orden monomial fijado, todo ideal posee una unica base de
Grobner reducida.

3.4.4. Aplicaciones de las bases de Grobner. Seria el tipo de preguntas que
se puede calcular mediante bases de Grobner. Por ejemplo,
3.4.4.1.  El Problema de Pertenencia a un Ideal. Dado un ideal por sus generado-
res (f1,..., fr) , dado un polinomio g € K[Xj, ..., X,], elijamos un orden monomial <
en N". Hallemos una base de Grobner G de ese ideal se tiene :
g pertenece al ideal (f1,..., f;) si y solamente si NormF(g,G) = 0.



3.4. BASES DE GROBNER 57

3.4.4.2.  El problema de Consistencia. Recuperamos el Nullstellensatz de Hilbert
para resolver el Problema de Consistencia :

TEOREMA 3.4.4. Dados fi,...,fs € K[X1,...,X,] el sistema de ecuaciones polino-
miales

filXe,...,X,) = 0

(3.4.1) : P
fs(X1,...,X,) = 0

posee solucion (x1,...,x,) € K" si y solamente si para un orden monomial cualquiera,
la base de Grébner reducida del ideal es {1}.

3.4.4.83.  El Problema de Pertenencia al Radical. Esencialmente se trata de una re-
duccion al Problema de Consistencia a través del “truco” de J.L. Rabinowitz. Insistimos
en la idea:

LEmA 3.4.5 (J.L. Rabinowitz, 1930). Sea F :=[f1,..., fs] € K[X1,...,X,]® una suce-
sion de polinomios. Sea g € K[X1,...,X,] un polinomio adicional y sea V(F) C K" el
conjunto de ceros en K™ de los polinomios en la familia F. Sea a C K[X1,...,X,] el
ideal generado por los polinomios que aperecen en F'. Son equivalentes :
i) g € Va,
ii) g(z) =0, para todo x € V(F),
iii) Dada una nueva variable Y y dado el ideal

b:=a+(Yg—1) CK[Xy,...,X,,Y],
el ideal b es el ideal trivial.

El enunciado indica claramente cémo debe diseniarse el algoritmo que resuelva este
problema.

3.4.4.4. Resolucion en el Caso Cero—dimensional. Recuperamos aqui el analisis
de los problemas de resolucién de ecuaciones polinomiales en el caso cero—dimensional
descritos en el Capitulo ?77.

LEMA 3.4.6. Sea dado un sistema de ecuaciones polinomiales F := [fi,...,fs] €
K[Xi,...,X,]° que genera un ideal a. Sea V(F) C K" el conjunto de sus ceros co-
munes. Sea G := {g1,...,9-} una base de Grobner de a con respecto a ese ideal y
sea

T
EXP(a) := (U EXP(g;) + N") .
i=1
Entonces, el conjunto de los monomios :
[''={X": yeN"\ EXP(a)},
es una base del cociente
K[X1,...,Xy]/a,
como K —espacio vectorial. En particular, V(F) es cero—dimensional si y solamente si
N"\ EXP(a) es un conjunto finito.

TEOREMA 3.4.7. Con las condiciones del Lemma anterior, si V (F') es cero—dimensional,
para cada polinomio g € K[ X1,...,X,], la matriz del endomorfismo ng en la base mo-
nomial definida por la base de Grobner de a Tiene por columna i—ésima las coordenadas
en la base I' de los polinomios

NormF(9X2Y, G),

donde X7 es el i—ésimo monomio de la base monomial I.

El resto de los andlisis puede hacerse mediante lo discutido en la seccién precedente.



58 3. EL. CONCEPTO DE SOLUCION

3.4.4.5.  Cdlculo de la Calusura Zariski de la Proyeccion. Retomemos el Teorema
Fundamental de la Teor1a de la Eliinacién, usando la nocién de contraccion de un ideal.

TEOREMA 3.4.8 (Teorema Fundamental de la Teorfa de la Eliminacién). Sea a un ideal
de K[X1,...,X,] y sea V(a) C K" el conjunto algebraico que define. Sea a° el ideal
contraccion de a al anillo de polinomios

a“:=anNK[Xy,...,X,]
Sea w : K" — K" la proyeccion dada mediante :

(X1, .., xp) = (21, .., ).

Entonces, la clausura Zariski de w(V (a)) es, justamente, V(a®). Mds ain, si a es un
ideal homogéneo, se tiene la igualdad m(V (a)) = V(a®).

TEOREMA 3.4.9. Sea a un ideal de K[X1,...,X,] y sea V(a) C K" el conjunto alge-
braico que define. Sea G una base de Gréobner de a con respecto a un orden monomial
tal que X7 > Xo > --- > X,,. Sea a¢ el ideal contraccion

a“:=anN K[ Xki1,...,Xn]

Entonces, G¢ := G N K[Xk41,...,Xn] es una base de Grébner de a® para el orden
monomial inducido en K[Xji1,...,Xn] por el orden monomial de K[X1,...,Xy,].

Los algoritmos para el calculo de la clausura Zariski de la imagen de un conjunto
algebraico por una aplicacién polinomial se siguen de manera obvia, como el calculo de
la clausura Zariski de la proyeccion del grafo de una aplicacién polinomial.

3.4.5. Complejidad de las bases de Grébner. Por lo visto en las Secciones
anteriores, las bases de Grobner tienen dos propiedades esenciales que justifican su
“popularidad” entre los programadores :

i) Las bases de Grobner disponen de un algoritmo de construccién de sencillo
aspecto (i.e. cualquier programador con un bajo nivel de conocimiento en
Algebra puede tratar de programarlas).

ii) Las bases de Grobner preservan mucho de la ideologia subyacente al pensa-
miento de D. Hilbert, E. Noether y W. Krull (i.e. al Algebra Conmutativa)
por lo que, fiacilmente, se adaptan a sus aplicaciones en Geometria Algebraica.

Esta popularidad de las bases de Grobner ha hecho que sean el método de eliminacién
maés difundido en el universo de la ensefianza del Algebra Conmutativa y que perma-
nezcan como un ingrediente de aspecto teérico muy reconocido. Sin embargo, pocos son
los casos de aplicacién donde verdaderamente se usan las bases de Grobner. La razén
hay que buscarla en problemas de eficacia o complejidad. En este sentido, un resultado
de E. Mayr y A. Meyer de 1982 supuso un duro golpe que marca tanto el zénit como
el declive de las bases de Grobner por sus aplicaciones.

Ya se venia observando una cierta dificultad en la ejecucién de los algoritmos basados
en bases de Grobner una vez implementados : tipicamente acababan consumiendo toda
la memoria del ordenador y pocas veces daban respuestas a los problemas planteados.
Este fenémeno se vera facilmente en la préactica sobre bases de Grobner propuesta.
Dejaremos simplemente constancia de los resultados principales de Mayr y Meyer

El primer dato relevante, es la construccion de un famoso ejemplo de sistema de Thue
para semi—grupos abelianos que permite deducir lo siguiente con respecto al Problema
de Divisién :

6E. Mayr and A. Meyer, The complexity of the word problem for commutative semigroups. Ad-
vances in Math. 46 (1982), 305-329. Véase también el trabajo posterior de E. Mayr, Membership in
Polynomial Ideals over Q Is Exponential Space Complete. In Proceedings of the 6th Annual Symposium
on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS’89) (1989), 400-406.
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TEOREMA 3.4.10. Dados k,d € N,d > 5,n := 10k,ezisten Py, ..., Pyy1 polinomios en
Z| X1, ..., X, tales que deg(P;) < d, X1 — X,, estd en el ideal (Py,...,Py+1) y tales

que st
n+1

X1 —Xp = Zgipia
=1

entonces o
maz{deg(g;)} > (d —2)* .
En particular, cualquier algoritmo que resuelva el problema de Division requiere tiempo

doblemente exponencial en el numero de variables.

Sobre la base de este ejemplo se hicieron varios desarrollos posteriores. Por ejemplo, el
siguiente es un resultado de E. Mayr :

TEOREMA 3.4.11. El Problema de Palabra de Semi—grupos conmutativos es equivalente
al Problema de Pertenencia a un ideal y ambos son EXPSPACE-completos.

En otras palabras, el espacio necesario para calcular una base de Grobner es expo—
polinomial y esta cota no se puede mejorar.

Varios autores trabajaron atin més las reflexiones de A. Meyer y E. Mayr. Entre ellos
cabe citar a D. Bayer y M. Stillman’, M. Demazure® y C.K. Yap®
El trabajo de C.K. Yap nos permitira cconcluir el siguiente resultado :

TEOREMA 3.4.12. Existen algoritmos que calculan bases de Grébner en tiempo doble-
mente exponencial en el numero de variables. Pero también existen ejemplos de ideales
en los que toda base de Grobner contiene al menos un polinomio de grado doblemen-
te exponencial en el numero de variables. Por lo tanto, la cota de tiempo no puede
mejorarse.

Este defecto notable hace de las bases de Grobner un procedimiento de casi nula uti-
lidad. Si acaso, en el caso cero—dimensional, usando algoritmos alternativos (véase la
propuesta de D. Lazard en 10) se podrian obtener bases de Grébner en tiempo d"’. Este
es el algoritmo subyacente a los trabajos de programaciéon de J.C. Faugére conocidos
como GB y FGB.

Por ultimo debe senalarse que, a pesar de los graves inconvenientes de la utilizacién de
bases de Grobner, quedan muchos investigadores de la comunidad cientifica internacio-
nal apegados al sueno de comprenderlas e investigando por ver si consiguen resolver su
dificultades. De otro lado, la sencillez de la nocién y de los algoritmos subyacentes hace
que exista un apego a la nocién y que siga programandose en las librerias de software
como Maple, MAGMA, MACALAY o Cocoa.

D. Bayer, M. Stillman, On the complexity of computing syzygies. J. of Symb. Comput. 6 (1988),
135-147.

SM. Demazure, Le monoide de Mayr y Meyer. Notes informelles de Calcul Formel, Ecole Polytech-
nique ,1984.

9Chee K. Yap, A New Lower Bound Construction for Commutative Thue Systems with Applica-
tions. J. of Symb. Comput. 12 (1991) 1-27.

10p, Lazard, Résolution des systémes d’équations algébriques, Theor. Comp. Sci. 15 (1981), 77-110.






Capitulo 4

Resolucion algebro-geométrica en el caso cero-dimensional

4.1. Unos pocos Ejemplos para Reflexionar

Retomamos la resolucién discutida en el Capitulo precedente con varios ejemplos. Todos
ellos son dados a partir de ecuaciones cuadraticas.

EJjempPLO 4.1.1 (La multiplicidad aumenta la dimensién). Consideremos el siste-
ma de ecuaciones definido por las ecuaciones

X2=0,...,X2=0.

El ideal que generan esos polinomios serfa el ideal a := (X2,...,X2) y la dimensién
del anillo cociente es 2™:

Q[Xl, . ,Xn]/a.
La base son las clases médulo a de los monomios siguientes:

Bi={X{"-X"+a:e=(e,...,en) € {0,1}"}.

Estgo hace que, de momento, las matrices involucradas para tratar preguntas sobre una
nueva ecuacién g (es decir, las matrices M) tengan un tamano 2" x 2". Sin embargo, es
obvio (en este caso) que el sistema sélo tiene una solucién. Incluso tenemos una forma
de expresarlo a través del radical del ideal. Es claro que

Va=(Xi,...,Xn),

y
QX1,..., Xu]/Va=Q,

y una base como Q—espacio vectorial seria

B:={1++a}.
Es cierto que, trabajando en este espacio perdemos la capacidad de respuesta a algunas
de las preguntas naturales: no podemos responder al Problema de Pertenencia al Ideal
a porque le hemos perdido por el camino. Pero el Problema de Pertenencia al Ideal es
propio del deseo de manejar el ideal aundo, en realidad, el realidad ligado a la Geometria
no es el ideal a sino el ideal \/a y, ademaés, resulta que salidmos ganando dado que la
dimension involucrada, al menos en este caso, es mas pequena.

EjeEmpPLO 4.1.2 (Los Problemas NP-completos son instancias particulares).
Esta es la razén que muestra la relevancia de estudiar el caso cero-dimensional y el
problema de consistencia que surge al anadir una nueva ecuacién. Todos los problemas
NP-completos son instancias particulares de este mismo problema. Comencemos con-
siderando una variante del Knapsack del modo siguiente. Consideremos el sistema de
ecuaciones polinomiales siguiente

X2 -X,=0,...,X>- X, =0.
Y elideal a := (X? — X1,..., X2~ X,,) en Q[ X1, ..., X,]. Este ideal es radical, es decir
Va=a= (X} - X1,...,X2 - X,).
La base como Q—espacio vectorial del cociente
Riea = R=Q[X4,...,X,]/a=Q[Xy,...,X,]/q,

61
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es la misma que en el ejemplo precedente:
B:={X{"--X"+a:e=(e1,...,6n) € {0,1}"}.

El anillo cociente reducido tiene, por tanto, dimensiéon 2". Lo que cambian son las
matrices de los tensores. En el caso precedente, las matrices M, eran nilpotentes

M, =0,

con lo que su polinomio minimo (el de todas ellas) es T y su forma canénica de Jordan
es una suma diagonal de 2"~ ! cajas de Jordan 2 x 2 del tipo siguiente:

7(0,2) = (8 é) .

En el caso actual, las matrices de los tensores My, tienen como polinomio minimo al
polinomio 72 — T = T(T — 1). Son, por tanto matrices diagonalizables y su forma
canénica de Jordan es una suma diagonal de 2"~ ! cajas 2 x 2 del tipo siguiente:

J::((l) g)

Lo que obviamente cambia es la posicion de estas cajas. Esta diferencia entre los tensores
muestra la diferencia natural entre este ejemplo y el precedente.
Consideremos ahora una nueva ecuacién. Por ejemplo, una ecuacién lineal con coefi-
cientes en Z:

g =mX1+ - +m, X, — k.
Nos preguntamos sobre el problema de consistencia de g sobre el conjunto de solucio-
nes Vg (a). En este ejemplo jugamos con ventaja, dado que conocemos ese conjunto de
soluciones. Esto no suceredr’an en general y la dificultad estard justamente en determi-
narlos sin poder escribirlos (nocién que clarificaremos més adelante). En este sencillo
caso, sabemos que

Ve(a) ={0,1}" C C".

El Teorema Chino de los restos nos garantizard que la matriz M, es diagonalizable
(cuando se considera sobre (C ®qg R)red ¥ que sus valores propios son, precisamente los
valores g(¢) con ¢ € Vc(a). Es decir, My en el caso reducido es semejante a una matriz
de la forma:

gC) 00 0

0 gG) 0 - 0
M| 000 g 0|,

00 0 - g

donde ~ indica semejanza de matrices,

Ve(a) == {C,. .-, (o},

y 2 = deg(V(a)). Por tanto, en el caso actual, podemos describir ficilmente tanto el
polinomio caracteristico como el determinante de nuestra matrix M, del modo siguiente:

Xo(T) = [ (T—(maer+-+mnen — k).
e€{0,1}7
Por su parte, del determinante viene dao por:
det(My) = [ 9= J] (maer+---+mnen—k).
¢eVe(a) ee{0,1}n
En particular, tenemos la equivalencia entre los tres casos siguientes:

i) Problema de Consistencia:
e C, (€ Ve(a)Ag(¢)=0.
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ii) det(My) =0
iii) Knapsack:
IS C{L,...,n} Y mi=k.
i€S
Esto demuestra que el Knapsack es una instancia particular de un Problema de Con-
sistencia.

Podemos ver otros ejemplos, como el problema de 3—Colorabilidad. Recordemos que
se trata de

PROBLEMA 8 (3COLOR). Se trata del lenguaje formado por los grafos no orienta-
dos G := (V,E) que son tres-coloreables, esto es, tales que se pueden asignar colores
(etiquetas {1,2,3}) de tal modo que dos vértices vecinos no posean el mismo color.

Este problema es equivalente a la existencia de solucién de un sistema de ecuaciones
polinomiales dado del modo siguiente

X} —-1=0,...,X2-1=0,

que definen la variedad cero-dimensional asociada a los tres colores {1,w,w?} que son
las tres raices cubicas de la unidad. El ideal a pasa a ser

a:= (X —1,...,X2-1).
En este caso, el ideal a vuelve a ser radical y
Ve(a) = {1, w,0?}",

El grafo (V, E) es 3-coloreable si y solamente si se da el siguiente Problema de Consis-
tencia:

e C, ¢ eVela) A [X7 + XX, + X7 =0,V(i,5) € E].

Aqui ya no sélo hay una ecuacién adicional sino varias y habria que buscar una estre-
tagia para anadir una sola g (asociada al grafo) que nos permita discutir el problema
como en el caso del Knapsack o bien generar un algoritmo incremental anadiendo una
a una cada una de las ecuaciones que aparecen asociadas a las aristas E y que siguen
dando ideales cero-dimensionales.

Una manera de anadir una sola ecuacion consiste en anadir un nuevo conjunto de va-
riables {T; ; : (i,j) € E}. Y anadimos esas variables al cuerpo de coeficientes de modo
que tenemos un nuevo cuerpo

L:=K(T,; : (i,j) € E).

Y miramos una clausura algebraica L. de L. Consideramos la extension a¢ del ideal a al

anillo L[ X1, ..., X,]. Sigue siendo un ideal radical, seguimos estando en una situacién
cero-dimensional y podemos considerar un nuevo polinomio g € L[X1,...,X,] dado
mediante:

9= Y Tig(XP + XiXj + X3).

(i.5)€E
La matriz M, sobre L ®k Ryeq := L[X1,...,X,]/a® con coordenadas en L, se ob-
tiene de manera simple a partir de las matrices Mx,, ..., Mx, originales (es decir en

K[Xy,...,Xy]/a del modo siguiente:

Myi= 3" Tiy (M3, + My, My, + M)
(.)eE
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Ahora podemos calcular el determinante de esta matriz (que es un polinomio en K[7T; ; :
(i,4) € EJ:

Dg(Tij) == det(M,) = det [ 3 T (M}Q + Mx, My, + M)Q(j) € K[Ti; : (i,j) € B
(i.j)eE
Ahora se tiene la siguiente equivalencia:

i) El grafo G := (V, E) es 3-colorable.
ii) El polinomio D¢(T; ;) es idénticamente cero.

Nétese que, en este caso, podemos utilizar los tests de nulidad de polinomios (descritos
en el Capitulo precedente) para decidir la 3COLOR y que s6lo hemos anadido una
ecuacién aunque, aparentemente, hemos anadido muchas variables.

Como tltima reflexién sobre los problemas NP-completos debemos decir que no sola-
mente se tratan con coeficientes en Q y soluciones en C. Podriamos planteranos otros
cuerpos como, por ejemplo, los cuerpos finitos. De hecho, podemos pensar en el cuerpo
Fy := Z /27 Sea K, la clausura algebraica de Fq. Para ello, consideremos, de nuevo, el
sistema de ecuaciones:
X2 -X1=0,...,X2 - X, =0.
Y elideal a := (X2 —X1,..., X2~ X,,) en Fo[X1, ..., X,,]. Este ideal es radical, es decir
Va=a= (X - X1,..., X2 - X,).
La base como Fy—espacio vectorial del cociente
Rred =R= ]FQ[Xl, .. .,Xn]/a = Q[Xl, . ,Xn]/a,
es la misma que en el ejemplo precedente:
B ={X{"-X;"+a:e=(e1,...,6n) € {0,1}"}.

El anillo cociente reducido tiene, por tanto, dimensién 2". El conjunto de soluciones
vuelve a ser el mismo:

Vi, (a) = {0,1}" C K.
Ahora consideremos el problema 3SAT del que sabemos que es un problema NP-
completo. Una instancia del problema tiene la forma

2
O(Xq,...,Xp) = /\Ci(Xil,Xigv is)s
i=1

siendo C; una 3—cldusula. Es obvio que toda 3—clasula se puede transformar en un
polinomio en tres variables de grado a lo mas 3 p;(X;,, Xi,, Xi,) de tal modo que:
Ci(€i1 yEigy Eig) =1+ pi(6i1 s Eigy €i3) - 17

donde la primera identidad es una identidad a valores booleanos y la segunda indetidad
es una igualdad aritmética sobre el cuerpo Fy o sobre su clausura algebraica Ka. Del
mismo modo, podemos considerar ®(X1, ..., X,) que es una férmula booleana en forma
normal conjuntiva y podemos considerar el polinomio:

2
g(Xl, .. .,Xn) = H (pi(Xil’Xizin:s) - 1) :
=1

7
Se tiene la siguiente equivaolencia:
i) Problema de Consistencia:
3¢ € Ky, ¢ € Vi, (a) Ag(¢) = 0.
ii) det(M,) = 0.
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iii) 3SAT:
Je e {V,F}", ®(eq,...,en) = V.
EJEMPLO 4.1.3 (Pueden parecer NP-completos y no serlo). Retomamos el mis-
mo ejemplo de base del Ejemplo precdente. Consideremos el sistema de ecuaciones

polinomiales siguiente
X2 -X,=0,...,X>- X, =0.

n

Y elideal a := (X? — X1,..., X2~ X,,) en Q[X1, ..., X,]. Este ideal es radical, es decir
Va=a= (X} - X1,...,X2 - X,).
La base como Q—espacio vectorial del cociente
Riea = R=Q[Xy1,...,X,])/a=Q[X1,...,X,]/qa,
es la misma que en el ejemplo precedente:
B:={X{"-X"+a:e=(e1,...,6n) € {0,1}"}.
El anillo cociente reducido tiene, por tanto, dimensién 2. Y consideramos una ecuacién
adicional como la siguiente:
g:=2"1X; +---+2X, 1+ X, — k.
Nétese que es muy similar al Knapsack anterior, pero aqui se tiene la equivalencia:
i) Problema de Consistencia:
e C, (€ Ve(a)Ag(()=0.

ii) det(My) =0

iii) La expansién binaria de k tiene longitud < n.
Obviamente, la afirmacién iii) se resuelve simplemente mirando la expansién binaria
de k y el uso de las matrices de dimensién 2" x 2™ parece excesivo. Sin embargo, no
se dispone de un mecanismo eficiente para discernir entre un caso como éste y los
casos del ejemplo anterior. Esta es una dificultad que esta fuertemente ligada al hecho
de no concer “a priori” las solciones de las ecuaciones y que, a posteriori, tenemos la

dificultad de decidir si hemos eprdido el tiempo trabajando mas de lo necesario. Incluso
el determinar si hemos perdido el tiempo no parece algo obvio.

EJEMPLO 4.1.4 (Los aspectos diofdnticos también juegan). El siguiente ejemplo
muestra que los aspectos diofanticos, en especial el crecimiento de las alturas de los
objetos involucrados en la resolucién (y, por tanto, su talla bit) también juegan un papel
en el proceso de resolucion. Tomenos el siguiente ejemplo de sistema de ecuaciones:

X2 —h=0,Xo-X?=0,X3-X2=0,...,X, — X2, =0.

En este caso, el ideal es el dado por a := (X12 —h, Xo— X12, e, Xy — X,zl_l) es un ideal
radical en Q[X1, ..., X,]. La dimensién del cociente es ficil de determinar:

dimg (Q[X1,..., X,]/Va) =1,
y la base es también sencilla:

B :={1+a}.

Ademsds, hay una tnica solucidn:

Ve(a) == {(h, B2, B, ... h¥" )},

La dificultad aqui es el orden de grandeza (o pequenez) de esta tinica solucién (lo que,
en términos de Teoria de Numeros se llama altura). Asi, por ejemplo, el tnico valor
propio de la matriz M, (que es diagobalizable y 1 x 1 tiene la forma:

g(h, B2, 0%, .. R ).
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Determinar el Problema de Consistencia de g sobre a consiste en hallar el valor anterior.
Obsérvense los casos siguientes:
i) Tomando h = 1, es facil verificar si g(1,1,...,1) = 0 siempre que g sea un
polinomio “sencillo”.
ii) Tomando h = 2, verificar si

F2,2%,...27 ) =0,

nos obliga a trabajar con nimeros enteros de talla exponencial en el ntimero
de variables.
iii) Tomando h = 1/2, serificar si
L
nos obliga a trabajar con ntimeros racionales de talle exponencial.

) =0,

De una parte, los tests de nulidad de nimeros enteros descritos en el Capitulo precedente
podrian usarse en situaciones como esta. Pero, de nuevo, no sabemos si estamos o no en
una situacion asi hasta que no hemos resuelto y, para entonces, ya habriamos dedicado
un tiempo excesivo y no queda claro que podamos siempre determinar que estamos
en una situacién asi. Alguien podria argumentar que tarbajando en base 2 permite
trabajar confortablemente con 22n_1, pero noétese que h podria ser 3 y entonces nos
enfrentamos a 32" cuya expensién binaria no es tan simple como la de 22" y, COmMo
antes, no sabemos “a priori” si vamos a tener que usar base 2 o base 3.

EJjeEmpLO 4.1.5 (El Conteo de las soluciones). Se trata de los problemas del tipo
#P introducidos por L.G. Valiant! en su tgrabajo de 1979. Se trata, esencialmente de
contar soluciones. En nuestro caso, el problema podria disefiarse del modo siguiente:
Dado un ideal a C K[X7y,...,X,] cero-dimensional y dado un polinomio adicional g €
K[Xi,...,Xy], hallar el nimero de soluciones de Vi (a) que estan en la hipersuperficie
Vik(g). Es decir, hallar el nimero:

H{Ce K" : ¢ € Vk(a) Ag(C) =0}

Claramente tenemos que NP C #P, pero nadie sabe si ambas clases de complejidad
coinciden. En el caso de la resolucién simbdlico-geométrica, el caulo del nimero de solu-
ciones se enfrenta a la dificultad de manejar las mutiplicidades que ocultan el verdadero
valor del nimero. Por ejemplo, si consideramos las ecuaciones

X3=0,...,X2=0,

y consideramos el ideal a que generan y la matriz M, en alguna base de R, s

‘olo tendremos dos posibles respuestas: o bien, M, = 0 y en ese caso respondemos 2" o
bien My # 0 y, en ese caso, la matriz M, tiene rango 2" y respondemos 0 a la pregunta
de Valiant.

Esto se resuelve directamente con el uso del dlgebra reducida en todos los casos. Ya
hemos dicho antes que si tomamos Ryeq := K[X1,...,X,]/vVay (K®g R)ieq la matriz
M, es diagonalizable sobre K y toma la forma:

gG) 0 0 0

0 ¢G) 0 - 0
g~ | 000 gG) 0 |

0 0 0 - g

Iy, G. Valiant, The Complexity of Computing the Permanent. Theoretical Computer Science 8
(1979), 189201.
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donde ~ indica semejanza de matrices,

V(C(Cl) = {Clv s 7C9}7
Claramente se obtiene la equivakencia entre las afirmaciones siguientes:
i) Problema de Conteo de soluciones: Hallar M € N, con 0 < M < 2, tal que:

M :=t{¢ e K" : (€ Vk(a)Ag(¢) =0}.
ii) Hallar el rango R de M, y se tiene:

M =9 — R.

EjeEmpPLO 4.1.6 (La dificultad del calculo del radical con bases de Grobner).
Uno pensaria directamente en usar técnicas de reescritura, como las bases de Grébner,
para trabajar directamente con los radicales de los ideales en lugar de los ideales “per
se”. Un trabajo cldsico de P. Gianni, B. Trager y G. Zacharias ? permite calcular las
bases de Grobner del radical de un ideal. De nuevo la complejidad se va a doblemen-
te exponencial, especialmente por la presencia de componentes inmersas, y surge la
dificultad de usar directamente este tipo de algoritmos.

4.2. Solucién “a la Macaulay” intrinseca

Comencemos remozando un poco las notaciones. Asi tenemos un cuerpo K un cuerpo
algebraicamente K que le contiene, un ideal a C K[X,..., X,] (finitamente generado
por estar en el caso noetheriano), y v/a su radical y v/a¢ el radical de su extensién a
K[X1,..., X,

DEFINICION 16 (Funciones Polinomiales). Sea V = Vk(a) € K" la variedad al-
gebraica definida por los polinomios en a. Llamaremos funcion polinomial (o regular)
sobre V' a toda aplicacion f 'V — K tal que existe un polinomio p € K[X1,...,X,)]
tal que:

plv="f.
PROPOSICION 4.2.1. El conjunto de las funciones polinomiales forma un anillo con las

operaciones suma y producto de funciones. Dicho anillo se denotard mediante K[V].
Ademds, se verifica que, con las notaciones anteriores, se tiene:

K[V] = KI[X1,...,Xa]/Ix(V) = K[X1,..., Xa]/Va.

Denotaremos mediante K[V] al anillo de las funciones polinomiales con coeficientes en
K que se anulan sobre V' y se tiene también:

K[V] :=K[X1,...,X,]/Vae.
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del uso del Nullstellensatz. O

DEFINICION 17 (Aplicaciones Polinomiales). Sean V C K" y W C K™ dos con-
juntos algebraicos definibles sobre K. Una aplicacion polinomial K—definible es una
aplicacion

f:v—w,
tal que existen fi,..., fm € K[V] tales que:

f(@) = (fi(z),..., fm()),V2 EV.

Se llaman isomorfismos regulares (o se dice que V. y W son birregularmente isomorfos
sobre K ) si existe una aplicacion polinomial f : V. — W biyectiva tal que su inversa
LW — V es también polinomial.

2Véase el trabajo en tiempo doblemente exponencial debido a P. Gianni, B. Trager, G. Zacharias,
Grébner bases and primary decomposition of polynomial ideals. J. Symbolic Comput. 6 (1988), 149-167.
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Algunas propiedades sencillas de verificar son las que se resumen en el siguiente enun-
ciado:

PROPOSICION 4.2.2 (Propiedades Baésicas de las aplicaciones polinomiales (y
I)). Con las notaciones, anteriores, sean V.C K" y W C K™ dos variedades algebraica
y f:V — W, una aplicacion polinomial K— definible entre ellas. Entonces podemos
definir un morfismo de K—dlgebras (i.e. morfismo de anillos que es la identidad sobre
K):
f*: K[W] — K[V]
h  +— f*(h):=hof.

Entonces, se verifica (f o g)* = g* o f*, (Idy)* = Idg. En particular, si f es un
isomorfismo birregular, entonces K[V] y K[W] son isomorfos como K —dlgebras.

DEMOSTRACION. Un pesado ejercicio de verificacién. O

PROPOSICION 4.2.3 (Propiedades Bdsicas de las aplicaciones polinomiales (y
II)). Con las notaciones, anteriores, sean V-C K" y W C K™ dos variedades algebraica
y sea

p: KW] — K[V],

un morfismo de anillos de tal modo que

%2 ‘K: IdK.
Definamos las aplicacion del modo siguiente. Para cada i, 1 < j < m, consideremos la
funcion polinomial
fi = (,O(Y; + IK(W)) S K[V]
Definamos la aplicacion polinomial siguiente:
ps: V. o— w
v — (ful@),... fm(@)).

Entonces, la aplicacion polinomial ¢, estd bien definida y verifica (¢ o )* = * o p*,
(IdK[V])* = Idy. En particular, si ¢ es un isomorfismo birregular, entonces V.y W
son birregularmente isomorfos sobre K.

DEMOSTRACION. Un pesado ejercicio de verificacién. O

OBSERVACION 4.2.4. En términos cldsicos dirfamos que las categorias de variedades
K —definibles y las K —&lgebras finitamente generadas y reducidas son cateforias natu-
ralmente equivalentes. Pero dejaremos ese lenguaje por el momento.

Un par de observaciones elementales serian las siguientes.

DEFINICION 18. Una variedad algebraica K—definible V- C K" se denomina irreducible
st no se puede escribir como union de dos variedades algebraicas K —definibles propias
y distintas entre si. En otro caso, se dice que es reducible.

PROPOSICION 4.2.5. Toda variedad algebraica K — definible es descomponible como union
finita de irreducibles.

DEMOSTRACION. Es una consecuencia (casi inmediata) de la noetherianidad de
K[Xy,...,Xy]. Pero la omtimos en este curso. O

PROPOSICION 4.2.6. Las siguientes propiedades son equivalentes para una variedad al-
gebraica K—definible V- C K™:

i) V' es irreducible.

ii) El ideal Ix(V') es primo, es decir, satisface:

Vf, g€ K[X1,...,Xy], fg€Ix(V) = [f €Ix(V)]V[g € Ix(V)]
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ili) La K—dlgebra K[V] es un dominio de integridad (es decir, no posee divisores
de cero no nulos).

DEMOSTRACION. Es un sencillo ejercicio, muy recomendable. i

DEFINICION 19 (Topologia de Zariski). Dado un cuerpo K y un cuerpo algebraica-
mente cerrado K que le contiene. Llamamos topologia de Zariski en K" de K —definibles
a la Unica toplogia cuyo conjunto de cerrados es el siguiente:

F:={VCK" : Ja C K[Xy,...,X,], ideal, V = Vk(a)}.
Se llama clausura Zariski de F al menor cerrado Zariski K—definible que contiene al

subconjunto F de K™ (i.e. el menor conjunto algebraico K —definible que contiene a F').
Lo denotaremos mediante F- .

DEFINICION 20 (Aplicaciones dominantes). Una aplicacion polinomial K — definible

f:V — W se dice dominante (o de rango denso) si f(V)Z =W.

PROPOSICION 4.2.7. Una aplicacién polinomial K —definible f : V — W es dominante
si y solamente si el morfismo de K —dlgebras asociado f* : K[W] — K[V] es inyectivo.

DEMOSTRACION. Mero ejericio. O

PROPOSICION 4.2.8. Dada aplicacion polinomial K —definible f : V. — W dominante.
51V es irreducible, entonces W es irreducible.

DEMOSTRACION. Baste con observar que si K[V] es dominio de integridad, también
lo son sus subanillos y, en particular f*(K[W]) que es una K —algebra isomorfa a K [W]
porque f* es inyectiva. O

4.2.1. Solucién “a la Macaulay” intrinseca en el caso cero-dimensional.
Supongamos ahora que K es cuerpo, K es algebraicamente cerrado que contiene a K.
Consideremos un sistema de ecuaciones polinomiales:

fl(Xl, o ,Xn) = 0,
fo(X1,..., Xy)

I
L

(4.2.1) '
fs(X1,...,Xn) = 0,

donde f1,..., fs € K[X1,...,X,]. Seaaeideal en K[X1,..., X, ] generado por fi,..., fs
y V = Vk(a) C K" la variedad que define. Supongamos que a es cero-dimensional (o,
equivalentemente, que V' es un conjunto finito).

DEFINICION 21 (Solucién Intrinseca “a la Macaulay”). Con las notaciones ante-
riores, una solucion al sistema de ecuaciones polinomiales (4.2.1) consiste en dar una
descripcion “a la Macaulay” de K[V, esto es,

i) Una base 5 de K[V] como K—espacio vectorial, tal que 1 € B, donde 1 es la
funcion polinomial unidad.
ii) Las matrices de los tensores Mx,, ..., Mx, en esa base.

OBSERVACION 4.2.9 (De las bases de Grobner a la resolucién a la Macaulay

intrinseca). Supongamos que tenemos un ideal a en K[Xq,...,X,] y tenemos una
base de Grobner reducida del radical \/a dada por una coleccién de polinomios:
G = {f17"'7f5}'

Supongamos que tenemos un orden < en N” y consideremos los términos:
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Consideremos el conjunto de todos los exponentes de todos los elementos del ideal v/a,
es decir:

Exp(va):={peN" : 3g € Va,yda € K,a # 0,LT(g9) = aX"}.

Entonces, la propiedad clave con las bases de Grobner es que

S
Eap(va) = pi + N,
i=1
La base del anillo cociente (llamada base monomial) a la que se hace referencia en el
enunciado de Macaulay es

Br=A{X{" X"+ Va s (. i) € Bap(Va)}.

Y es obviamente calculable a partir de la base de Grobner G (los autores clasicos lo
llaman la “escalera” del ideal). Escribamos M := #(/3) la dimensién del espacio vectorial
en el que estamos trabajando.

Los elementos de esa base se pueden ordenar (son linealmente independientes y sélo
dependen de su combinatoria) mediante el orden < que es un orden total. Ahora conside-
remos la variable X; y consideremos un elementos que ocupa el lugar k,con 1 < k < M.
Supongamos que ese k—ésimo elemento es

X Xk
Consideremos ahora el polinomio
Xi (Xt Xk = X0 ...XZHiH...Xn_
Y consideremos la forma normal de este polinomio con respecto a la base GG, es decir:
hi=NF(X/" - XM X, Q).

Esto de la forma normal no es otra cosa que el resto de la divisién de Hironaka y, por la
propia definicién de la Divisién de Hironaka) h es combinacién lineal de los elementos
de la base 3:
hi= Y buX{T Xhn
pgExp(\/a)

Pues bien, los elementos de la columna k—ésima de la matriz del tensor My, es la lista
de coeficientes de este polinomio (b, : p & Exp(y/a)) escritos con el orden dado por el
orden monomial <.

PROPOSICION 4.2.10. La solucién “a la Macaulay” de una variedad cero-dimensional,
es calculable a partir de una base de Grobner del radical del ideal que hemos usado para
definir la variedad.

DEMOSTRACION. Es lo que se muestra en la Observacién precendente. O

OBSERVACION 4.2.11. Pero ya hemos indicado que, a priori, es caro hallar la base del
Grobner del radical de un ideal, asi que esta via no va a ser la buena. Veamos qué nos
aporta la solucion “a la Macaulay” para poder avanzar.

La propiedad fundamental para trabajar con K[V] en lugar de trabajar con las com-
ponentes algebraicas, se resumen en la siguiente Proposicion:

PROPOSICION 4.2.12 (Propiedades de la Resolucién intrinseca). Con las nota-
ctones precedentes se tienen las siguientes propiedades:
i) La dimension de K[V] como K—espacio vectorial es igual al grado de V. De
hecho,
dimg (K[V]) = dimg (K[V]) = deg(V) = 2.
i) Si 8 C K[V] es una base de K[V] como K—espacio vectorial, entonces
también es base de K[V] como K—espacio vectorial.
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iii) Si B es base de K[V] y, simultinemanete, de K[V], as matrices Mx, de los
tensores en la base 5 son las mismas en K[V] y en K[V].

iv) Sig e K[X1,...,X,] es un polinomio adicional, la matriz My en la base 5 es
la dada mediante:

Mg = g(MX17~~-7MXn)-

v) La matriz My es una matriz diagonalizable sobre K y su forma candnica de
Jordan es la siguiente:

o) 00 0
0 g(G) 0 - 0
M, =~ 0 0 9(¢3) 0 7
0 0 0 4(Co)

donde =~ indica semejanza de matrices,
V= VK(a) = {Cl? s aC@}v
y 2 = deg(Vk(a)).

DEMOSTRACION. Las primeras afirmaciones no son nuevas. Es la afirmacién sobre
el hecho de la diagonalizacién de M, y su forma diagonal la que tiene interés y aporta
novedad con respecto a lo dicho en el caso sombélico-algebraico. La razén es la siguiente:
Supongamos ¢ € K” un punto y el morfismo de anillos dado por la evaluacién en ¢
siguiente:

evale : K[Xq,...,X,] — K
/ — (0.

El nticleo de ese morfismo de K—algebras es justamente el ideal

me = {f € K[X1,...,X,)] : evale(f) = f({) =}

Por tanto, el isomorfismo del Primer Teorema de Isomorfia es el dado por la siguiente
identificacién:
we - K[Xl,...,Xn]/mg — K

f+me — f(Q)
Ahora observemos que si a es el ideal de K[X7, ..., X,,] que define V| tenemos que
Va= ) me
cev

y podemos aplicar el isomorfismo del Teorema Chino de los Restos:
v K[V]:=K[Xy,...,X,]/va — Hcev (K[X1,...,Xn]/m¢)
f++a — (f+me - CeV).

Es decir, visto el isomorfismo de la Ecuacién (4.2.1) anterior, podemos considerar este
isomorfismo de la forma siguiente:

b K[V]=K[Xy,...,X,]/va — eev K

f++a — (f(Q) s CeV).
De hecho, si V = {(1,...,{s}, con 2 = deg(V'), podemos tambiés escribir ese isomor-
fismo mediante:
v K[V]:=K[Xi,...,X,])/va — K?
f+va — (f(G1),---, f(Ca).
Ahora, si tomamos g € K[X;,...,X,] podemos considerar el siguiente diagrama con-

mutativo asociado al endomorfismo 7,:
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Mg
K[V] — K|[V]
(U O A
K — K7
Tg
Como 1y = P~ lo Tq © ¥, tenemos que v representa un cambio de base y n, y 74 son
semejantes. Ahora la matriz M, de 7, en cualquier base de K[V] como K—espacio
vectorial, serd semejante a la matriz de 7,. Todo lo que queda es ver cudl es la forma de
Ty para que ese diagrama conmute y se observa facilmente que ese endomorfismo toma
la forma siguiente:

R K? — K?
(@1, 29) — (9(Q)z1,--.,9(C7)z9)
con lo que su matriz es la matriz diagonal y, por tanto, tenemos la semajanza declarada
en el enunicado del Teorema entre M, y la matriz diagonal correspondiente.
Mg = g(MXl, ce ,Mxn).

La matriz M, es una matriz diagonalizable sobre K y su forma canénica de Jordan
es la siguiente:

gc) 00 - 0
0 9G) 0 - 0
My~ | 00 g 0
0 0 0 - g(a)

O

4.2.1.1. El Problema de Consistencia. Obviamente se resuelve mediante un simple
calculo del determinante:

[3¢ € K™, ¢ € V(a) A g(¢) = 0] & det(M,) = 0.

Lo que incluye a todos los problemas NP-completos.
4.2.1.2.  El Conteo del niumero de soluciones. Obviamente se resuelve mediante
un simple calculo del rango:

M =4#{C e K" : (€ Vk(a) Ag(¢) =0} & [M + rank(My) = 7].
Lo que incluye a todos los problemas fP-completos.

OBSERVACION 4.2.13. La conclusién es que todas estas preguntas se responden con
Algebra Lineal en tiempo O(2%) con lo que se debe plantear:

i) Averiguar quién es 2,

ii) Disenar un algoritmo que calcule una resolucién intrinseca “a la Macaulay”.
Lo primero lo vamos a ver en la Seccion siguiente con un poco de Teoria de la Inter-
seccién. Lo segundo requerird dar unas vueltas mas.

4.3. Teoria de la Interseccion : Desigualdad de Bézout.

uno de los elementos claves para entender la resolucion “a la Macaulay” intrinseca es
entender quién es Z que es la dimensién de K[V] y, por tanto, el tamano del algebra
lineal que se maneja para los algoritmos y las aplicaciones subsiguientes ya descritas.
Este cardinal & es un objeto de fuerte significacion geométrica y, en esta Seccién, vamos
a resumir algunas de sus propiedades fundamentales.

Uno de los resultados cruciales en la Teoria de la Interseccién de conjuntos algebraicos
es el teorema conocido como Desigualdad de Bézout. El caso bivariado fue demostrado
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por E. Bézout? en su trabajo de 1764. Desde entonces, varios autores han intentado una
presentacién completa del resultado que mide el niimero de puntos en la interseccién
de dos variedades algebraicas. A finales de los afios 70 y principios de los afios 80, tres
autores establecieron Desigualdades de Bézout, viniendo de tres ambientes dispares y
con técnicas y métodos bien distintos.

i) J. Heintz* en su trabajo, tardiamente publicado, de 1983 establece una De-
sigualdad de Bézout para el caso de conjuntos algebraicos afines. Serd ésta la
aproximacion que seguiremos en estas paginas.

ii) W. Vogel® en su trabajo de 1984. Se trata de una desigualdad de Bézout
para conjuntos algebraicos proyectivos usando intensamente el polinomio de
Hilbert—Samuel.

iii) W. Fulton® desarrolla en 1984 una Igualdad de Bézout basandose en el uso de
la Teoria de Divisores.

4.3.1. Rudimentos de Dimension de Variedades Algebraicas. Para un
conjunto algebraico irreducible V' C K", denotemos por K(V') el cuerpo de funciones
racionales definidas en V. Una diferencia relevante entre el estudio de las variedades al-
gebraicas y el estudio de las variedades fines lineales (dadas por ecuaciones de grado 1)
es la dificultad de controlar la interaccion entre niimero de variables y dimension. Hare-
mos una sucinta introduccién a la nocién de dimensién aqui y, dado que no precisamos
las pruebas, dejamos para la Seccién 6.4 proxima el detalle de su andlisis.

DEFINICION 22 (Dimensién de un Conjunto Algebraico). Sea K un cuerpo, K
una clausura algebraica que contiene a K, a un ideal en K[X1,...,X,] y V = Vk(a)
un cerrado Zariski. Lo haremos en dos fases:
i) SiV =0 diremos que dim(V) = —1.
ii) SiV es irreducible, llamaremos dimension de Krull (o simplemente dimension)
del conjunto V' al mdximo de las longitudes de ¢ de cadenas finitas

WweWnic--CVi=V,

donde V; es cerrado irreducible y K—definible y lo llamaremos dim(V).
iii) si V' es reducible y admite un descomposicion en irreducibles

V=W uUuWyU---UWs,
donde W; es irreducible, llamamos dimension de V' al mdzximo:
dim(V) := max{dim(W;) : 1 <i <2}

Una variedad algebraica V' se dice equidimensional si todas sus componentes irreducibles
tienen la misma dimension.

OBSERVACION 4.3.1. Nétese que el Problema de Consistencia es un problema de célculo
de la dimensién de un algebraico, porque:

V # () < dim(V) > 0.

3E. Bézout, Recherches su le degré des équations résultants de l’évanouisement des inconnnues.
Histoires de ’Academie Royale des Sciences (1764), 288-338.

47. Heintz, Fast quantifier elimination over algebraically closed fields. Theoret. Comp. Sci. 24
(1983), 239-277.

5w. Vogel, “Lectures on Results on Bézout’s Theorem”. (notes by D.P. Patil). Tata Institue of
Fundamental research, Springer, 1984.

6w . Fulton, “Intersection Theory”. Ergebnisse der Mathematik 3, Springer, 2 edition, 1984.



74 4. RESOLUCION ALGEBRO-GEOMETRICA EN EL CASO CERO-DIMENSIONAL

Un resultado esencial en la Teoria de la dimensién es el Teorema del Ideal Principal de
W. Krull” (Krull Haputidealsatz) que aquidaremos en una versién simplificada.

TeEOREMA 4.3.2 (Krull’s Hauptidealsatz). Sea V' C K" wuna variedad algebraica
equi-dimensional. Sea f € K[X1,...,X,] una nueva ecuacion. Entonces, se tiene:

i) La clase en K[V] de f (f+1(V)) es un divisor de cero en K[V], si y solamente
st se verifica:
dim (V N Vk(f)) = dim(V).
Ademds, en este caso, o bien V N Vi (f) = 0 o bien V N Vk(f) deja de ser
equi-dimensional y tiene componentes de dimension igual a la dimension de V
y otras de dimensidon igual a dim(V') — 1.
ii) La clase en K[V] de f (f + I(V)) no es un divisor de cero en K[V], si y
solamente si se verifica una de las dos propiedades siguientes:
a) VNVk(I) =0 o,
b) VNVk(I) # 0 y, en este caso, es equi-dimensional y todas las componentes
irreducibles de V N Vk(I) tienen dimension igual dim(V') — 1.

En realidad ambos epigrafes son el mismo, pero lo dejaremos para un estudio posterior.

COROLLARIO 4.3.3 (Teorema de la Altura de Krull). Con las mismas notaciones,
dada una coleccion de funciones polinomiales fi,. .., fm € K[V], entonces, la intersec-
cion

VﬂVK(flw-wfm)a

verifica que o bien es vacia, o bien tiene dimension mayor o igual que dim(V) —m.
Un resultado no trivial, pero esperable, es el siguiente:

TEOREMA 4.3.4 (Dimensién de un espacio afin). Con las notaciones precedentes,
se tiene:

dim(K") = n.
Ademds, todos los subconjuntos algebraicos contenidos en K™ tienen dimension menor
que n.

DEMOSTRACION. Sketch La parte facil es mostrar que, efectivamente, hay una ca-
dena de longitud n de algebraicos K —definibles en K:

Vi(X1,. - Xn) © Vk(X2, X3,..., X)) © - © Vk(X,) €K™

Esto demuestra que hay una cadena de longitud n, peor hay que hacer un esfuerzo
adicional para mostrar que no hay cadenas de irreducibles de longitud mayor que n. Lo
dejamos para mas adelante.

O

EJEMPLO 4.3.5 (Algunos Ejemplos ). A partir de estos dos resultados ya podemos
mostrar algunos ejemplos béasicos de dimensiones de conjuntos algebraicos:

TW. Krull estudi6 en Gotingen bajo la direccién de F. Klein y E. Noether. Si bien F. Klein influyé
en la comprensién de la matemédtica en un sentido amplio, E. Noether dejé6 en W. Krull todo un
programa de trabajo que ella misma no pudo concluir por el advenimiento de los nazis al poder en
Alemania. En su trabajo W. Krull, Primidealketten in allgemeinen Ringbereichten. S.—B. Heildelberg
Akad. Wiss. 7 (1928), introdujo la nocién de dimensién de un anillo noetheriano, lo que le permitié
alcanzar el enunciado del Teorema del Ideal Principal, dando un fuerte espaldarazo a las ideas de su
maestra E. Noether sobre la algebrizacion de la geometria. Posteriormente influird a gedmetras como
C. Chevalley y O. Zariski quienes, a a su vez, continuarian la obra de W. Krull. Entre sus obras, debe
destacarse este trabajo de 1928, su trabajo sobre los anillos asociados a variedades algebraicas de 1938
(en el que introduce los anillos locales regulares) y, sobre todo, su influyente libro [Kr, 35]. Es a este
texto y a su autor a quienes debemos la transformacién del conjunto de resultados de P. Gordan, D.
Hilbert y E. Noether, y sus respectivas escuelas, sobre Teoria de Invariantes en una nueva rama del
conocimiento matemético hoy conocida como Algebra Conmutativa.
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i) La dimensién de un conjunto finito de puntos de K™ es 0 (de ahi el término
cero-dimensional).

ii) La dimensién de una variedad afin lineal coincide con la dimensién que usual-
mente se da en los cursos de Algebria Lineal. Es decir, supongamos que V es
un algebraico K —definible en K™ dado por un sistema de ecuaciones lineales:

AX = B.

Entonces, la dimensién como conjunto algebraico es —1.

iii) La dimensién de una hipersuperficie (i.e. V. = Vk(f), con f € K[Xq,...,X,]
y f no unidad) es siempre n — 1. De hecho, todos los algebraicos de dimensién
n — 1 son hipersuperficies. Nétese que eso no ocurre en el caso K = R, pero,
en este curso, estamos en el caso algebraicamente cerrado y no en el caso real
cerrado.

Un resultado relevante, del que daremos una interpretacién simplificada y dedicada
solamente al caso geométrico, es el famosos Teorema de la Pureza de Macaulay, des-
crubierto por F.S. Macaulay en [Mc, 16] y extendido,en 1946, por I.S. Cohen® al caso
de anillos de series de potencias formales. Un enunciado puede ser el siguiente:

TEOREMA 4.3.6 (Teorema de la Pureza de Macaulay). El anillo de polinomios

K[X1,...,Xy] es un anillo de Cohen-Macaulay. En particular, dada una sucesion
de polinomios fi,...,fm € K[X1,...,X,] tales que la variedad que definen V :=
Vk(f1,.-., fm) tiene dimensién n — m, entonces todas sus componentes irreducibles

tienen dimension n — m (i.e. no posee componentes “inmersas”) y es una variedad
equi-dimensional.

DEFINICION 23 (Variedades Interseccién completa). Liamaremos interseccion com-
pleta (conjuntista) todas las variedades V- C K™ tales que existen polinomios fi,..., fm €
K[Xy,...,Xy] verificando

Vi=Vk(fi, ., fm),

dim(V) =n —m.

Es decir, son interseccion completa, aquellas variedades en las que es posible encontrar
un numero de ecuaciones que determinan la dimensién y, en virtud del Teorema de la
Pureza de Macaulay, todas sus componentes irreducibles tienen la buena dimensién.
Una generalizacién interesante del Teorema del Ideal Principal de Krull pasa por la
nocién de sucesién regular.

DEFINICION 24 (Sucesién Regular). Sea R un anillo, una sucesion aq,...,as € R se
dice sucesion reqular si se verifica:

i) Elideal (a1,...,as) # (1) es un ideal propio en R.

ii) fi no es divisor de cero en el anillo cociente R/(f1,..., fi—1).

Si, ademds, todos los ideales a; := (a1, ..., a;) son ideales radicales (incluyendo ag = (0)
en R), entonces se dice que es una sucesion reqular reducida.

TEOREMA 4.3.7. Con las anteriores notaciones, sea V una variedad algebraica K —definible
en K" y sean fi,..., fmK[V] una sucesion reqular de funciones polinomiales. Entonces,
la variedad

W::VmVK(fla"'vfm)

tiene dimension igual a dim(V') —m. Mds ain, si K[V] es Cohen-Macaulay (por ejem-
plo, si I(V') estd generado por una sucesion regular), entonces todas las componentes

8L.S. Cohen, On the structure and ideal theory of complete local rings. Transactions of the Amer.
Math. Soc. 59 (1946), 54106.
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irreducibles de W tienen dimension igual a dim(V') —m. Ademds, si f1,..., fm son una
sucesion reqular reducida, K[W] es Cohen-Macaulay.

De este Teorema nos quedamos solamente con sus significado geométrico y dejamos un
poco de lado la interpretacién de la condicién “ser Cohen-Macaulay”. Para el estudio
de anillos de Cohen-Macaulay es muy recomendable el texto [BH, 93], pero con estas
ideas nos basta por ahora.

OBSERVACION 4.3.8 (Sobre las longitudes de las sucesiones regulares). El Teo-
rema precedente, junto con las ideas de Krull y Macaulay, nos indica el limite de las
longitudes de las suceciones regulares en K[X1,...,X,]. Dada una sucesién regular
fiy-ooy fm € K[X4, ..., X,] las variedades intermedias V; := Vk(fi1,..., fi), 1 <i <m,
satisfacen todas el Teorema de Krull y el teorema de la Pureza de Macaulay, con lo que

dim(V;) =n —i.
Por tanto, necesariamente m < n. Mas atin, dada una sucesion de ecuaciones fi,..., fi, €
K[Xi,...,Xy] (con, posiblemente, m > n) y tales que para cada i, f; no es divisor de

cero en el anillo
K[X1,...,Xn)/(f1,-, fi+1)s
Entonces las variedades V; := Vk(f1, ..., fi) satisfacen las propiedades siguientes:
i) Si 1 <i<mn,V; es o bien vacio o una variedad equidimensional de dimensién
n — 1.
ii) Sii=mn+ 1, entonces V; = V,,;11 es necesriamente vacio.

iii) Si i > n + 2, entonces es imposible que f; no sea divisor de cero en el anillo
cociente K[X1,...,X,]/(f1...., fi—1) porque (f1,..., fi—1) = K[X1,..., X,).

4.3.2. La desigualdad de Bézout geométrica. El resultado esencial para al-
canzar la desigualdad de Bézout es la siguiente Proposicién. Para demostrarla, un buen
uso del Teorema de Ideal Principal de Krull, de la Normalizacién de Noether y, sobre
todo, del Teorema de la dimensién de la Fibra son los ingredientes necesarios.

PROPOSICION 4.3.9. Sea V C K" un conjunto algebraico irreducible de dimension m
y sea ¢ V. — K™ un morfismo dominante (i.e. ¢(V') es Zariski-denso en K™). La
extension de cuerpos
K(K™) € K(V),

es una extension finita de cuerpos. Ademds, si tal extension es separabale, se tiene :

i) Para cada y € K™, la fibra ¢~ '(y) es finita y se verifica :

te H(y) < K(V) = KE™)].
ii) Existe un abierto Zariski no vacio U C K™ tal que para cada y € U se verifica
la siguiente igualdad :

te H(y) = K(V) = KEK™)].
Sea V' C K" un conjunto algebraico irreducible de dimensién r. Sea K™ el espacio de
las matrices r X n con coeficientes en K. Definamos el morfismo :
v K"xV — K" xK"
dado mediante :
w(A,x) = (A, Ax),
donde Az es el efecto de multiplicar la matriz A por el punto x. Entonces, se tiene :

PROPOSICION 4.3.10. Con las anteriores notaciones, se tiene :

i) El morfismo ¢ es un morfismo dominante,
ii) La extension de cuerpos K(K™ x K") C K(K™ x V) es finita y separable.
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iii) Ewiste un abierto Zariski O de K™ tal que la restriccion de ¢ a O x V es un
morfismo finito.

DEFINICION 25. Sea V- C K™ un conjunto algebraico irreducible, supongamos dim(V') =
r. Llamaremos grado (geométrico) de V a la cantidad expresada mediante la siguiente
tgualdad :
(4.3.1)
deg(V) = [KE™ xV) : K(K™ x K")]
= sup{f(VNL): LCK" esuna variedad afin lineal de dimensién n — r}

StV C K" es un conjunto algebraico, llamaremos grado de V' a la suma de los grados
de las componentes irreducibles de V.

Observar que el grado de un conjunto finito de puntos es el nimero de puntos o que el
grado de una variedad afin lineal es 1 son consecuencias inmediatas de la definicién. Un
resultado importante en el andlisis de la nocién de grado geométrico es el siguiente :

LEMA 4.3.11. Sea ¢ : K" — K™ una aplicacion afin lineal y sea V- C K™ un conjunto

——Z
algebraico. entonces, el grado de la clausura Zariski de la imagen deg(e(V) ) estd
acotado por el grado de V.

Un resultado clave que concluye la esencia de la prueba de esta demostraciéon de la
Desigualdad de Bézout es el siguiente :

TEOREMA 4.3.12. Sea V C K" y W C K™ dos conjuntos algebraicos afines. Entonces,
deg(V x W) = deg(V) - deg(W).

Combinando el Lema y el Teorema anteriores, tenemos la deseada Desigualdad de
Bézout :

TEOREMA 4.3.13 (Desigualdad de Bézout). Sea V' y W dos subconjuntos algebraicos
afines de K". Entonces,
deg(VNW) < deg(V) -deg(W).

Algunas consecuencias importantes de este enunciado, que van a ser usadas con poste-
rioridad, son las siguientes.

4.3.3. Grado de Intersecciones Completas. Retomamos lo dicho sobre las
ideas de Krull, Macaulay y Cohen relacionando el niimero de ecuaciones con la dimen-
sién. Uno de los resultados méas inmediatos es el diguiente:

COROLLARIO 4.3.14. Sea K un cuerpo, K su clausura algebraica y fi,..., fm € K[X1,...
una coleccion de polinomios y V= Vi (f1,-.., fm). Supongamos que V # (). Entonces,
se tiene:

deg(Vi(f1,-- -, fm)) < [ ] des(fi),
=1

donde deg(f;) es el grado total de i.
Mds aun, si fi,..., fm forman una sucesion reqular, se tiene:

k
deg(Vk(f1,-- - fi)) < [ [ deg(fi), v dim(V)=n—k.
=1

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata de los Teoremas de Krull, Macaulay y
de la desigualdad de Bézout. O

s Xn]
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NoTACION 4.3.15 (Listas de ecuaciones de grados fijados). retomemos las nota-
ciones usadas en la primera parte del curso, aunque trataremos solamente el caso afin.
Para un entero d € N, denotemos mediante

Py(X1,....Xy) ={f € K[X1,...,X,] : deg(f) <d}.

Dado m € N, consideremos una lista de grados (d) := (dy,...,dy) y definamos

m

m

P (X1, Xn) o= [[ Pa(Xas . X).
i=1

En ocasiones supondremos que n es el nimero de variables en cuestién, y no las ex-

hibiremos para no recargar demasiado la notacién, ddndolas por sobre-entendidas. En

(m)

ese caso escribiremos simplemente 73( d) Puede parecer que la notacién con el expo-
nente (™ es excesiva dado que m ya estd contemplado en la lista (d). Sin embargo,
la vamos a guardar provisionalmente para poder usarla a conveniencia. Notese que
P((g;) (X1,...,Xy) es un espacio vectorial de dimensién finita sobre K y que, en parti-
cular, podemos identificar

(m) ~ N
P(d) =~ K (d)7

donde

- n
=1

COROLLARIO 4.3.16. Con las notaciones anteriores, si m < n, existe un conjunto
algebraico K—definible 3 gy C KN@ tal que

Vfi=(f1, .- fm) € (KN@\ Zg) U KN@)
se tiene:

i) Sil <i<mn, fi,...,fi son una sucesion reqular reducida. En particular, el
ideal que genera es radical y se tiene, ademds, que:

dim(Vi(fr..... i) = n—i, deg(Vie(fr..... f)) = [ [ des(fi) = [ ds-
k=1 k=1

ii) Sin+1<i<m. Vg(f,|ldots, f;) =0

OBSERVACION 4.3.17. Algunos autores, y sobre todo en la Parte 1 de esta curso, insisten
en llamar a la cantidad
n
9 = H d;,
i=1

el nimero de Bézout de un sistema dado por ecuaciones fi,..., f,. La razén son los
resultados que acabo de enunciar y que son debidos a Krull, Macaulay, Heintz, Vogel
etc.... El ultimo Corolario indica, ademds, que si tratamos con un sistema de n ecua-
ciones con n variables y de grados dados por una lista (d) = (dy,...,d,) la esperanza
(en el sentido Estadistico) de la dimensién & de la K —4lgebra donde hay que hacer
Algebra Lineal (y, por tanto, el tamano de las matrices) es el nimero de Bézout.

Un resultado que aparece en [He, 83] y que estd fuertemente inspirado en ideas de
Kronecker es el siguiente:
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TEOREMA 4.3.18. Sea {fi,...,fs} C K[X1,...,X,] un conjunto de ecuaciones po-
linomiales que generan un ideal a en K[Xi,...,X,]. Supongamos deg(f;) < d. Sea
Vk(a) C K" el conjunto algebraico que definen y supongamos que es equidimensional y
de dimension r. Entonces,

deg(V(a)) <d"".

DEMOSTRACION. Se trata de construir una cadena de polinomios {gi,...,g,} en a,
dados como combinaciones lineales de los polinomios de la familia { f1, . .., fs} de tal mo-
do que cada nueva ecuacién haga caer en uno la dimensién de tal modo que las compo-
nentes irreducibles de Vi (a) estén entre las componentes irreducibles de Vk (g1, ..., gr).
Ademss, los grados de g1, ..., g- no seran mayores que el méaximo de los grados de los
fi v se produce:

deg(Vi(a)) < deg(Vik(g1, .- 9r)) < [ [ deg(g:) < d™".
=1
O

4.3.4. Grado de la Imagen. Este primer resultado es crucial para desarrollar
la técnica de los Questores (Correct Test Sequences) en la Seccién 2.3 :

TEOREMA 4.3.19. Sea V C K" un conjunto algebraico y sea
¢ :VCK* — KV
un morfismo regular. Supongamos que

@ :=(p1,..-,ON),

donde ¢1,...,on € K[Z1,...,2Z,] son polinomios de grado a lo sumo d.
Sea W C KV la clausura Zariski de Im . Entonces, se verifica la siguiente desigual-
dad :

deg(W) < deg(V)d¥™ V),

4.4. Solucién “a la Kronecker” del caso cero-dimensional

El uso del elemento primitivo ha sido redescubierto muultiples veces a lo largo de la
historia de la Teoria de la Eliminacién. Asi, por ejemplo, la Resolvente de Lagran-
ge (cf. [Lgr, 1771]) no es sino un ejemplo particular de uso del Elemento Primitivo.
Es también patente que la nocién subyace al trabajo de L. Kronecker [Krn, 1882] e,
incluso, a la nocién de forma de Chow (que discutiremos més adelante). Se pueden en-
contrar referencias en B.L. van der Waerden [Wae, 49] (bajo la forma de U-resultante)
y autores anteriores como F.S. Macaulay ([Mc, 16]) y J. Konig ([K6, 1903]). En el
contexto del la Geometria Algebraica Efectiva del presente siglo (i.e. con posterioridad
a los anos 70) es comtinmente citado el trabajo de H. Kobayashi, S. Moritsugu y R.W.
Hogan [KMH, 89|, con la denominacién Shape Lemma. Sin embargo, no me seriaa
nada dificil citar apariciones de la nocién en R. Narasimhan, entre los antecesores, o
los autores mas “modernos” como J. Canny, J. Renegar, B. Mourain, F. Rouillier....
Seguiremos la presentacién de [Pa, 95] y antecesores. Trabajaremos en cuerpos K per-
fectos (por ejemplo, cuerpos finitos o cuerpos de caracteristica cero). Supondremos que
son de cardinal “suficientemente grande” (o aplicaremos lo discutido en el Capitulo 2,
en la Subseccién 2.4.2)

LEMA 4.4.1. Sea K un cuerpo prefecto de cardinal suficientemente grande y K un cuerpo

algebraicamente cerrado qlue le contiene. Sean {(i,...,(s} C K" un conjunto de 2
puntos ditintos en K.. Entonces, existe una funcion lineal
w: K" — K™

x — u(x)i=wxr + -+ upXn,
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tal que
u(Gi) # u(Gy), Vi # J,

siendo (u1,...,uy). De hecho, basta con que el cardinal de K satisfaga la desigualdad:
H(K)>2(2-1)+1.

DEMOSTRACION. Basta con considerar el polinomio siguiente:

n
XU, Un) =] (Z Uk(Gike — Cj,k)) € K[Xy,..., Xy,
i<j \k=1

donde

G = (Gis---»Gim) € K™
Este es un polinomio no nulo dado que hemos supuesto que los (;’s son todos distintos,
luego es un polinomio no nulo. Es un polinomio de grado 2Z=Y . Luego, usando los
g p P g 3 g0,

resultados descritos en la Subseccién 2.3.1, podemos garabtizar que si §(K) > 2(Z —
1) + 1, entonces, existe u := (u1,...,u,) € K" tal que y(u) # 0. Lo que queda por
observar es que si x(u) # 0, la funcién lineal que define “separa” todos los elementos
del conjunto {¢i,...,(s} C K™ O

DEFINICION 26 (Elemento separante). Con las notaciones anteriores, dado un con-
gunto finito V :={(1,...,(a} C K", se llama elemento separante (o elemento primiti-
vo) para V. K—definible a todo polinomio g € K[X1,...,X,] tal que

9(Gi) # 9(¢5), Vi # j.

El Lema precedente prueba que si K posee suficientemente muchos elementos, un on-
junto finito posee elementos separantes K —definibles e, inlcuosl podemos suponer que
son lineales.

DEFINICION 27 (Solucién “a la Kronecker”: caso cero-dimensional). Sea K un
cuerpo perfecto con suficientes elementos, K una extension algebraica, a C K[Xq, ..., X,]
un ideal cero-dimensional y V = Vik(a) C K" el conjunto de sus soluciones. Suponga-
mos 9 = deg(V'). Una solucion a la Kronecker de a es la lista dada por la siguiente
informacion:

i) Una forma lineal v := w1 X1 + -+ + upn X,, € K[X1,...,X,] que es separante

sobre K.
ii) Un polinomio univariado x,(T) € K[T] dado mediante
2
xu(T) = [ (T = u(G)).
i=1
iii) Una lista de polinomios univariados vy, . ..,v, € K[T| y una constante no nula
p € K tal que

pGik — vk(u(G)) =0, Vi, 1 <i < 2,1 <k <n.

Al polinomio x,(T) se le denomina polinomio eliminante de uw sobre V' y a los poli-
nomios v;(T) se les llama parametrizaciones, mientras que la constante no nule p se
llamard discriminante asociado a la forma separante u.

TEOREMA 4.4.2. Todo ideal cero-dimensional sobre cuerpos K perfecto (con suficien-
tes elementos) posee solucion a la Kronecker. Ademds, toda solucion “a la Kronec-
ker” es un tipo particular de solucion “a la Macaulay”. De hecho, dada una lista
{u, xu(T), p,v1(T),...v(T)} como en la definicion anterior tenemos, siendo u = u; X1+
et up X, € K[Xq, ..., X

i) La siguiente es una base de K[V| como K—espacio vectorial:

Bu={1+IV),u+I(V),u®+I(V),...,u? P+ 1(V)}.
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ii) La matriz de la homotecia n,, definida por u en esa base es la matriz companera
M, = C(Xu) de Xu.-

iii) Las matrices de los tensores vienen dadas por:
-1
Mx, = p~ vi(M,).
Y tenemos, obviamente, una solucion “a la Macaulay”.

DEMOSTRACION. Ya hemos visto la existencia de una forma separante, luego tam-
bién existe x, (7). Es “sencillo” recordar un “poco” de Teoria de Galois para observar
que x(T') € K[T]. Pero si la Teoria de Galois no fuera satissfactoria, consideremos la
matriz M, asociada a la homotecia 7, : K[V] — K[V]. Es calro que la matriz

M, :=uwiMx, + - +u,Mx, € Mgy(K),

es una matriz con coordenadas en K. Luego su polinomio caracetristico tiene sus coefi-
cientes en K. Pero los vaolores propios de la matriz M, eran {u((1),...,u(Cs)}, luego
tenemos:

9

det(TIdg — My) = [ [(T — u(¢)) € K[T).

i=1
Pero este polinomio caracteristico es, justamente, x, (7). Lo inquietante es que ten-
gamos, ademds, un isomorfismo de K —algebras. Para ello, consideremos W C K, el
conjunto dado mediante:

W:={zeK : xu(2) =0} CK.
Es una variedad algebraica, tenemos que
u:V—Ww
es una aplicacién polinomial suprayectiva, luego dominante, luego
u*: K[W] — K[V],
es un morfismo inyectivo de K —algebras. Ademas, es claro que
K[W) := K[T]/(xa(T)).

La razoén es que, por construccion, x,(7") es un polinomio libre de cuadrados (no po-
see factores multiples) luego el ideal que genera es radical y, por el Nullstellensatz,
Ik (W) := (xu(T)). Ademas, es facil ver que la dimensién de K[W] como espacio vec-
torial es 2 = deg(xu(T))-

Luego u*(K[W]) es un subespacio vectorial de K[V] de dimensién 2, pero ya sabemos
que la dimensién de K[V] como K —espacio vectoral es 2, luego

u' (K[W]) = K[V],
y u* es un isomorfismo de K —algebras. Pero, esto significa que cada variable X; verifica
que
Xi+ I(V) = (vi + (xu(T)))-
Luego, esto significa que

X; — vi(ule + -+ uan) € IK(V)

y tenemos la existencia de las parametrizacions y sus propiedades. Hemos hecho el
asunro con p = 1. Veremos después qué significa p.

De hecho, lo que acabamos de probar confirma las afirmaciones descritas en las afirma-
ciones i) y ii) del enunciado. O
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OBSERVACION 4.4.3. En términos geométricos, una solucién a la Kronecker en el caso
cero-dimensional es, en realidad un isomorfismo birregular con una variedad propio en
K (i.e. en el espacio afin de dimensién 1 sobre K). La variedad con la que hacemos que
V sea isomorfo birregularmente, es justamente en conjunto de ceros en K de x, (7). y
tenemos un isomorfismo birregular

u: V.o— Vk(xu)
¢ —  u(Q),

La transformacién inversa de este isomorfismo birregular es la dada por las parametri-
zaciones:

w bt Vk(xw) — \%
o (o) o ).

4.4.1. De cualquier solucion “a la Macaulay” a una solucién “a la Kro-
necker”: algoritmos. Si bien toda solucién “a la Kronecker” define una solucién “a
la Macauley”, el reciproco require un poco de reflexion. La razén es simple: en princpio,
no tenemos acceso a las “verdaderas” soluciones, luego no parece posible que podamos
construir la informacién de x,, sin conocer los (;’s. Este es el juego que queremos jugar.
Comencemos con la siguiente observacién clasica del Algebra Lineal:

LEMA 4.4.4. Sea K un cuerpo perfecto y sea M € M, (K) la matriz de un endomor-
fismo. Supongamos que M es diagonalizable en la clausura algebraica de K. Entonces,
el polinomio minimo de M wviene dado por la siquiente propiedad:
Sea x(T') € K[T] el polinomio caracteristico de M :

X(T) :=det(TId,, — M) € KI[T],

Sea X'(T) € K[T|] la derivada de x(T') con respecto a la variable T. Sea h(T') € KT
el mdzimo comin divisor de x(T) y x'(T), i.e.
h = ged(x, X')-

Entonces, el polinomio minimo de M es el polinomio dado mediante:

Mds atn, la matriz M es diagonalizable y todos sus valores propios son distintos dos a
dos si y solamente simp; = x(T) o, equivalentemente, si y solamente si el discriminante
de x(T) es no nulo. Recordemos que el discriminante de un polinomio es dado mediante:

discr(x) = det(x'(C(x))),

donde C(x) es la matriz companera de x.

DEMOSTRACION. Recordad vuestros cursos de Algebra Lineal que, se supone, fue-
ron muy profundos. O

4.4.1.1.  Interpolacion de Lagrange. De otro lado, recodemos el método de inter-
polacién de Lagrange. Este método nos dice que si disponemos de una familia de pares
de elementos en un cuerpo {(a;,b;) : 1 <1i < m}, con la condicién a; # aj, Vi # j.
Entonces exite un polinomio p € K [T verificando:

p(a;) =b;, Vi, 1 <i<m.

De hecho, el polinomio se puede definir mediante la siguiente famosa férmula de La-

grange: -
p(T) = Z @M

DL oy © KT
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De hecho, observamos que podemos considerar el polinomio

m

WT) = [T - a).

=1

El discriminante de ese polinomio tiene que ver con el elemento del cuerpo p € K dado

mediante:
p = H(al - a’j)v
1<j
y, de hecho,
W(T)=> T[T - a),
i=1 j#i

luego el discriminante

m
discr(h) = det(h'(C(h)) = [] [J(ai — a;) = p*.
i=1 j£i
Lo que si podemos concluir es que existe un polinomio p € K[T] de grado menor que
m — 1 satisfaciendo
plai) = bi.

Con esta informacién inicial tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 4.4.5. Existe un algoritmo probabilista tal que, en un numero de operaciones
en K polinomial en

D.n

realiza la siguiente tarea:
Dada una resolucion “a la Macaulay” de un ideal cero-dimensional a, el algoritmo
devuelve una resolucion “a la Kronecker” del mismo ideal.

DEMOSTRACION. El algoritmo es simple por todo lo visto hasta ahora.

INPUT: La solucién “a la Macaulay”:

(ﬂ7{MX17"'7MXn})'
Hallar el polinomio x(Uy,...,U,,T) € K[Uy,...,Uy,T| dado mediante:
x(Ui,...,U,,T):=det(Tldy — (Ui Mx, + -+ U,Mx,) € K[Uy,...,Up,,T)].
Hallar el discriminante de ese polinomio:
0
D(Uy,...,Uy) = det(a—;(Ul,...,Un,C’(X)) e KUy, ..., Uy,

donde C(x) es la matriz companera de y con respecto a la variable T'. Test de Nulidad
de Polinomios: Usar cualquier test de nulidad de polinomios para hallar un punto
u = (uy,...,u,) € K™ tal que

D(uq,...,u,) #0.
Hallar matriz
M, = uy My, + - + up M, .
y su polinomio caracteristico x,, € K[T].

Resolver los sistemas de ecuaciones lineales: para cada k, 1 < k < n, hallar las
soluciones

{tix : 1<k<n0<i<P—1}.
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los sistemas de ecuaciones lineales siguientes

(4.4.1)

-1
MXk = Z Ti7kC(Xu)l7
i=0

donde C(x) es la matriz compafiera de x, (7).
OuTPUT:

El punto u = (uq,...,u,) € K™
El polinomio x,(7") dado por sus coeficientes.
La lista de polinomios:

2-1
w(T) =Y ti T" € K[T], 1<k<n.
=0

Para el andlisis de complejidad debemos hacer algunas precisiones:

i

i)

El discriminante D(Uy, ..., U,) es un polinomio de grado (% — 1) en n varia-
bles. Si lo intentaramos escribir por sus coeficientes tendriamos un problema
porque el nimero de sus coeficientes es enorme:

<@ + n> ~ "
n

Sin embargo, para hallar u no necesitamos nunca escribir el discriminante
D(Uy,...,U,). Esta es la razén de usar Tests Probabilistas de Nulidad de
Polinomios. Lo que necesitamos es poder evaluar D(uq,...,u,) para puntos
(U1, ...,up) € I" si I es el conjuntod definido por el Teste de Zippel-Schwartz.
Es mas elegante usar, por eejmplo, los cuestores, pero no entro en ese detalle
ténico por ahora. Y para hallar D(uq,...,u,) en una eleccién aleatoria de
u € I™, no necesitamos escribir D(Uy,...,U,) sino evaluar los determinantes
de matrices con coordenadas en K y de tamaiio 22 que se indican en el
algoritmo.... Luego se puede hacer en tiempo

nPM gw.

Maés adelante explicaremos este curioso fenémeno como la representacion de
polinomios mediante esquemas de evaluacién (o straight—line programso SLP’s).
Las ecuaciones lineales a resolver en las identidades (4.4.1) son n sistemas
de ecuaciones lineales, cada una de las cuales tiene %? ecuaciones (una por
coordenada de las matrices involucradas) en 2 variables. Esto require algunas
matizaciones.

» La primera es que todos esos sistemas en ((4.4.1)) son compatibles, es
decir, sabemos que poseen solucién siempre. Asi que, aunque el sistema
sea muy sobredeterminado, el sistema es siempre compatible.

= La segunda es que todas las matrices involucradas son matrices de homo-
tecias 14 de polinomios g y sabemos que las homotecias 7, al escribir sus
matrices en una base 8 que tiene a la clase de 1 como primer elemento de
la base, estan totalmente determinadas por la primera columna. Asi que,
en realidad, los que hay que hacer es:

Para cada i, 0<i¢< 2 —1,
Hallar C; ) € K7 la primera columna de la matriz C(x,)".
Hallar la primer columna Cj, € K de la matriz M X, -
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Resolver los n sistemas de ecuaciones lineales con & variables y
el mismo niimero de ecuaciones:
2-1
Cy = Z T; kCi k-
i=0

En suma, nunca hacemos nada que no sea Algebra Lineal en dimensién 2 y todo eso se
hace en tiempo 2. Como mucho en 2**1 (por las potencias) y n®M) 2«41 por tratar
de ser generoso con la complejidad. O

4.5. Solucién mediante Forma de Cayley-Chow del caso cero-dimensional

Con lo discutido anteriormente, ya podemos devolver la definicién de resolucién vasada
en la Y —resultante de van der Waerden que también se denomina polinomio eliminante
of forma de Cayley-Chow para el caso de ideales cero-dimensionales.

DEFINICION 28 (Solucién mediante la Forma de Cayley-Chow). Dado un cuerpo
perfecto K y una estencion K algebraicamente cerrada de K. Sea a un ideal cero-
dimensional en K[X1,...,X,] y sea V := Vk(a) la variedad K—definible que define.
Una solucion mediante forma de Cayley-Chow de las ecuaciones en a es un polinomio
multi-variado en el anillo K[Uy,...,Uy,,T| dado mediante:

xulUi, ... U, T) = [ (T =G+ +Un)) € K[Un,..., U, T).
C=(C1,...,Cn)€V

El polinomio eliminante (o forma de Cayley-Chow) en el caso cero-dimensional es un
polinomio homogéneo en n+ 1 variables, ménico con respecto a la variable T' y de grado
total 2 = deg(V'). Sin embargo, como ya hemos inidcado, no lo vamos a representar
mediante sus coeficientes, sino mediante esquemas de evaluacién. Ya discutimos después
esa representacién y, por el momento, admitimos que podemos representarle mediante
una informacién de tamano polinomial en 2.

OBSERVACION 4.5.1 (De la solucién “a la Macualy” a la solucién a la Cayley—
Chow). Debe senalarse que, aunque la forma de Cayley-Chow tiene la forma descrita
en la Definicién precedente, i.e.,

w@ =[] @T—=UOG+-+UnG)),
¢=(C1,+5Cn)EV

en realidad NUNCA tenemos acceso a las soluciones ¢ € V' de modo directo, sino que,
en la mayoria de los casos tenemos acceso a ;s sin tener acceso a los (. Esto es mas
evidente si partimos de una resolucién “a la Macaulay” con tensores Mx,,..., Mx,, .
En ese caso, la forma de Cayley-Chow sience dada por:

xu(Ui,..., U, T) =det (UiMx, +---+U,Mx,) € K[Ui,...,Upn,T].

Sabemos que x;; tiene la forma adecuada, pero no concemos individualmente las solu-
ciones.

Es claro que podemos obtener la forma de Cayley-Chow a partir de una soluciéon “a la
Macaulay” y que podemos representar ese polinomio con la informacién necesaria para
escribir un determinante que, usando métodos adecuados, a la Berkowizc-Mulmuley, por
ejemplo, son programas que se pueden escribir usando 2%t operaciones aritméticas.

La parte “dificil” es recuperar la informacién “a la Macaulay” (o “a la Kronecker”)
a partir de la forma de Cayley-Chow. Comencemos definiendo ciertos polinomios de-
rivados de la forma de Cayley-Chow: Sea xy(T') una forma de Cayley-Chow de una
variedad V' cero-dimensional como en la Definicion anterior. Consideremos los polino-
mios siguientes:
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i) La derivada con respeto a 7"

Oxu(T
XUty ... U, T) := XgT( (U, .U T) € KO, ..., U T].
ii) Las derivadas parciales con respecto a las otras variables:
Ixu(T)

Qi(Uy,..., Uy, T) := (Ur,...,Un,T) € K[UL,..., Uy, T).

oU;
iii) El discriminante:
D(U,...,Uy) := Rest(xu(T), xp(T)) := det (xgg (U1, ..., Un, C (x1))) -
Se trata de un polinomio en D(Uy,...,U,) € K[U,...,U,].
Si nos fijamos en el Lema 2.1.2 del Capitulo 2 tenemos la siguiente propiedad, usando

como anillo R := K[Uy,...,Uy]:

COROLLARIO 4.5.2. Con las notaciones anteriores, existen polinomios
a,be K[Uy,...,Up, T
tales que
DUy, ...,Up) :==a(Uy,...,Upn,T)xu +b(Ui,...,Upn, T)X}y-

Ademds, en Lema 2.1.2 se expone quienes son los polinomios a y b.
Introduzcamos las siguientes notaciones:

i) Tenemos un ideal cero-dimensional a en K[Xy,..., X,].

ii) La variedad V := VIK(a) tiene grado Z, la dimensién de K[V], como K —espacio

vectorial, es & y los elementos de V' se representan mediante:
Vi={G,.--,(a}

con G = (Gi1y---5Gim) € K?
iii) Consideremos las proyecciones candnicas:

mn: K" — K
r +— I
iv) Para cada ¢ := ((1,...,(,) € K", escribamos U(() para representar el punto
UK =UiC1 + -+ Un(p € K[Un, ..., Uy).

PROPOSICION 4.5.3. Con las anteriores notaciones, se verifican las siquientes propie-
dades en K[Uy,...,Uy]:

i) El discriminante verifica:

2 2

DUy, ..., Un) = [ xae Q) = [T e @) =TT | TT WG = ¢)

cev i=1 i=1 \ j#i
i) Las demds derivadas verifican, para cada € V:

oxu IxXu

(UL, UnsU(Q) = Q) GE (U UnUIQ))
(2

DEMOSTRACION. Es una mera comprobacién a partir de las definiciones de las
distintas funciones. O
PROPOSICION 4.5.4. Con las notaciones anteriores, sea u := (u1,...,up) € K™ un

punto en el espacio afin sobre K de tal modo que
D(uq,...,u,) #0.
Denotemos también por u : K® — K la aplicacion lineal definida por u mediante:

U(Xl,...,Xn) ::ule—i—---—l—unXNGK[Xl,...,Xn].
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Se verifica:

i) La forma lineal u € K[X,...,X,] es una forma separante para V.
ii) El polinomio eliminante x,(T) € K[T] de la forma lineal u verifica:

Xu(T) = xu(ui, ..., u,, T) € K[T].
iii) Se verifica la siguiente propiedad:
Gi(u(X1,. .., X0)) = XiR(u(Xy, .., X,)) € va = Ig(V),
donde

L Oxu
u(T) =517

(ui,y...,u,,T) € K[T],

qi(u(Xl, - ,Xn)) S K[Xl, - ,Xn],
mientras que:

R(T) == x,(T) = ‘%’(ul, . yun, T) € K[T)),
Y
Ru(X1,..., X)) = %/{(ul,...,un,u(Xl,...,Xn)) e K[X1,...,X,)).

DEMOSTRACION. Las primeras dos afirmaciones son obvias a partir de las definicio-
nes de los polinomios involucrados. Para la afirmacién iii) obsérvese que la Proposicién
prcedente nos dice que para toda lista de variables {Uy,...,U,} y para todo ¢ € ( se

tiene:
Mxu

or

0
50 (U U U(0) = mi(Q)

Por tanto, se tiene también,

U1, .., Un, U(Q)).

qi(u(C)) — mi(Q)R(u(C)) = 0,
para todo ¢ € V. Si escribo el polinomio
X1, Xn) = aq(u(Xy,..., X)) = XiR(u(Xy,...,X,)) € K[X1,..., Xy,
verifica que
h(€) = ¢i(u(C)) = mi(Q)R(u(()) = 0, ¥C e V.

Por tanto

h(X1,...,Xp) € Ig(V) =,
usando el Nullstellensatz. Y tenemos probada la afirmacién iii) y el enunciado. O

OBSERVACION 4.5.5 (Solucién mediante isomorofismo birracional). La anterior
Proposiciéon nos da una representacién de V mediante un siomorfismo birracional con
una subvariedad de dimension cero de K. El isomorfismo birracional viene dado por
considerar W C K dado mediante:

W:={z€K : xu(z) =0}.

El isomorfismo birracional viene dado mediante las dos aplicaciones (una inversa de la
otra siguientes:
uw: V.o — w
¢ — u(Q)=uili+ -+ upGu.
Y su inversa es dada mediante:

wl: W — Vv
z — u_l(z) = (%((5))"“’%((5)))

De hecho, el tinico punto importante es la buena definicién de u~! pero esto esta
garantizado por la condicién D(uy, ..., u,) # 0. Como D(uq, ..., uy) es el discriminante
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de xu(T) y como R(T) es la derivada de x,(T"), entonces, no hay cero de x,(7") en el
que se anule en x,(T), es decir, x,,(z) # 0 para todo z € W, garantizando que u~! est4
bien definido sobre W. Algunos autores prefieren la terminologia Resolucion Racional
Univariada o RUR (como, por ejemplo, en la Tesis de F. Rouillier? y sus trabajos y
referencias de ese periodo.) a una representacién de V mediante isomorfismo birracional.

COROLLARIO 4.5.6 (Resolucién “a la Kronecker” desde la Forma de Cayle-
y-Chow). Con las notaciones anteriores, sea u = (uq,...,uy) € K™ un punto en el
espacio afin sobre K de tal modo que

D(uy,...,u,) #0.
Denotemos también por u : K* — K la aplicacion lineal definida por v mediante:
U(Xl,...,Xn) = X1+ -+ u Xy € K[Xl,,Xn]

La siguiente informacion nos da una resolucion “a la Kronecker” de la variedad cero-
dimensional V:

i) La forma lineal u € K[X,...,X,] es una forma separante para V.
ii) El polinomio eliminante x,(T) € K[T] de la forma lineal u verifica:

Xu(T) = xu(ui,...,u,,T) € K[T].
iii) El discriminante p € K \ {0} viene dado mediante la siguiente identidad:
p:=D(uy,...,up)

iv) Las parametrizaciones vienen dadas mediante las siguientes propiedades:
Sean A,B € K[Uy,...,Upy,T) tales que

D(Uy,...,Up) = Axu + Bxy,-

Para cada i, 1 <1 <n consideremos los polinomios:

Ixu
A ] n7T =
Qi(Us Un,T) aU

y sus espectalizaciones:
qi(u1,...,un, T) € K[T].

(Ul,...,Un,T) EK[Ul,...,Un,T],

Definamos
‘/;(Ula RIS UTL7T) = TemT(B : Qi) XU)?

donde remyp quiere decir cdlculo del resto para una division univariada (con
respecto a la variable T') con divisor xy(T), que es mdnico con respecto a la
variable T'. Entonces, una parametrizacion de V viene dada mediante:

vi(T) = Vi(uy,...,u,,T) € K[T],

pXi — vi(u(Xl, - ,Xn)) € \/E

DEMOSTRACION. Las propiedades i) y ii) se siguen de la Proposicién anterior. La
propiedad iii) necesita un poco més de reflexién. De una parte, la Proposicién precedente

nos dice que para cada ¢ = ((1,...,¢,) € V se tiene:
IxXu B Ixu
T@(Ul, ooy Un,U(C)) = WZ(C)aiT(Ui, ceey Un,Z/{(C))
Especializando las variables U; en las constantes u; obtenemos que tambié es cierto:
X st (6)) = 7O et (0,

9F. Rouillier, “Algorithmes efficaces pour l’étude des zéros réels des systémes polynomiauz”. These,
Université de Rennes I, 1996.
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De otro lado, tenemos que se tiene
D(Uy,...,Up) = Axu + Bxyy-

Multiplicando for B tenemos que para todo ¢ € V, y recuperando las notaciones del
enunciado, tenemos la siguiente igualdad en K[Uy,...,U,,T]:

(4.5.1)
B(Uy,...,Un,U(C)Qi(Ut, ..., Un,U(C)) = mi(()B(Un, - .., Un, U)Xy (Uns - -, U, U(Q)).
Pero, ademas,
xuUi,...,U,,U(()) =0,Y¢ € V.
Pero, ademas,
A -xuUi,...,U,,U)) =0,¥C e V.
Por tanto, desde la Ecuacién (4.5.1) anterior, concluimos que V¢ € V' se tiene:
(4.5.2)
B(Uy, ..., Un,U(Q)Qi(Uy, ..., Un,UQ)) + T Q)AL - .., U, U(Q))xuu(Un, - - -, Un, U(Q)) =

=m(Q)BWU, .., Un, U)Xy (Un, - .., Un, U(Q)) + mi( QAU - - ., Un, U(Q)) xuu (U, - -, Un, U(C)).

Pero, tenemos que:
ﬂ'Z(C)D<U1, ey Un) =

=m(Q)BU,.. ., Un, U)Xy (U1, - -, Un, U(Q)) + mi( QAU - ., Un, U(C) ) xuu (U, - -, Un, U(C)).

Luego la Ecuacién (4.5.2) se convierte en la siguiente para todo ¢ € V:

(4.5.3)
B(Uy, ..., Un,U(C)Qi(Un, . .., Un,U(C)) + mi(Q)A(UL, - .., Un, U(C)) xtu (U, - - ., Un, U(C)) =

= FZ(C)D(Ul, ceey Un)

De otro lado, haciendo divisén con respecto a la variable T' en K[Uy,...,Up,T] y
aprovechando que i es ménico con respecto a T, existirdn R;,V; € K[Uy,..., Uy, T]
tales que

B(Uy,..., Uy, T)Qi(Uy,..., Uy, T) = Rixu(Uy,...,Upn, T) + Vi(Ux,...,Upn,T),

El polinomio V;, cuyo grado en T' es menor estricto que el grado en T" de xz; es lo que
hemos llamado el remy en el enunciado. Entonces, para cada ¢ € V' tendremos:

B(Uy, ..., Un,U(Q)Qi(Ur, - .., Un, U(Q)) + mi(Q)AUL, - .., Un, U(Q))xus(Un, - .., Un, U(Q)) =
‘/’i(U17 .. 7Umu(C)) +H(U17 .. '7Un7u(C))XU(U17 .. ,Un,U(é)),

donde
H(Uy, ..., U, U(Q)) = (Ri(Ur, .., Up, U(Q)) + mi () A(Un, - . ., Un, U(C))) -
Pero, como xy(Uy,...,U,,U(C)) = 0, para cada ¢ € V, concluimos:

B(Ula ) Uﬂdu(C))Q’L(U17 sy Unv“(C)) + ﬂ—i(C)A(Uh ) Unau(C))XU(Ula ceey Un,U(C)) =
‘/i(Ula B Umu(C))

Esto ultimo nos lleva a transformar la Ecuacién (4.5.3) queda transformada en la si-
guiente para todo ¢ € V:

(4.5.4) Vi(Ur, ..., Un,U(C)) = m(Q)D(Un, - .., Uy).

Especializando las variables U;’s en constantes u;’s obtendremos:

(4.5.5)  Vi(ug,...,un,u(Q)) — m(CQ)D(u1, ..., un) = vi(u(()) — pmi(¢) =0, V¢ € V.
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Ahora, si consideramos el polinomio
h(Xl, c. ,Xn) = vi(ule + -+ uan) —pX; € K[Xl, c.. ,Xn],

tenemos que

h(C) = vi(u(Q)) — pmi(¢) = 0,V € V.
Y esto significa que vy, ..., v, son las parametrizaciones a la Kronecker y que p es el
discriminete. Adicionalmente, tenemos el isomorfismo birregular entre V 'y W := {z €
K : xu(z) =0} CK:

u: V.o — w
¢ — u(():=uil1 + -+ upCn.
Y su inversa es dada mediante:
W — \%4
. — u(z) = (p 7 u(2), ., p T on(2))

u

Estas dos Proposiciones nos llevan a conluir el siguiente enunciado:

TEOREMA 4.5.7 (De la forma de Cayley-Chow a la solucién “a la Kronecker”).
Eziste un algoritmo probabilista que realiza la taerea siguiente:

Sea K un cuerpo perfecto, K un algebraicamente cerrado que contiene a K, a un ideal
cero-dimensional en K[X1,...,X,], V := VK(a) la variedad cero dimensional definida
por a. Entonces, el algoritmo computa, tomando como INPUT una forma de Cayley-
Chow de V, una solucion “a la Kronecker” de V.

El tiempo de ejecucion del algoritmo es, en operaciones sobre el cuerpo base K, poli-
nomial en n y 7, donde 9 = deg(V).

DEMOSTRACION. Es esencialmente lo descrito en las Proposiciones precendentes,
pero lo expresamos en forma de algoritmo:

INPUT: La forma de Cayley-Chow:
Xu(Ul, Ceey Un,T) € K[Ul, Ceey Un,T]
Hallar Las derivadas parciales y el discriminante:

= La derivada con respeto a 71"

Ixu(T
XZ//{(U1>"'7UTL1T) = ng(’V >(U17"'aUTL7T) GK[U17"'1UTL7T]'

= Las derivadas parciales con respecto a las otras variables:

oxu(T
Qi(Ulv'-wUTHT) = Xaul/(v )

= El discriminante genérico:
D(Ul, e Un) = det(qi(Ul, ..., Un, C(Xu))) S K[Ul, Ceey Un],

donde C(xy) es la matriz companera de yy con respecto a la variable T

(Ul,...,Un,T) GK[Ul,...,Un,T].

Hallar los coeficientes de la identidad de Bézout del Discriminante. Es decir,
polinomios A, B € K[Uy,...,Uy,T]| tales que:

D(Uy,...,Uy) = Axy + Bxyy-
Hallar el resto de la divisién por xy:
Vi(Ui,...,Up, T) :=remp(B - Qi, Xu1)s
Aplicar Tests de Nulidad de polinomios para hallar: v € K" tal que:
D(uq,...,u,) =0.
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OutpUT: La informacién siguiente:

s La forma separante u := u1 X1 + - - - + up Xy,
= El plinomio minimo de la forma separante:

Xu(T) = xu(ui,...,uy,T) € K[T].
= Las parametrizaciones:
vi(T) :=Vi(uy,...,un,T).
= El discriminante:
p:=D(uy,...,u,) € K\{0}.

Este algoritmo realiza la tarea indicada y, en sus céalculos, todo lo que hace es Algebra
Lineal en dimensién &, aunque a veces, en K(Uy,...,U,) (pero éso, mediante SLP’s,
es manejable en tiempo polinomial en Z y n). U

4.6. Objetivo del Curso: Algoritmos Intrinsecos

El objetivo de esta segunda parte del curso seria probar que se verifica el siguiente
resultado:

TEOREMA 4.6.1. Existe un algoritmo probabilista (MonteCarlo) que realiza la siguiente
tarea:

Sea K un cuerpo perfecto, K un algebraicamente cerrado que contiene a K, a un ideal
cero-dimensional en K[X1,...,X,], V := Vk(a) la variedad cero dimensional definida
por a. Supongamos que existe una sucesion reqular reducida

fl,...,anK[Xl,...,Xn],

que genera el ideal a (i.e. a = (f1,..., fn))-

Entonces, el algoritmo computa, tomando como INPUT f1,..., fn, una solucion “a la
Kronecker” de V.

El tiempo de ejecucion del algoritmo es, en operaciones sobre el cuerpo base K, po-
linomial en n y 2 y L, donde 2 = deg(V) = [[,deg(f;) y L es la talla de la
representacion de los polinomios f1,..., fn en cualquier representacion razonable ele-
gida.

La demostraciéon ocupara bastantes Capitulos de cuanto sigue y necesitaremos avanzar
en la comprensién de la naturaleza de los objetos geométricos involucrados.






Capitulo 5

Soluciones mediante ceros aproximados

5.1. Bases L3— reducidas.

5.1.1. Reticulos en R".

DEFINICION 29. Llamaremos reticulo a todo Z—mddulo libre de rango n contenido en
R™ y tal que contiene una base de R™ como espacio vetorial.

OBSERVACION 5.1.1. Obsérvese que la condicién de que contiene una base del propio
R™ no es evitable. Un submédulo libre de rango 2 en R? es el dado por ((v/2,0), (v/3,0)).
De otro lado la condicién rango n si puede ser evitada si imponemos la frase : un reticulo
es el Z—modulo libre generado por una base de R”.

DEFINICION 30. Dado un reticulo L C R™ y una base del mismo vy, ..., vy, llamaremos
volumen del reticulo al volumen del paralelepipedo determinado por esta base, i.e.

vol(L) :=| det(B) |
donde B € M, (R) es la matriz cuyas columnas son los vectores de la base v, ..., vy.

OBSERVACION 5.1.2. Como los cambios de base en médulos libres se hacen mediante
determinantes de valor absoluto 1, esta nocién no depende de la base elegida.

Llamaremos discriminante de una base {v1,...,v,} de R™ al determinante de la matriz
de Wishart asociada a la matriz de coordenadas de los vectores de esa base, esto es:

<1)1,1)1> <U1’Un>
d = det : :

(Un,v1) -+ (Up,Upn)
Claramente se tiene

PROPOSICION 5.1.3. Sea L un reticulo de R™ y sea v, ...,v, una base de L, entonces
el dsicriminante es el cuadrado del volumen, i.e.

vol(L)? = det (({vi,v;))1<i j<n)

DEFINICION 31. Un subreticulo de un reticulo L es simplemente un reticulo en R™
contenido en L.

Una bonita propiedad que relaciona el volumen con el gurpo cociente nos muestra que :

PROPOSICION 5.1.4. dados L1 C Lo dos reticulos en R™ se tiene

vol(Ly)
Lo/Ly) =
H(La/ L) vol(Ls2)

5.1.2. Bases Reducidas. Sea L C R™ un reticulo y v1,...,v, una base de L.
Denotaremos mediante v, ..., v} la base (de R™) obtenida aplicando el proceso de
ortogonalizacién de Gram—Schmidt a la base vy, ..., v,, i.e.

vl = 1

vy 1= Uy — p21v7, po = ngzii
X - R CIECH)

v, = U — Zj:l Hij U5, Hij = )

93
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DEFINICION 32. Una base v1,...,v, de un reticulo L se denomina reducida si, con las
notaciones anteriores, se tiene :
1
| iy |< 5
o -+ v 2 2 2l
Vi T Hii—1Viall = gl
Estas exéticas propiedades se canalizan desde la siguiente :
PROPOSICION 5.1.5. En las notaciones anteriores, sea vy, ...,v, una base reducida de
un reticulo L C R"™. Sean v7,...,v} los vectores obtenidos tras aplicar Gram-Schmidt

a esta base. Entonces,
) lrI? < vl P < 207 HJof |2,

n(n—1)
it) vol(L) < [T2, [Juif| < 277 wol(L),
i) Joy||” < 27|, para 1< j < i <n.

iv) ||vi|| < 2°T vol(L)x.

DEMOSTRACION. Para la tercera de las afirmaciones, baste observar que :

o |* > 5T 1o11[* = [Jon]
con lo que
n(n—1) n . n
27 wol(L)* = [T 27 MIof 11> = T [ llenl?
i=1 i=1
Tomando raices 2n—ésimas a ambos lados tenemos la desigualdad buscada. O

OBSERVACION 5.1.6. La primera de las desigualdades de ii) hace referencia a la famosa
desigualdad de Hadamard y no necesita la condicién de reducida para probarse.

En cuanto a la segunda desigualdad de i) es una de las etapas de un enunciado del
texto de Cassels [Ca, 71], ch. VIII. Nos falta probar la existencia de bases reducidas.

Veamos algunas consecuencias de esta Proposicion (que se relacionan con las ideas de
Minkowski sobre bases minimales)

PROPOSICION 5.1.7. Sea L un reticulo y sea v1,...,v, una base reducida. Entonces,
para cada x € L,z # 0, se tiene :

o] < 27|
DEMOSTRACION. Este resultado se sigue observando la relacién que hay entre las
coordenadas de cada elemento x € L en funcién de la base del reticulo y de la base

obtenida por Gram—Schmidt, es decir :

n

n
* ok
xr = E T,L"U,L' — E ;U5
=1

i=1
entonces, por la ortogonalidad se sigue que :

n
[le]? = rllof|I?
=1

Ahora bien, las coordenadas se relacionan mediante :

1 po1 -+ ppa
0 1 . Hn,2 1 Ty
0 0 - fpna Tn rey

)

1
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Por lo tanto, si k£ es el maximo indice tal que r, # 0 tendremos que 7, = 1 € Z.
Finalmente concluimos
2 2 2 2
zl1” = () lvkll™ = [[vgl]
Usando la tltima de las cotas de la Proposicién anterior se sigue el resultado. O

De modo analogo se tiene la siguiente Proposiciéon que es simplemente una extensién
via induccion.

PROPOSICION 5.1.8. Sea L un reticulo y sea vy, . .., v, una base reducida. Sean 1, ...,x; €
L elementos linelamente independientes. Entonces, para 1 < ¢ <t se tiene

[[oil* < 2" 'maz{||zil[* : 1< <t}
5.1.3. Un algoritmo de Célculo de las Bases L3—reducidas.

DEFINICION 33. Sea v, ..., v, una base de un reticulo L en R™. Definiremos el volumen
determinado por los menores diagonales del modo siguiente :

dy, == det (((vi, vj))1<ij<k)

n—1
D = H dy,
i=1
Una simple observacién nos recuerda que el proceso de ortogonalizaciéon de Gram-

Schmidt es inductivo y depende del orden; pero es incremental, con lo cual se tiene :

PROPOSICION 5.1.9. Con las anteriores notaciones, sean vy, ..., vs los vectores obteni-
dos aplicando Gram—Schmidt a la base del reticulo L dada. Entonces,

k
di = [ Ivi 1P
i=1

Para el disefio del proceso L3 bastard con que tengamos en cuenta el efecto sobre D y
dj, de ciertos cambios de base en el reticulo.

PROPOSICION 5.1.10. Sean v1,...,v, una base ordenada de un reticulo L de R™. Sean
di y D los volumenes de los menores principales, i.e.

dy, := det (({vi, vj))1<ij<k)
n—1
D = H dp
=1

<viv’U;>

Y sean

v}‘,vﬁ
con 1 < i < j < n, las constantes que aparecen en el proceso de ortogonalizacion de
Gram—Schmidt.

Sea v € 7 y consideremos una nueva base del reticulo w1, ..., w, € L dada mediante :
w; =v;, 1F#k
Wy 1= Vi — TV, para algunl 1 <1l <k

Sean di, y D los volumenes de los menores principales determinados por la nueva base,
1.€.

dy = det (((wi, wj))1<ij<k)

n—1
D= d
=1
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y sean

<wiﬂ w;)
* *

wy, wj>

las constantes que aparecen el el proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt aplicado

a la nueva base.

Entonces, se producen las siguientes variaciones :

dp,=d,, D=D
kg = tgs Wi<k—1
HEl = Mkl —T
La otra operacién posible de cambio de base en un reticulo viene dada por la operacién

cambio de orden de los elementos de una base. Esta operacién se utilizard solamente
en un caso excepcional :

PROPOSICION 5.1.11. Sean v1,...,v, una base ordenada de un reticulo L de R™. Sean
di y D los volimenes de los menores principales. Supongamos que la base obtenida tras
el proceso de ortogonalizacion de Gram—Schmidt verifica :

)

4

Consideremos una nueva base del reticulo w,...,w, € L dada mediante :
W; = V4, i#k,k—l

lloF + i e—1vi P < ol ?

Wy ‘= Vk—1, Wg—1 = Vg
Sean dj, y D los voliimenes de los menores principales determinados por la nueva base,
i las constantes que aparecen el el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
aplicado a la nueva base. Entonces, se tiene :
i) d; = d; para todo i # k — 1,
ii) dp—1 < 3dk_1,
iii) D < 3D.

Con estas dos operaciones elementales estamos en condiciones de definir un procedi-
miento que calcula bases reducidas de reticulos del modo siguiente :

SUBALGORITMO GRAM—SCHMIDT(/3) :
InpUT : Una base vy, ...,v, € Z"™ de un reticulo L C R™.
OUuTPUT :

*La base de la ortogonalizacién de Gram-Schmidt :

B = (v],...,v,) € (@")"
* Las constantes del proceso :

<viv ’U;k>

Hij = <’U;-<,U;>

PROCEDIMIENTO DE CALCULO DE BASES L® —REDUCIDAS
INpUT : Una base vy, ...,v, € Z™ de un reticulo L C R™.
OutpuT : Una base reducida wy, ..., w, € Z"™ del mismo reticulo L.
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Inicializar :

B = (v1,...,v,) € (Z™)",
k= 2.

while k < n+1 do L3(8, k)
output 8

end

PROCEDIMIENTO L3(83, k) :

INPUT :
* Una base ( := (v1,...,v,) € Z™ de un reticulo L C R",
*k<n.

OUuTPUT :

* Una base ( := (w1, ...,w,) € Z" del mismo reticulo L.
*k<n+1,

Input 3, k
* Gram — Schmidt(f)

* Hallar el niimero entero r mas préximo a fi g1, i.€.

r €L, | ppp—1— 1| < %
*w; =, 1 £k,
*wg = v — TUL_1,
* 0= (w1,...,wy)
* Gram — Schmidt(B)
if
* * 2 3 * 2
ok + pege—1V1 |7 < 7 [[op-1
then
*wi::fui, Z‘%k,k—l
*wg = vpo, Wg—1 = Vg
* 0= (wy,...,wy),
* k= max{k — 1,2},
else
*li=k—2,

while [l > 1 do
* Hallar el nimero entero r € Z més préximo a ju
*wi = vy, i#k‘,
*wy = v — Ty

* B = (wlw"?wn)
* Gram—Schmidt(3),
=11,
endwhile
*ki=k+1
endif
output 3, k.

end

TEOREMA 5.1.12 ([L3, 82]). El anterior procedimiento L? calcula entiempo polinomial
bases reducidas para cualquier reticulo L C R™ dado a través de una base en R™.
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DEMOSTRACION. El enunciado asi expuesto tiene una formulacién més técnica co-
mo la siguiente :
Existe una constante universal ¢ > 0 tal que el anterior algoritmo L? calcula una base
reducida del reticulo L, dado por una base f = (vi,...,v,) € (Z™)™, en tiempo del
mismo orden que (nh)¢, donde

h = maz{logs|vi ;| + 1 <1i,j <n}

siendo vy = (vi1,...,Vin).
La clave de la demostracién consiste en el analisis de las ejecuciones de L3(8, k). En
otra palabras, tras t aplicaciones del procedimiento L3(83, k), tenemos una sucesion :

{(Bi ki) + 1<i<t}

donde ; es una base del reticulo L y 1 < k; < n + 1, verificindose :
50 = 57 k(] =2

L3(Bi, ki) := (Big1, kit1)
En particular, se tendréan dos tipos de modificaciones de los indices k; :
= Avances : cuando k;y1 = k; + 1,
» Retrocesos : cuando k;y; = max{k; — 1,2}.

Sean a el nimero de avances y 7 el nimero de retrocesos. Tendremos :
at+r=t,a—r+2<n-+1

Finalmente, se D; el producto de los determinantes de la diagonal principal de la matriz
asociada a la base f3;. Por cada retroceso, este valor disminuye en (3/4) con lo cual,
podemos concluir :
Dy < (3/4)"Dy
Dado que Dg es un nimero entero, y que los D; son también ntimeros enteros positivos,
tendremos :
0< D, <(3/4)"Dy

En particular el nimero de retrocesos posibles estd acotado por 2logsDg. Sea t >
4logo Dy + n — 1. En ese caso, el nimero de avances tendrda que ser al menos a >
2logaDg+n—1. Pero ky > a—7r+2 =n+1, en cuyo caso la maquina ha de detenerse
tras t iteraciones del proceso. Luego se trata de un algoritmo que para en todas las
entradas.

O

5.2. Aplicacion a la Factorizacién de Polinomios.

Esta fase final consiste en relacionar factorizacion y bases reducidas. Ya estaba iniciada
en el trabajo de A.K. Lenstral, que es el motor de los resultados de L3.
Consideraremos las siguientes condiciones :

i) Sea f € Z[X] un polinomio primitivo, d = deg(f), libre de cuadrados.
ii) Sea p un ndmero primo tal que
a) f € Z/pZ[X] es un polinomio libre de cuadrados? ,
b) deg(f) = deg(f), esto es, el coeficiente director de f es no nulo médulo p.
iii) Sea h € Z[X] un polinomio ménico de grado £)0, verificando las propiedades
siguientes :
» h | fenZ/pZ[X].
» h | fenZ/p*Z[X).

1A, K. Lenstra. “Lattices and Factorization of Polynomials”. Report IW 190, 81. Amsterdam
Mathematisch Centrum (1981).

2Nétese que, entonces, es también libre de cuadrados en Z/p*Z[X] para cualquier k > 1 : es una
cuestién de manejo del discriminante.
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» h es irreducible en F,[X].

PROPOSICION 5.2.1. En las anteriores hipdtesis, existe un tnico factor (salvo signo)
ho irreducible de f en Z[X] tal que

h| ko
en Fp[X].
DEMOSTRACION. Como h es irreducible en F,[X] es claro que divide a algin factor

irreducible de f; pero como este polinomio es libre de cuadrados (en [F,[X]), no puede
dividir a ningin otro. (|

Definamos el siguiente reticulo :
Lin(h) = {g € Z[X] : deg(g) <m, h|g en Z/p"Z[X]}
Entonces, se tiene el siguiente :

TEOREMA 5.2.2 ([L?, 82]). Con las anteriores notaciones e hipdtesis, sea dada una
base L3 —reducida del reticulo Ly, (h) :b1,...,0my1.

Si
dm
pkf > 272dm||f”m+d
se tiene
AN
ho € Lin(h) < |[b1]] < <||f||m)
Mds ain, seat € {1,...,m+ 1} el indice mdzimo tal que :
phl 1/d
(5.2.1) 16| < ( )
’ | f]]™
Entonces,

ho = med(by, ..., b)

Para la demostracion, veamos diversos resultados intermedios. Para comenzar, obsérven-
se las siguientes propiedades relativas al reticulo L,,(h)

» Una base de L,,(h) como Z—mddulo y, por ende, como reticulo es la dada por

el siguiente conjunto :
{X'h : 0<i<m—}U{pFX7 : 0<j<—1}.
= tiene volumen independiente de m :
vol( L (h)) = p**

La razoén es simple : h ha sido elegido moénico y basta con considerar la base
descrita anteriormente.
= Para cualquier base reducida by, ..., by,t1 se tiene :
d—1 1 d—1 k¢
bl < 2T vol (L (h))# < 2% p
Comenzamos con la siguiente observacion :

PROPOSICION 5.2.3. En las hipdtesis y notaciones anteriores, para cada divisor g de
f, las siguientes propiedades son equivalentes :
i) h|g en Fy[X].
ii) h | g en Z/pFZ]X].
iii) ho divide a g en Z]X].
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DEMOSTRACION. Como g es un divisor de f y f es libre de cuadrados (por serlo f)
g es un producto de factores irreducibles y primitivos de f. Ahora la disquisicién esta
en que hg divida o no divida a g. Si hg no divide a g, malamente puede ocurrir que
h divida a g en [F,,[X], pues esta condicién caracteriza completamente a hy. Luego si
h | g, autométicamente, hg | g en Z[X]. Tenemos i) = iii). Las condiciones 7ii) = i)
y i1) = 1) se verifican obviamente.
Nos queda i) = ii). Sea f; € Z[X] el polinomio dado por f/g. Puesto que f no posee
factores miltiples, h y fi son comaximales en F,[X]. Sean A, u, v € Z[X] tales que :

Mo+ pfr=1—pv

igualdad que se verifica en Z[X]. Ahora multipliquemos a ambos lados por g y la suma
1+ pv+--+pF~1k=1 Obtendremos :

g(L+pv+ -+ P WP O+ ufr) = (1= pFM)g
Luego, la siguiente igualdad se da en Z[X] :
(g(l vt pP AN (L pr - —I—pk_ll/k_l)uf) +pkvkg =g

Tomando clases médulo p* tendremos una igualdad similar vélida en Z/p*Z[X]; pero
como h divide a f en Z/p*Z[X] obtendremos la igualdad :

<g(1 R A A O e p’f—lv’f—l)u(Dh =9

O

La deteccion de tales factores g de f divisibles por hg y, por lo tanto, de una posible
cota para el grado de hgy viene de la mano de la siguiente propiedad métrica :

PROPOSICION 5.2.4. En las anteriores notaciones e hipdtesis, supongamos b € Ly, (h)
tal que :

LA™ (Bl < p*™
Entonces, b es divisible por hy en Z[X]. En particular, med(f,b) # 1
DEMOSTRACION. Supongamos que b # 0. Sea g = mcd(b, f). Adicionalmente, su-
pongamos :
» e =deg(g),
= m' =deg(b) < m.
Consideremos el siguiente médulo :

M = {\f+ub : \p € Z[X],deg(\) <m' —e,deg(p) < d— e}

Sea Z[X]m/+d—e—1 €l Z—mbdulo de todos los polinomios de grado acotado por m’ +d —
e — 1. Claramente, tenemos que M es un submdédulo de Z[X ],/ 4d—e—1-
Consideremos la siguiente proyeccin :

T ¢ L X mid—e—1 — L[ X mrpd—e—1/Z(1, X, ..., X7") = ' td—2e ¢ gm/+d—2e
q— [dl,
donde
q:= am/—l-d—e—le/erfefl + o dag — [q] := am,+d_e_1Xm/+d7e—1 T

Consideramos 7(M) C Zm'+d=2¢ Como primera observacion, el siguiente conjunto
constituye una base de (M) :

{XUf] : 0<i<m —e}U{XI]p] : 0<j<d—e}.
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Para demostrar este resultado, baste con observar que si v € M y w(v) € w(M), se
tiene, obviamente que [v]| es combinacin Z—lineal de estos parmetros. Para ver que es
libre, supongamos :

Af]+ubl=0=qg:=Af+pbeZ[X]c1

Por tanto, como el grado del mximo comn divisor de f y b es e, concluimos ¢ = 0. Por
tanto,

Af+pub=0.

Dado que g es el mximo comn divisor de f y b, se tendr :
f b
A=) = —p(-

( g) ( g)

Por tanto,
| A

Pero,

b
deg(\) <m/ —e= deg(;).

Con lo que llegamos a contradiccién salvo que A = 0. Adicionalmente, p = 0 y habremos
terminado. Tenemos que 7(M) es un reticulo en R™ +d-2¢_gando la desigualdad de
Hadamard :

m' —e—1 d e—1

vol(m(M)) < H XTI TT Il < 11 ol < o™

=0

De otro lado, supongamos que ged(f,b) = 1. Entonces, se tiene e = 0 y h divide a f en
Z/p*Z[X] y a b en Z/p*Z][X] (pues b € L,,(h)). Por tanto,

m(M)=M C Ly, (h).
En particular,
vol(M) = vol(m(M)) > vol(Ly,(h)) = p*.
Con lo que hemos llegado a contradiccién. Como e > 1y h | b, tendremos h | gy g es

un divisor de f. Luego hg divide a g y, por ende, a b y habremos terminado.
O

PROPOSICION 5.2.5. Sean p,k, f,d,h,{ con las notaciones usadas a lo largo de esta
Subseccion y con andlogas propiedades. Sea hq el factor irreducible de f asociado a h,
m Yy Lg,, como en la Proposicion anterior. Supongamos que by, ...,byuq41 es una base
reducida de Ly, y que se vemﬁca la siguiente desigualdad :

p > 2dm/22dm||f||m+d

Entonces, tenemos deg(hg) < m si y solamente si :

1
k¢ d
p
| b1 ||<< m)
11l

DEMOSTRACION. Dada la desigualdad :

pke )
Horli< (H 7

d ke
oo [l fII™<p
luego la condicién es suficiente en vista de la Proposicion anterior. Es decir, hy divide
a by y deg(by) < m.

=

podemos concluir
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Para la otra implicacién, usaremos acotaciones para los factores de polinomios como
consecuencia de la medida de Mahler, de la igualdad de Jensen y de la desigualdad de
Landau. Asi, suponiendo que deg(hg) < m, tenemos que hg € Lg ., v

[ ho [[< 2" ([ 1]

Ahora, recordemos de la Proposicién 5.1.7,que :
m+1—1

1oy (1< 2755 | ho ll< 27227 || £ |

Entonces,
[Ba ||| F1[™ < 292%™ || £ ||+ pt

Lo que termina la demostracién. O

OBSERVACION 5.2.6. Como consecuencia de esta Proposicién tenemos ya demostrada
la primera de las afirmaciones del Teorema 5.2.2. Veamos cémo se alcanza la segunda.

PROPOSICION 5.2.7. Con las notaciones e hipdtesis de toda esta Subseccion, si, ademds
de la desigualdad de la Proposicion anterior, se wverifica que existe un indice j €
{1,2,...,m+ 1} para el cual

phl )1/d
2. b; e

Sea t el mayor de tales valores j. Entonces,
w deg(hp) =m+1—t,
» hg =med(by, ..., b).
Y la desigualdad 5.2.2 se verifica para todo j,1 < j <'t.
DEMOSTRACION. Sea
J={je{l,...,m+1} : (5,2,2) esvalida}

Sabemos de la Proposicién 5.2.4 que hg divide a b; para cada j € J. Luego, si escribimos
hi :=ged{b; : j € J} , entonces, hy divide a hi. Cada b; posee grado menor que m,
luego esta en el Z—modulo

Zhy + Zhi X + - -+ + Zhy X ™~ e9(h)
Como los b; son linealmente independientes, concluimos :
1T <m+1—deg(hy)

De otra parte, la cota de los factores de f nos produce :

o X" [l=l ho 1< 2" | £ |
Para i =0,...,m — deg(ho), tenemos ho X' € Ly, luego,
15y 11< 27227 || £ [1= I A17m < o
para 1 < j <m+ 1 — deg(hy). De donde concluimos,
{1,2,...,m+1—deg(ho)} CJ

Veamos que esta inclusién es una igualdad. Puesto que deg(hg) < deg(hy), se tiene

m + 1 —deg(ho) > m + 1 —deg(hy)
Pero acabamos de probar que

m+1—deg(h1) > m+1—deg(ho)

con lo que se da la igualdad de cardinales y, por tanto, la igualdad entre los dos conjuntos
anteriores. Como hg es primitivo, nos queda el prurito de probar que hq tambén lo es.
Para ello, veamos que cada b; es primitivo. Pero si no lo fueran, y ¢; fuera el contenido
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de cada bj;, tendriamos que hq divide a b;/c;, que estarfa en Ly, y b; estd en una base
de Lg . Necesariamente, ¢; = 1, los b; son primitivos y hi también lo es. O

OBSERVACION 5.2.8. En el trabajo original [L?, 82], no se considera la hipétesis f libre
de cuadrados, sino que se sustituye por (h)? no divide a f en F,[X]. Claramente, esta
segunda disquisicién es menos exigente; aunque todo resulta muy parejo (siempre hay
que buscar un buen primo).

5.3. Equivalencia Computacional entre las diferentes formas de solucién

5.3.1. De los ceros aproximados a la resolucién a la Kronecker. Los con-
ceptos de esta Subseccién son herencia de la equivalencia demostrada en [CHMP, 01].
En la Subseccién 5.1.3 se exhibe el algoritmo de Lenstra—Lenstra—Lovasz para el cdlcu-
lo de bases L3—reducidas de reticulos. Al mismo tiempo, dado un reticulo A C R”
y una base reducida § := {v1,...,v,}. El primer elemento v; verifica las siguientes
propiedades descritas en la Subseccién 5.1 :

[or]| < 2"T vol (A)/,

|v1]|? < 2" Y|z ||, Va € A.

En lo que sigue usaremos estas desigualdades para desarrollar un algoritmo (debido
al trabajo de R. Kannan, A. K. Lenstra, y L. Lovasz citado al pie 3) que transforma
aproximaciones diofanticas en polinomios minimos.

Para comenzar supongamos que ( € C es un nimero complejo y sea ¢ € Q[i] una
aproximacién de ¢ Supongamos que deg(¢) < m (grado de su polinomio minimo sobre
Q). Sea ¢ > 0 un nmero real y consideremos el reticulo A(¢),c) € R™*+! generado por
las filas de la siguiente matriz :

10 0 - cR(QY) cdm(©))
0 1 0 - cRe((Q)Y) eIm((Q)")
0 0 1 - cRe((Q)?) eIm((Q)? |,
0 0 - 1 cR(@™) cIm((©™)

donde Re(-) representa parte real e I'm(-) parte imaginaria del nimero complejo con-
siderado. Podemos introducir los polinomios de grado menor que m con coeficientes
enteros como algunos de los elementos de este reticulo del modo siguiente : Dado g :=
ap+ a1 X + -+ 4+ apn X™ € Z[X], definamos :

m
qg:= Zaibi S A(a, C),
=0
donde by, ..., b,, son las filas de la matriz anterior. Se observa que la norma del vector
g € R™*! satisface :

gl = llgll* + ¢*[g ()],

donde ||g|| es la norma del polinomio g en el sentido descrito en la Subseccién precen-
dente. El siguiente paso es una consecuencia de los Nullstellensétze Aritméticos, aunque
aplicados al caso univariado. Para entender el fenémeno pueden seguirse [KPS, 01],
[HMPS, 00] o [KrPa, 96].

3R. Kannan, A. K. Lenstra, and L. Lovasz, Polynomial factorization and non-randomness of bits
of algebraic and some transcendental numbers. In Proceedings of the 16th Ann. ACM Symposium on
Theory of Computing (Washington, D.C.), 1984, 191-200.
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PROPOSICION 5.3.1. Sea ¢ € C un nimero complejo algebraico sobre los racionales.
Sea h € Z[X]| su polinomio minimo y supongamos que del grado de h es a lo sumo m,
m > 2. Sea g € Z[X] otro polinomio tal que g(¢) # 0. Entonces,

l9(O1 = (Al + llgl)* =™

En otras palabras, |g(¢)| no puede ser arbitrariamente pequeno. Utilizando las acota-
ciones de las dos Proposiciones anteriores, se concluye el siguiente resultado :

TEOREMA 5.3.2. Sea ¢ € C un niumero complejo algebraico sobre los racionales. Sea h €
Z[X] su polinomio minimo. Supongamos M = wt(¢) y m = deg(() respectivamente
el peso y el grado de h. Sea ( € Qli] un racional de Gauss tal que se verifican las
stguientes propiedades :

(=< 92d%+3d-+4dlogs M’

¢ < [¢]-

Definamos la constante ¢ mediante :
_ 3
¢ = 23a%+2a-1 \[39,

Sea A(C;c) el reticulo antes definido. Finalmente, sea g € Z[X] un polinomio con
coeficientes enteros tal que g(¢) # 0. Se tiene :

Bf* < 2M?,
g* > 2™ (2M?).

En particular, dado que h € A((,c), el primer elemento de una base reducida de A(C,c)
ha de ser h.

Obviamente este resultado tiene varias aplicaciones razonables :

i) Célculo del Polinomio Minimo de un Niumero Algebraico a Partir
de un Cero Aproximado. Si disponemos de un cero aproximado z € Q[i] de
un polinomio f, aplicando el operador de Newton Ny varias veces, podemos
garantizar que el resultado  := N J’f(z) de k aplicaciones verifica las hipdtesis
del Teorema anterior. Aplicando el algoritmo de calculo de bases reducidas
descrito en la Subseccion 5.1 recuperaremos el polinomio minimo de la raiz
que tratamos de aproximar. El procedimiento minpoly (r,d) calcula el polinomio
minimo de un numero algebraico préximo a r y de grado menor que d.

ii) Factorizaciéon de un Polinomio por Métodos Numéricos. Se trata de
usar los métodos numéricos para factorizar en Q[X]. El proceso aplicara el
método de homotopia descrito en la Seccién anterior para localizar algin cero
aproximado asociado a alguna raiz ¢ del polinomio dado f € Q[X]. Con el
método anterior, hallariamos el polinomio minimo A de { que serd un factor
irreducible de f. El proceso continda con f := f/h hasta que f se convierte
en constante. El procedimiento es también de complejidad polinomial.

5.3.2. De la resolucién Numérica a la Resolucion a la Kronecker.

LEMA 5.3.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sean p(X) € K[X] y q(Y) €
K[Y] dos polinomios libres de cuedrados. Entonces, el ideal a := (p,q) en K[X,Y] es
un ideal radical.

DEMOSTRACION. Obvio. O
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5.83.2.1. Hipdtesis para la Resolucion Numérica.

i) Supongamos dado un ideal cero dimensional a C Q[X71,. .., X,] dado por una
sucesion regular reducida:
a:= (fl, .. ,fn)
ii) Supongamos que somos capaces de hallar ceros aproximados de f = (f1,..., fn)

asociados a ceros de Vg (a), con la condicién siguiente:
Ve(a) :==A{C1,- -+, ¢p},
S:={z,...,2p} CQJi,

37

de tal modo que

zi = Gll < 57—
I I 2v(f, G)
Usando el operador de Newton Ny podemos hallar aproximaciones Zi, ..., Zp € Q[i]
tales que
1
Zi — Gl < =,
12~ Gll < =

para un H a determinar.
5.8.2.2.  Los polinomios minimos de las proyecciones. Elijamos A := (A1,...,\,) €
Z"™ un punto con coordenadas enteras y definamos:

U, .= Z)\ij S Q[Xl, R ,Xn]
J#i
Noétese que

[ Al]2
1U:(Zi) = UGl < =7

Denotemos por 7 : C* — C la proyeccién sobre la coordenada k—ésima. Entonces,
tenemos

1

1 (Z3) = me (Gl < -

Elijamos H suficientemente grande para que se verifiquen las hipdtesis el algoritmo
KI?.

Aplicando KL? a cada Ux(Z;) y cada ;(Z;), y recombinando los resultados, dispon-
dremos de la siguiente informacion:

i) Una lista de polinomios py,...,p, € Q[T] libres de cuadrados, tales que
pr(Uk(G)) =0, 1 <i <D.
ii) Una lista de polinomios ¢, ..., g, € Q[T] libres de cuadrados, tales que
qr(mr(Gi)) =0, 1 <i < D.
Para cada k, 1 < k < n consideremos el ideal a; := (pr(T%), ¢x(Xx)) € Q[Tk, Xk,
donde T}, es una nueva variable. Consideremos los morfismos de anillos:
ok : Q[Tk, Xg] — Q[X1, ..., Xul,
dado mediante p(Xy) = X v vr(Tk) = Ug. Se tiene:

PROPOSICION 5.3.4. Con las anteriores notaciones, se tienen las siguientes propiedades:

i) Los morfismos @ son monomorfismos de anillos.

ii) Los ideales ay, estdin contenidos en las contracciones del ideal a a cada uno de
los anillos Q[ X1, ..., Xy].

iii) Dada la lista A := (A1,...,\n) si, para cada k, 1 < k < n, T + A\ Xy es
un elemento primitivo para el cociente Q[Ty, Xi|/ak, entonces la forma lineal
U:=MX1+ 4+ WXy = op(Tr + \eXg) es un elemento primitivo para el
cociente Q[ X1, ..., X,]/a.
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iv)

v)
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Supongamos que la forma lineal U anterior es elemento primitivo para Q[Ty, Xi|/ax

para cada k, 1 < k <n. Para cada k, 1 < k <n, sea my, el polinomio minimo
de Ty, + M\ Xi en Q[Ty, Xi|/ax. Sea P(T) € C[T] el mdzimo comin divisor de
my,...,mg. Entonces, P(U(Xy,...,X,)) € a.

Con las mismas hipdtesis del item anterior, existen polynomios Wy (T) € C[T]
tales que X — Wi(Ty + M\ Xk)) € ag, para cada k, 1 < k < n. En particular,

Xk—Wk(U(Xl,...,Xn))Ea, 1<k<n.

DEMOSTRACION. Probemos cada afirmacién separadamente.

i)
ii)

iii)

iv)

La primera afirmacion es obvia.

En primer lugar nétese que, con nuestras hipodtesis, a es un ideal radical.
Ademis, el polinomio py(Ug(X1,...,Xn)) € Q[X1,...,X,] se anula en Ven (a).
Por tanto, pr € a por el Nullstellensatz. Lo mismo sucede con los polinomios
qr(Xg). Por tanto,

a, C a‘.

Consideremos V; := ¢ (V(a)) € C2. Més atin, consideremos V (ay) y se tiene
Vi € V(ag). Ademés, consideremos la aplicacién p, : C2 — C dada mediante:

Pi (ks T) = ti + A (Tp).
Nétese que para cada ¢ = (¢, ..., ¢™) e V(a),

pe(e(Q) =U(Q) =Y MW ec,
=1

Por tanto, si Ty + A\ X es primitivo médulo ai es porque toma valores di-
ferentes para cualesquiera valores en V'(ay). En particular, dados dos puntos
¢, € V(a), con ¢ # (’, debe haber un k, 1 < k < n tal que pg(¢) # pr(¢’).
Esto es asi porque si ¢ := (C1,...,() y ¢ == (¢f,...,¢)), con ¢ # ¢, debe
haber una coordenada k tal que (i # (;., con lo que ¢ (¢) # ¢r((},). Entonces,
pr(o1()) # pr(r(C) > por tamto, T(C) £U(C') y U es primitivo modulo o
(porque a es radial).
Es evidente que my(U(X1,...,Xn)) = mi(prp(Tk + \eXk)) = pr(mi) € a C
a® =, *(a) y que my(U(X1,...,X,)) € a. Por tanto, si P(T) es el maximo
comun divisor de my, ..., mg, tenemos que P(U(X1,...,X,)) es un elemento
del ideal a.
La existencia de los polinomios Wy, tales que X — Wi (T + A\ Xk)) € ag es
consecuencia inmediata de ser U elementos primitivo médulo a; y de ser aj
un ideal radical. El resto se sigue de observar que ¢y (X — Wi (Tk + M\ Xk)) =
Xp — Wi(U(X1,..., X)) € a.

Il

Consideremos ahora el ideal b C a dado mediante:
b:=(PUX)), X1 —Wi(UX)),..., X, —W,(UX))) CQ[Xy,...,Xn]

donde

X =(X1,...,Xn).

El ideal b define un ideal cero-dimensional contenido en el ideal a. Ahora consideremos
los polinomios univariados

PROPOSICION 5.3.5. Sea p(T') := ged(Fy, . ..

Fk<T) = fk(Wl(T)v s aWn(T))a 1<k<n.

el resto de la division de Wy por p(T'). Entonces,

a=(pU(X)),X; —v1(X),..., X, — v (X)).

, fn) € Q[T]. Definamos, vy, := rem(Wy(T'), p(T))
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DEMOSTRACION. Basta con probar la igualdad de a/b. Para eso, basta con escribir

los elementos médulo b y F; + b = f; + b. El resto es evidente.
O






Capitulo 6

El Concepto de Dimension

Este material es obtenidble en [AtMc, 69], [Ma, 80], [Ma, 89] y, para el Lema de
Normalizacién de Noether!, seguiremos la prueba que da [Ku, 85].

6.1. Extensiones Enteras de Anillos

DEFINICION 34. Dada una extensién de anillos R C R', un elemento v € R’ se dice
entero sobre R si verifica una ecuacion polinomial monica con coeficientes en R. Una
extension R C R’ se dice entera si todos los elementos de R son enteros sobre R.

PROPOSICION 6.1.1. Las siguientes propiedades son equivalentes para una extension de
anillos R C R':
s Un elemento x € R’ es entero sobre R.
» La R—dlgebra R[z] es un R—mddulo finitamente generado.
» La R—dlgebra R[z] estd contenido en un subanillo B de R' tal que B es un
R—mddulo finitamente generado.
» Existe un R[x]—mddulo fiel M que es de generacion finita como R—mddulo.

COROLLARIO 6.1.2 (Clausura Entera). Dada una extension entera de anillos R C R,
los elementos de R’ que son enteros sobre R forman un subanillo R de R’ llamado
clausura entera de R en R'.

COROLLARIO 6.1.3 (Transitividad). Dadas extensiones de anillos R C R’ C R”, si R
es enetro sobre R y R es entero sobre R', entonces R es entero sobre R. En particular,
la clausura entera de R en R es integramente cerrado en R'.

PROPOSICION 6.1.4. Dada una extension entera de anillos R C R'. Se tiene:

= Si b es un ideal de R', entonces, R'/b es enetro sobre R/bC.
» Si S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de R, entonces ST'R’' es
entero sobre ST'R.

6.2. Going—Up y Going—Down

Aunque normalmente se les asigna a [.S. Cohen y A. Seidenberg, parece que W. Krull
también los conocia con lo que podrian llamarse los teoremas KCS o Krull-Cohen—
Seidenberg.

6.2.1. Going—Up. La clave es la siguiente Proposicién.

PROPOSICION 6.2.1. Sea R C R’ una extension entera de dominios de integridad. En-
tonces R’ es un cuerpo si y solamente si R es un cuerpo. En particular, si q es un ideal

rimo de R, su contraccion p := q° es mazimal en R si y solamente si q es mazimal
)
/
en R'.

COROLLARIO 6.2.2. Sea R C R’ una extensidn entera de anillos. Entonces, no hay
relacion de inclusion propia entre ideales primos de R que se contraen sobre el mismo
idela primo de R.

1. Noether, “Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl und Funktionenkrpern”.
Math. Ann. , 96 (1927) pp. 26-61.
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COROLLARIO 6.2.3. Sea R C R’ una extension entera de anillos y ¢ : Spec(R') —
Spec(R) la aplicacion continua dada por la contraccion de ideales. Entonces:

= ¢ es suprayectiva
» p(Spm(R')) C Spm(R) y la siguiente aplicacion estd bien definida y es supra-
yectiva:

CSpm(RY) Spm(R') — Spm(R).
Podemos incluir también una interpretacion geométrica.

COROLLARIO 6.2.4. Sea ¢ : V — W un morfismo de conjuntos algebraicos dominante
(i.e. o* : K[W] — K[V] es inyectiva). Entonces, si la extension K[W] C K[V] es
entera, @ es suprayectiva.

TEOREMA 6.2.5 (Going-Up). Sea R C R’ una extension entera de anillos. Sean dadas:

= Una cadena ascendente de ideales primos de R:
P Cp2 & Cpp,

= Una cadena ascendente de ideales primos de R':
g Cq2 < - C gm,

De tal modo que n > m y qf = p;, para cada i, 1 <1 < m. Entonces, existe una cadena
ascendente de ideales primos de R':

dm gqurl QCIm+2 (G Q%,
tales que qf = p; para cada i, m+1<1¢<n.
6.2.2. Going—Down.

PROPOSICION 6.2.6. Sea R C R’ una extensién de anillos, R la clausura entera de R

en R y S un sistema multiplicativamente cerrado de R. Entonces, ST'R es la clausura
entera de ST'R en STIR’.

DEFINICION 35 (Dominios normales). Un dominio R se dice normal o integramente
cerrado si es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones.

PROPOSICION 6.2.7. La condicion “normalidad” es una propiedad local.
Tras algtun esfuerzo probaremos:

TEOREMA 6.2.8 (Going-Down). Sea R C R’ una extension entera de dominios de
integridad, siendo R un dominio normal. Sean dadas:

= Una cadena desscendente de ideales primos de R:
pr2p22- 2 Pn,

» Una cadena descendente de ideales primos de R':
qr 292 2 -+ 2 qm,

De tal modo que n > m y qf = p;, para cada i, 1 <1 < m. Entonces, existe una cadena
descendente de ideales primos de R':

QmQQm+1QQm+2Q“'Q%,

tales que qf = p; para cada i, m+1<1i<n.
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6.3. Condicién de cadena ascendente para submodulos e ideales

Una versién més suave el Axioma de Zorn, conocido como el Axioma de Eleccion De-
pendiente.

DEFINICION 36 (Axioma de Eleccién Dependiente). Sea X un conjunto no vacio
y R C X x X una relacién. Supongamos que R satisface la siguiente propiedad:

Vae X, dbe X, aRb.

Entonces, existe una sucesion {x,, : n € N} C X de tal modo que xn,Rxy i1, Vn € N,

PROPOSICION 6.3.1 (Mdédulo Noetheriano). Sea R un anillo y M un R—mddulo.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) Todo submddulo de M es finitamente generado.
i) Los submddulos de M satisfacen las “condicion de cadena ascendente”, es
decir, dada una cadena ascendente de submodulos de M :

NoCN CNyC---CNp, C--+,

entonces existe un entero n € N a partir del cual la cadena se establiza, es
decir, Ny, = Ny, Ym > n.

iii) Todo conjunto no vacio de submddulos de M posee elemento maximal para la
inclusion.

DEMOSTRACION. » (1) = (2): Nétese que si tenemos una cadena ascendente:
NoC N SNy C--- CNp -2+

la unién N := ;e N: € M es también un submédulo de M y, por (1),
serd finitamente generado. Una coleccién finita {ni,...,n,} de generadores de
N debe pertenecer a algin submdédulo N,, de M (simplemente porque todo
subconjunto finito de naturales posee elemento maximal). Entonces, N = N,
Vv Ny = Ny, Ym > n.

= (2) = (3): Aqui usaremos el Azioma de Eleccion Dependiente del modo si-
guiente. Sea X un subconjunto no vacio de submédulos de M y supongamos
que no posee elemento maximal. Entonces, verifica que

VNeX, 3NeX, NgN.

Tomando R =& como la relacién sobre X, concluiremos que existe una cadena

ascendente:
NoGN1 GNo G- GNp & -+,

contradiciendo (2).

» (3) = (1): Sea N un submédulo de M. Consideremos el conjunto X formado
por todos los submédulos L de N que son finitamente generados. Como (0)
es submddulo, finitamente generado, y (0) C N, entonces (0) € X # (). Por
tanto, X posee una elemento maximal para la inclusién. Sea Ny ese elemento
maximal. Tenemos que Nyg C N. Si Ng = N habremos concluido. Suponga-
mos, por tanto, que No & N. Entonces, existe n € N \ Ny y consideremos el
submédulo N := Ny + (n) C N. Claramente N; € X y Ny & N1, con lo que
llegariamos a contradiccién.

g

OBSERVACION 6.3.2. Usualmente la prueba de la equivalencia entre estas tres propieda-
des (esencialmente la prueba de (2) = (3) o, equivalentemente, la prueba de (2) — (1)
se hace sin mostrar la relevancia del Axioma de Eleccién Dependiente. Este aspecto fue
destacado por W. Hodges, en su trabajo:
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W. Hodges, Siz impossible rings, J. Algebra 31 (1974), 218-244.
Este trabajo ha generado bastante controversia y nuestra eleccién simplifica por la vi
de elegir un Axioma méas débil.

Idénticamente a la anterior Proposicién, como todo anillo es R—mddulo sobre si mismo
y sus submédulos son sus ideales, tenemos el correspondiente enunciado para anillos:

PROPOSICION 6.3.3 (Anillo Noetheriano). Sea R un anillo. Las siguientes propie-
dades son equivalentes:

i) Todo ideal de R es finitamente generado.
i) Los ideales de R satisfacen las “condicion de cadena ascendente”, es decir,
dada una cadena ascendente de ideales de R:

agCaCac---Ca,C---

)

entonces existe un entero n € N a partir del cual la cadena se establiza, es
decir, any, = a,, Ym > n.
iii) Todo conjunto no vacio de ideales de R posee elemento mazximal para la inclu-
s40M.
En particular, todo anillo que satisface una cualquiera de esas propiedades equivalentes
posee al menos un ideal maximal.

PROPOSICION 6.3.4 (Espacio Topoldgico noetheriano). Sea (X,7) un espacio to-
pologico. Las siguientes propiedades son equivalentes:

i) Los cerrados verifican la condicion de cadena descendente, es decir. dada una
cadena descendente de cerrados:

Xo2X12XD---DX, D+,

entonces la cadena se estabiliza, es decir, existe m € N tal que para todo
n > m, se tiene X, = X,

ii) Todo conjunto no vacio de cerrados de (X,T) posee elemento minimal.

iii) Todo subconjuntoY C X con la toplogia inducida con T es compacto.

DEMOSTRACION. La equivalencia ente i) y ii) se obtiene de modo anslogo al caso
de médulos y anillos. Es el mismo tipo de artumento basado en el Axioma de Eleccién
Dependiente. Para la compacidad, usaremos los siguientes argumentos:

» 4i) = 4ii): Sea Y un subconjunto de X y supongamos dado un cubrimiento
de Y por abiertos en Y. Podemos suponer que ese cubrimiento viene dado por
una familia {A; : i € J} de abiertos de X de tal modo que

YQUAJ
Jj€J
Consideremos el siguiente conjunto de cerrados en X:
F = {ﬂ(X\AZ) : I C J, I es finito}.
el
Es claro que F es no vacio y, por tanto, posee un elemento minimal. Sea
I C J un subconjunto finito tal que N;er(X \ A;) es minimal en F. Es claro

que, entonces, el siguiente es un elemento maximal entre las uniones finitas de
abiertos de la familia {A; : i€ J}:

A::UAi.

icl
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Supongamos ahora que Y ¢ A. Esto significa que existe y € Y tal que Y ¢ A.
Pero, entonces, existe j € J tal que y € A; y considero la familia finita

(Us) U= (Ua) -2

icl icl
Por la maximalidad de A, tendremos que

<U A,) U4, = (U A,) = A,

i€l i€l
contradiciendo el hecho supuesto de que y ¢ A. Luego ¥ C A y existe un
subcubirmiento finito de Y formado por elementos de {A; : j € J}, lo que
confirma la compacidad de Y.

» 4ii) = 1): Consideremos una cadena descendente de cerrados:

Xo2X12X02--2X, S+,
Que genera una cadena ascendente de abiertos:
(X\ X0) € (X \X1) € (X \X) C--- C(X\ X)) S,
Definamos Y mediante la union de todos ellos:

Y= X\ X))
1€N
Como Y es compacto, posee un subcubrmiento finito, que podemos suponer
de la forma:

Y =[x\ x)).
=0

Entonces, claramente se tiene X,, = X,,, para todo m > n y la cadena de
estabiliza.

g

DEFINICION 37. Se tienen las nociones siguientes:

i) Un R—mddulo M se llama noetheriano si satisface una cualquiera de las pro-
piedades equivalentes descritas en la Proposicion 6.5.1 anterior.

ii) Un anillo R se llama noetheriano si es noetheriano como mddulo sobre si
mismo, esto es, si satisface una cualquiera de las propiedades equivalentes
descritas en la Proposicion 6.53.3 anterior.

iii) Un espacio topoldgico (X,T) se llama noetheriano si verifica una cualquiera
de las propiedades descritas en la Proposicion 6.3.4 anterior.

EJEMPLO 6.3.5. Algunos ejemplos elementales e inmediatos:

= Los cuerpos son, obviamente, anillos noetherianos.

» Los dominios de ideales principales son anillos noetherianos (todos sus ideales
son finitamente generados).

= Los espacios vectoriales son finitamente generados si y solamente si son neot-
herianos (todos sus subespacios son finitamente generados).

= Los grupos abelianos libres finitamente generados son noetherianos: sus submédu-
los son libres de torsién (y, por tanto, libres) y finitamente generados

= Submodulos de médulos noetherianos son noetherianos porque los submédulos
de un submédulo son submédulos del médulo original.

= Cocientes de médulos noetherianos son noetherianos: para verlo basta con usar
la propiedad (3) de la Proposicién 6.3.1: Recuérdese que los submdédulos de un
cociente M /N estan biyectados con los submédulos de M que contienen a N
y que esa biyeccién preserva la inclusién.
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s Cocientes de anillos noetherianos son también noetherianos.

Pero necesitamos de mecanismos adicionales para mostrar ejemplos mas aleborados de
anillos y médulos noetherianos.

EJEMPLO 6.3.6. Si R es un anillo noetheriano, tanto Spec(R) como Spem(R) son
espacios topoldgicos noetherianos. El reciproco no es, en general, cierto, como prueba
el siguiente ejemplo:

R = C[XZ NS N}/a,
donde a es el ideal generado por (X2 : n € N). Claramente, Spec(R) ee, en este caso,
un solo punto y es neotheriano, mientras que R no es un nanillo noetheriano.

6.3.1. El Teorema de la Base de Hilbert.

PROPOSICION 6.3.7. Dada una sucesion exacta corta de R—mddulos:

/ g

O — M — M — M — 0,
entonces, M es noetheriano si y solamente st M' y M" son noetherianos.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es noetheriano, M’ también lo es dado que es

isomorfo a un submédulo de M. De otro lado, M” es isomorfo a un cociente de M
por un submdédulo (de heho, M” = M/M'). Por tanto, sélo hay que probar la otra
implicacién.
Comencemos tomando un submédulo N de M y sea g(N) submédulo de M”. Como
M" es noetheriano, entonces, existen ni,...,n, € N tales que g(n1),...,g(n,) generan
g(N) como submédulo de M”. De otro lado, f~1(N) es un submédulo de M’. Como
M’ es noetheriano, posee un conjunto finito m,1, ..., ms de generadores y considero
Npt1 = f(mpy1),...,ns := f(ms) elementos de N. Probemos que el conjunto X :=
{ni,...,np,npt1,...,ns} genera N como submédulo de M. Para ello, consideremos un
elemento n € N y el submédulo Nx € N generado por X. Tenemos que g(n) € g(N)
y, por tanto, existen z1,...,7, € R tales que

g(n) = z19(n1) + - + apg(np).
En particular, tendremos que g(n — (xini + -+ + zpn,)) = 0, lo que significa que
n— (xin + -+ apny) € Keg(g) = Im(f). Pero n — (z1ny + - -+ + zpny) € N, luego
existe y € f71(N) tal que f(y) =n — (x1ng + -+ + xpny). Pero myy1, ..., ms generan
f7Y(N). Por tanto, existen xp41,...,2s € R tales que y = xpy1mps1 +- -+ Tsms. Esto
altimo implica que

n— (11 + -+ 2pnp) = Tpir f(mpy1) + -+ 2 f(ms).
Esto ultimo también se resscribe:
n=xny+- -+ TpNp + Lp+1Mp+1 + -+ TsNg,

vy queda probado que n € Nx, con lo que N = Nx y M es noetheriano. O

PROPOSICION 6.3.8. Si R es un anillo noetheriano, entonces un R—mddulo es noethe-
riano si y solamente si es finitamente generado como R—mddulo.

DEMOSTRACION. Es claro que si M es un R—mddulo noetheriano es finitamente
generado (todos sus submédulos lo son). Por tanto, sélo hay que probar el reciproco.
Asi, sea M un R—moédulo finitamente generado, suponiendo que R es noetheriano. Su-
pongamos que M es generado por n elementos. Probaremos, por inducciéon en n, que
M es un R—mddulo noetheriano.
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Para el caso n = 1, si M estd generado por un sélo elemento, entonces M es isomorfo
como R—modulo a un cociente R/a, donde a es un ideal de R. Entonces, aplicando la
anterior proposicién, habremos concluido que M es un R—mddulo noetheriano a través
de la sucesion exacta:

0—a—R— R/a—0.

Supongamos que el resultado es cierto para toso los R—modulos que se pueden generar
con a lo sumo n — 1 elementos. Sea {mj,...,m,} un conjunto de elementos de M
que lo generan como R—mddulo. Consideremos el submédulo M’ de M generado por
{m1,..., My,_1}. Por hipétesis inductiva, M’ es noetheriano. Pero, ademds podemos
considerar la sucesién exacta corta siguiente:
1 T
0O — M — M — M/M — 0,

donde i es la inclusién candnica y 7 es la proyeccién candnica. Ademas, es facil observar
que M/M" esta generado, como R—mddulo, por la clase {x, + M'}. Aplicando el
caso n = 1 tenemos que M/M’ es también noetheriano y, finalmente, aplicando la
Proposicion 6.3.7 concluiremos que M ha de ser noetheriano también. O

PROPOSICION 6.3.9. Sea S un sistema multiplicativo de un anillo R. Si R es neot-
heriano, también es neotheriano su localizacion S™'R. En particular, para cada ideal
primo p € Spec(R) se un anillo noetheriano, la localizacion Ry, es anillo local noethe-
7Lan0.

DEMOSTRACION. Basta con recordar la relacién entre los ideales de S™'R y los
ideales de R que no intersecan S. Asi, si q es un ideal de S™!R, su contraccién q¢ C R
es un ideal de R y es finitamente generado cuando R es neotheriano. Si ¢ estd generado
por {x1,...,z,}, entonces q estard generado por {z1/1,...,2,/1} y serd finitamente
generado. O

TEOREMA 6.3.10 (Hilbert Basissatz). Si R es un anillo noetheriano, entonces R[X]
también es un anillo noetheriano.

DEMOSTRACION. Para probar este Teorema tomemos un ideal a en R[X] y consi-
deremos el conjunto b C A siguiente:
Un elemento a € R estdn en b si y solamente si existe un polinomio f := a,X. +
n_1 X" '+ ... +a, € atal que a, = a. Es decir, el conjunto formado por todos los
coeficientes dorectores de elementos en a. Es ficil comprobar que b es un ideal de R y,
por ser R noetheriano, es finitamente generado. Consideremos {a1, ..., ap} un conjunto
finito de generadores de b. Supongamos fi,..., f, € a tales que el coeficiente director
de f; es a;. Es decir, para cada i, 1 <7 < p se tiene:

fi=a; X" + hy,

con deg(h;) < n;. Sea N := max{ni,...,n,} el maximo de esos grados y consideremos
la interseccién ay := a N R[X|y, donde R[X]y son los polinomios en R[X] de grado
a lo sumo N. Claramente, R[X]|y es un R—mddulo finitamente generado y, por tanto,
noetheriano. Ademds, a N R[X]y es un submddulo de R[X]|y, luego es finitamente
generado. Consideremos {g1,...,gs} un conjunto de generadores de a N R[X|x como
R—médulo. Entonces, el conjunto:

F={fi,....f,}U{g1, ..., 9}

generan a como ideal en R[X]. Denotemos por (F') el ideal generador por F. Suponga-
mos que existe h € a un elemento que no estd en el ideal (F'). Supongamos, ademas,
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que h es de grado minimo con esa propiedad. Si deg(h) < N, entonces h € a N R[X]y,
luego han de existir constantes Aq,...,\s € R de tal modo que:

h=Xg+- -+ Asgs € (F).
Por tanto, deg(h) > N. De otro lado, supongamos
ho= b X™ + byt XM 4+ 01 X+ Do,

siendo m el minimo de los grados de los polinomios h € a\ (F'). Es claro que b, € b
por lo que han de existir 01,...,0, € R tales que

by, = 91a1—i—~-+9pap.

Ahora consideremos el polinomio:

p
hii=h=Y 6;X""™f.

=1

Es claro que el polinomio h; € a. De otro lado, hy & (F) pues, si hy € (F), entonces,
h € (F) y llegariamos a contradiccién. Pero, ademds, es claro que el coeficiente de grado
m de hi es dado por:

by, — (91&1 + - +¢9pap) =0.

En otras palabras, deg(h;) < m — 1, contradiciendo la minimalidad de m. Por tanto,
no puede existir ningin h € a \ (F) y a = (F), concluyendo que a es finitamente
generado. O

COROLLARIO 6.3.11. Si R es un anillo noetheriano, también lo es el anillo de polino-
mios en un numero finito de variables R[ X, ..., X,]|. En particular, si R es noetheriano
tambin lo es toda R — dlgebra finitamente generada, esto es, todo anillo B de la forma

R[X1,...,X,]/a, donde a es un ideal de R[X;,...,X,].

DEMOSTRACION. Obvio por induccién. O
EJEMPLO 6.3.12. = Todos los anillos de polinomios con coeficientes en un cuerpo
K[X;,...,Xy] son noetherianos. También lo son los cocientes K[X7, ..., X,]/a

que se denominan K —dlgebras finitamente generadas.

= Todos los anillos de polinomios con coeficientes en dominios de ideales princi-
pales son noetherianos.

= No son noetherianos los anillos de polinomios en una cantidad infinita de
variables K[X,, : n € N].

» Todos los K[V] , cuando V C K" es una variedad algebraica afin, son anillos

noetherianos.
» Todas las localizaciones de anillos de polinomios K[X7,...,X,],, por ideales
primos p € Spec(K[X1,...,X,]) son anillos noetherianos. Los mismo con las

localizaciones K [V],, que también son noetherianos.
Obviamente son noetherianos todos los médulos finitamente generados sobre esos ani-
llos.

EJEMPLO 6.3.13. Como consecuencia del Teorema de la Base, todo espacio afin K™ con
la toplogia de Zariski es noetheriano como espacio topoldgico. Y también lo son los
cerrados Zariski V' C K" con la topologia de Zariski inducida.
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EJEMPLO 6.3.14. Una de las conscuencias inmediatas del Teorema de la Base de Hilbert
es que toda variedad algebraica es interseccion de un numero finito de hipersuperficies.
En particualr, Si V' C K" es una variedad algebraica (un cerrado Zariski) dado mediante
V(a), siendo a un ideal en k[X7, ..., X,], entonces a es finitamente generado y se tiene
a = (f1,...,fs) para un nimero finito de elementos fi,..., fs € a. Esto obviamente
implica V(a) = V(f1,..., fs) y, por tanto:
S
V=V =V

i=1
6.4. Dimension en Anillos Noetherianos

Comencemos con una sencilla propiedad de los espacios topoldgicos neotherianos. Las
nociones son esencialmente debidas a W. Krull?

DEFINICION 38 (Cerrado irreducible). Sea (X,7T) un espacio topoldgico, un cerrado
C de X se dice irreducible si no se puede descomponer como union de cerrados propios,
es decirm si verifica

C=VvwW, viweT = [C=V]V[C=W]

Los cerrados que no son irreducibles se denominan reducibles.

PROPOSICION 6.4.1. Sea (X, T) un espacio topldgico noetheriano. Entonces todo cerra-
do posee una descomposicon unica como union finita de irreducibles. A los irreducibles
que aparecen en esa descomposicion se les denomina componenets irreducibles.

DEMOSTRACION. Se trata de usar, de modo evidente, la nocién de Noetheriano.
Consideremos el conjunto

F:={V CX : V escerrado y no es unién finita de irreducibles}.

Suponganos, por reduccién al absurdo, que este conjunto sea no vacio. Entonces posee
un elemento minimal que denotaremos por V. Es claro que, como V € F, V no puede
ser irreducible (porque seria unién finita de irreducible), luego es reducible y existen
Wi, Wy dos cerrados tales que W; C V' y

V =Wi;UWs.

Como V' es minimal en F concluiremos que W; & F, luego, por ser cerrados, han
de ser unién finita de irreducibles. Pero, entonces, V' lo es también contradiciendo su
minimalidad en F y permitiéndonos concluir que F = (). Usando la minimalidad de
todas las desomposiciones finitas podemos encontrar un minimo y la unicidad. O

PROPOSICION 6.4.2. Sea K un cuerpo K un cuerpo algebraicamente cerrado que le
contiene. Un conjunto algebraico K—definible V- C K" es irreducible si y solamente si
su ideal I (V') es primo en K[X1,...,X,].

2W. Krull estudié en Gotingen bajo la direccién de F. Klein y E. Noether. Si bien F. Klein influy6 en
la comprensién de la matemaética en un sentido amplio, E. Noether dejé en W. Krull todo un programa
de trabajo que ella misma no pudo concluir por el advenimiento de los nazis al poder en Alemania. En
su trabajo W. Krull “Primidealketten in allgemeinen Ringbereichten”. S.—B. Heildelberg Akad. Wiss.
7 (1928), introdujo la nocién de dimensién de un anillo noetheriano, lo que le permitié alcanzar el
enunciado del Teorema del Ideal Principal. Posteriormente influird a geémetras como C. Chevalley y
O. Zariski quienes, a a su vez, continuarian la obra de W. Krull. Entre sus obras, debe destacarse
este trabajo de 1928, su trabajo sobre los anillos asociados a variedades algebraicas de 1938 (en el que
introduce los anillos locales regulares) y, sobre todo, su texto W. Krull, “Idealtheorie”. Springer, 1935.
Es a este texto y a su autor a quienes debemos la transformacién del conjunto de resultados de P.
Gordan, D. Hilbert y E. Noether, y sus respectivas escuelas, sobre Teoria de Invariantes en una nueva
rama del conocimiento matematico hoy conocida como Algebra Conmutativa.
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DEMOSTRACION. Es obvio y no necesita el Nullstellensatz. Si necesita una cierta
condicién de separabilidad por polinomios. Asi, si I (V) es primo y si V. = W U Wy,
entonces, existen f € Ix(W1) y g € Ix(Ws) tales que

[ w70, glw,#0.

Simplementre porque Wy # Ws. Pero fg € Ik (V) mientras que f,g € Ix(V), contra-
diciendo la primalidad de Ix (V).
Para el reciproco, si fg € Ix(V) y V es irreducible, definamos

Wy =V NV(f), Wa=VNV(g).

Tendremos V. = Wy U Wy y, por ser V irreducible, V. = W; o V = W, lo que es
equivalente a decir f € Ix(V) o g € Ix(V), lo que implica la primalidad de Ix (V). O

PROPOSICION 6.4.3. En un anillo noetheriano R, todo ideal radical es una interseccidn
finita de ideales primos, llamadas componentes primas del ideal.

DEMOSTRACION. Dado que todo ideal radical es interseccién de primos, el argu-
mento es el mismo de siempre usando la condicién noetheriana. O

OBSERVACION 6.4.4. El anterior resultado entronca con el clédsico Teorema de Lasker-
Noether sobre desomposicién primaria de ideales en anillo noteherianos que obviaremos
por falta de tiempo.

6.4.1. Dimensién de Krull en espacios topolégicos noetherianos. La no-
cién de dimensiéon que vamos a desarrollar en esta parte del curso es una nocién bien
adapatada a los espacios topoldgicos neotherianos y basada en una nocién intuitiva-
mente muy simple, como son las cadenas de irreducibles. Ya nos hemos enfrentado a un
ejemplo de esta nocién : los anillos artinianos tiene un espacio topolégico noethereiano
de dimensién 0 y finito.

DEFINICION 39. Sea (X, T) un espacio topoldgico noetheriano. Llamaremos dimensidn
de Krull de X al mdximo de las longitudses de cadenas de irreudcibles de X, es decir
el maximo de los numeros naturales n € N tales que existen :

DCVoCVig - CVaCX
donde Vy, ..., V, son cerrados irreducibles de X.

EJjEmMPLO 6.4.5. » Para un conjunto algebraico V' C K™, su dimensién de Krull
es el maximo de las longitudes de cadenas de conjuntos algebraicos irreducibles
contenidos en V.

= Lo mismo podemos decir de la dimensién de los conjuntos algebraicos proyec-
tivos.

= Como primera observacién concerniente a estos tres casos, si K es un cuerpo
infinito, la dimensién de un cerrado en las topologias de Zariski K™ y P, (K)
de un cerrado 0 si y solamente si estan formados por un conjunto finito de
puntos.

» Dado un cerrado V' C Spec(A), llamaremos dimensién de Krull de V' al méximo
de las longitudes de cadenas de irreducibles contenidos en V. En esta caso,
podemos encontrar cerrados de dimensién 1 formados por un conjunto finitio
de puntos.

DEFINICION 40. Llamaremos dimension de Krull de un anillo A a la dimensidn de
Krull de Spec(A).

EJEMPLO 6.4.6. Los anillos artinianos tienen dimensién 0. Los conjuntos finitos de
puntos de K" tienen dimensién de Krull 0.
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DEFINICION 41. Sea A un anillo y p un ideal primo de A.
i) Llamaremos altura de p al mdximo de las longitudes de cadenas de ideales
primos de A contenidas en p, esto es, el mdximo de los numeros naturales
n € N tales que exite :
PoGP1G -G Cp
donde py, ..., pn son ideales primos de A. Lo denotaremos por ht(p).
i) Llamaremos coaltura de p al maximo de las longitudes de cadenas de ideales
primos de A que contienen a p, esto es, el mdximo de los nimeros naturales
n € N tales que exite :
PCpPoCpP & - Chn
donde po, . ..,p, son ideales primos de A. Lo denotaremos por coht(p).

PROPOSICION 6.4.7. Sea A un anillo. Sea tiene :
i)
dimprui(A) = mazx{ht(p) : p € Spec(A)} = max{coht(m) : m € Spm(A)}
i)
dimpu(A) = maxz{coht(p) : p € Spec(A)}
iii) Si A es noetheriano,

dim g (A) = max{coht(p) : p € Ass(A)}

DEMOSTRACION. Para las dos primeras afirmaciones baste con observar la biyeccién
existente entre los irreducibles de Spec(A) y los ideales primos de A. La tercera, el caso
noetheriano, se sigue del hecho de que los ideales primos minimales de A estdn entre
los ideales primos asociados a A. O

DEFINICION 42. Sea a un ideal de un anillo A.

i) Llamaremos altura del ideal a al infimo de las alturas de los ideales primos que
contienen a a. Lo denotaremos por ht(a).

ii) Llamaremos coaltura del ideal a al mdzimo de las coalturas de los ideales pri-
mos que contienen al ideal a. Lo denotaremos por coht(a).

En ocasiones a la altura se la denomina codimension, mientras a la coaltura de la
denomina dimension del ideal.

PROPOSICION 6.4.8. Sea A un anillo, a un ideal de A, p un ideal primo de A.

i)
i)

dimKrull(A/a) - COht(Cl)

dimgrui(Ap) = ht(p)
iii)
ht(a) + coht(a) < dimgru(A)
DEMOSTRACION. Las dos primeras afirmaciones son obvias para el conocimiento
actual de los alumnos. En ucanto a la tercera, es facil probarla para los ideales primos
de A. Para un ideal cualquiera a, si coht(a) = coht(p) y p es un primo que contiene a

a, entonces, p es minimal sobre a. De otro lado, ht(a) es elinfimo de las alturas de los
primos minimales conteniendo al ideal a. U

DEFINICION 43. Sea M un A—mddulo. Llamaremos dimensién de Krull de M a la
dimension del espacio topoldgico asociado a M : Supp(M), es decir,

dimKrull (M) = dimKrull(Supp(M))
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PROPOSICION 6.4.9. Si A es un anillo noetheriano y M es un A—mddulo finitamente
generado, se tiene :

dim gyl (M) = dmerull(A/Ann(M)) = coht(Ann(M))

DEMOSTRACION. Obvio O

EJEMPLO 6.4.10. = Si K es un cuerpo algebraicamente cerradoy V C K" es un
conjunto algebraico, se tiene :

dimKrull(V) = dmerull(K[V]) = COht(I(V))

= Obsérvese que en cuerpos finitos, la dimensién de todo conjunto algebraico V' C
K™ es 0, mientras los ideales pueden tener diversas alturas (cf. Problemas).

» Los dominions de ideales principales son anillos noetherianos cuya dimensién
de Krull es igual a 1. El reciproco no es cierto. Baste copnsiderar el anillo
C[X,Y]/(X? + Y?) que es un anillo noetehriano de dimensién de Krull igual
a 1, pero el maximal definido por las clases de X,Y no es rpincipal.

= Los anillos de valoracién discreta y los dominios de Dedekind son de dimensién
de Krull 1.

Es interesante observar el buen comportamiento de la dimensién de Krull con exten-
siones enteras de anillos. Eso es lo que vamos a ver en el siguiente :

TEOREMA 6.4.11. Sea A C B una extension entera de anillos, entonces :
dimgru(A) = dim g (B)

DEMOSTRACION. Usaremos las propiedades elementales demostradas en nuestro
estudio de los teoremas del Ascenso y del Descenso. En primer lugar, la operacién de
contraccion define una aplicacién suprayectiva entre Spec(B) y Spec(A), que transforma
ideales maximales de B en ideales maximales de A. Recordemos también que no hay
inclusién estricta entre los ideales primos de B que se contraen sobre el mismo ideal
primo de A. Asi, consideremos una cadena de ideales primos de B :

PhCPC--CP,

y sean p; := P;N A, sus contracciones en A. Por la propiedad sobre la inclusién estricta,
pi € pit1- Y tendremos
dimK?‘Ull(B) < dimKTull(A)

Reciprocamente, consideremos una cadena de ideales primos de A :

PoGP1G & hn

Existird Py un ideal primo de B que se contrae sobre pg. Aplicando el teorema del
Ascenso, construiremos unos ideales primos P; de B tales que P; se contrae sobre p; y
la siguientees una cedna de ideales primos de B :

PP C---CP,
luego
dim g (A) < dimgp(B)

y hemos terminado la prueba. O

Podemos observar también la relacién entre las nociones de dimensién que afectan
a los conjuntos algebraicos proyectivos y sus partes afines. Para ello disponemos del
siguiente :

TEOREMA 6.4.12 (Dimensién en P, (K)). Sea V C P,(K) un conjunto algebraico pro-
yectivo, sin componentes en el hiperplano del infinito.
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i) La dimension de V es igual a la dimension de su cono propyectante menos
uno, es decir :
. . -1
dimcran(V) = dimgrau(r(V)) — 1

i) Si V' no posee componentes en el hiperplano del infinito, sea VN K™ la parte
afin de V, entonces,

dimKru”(V) = dimKTu”(V N Kn)

iii) Si W C K" es un conjunto algebraico afin, sea W C P, (K) su clausura
proyectiva. Entonces,

dimgru (V) = dimgryu(W)

iv) V tiene dimension de Krull O si y solamente si consta de un nimero finito de

puntos.
DEMOSTRACION. Recordando que 7 : K"\ {(0,...,0)} +> P,(K) transforma
conjuntos algebraicos en algebraicos, O

PROPOSICION 6.4.13. Sea V C P,,(K) un conjunto algebraico proyectivo, K algebrai-
camente cerrado y m := (X, ..., X,) ideal mazximal de K[Xo, ..., X,]. Denotemos por
m:=m/I(V) que es un ideal mazimal del anillo graduado K[V]. Entonces,

dimpr(V)+1 (enPp(K) ) > ht(m) (en K[V])

DEMOSTRACION. Tenemos una biyeccién entre los conjuntos algebraicos irreduci-
bles no vacios contenidos en V' y los ideales primos homogéneos de K|[Xy, ..., X,] que
contienen a I(V) y definen una variedad no vacia en P, (K), luego se trata de pro-
bar que ht(m) coincide con el méximo de las longitudes de cadenas de ideales primos
homogéneos que definen una variedad no vacia en P, (K) :

I(V)Spo S Chr
La desigualdad es obvia, pues todo ideal primo homogéneo esta contenido en m, basta
con considerar la cadena :
V)Cpo S CprCm

Como Vg, (k)(pr) # 0, el dltimo es un contenido estricto. O

Una curiosa propiedad de los anillos noetherianos relaciona factorialidad y altura de
los ideales primos minimales sobre un ideal principal. Pero insistiremos en esa idea a
la luz del Teorema del Ideal Principal de Krull. Por el momento veremos :

LEMA 6.4.14. Si A es un dominio noetheriano y f,g € A\ {0}, f no unidad en A,
entonces existe y es finito el nimero dado por :

maz{n € N : f"| g}

DEMOSTRACION. Si f no divide a g ese méximo es 0 y no hay nada que probar.
En caso contrario, podriamos construir una cadena infinita creciente estrictamente de
naturales positivos k, € N, n € N tales que f*» | g. Asf las cosas, se h, € A tal que
h,, f¥» = ¢ y tenemos la siguiente cadena ascendente de ideales de A :

(hO) - (hl) Cc...C (hn) cC...
Para verlo, baste ver que h,, es divisible por h,41.
g = hn f* = Py [oer = g foe =
Por ser A dominio, f # 0y g # 0, concluimos :

knt+1—k
hn:thrlf T
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Ahora la cadena ha de estabilizarse, luego :
hpt1 = untihn
con lo cual, obtendremos
i = B[O 78 = g fR01 7 By

De nuevo la condicién de dominio de A implicaria que f es una unidad y habremos
llegado a contradiccion . O

LEMA 6.4.15. Si A es un dominio noetheriano, todo ideal primo, principal distinto de
(0), tiene altura 1.

DEMOSTRACION. Supongamos p = (f) un ideal primo y principal de un dominio
noetheriano A. Sea p’ C p un ideal primo estrictamemnte contenido en p. Supongamos
que p’ no es el ideal (0) de A y sea g € p’ un elemento no nulo de p’. Dado que f no es
unidad de Ay f # 0, sea n la maxima potencia de f que divide a g. Claramente n < 1
y tendremos :

g:=hf"
donde h & p. Ahora, si f &€ p’, concluirfamos h € p’ C p, f divide a h y tenemos una
contradiccién. g

LEMA 6.4.16. Si A es un dominion noetheriano y q es un ideal p—primario, donde p
es un ideal principal, entonces, existe n € N tal que p"™ = q y q es un ideal principal.

DEMOSTRACION. Supongamos que p = (f), hallemos la minima potencia de f que
se encuentra en q : f" € q. Es claro que p” = (f") C g, pero veamos el reciproco :
Si g € q, sea n la maxima potencia de f que divide a g. Entonces, g = hf™ v h & p.
Entonces, por ser ¢ primario, f € q, luegon >ry ge (f")=p". O

PROPOSICION 6.4.17. Un dominio noetheriano A es un dominio de factorizacién tinica
st y solamente si los ideales primos asociados a un ideal principal son también princi-
pales.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un D.F.U. y sea (f) un ideal principal.
Entonces, existen elemntos primos distintos f1,..., f, € A tales que :

F= (%)
Obsérvese que

()= (Fam) = (FE) N0 ()
Para verlo baste hacer induccién en n. Si n = 1, no hay nada que probar. Para el caso
n>2 seag € ( fl) N---N(frm) y sea k 1 maxima potencia de fi que divide a g .
Entonces, k > k; y supongamos g = hf*. Claramente f no divide a h y f* no es un
elemento de (f;) para 2 < ¢ < n. Por lo tanto, siendo ( fiki) un ideal primario, h € ( fiki),
2 <i < n. Aplicando la hipdtesis inductiva habremos terminado.
Por lo tanto, la identidad (*) nos ofrece una descomposicién primaria del ideal (f) con
primos asociados (f1), ..., (fn). Como son todos distintos, la descomposicién primaria
es irredundante y los ideales primos asociados a A/(f) son justamente los de esta lista.
Para ver el reciproco, sea f € A un elemento no nulo y no unidad. Sea

(Hl=mn-Na
una descomposicién primaria irredundante del ideal (f) de A, donde q; es p;—primario.
En consecuencia, p; = (f;) donde f; es primo e irreducible de A. En particular, g; :=
( ffi) y tendremos, usando un argumento similar al del apartado anterior, que :

(F) = (" £a)
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Luego existe una unidad u € A tal que :

f=ufft e for

La unicida de la factorizacién se seguird de la unicidad de las descomposiciones prima-
rias en anillos noetherianos, con escaso esfuerzo adicional. Il

6.4.2. El Polinomio de Hilbert-Samuel.

DEFINICION 44. Sea f : N — Q una aplicacién. Diremos que [ es una aplicacion
polinomial si existen ng € N y q € Q[T] tales que :

f(n) =q(n), ¥n=>ng

PROPOSICION 6.4.18. Si f : N — Q es una aplicacion polinomial, existe un 1inico
polinomio q € Q[T] que coincida con f salvo en un nidmero finito de puntos. Ast,
podemos hablar del coeficiente director de f y del grado de f como el coeficiente director
y el grado del polinomio asociado.

DEMOSTRACION. Baste notar que dos polinomios de Q[7] no pueden tener un
nimero inifinito de raices comunes en N. 0

NOTACION 6.4.19. = Si el polinomio asociado a una funcién polinomial es el
polinomio nulo, diremos que el grado de la funcién polinomial es —1. Si es una
constante no nule, diremos que el grado de f es 0.

= Sea f: N — Q una aplicacién cualquiera. Por induccién en r, definiremos las
aplicaciones incremento siguientes :

ANf)=f
AT(f) = A" f(n+1) = AT f(n)
LEMA 6.4.20. Sea f: N — Q una aplicacion. Entonces, f es un aplicacion polinomial

de grado d si sy solamente si Af : N — Q es una funcion polinomial de grado d — 1.
Ademds, el coeficiente director de f es el coeficiente director de Af dividido por d.

DEMOSTRACION. » Es casi obvio, si ¢ € Q[T] es el polinomio asociado a f,
el polinomio asociado a Af es el polinomio dado por :

¢'(T) :=q(T +1) —q(T) € Q[T]

que tiene claramente grado d — 1 y su coeficiente director es dado por la
siguiente regla de célculo : Si ¢(7T') := Z?:o ayTF,

d
¢(T) =Y ar(T+1)" =T = dagT" " + g(T)
k=0

donde g es un polinomio de grado a lo méas d — 2.
= Es la parte mas importante de la prueba y la que nos dard argumentos induc-
tivos méas adelante. Supongamops h € Q[T] una funcién polinomial de grado
d — 1 coincidiendo con A f. Hagamos induccién en deg(h).
e Si deg(h) = 0, entonces, Af es una constante. Supongamos ¢ € Q tal que
Af(n) = ¢ para n > ng. Tenemos la siguiente relacion :

fn+1) = f(n)+c, ¥n = ng
En este caso, sea a := f(ng) y se tiene :

F(n) == c(n—ng) +a
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e Supuesto probado para el caso deg(h) > r — 1, veamos qué sucede con el

caso deg(h) =r : Sea
h(t) :=a,T"+---+ag
y tenemos la siguiente relacién para n > ng

Af(n) = f(n+1) = fn) = = [0+ 1) =0+ 4 g(n)]

donde g € Q[T] es un polinomio de grado menor o igual que r — 1. Defi-
namos ahora la aplicacion polinomial :

INOEF OB

Observamos que
Aff=f'n+1) = f(n) =90

Aplicando la hipétesis inductiva podremos concluir que f* es una aplica-
cién polinomial de grado 7 y, por su definiciéon, también f ha de ser una
aplicacién polinomial (de grado r + 1 en este caso). Las relaciones entre

los coeficientes directores son obvias.
O

Algunas Hipétesis.

= Sea A := @, A, un anillo graduado. Supongamos que el anillo Ag es un anillo
artiniano y que existan elementos x1, ..., z, € A; generando A como Ag—Aalge-
bra. Por lo visto en la Seccién 77 el anillo A es noetheriano.

En las mismas condiciones, sea M := &, M, un A—mddulo graduado finita-
mente generado. Por ser A noetheriano, M es también noetheriano y cada
subgrupo M, es un Ag—mddulo finitamente generado. Como Ay es artiniano,
cada M, es un Ag—mébdulo artiniano y, por ende, de longitud finita. Tiene
sentido, pues, considerar :

EAO (Mn)

PROPOSICION 6.4.21 (Polinomio de Hilbert). Bajo las hipdtesis anteriormente descri-
tas, la siguiente funcion x(M,—), dada por :

x(M,—)N — N
X(M,n) = Lla,(My)

es una aplicacion polinomial de grado menor o igual que r — 1 (recordemos que r es el
niumero tal que x1,...,x, € A1, generan A como Ag—dlgebra).

DEMOSTRACION. Haremos la demostracién por induccién en 7.

= 7 =0 : En este caso A = Ay. Ahora, dado un conjunto finito S de generadores
homogéneos de M como Ayp—mdbdulo, sea :

no := max{deg(s) : s € S}

Claramente, M,, = (0) para n > ng y se tiene x(M,n) = 0, para n > nyg.

= 7 > 1 : Supongamos que el resultado es cierto para todos los médulos gradua-
dos finitamente generados sobre anillos graduados noetherianos, verificando
las hipdtesis anteriores, cuyos generadores en Ay como Ag—mddulos son me-
nos de r — 1. Consideremos el siguiente morfismo graduado de grado 1 entre
A—mobdulos :

(l‘r)M M — M
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dado por (z,)p(m) := x,m. Ahora, x, M, C M, nos permite considerar las
restricciones a M,, de ese morfismo y obtener morfismos de Ag—mddulos

On =Ty |0, 2 My — Mg
la cual nos permite construir la siguiente sucesién exacta de Ag—modulos :
00— K, — M, — Mpy1 — Cphy1 — 0
donde K, := Ker(pn), y
Crt1 1= Mpy1/Im(pn)

Definamos :
K :=Ker(x,)y = @Kn, C:= @ (Mp41)/Im(pn) = M/Im(x,)p = CoKer(xz,)n

n>—1

Tanto K como C' son dos A—moddulos noetherianos y se verifican las hipdte-
sis anteriores a la Proposicién, luego podemos considerar x (K, —) y x(C, —),
observando la siguiente relacién :

AX(Mv _) = X(C7n + 1) - X(K7 n)

Ahora bien, tanto C' como K son A’—mddulos, cuando A’ es el médulo gra-
duado A/(z,), con la graduacién cociente (que tiene sentido por ser z, un
elemento homogéneo de grado 1). Ahora observamos que x, € Anna(K) y
xr € Anna(C), luego sus estructuras como A—médulos u su estructura como
A’—médulos coinciden. Lo mismo se puede decir de las graduaciones y ob-
servamos que A’ estd generado como Ag—algebra por las clases médulo ()
definidas por {z1,...,z,_1}. Podemos aplicar la hip6tesis inductiva y x (K, —)
y Xx(C,—) son aplicaciones polinomiales de grado menor o igual que r — 2.
Retomando el Lema previo, x(M, —) serd una aplicacién polinomial de grado
a lo méas r — 1.

O

DEFINICION 45. A la funcion x(M,—) se la denomina funcion de Hilbert de M. Al
polinomio en Q[T] coincidente con x(M,—) se le denomina polinomio de Hilbert y se le
denota también por x(M,—). Al grado de x(M, —) se le denomina dimension de Hilbert
de M y a su coeficiente director se le denomina grado de M. Al numero natural ng tal
que la funcion polinomial coincide con el polinomio se le denomina “regularidad de la
funcion de Hilbert” de M.

EJEMPLO 6.4.22. s Sea V C P,(K) un conjunto algebraico proyectivo. Consi-
deremos I(V') que es un ideal homogéneo de K[Xy, ..., X,] y consideremos el
anillo graduado cociente :

K[V] = K[Xo,...,Xn]/Ix(V)

Este es un anillo graduado, noetheriano, cuyos elementos homogéneos de grado
0 son justamente los elementos del cuerpo K. Si denotamos por b, (V) los
elementos homogéneos de grado n en I(V'), tendremos que la funcién de Hilbert
de K[V] viene dada por :

X(K[V],m) := dimH,(Xo, ..., Xp) — dimb,, (V)

para cualquier m € N, donde la dimensién se refiere a la dimensién como
K —espacio vectorial. En particular, observamos que el grado de x(K[V], —)
estd acotado por m y es una funcién polinomial. Asi, el grado de la funcién
de Hilbert de P, (K) es justamente n y el grado de la funcién de Hilbert de
() es justamente —1. Llamaremos dimensién del Hilbert de V' al grado de ese
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polinomio de Hilbert de K[V]. Y llamaremos grado proyectivo de V' al valor
dado por :

e Si qg es el coeficiente director de x(K[V], —).

e Y sid es el grado de x(K[V],—),
El grado de V es dado por :

apd!

Volveremos més adelante sobre estas nociones.

= Demos un método para calcular la funcién de Hilbert de este anillo :

e Sean {¢g1,...,9s} polinomios homogéneos, deg(g;) = m;, generando (V).

e Para m > max{mi,...,ms}, se observa que un polinomio homogéneo de
grado m, f € K[X;0,...,X,], estd en h,,,(V) si y solamente si existen
polinomios homogéneos h; de grado m — m; tales que

[= Z higi
i—1

e El procedimiento serd como sigue :
o Considerar todos los monomios
Bi={X": peN""" | u|<m}
como base de Hy,(Xp, ..., Xn).
o Considerar todos los monomios de la forma :
{XFgi ol p|=m—m;}

por sus coordenadas en la base j.

o Sea A la matriz cuyas filas son los vectores de la anterior coleccidn.
Entonces, el rango de A es la dimensién de b, (V') y podemos calcular
la funcién de Hilbert de K[V] por ser conocido

dimHy(Xo, .., Xn) = (m: ”>

» Consideremos ahora (A, m) un anillo local noetheriano. Llamaremos “ideal de

definicién” de A a todo ideal q tal que /g = m, es decir, tal que existe n € N,
n > 1 tal que :

m"CqgCm
Sea ahora M un A—mddulo finitamente generado y consideremos tanto en A
como en M la filtracién q—adica, definida por el ideal g, asi como los graduados
(anillos y médulo) asociados :

GolA) = D a/a™, Go(M) = @D a"M/q" M
neN neN

Por ser g un ideal de definicién de A y A un anillo local de maximal m, el inico
maximal de A/q es m/q, por lo que éste anillo es artiniano. Ademés, las clases
médulo g2 de los elementos de q generan G4(A) como A/q—algebra. Dado que
q es finitamente generado, las clases defnidas por los generadores de ¢ en q/q?,
generan Gy(A) como A/q—algebra. Ademés, G4(M) es un Gq4(A)—médulo fi-
nitamente generado.

PROPOSICION 6.4.23. Si (A,m) es un anillo local noetheriano, q un ideal de defini-
cion de A y M un A—mddulo finitamente gereando, las funciones x(Gq(M),—) y
X(G4(A),—) son Aplicaciones polinomiales y su grado estd cotado por r — 1, donde
r es el minimo de los cardinales de conjuntos generadores de q como ideal de A.
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DEMOSTRACION. La prueba ha sido desarrollada en la discusién del ejemplo ante-
rior. U

EJEMPLO 6.4.24. Bajo las hipétesis del apartado i) del ejemplo anterior, observemos
que
Supp(M/q"M) = {m}

como A—mddulo. Claramente, pues q" tiene que estar contenido en Anny (M), luego
m es el tnico ideal primo de A que contiene a q". Dicho de otra manera, M/q"M es
un A—moédulo finitamente generado y su soporte estd formado solamente por ideales
maximales de A. Por el Teorema de Akizuki para médulos, deducimos que M/q"M es
un A—médulo de longitud finita y podemos considerar :

CA(M/q" M) < +00

PROPOSICION 6.4.25 (Polinomio de P. Samuel). En las condiciones de los ejemplos
anteriores, definamos la funcion de Samuel de M :

Py(M,-):N— N
dada por :
Py(M,n) = £4(M/q" M)

Entonces, Py(M, —) es una funcion polinomial cuyo grado estd acotado por el minimo de
los cardinales de los conjuntos generadores de q. Ademds se tiene la siguiente relacion :
APCI(M7n) = X(GQ(M)an)

DEMOSTRACION. Consideremos la siguiente sucesién exacta corta de A/q—moédu-
los :

0 — q"M/q" "' M — M/q" "M — M/q"M — 0
donde el ultimo morfismo es la proyeccién candnica. Se trata de una sucesién exacta
corta de A—médulos de longitud finita puesto que Supp(q"M/q" ™1 M) = {m} es el
tnico maximal de A. Tenemos la siguiente relacion entre las respectivas longitudes :
CA(M/q" T M) = Ca(M/q" M) = £a(q" M /q" ' M)
Ahora,
q C Anna(q"M/q" " M)

luego la estructura de A—médulo y la de A/q—mddulo en q"M/q" ' M coinciden. Tam-

bi’en lo hara la longitud (que sélo depende de los respectivos submddulos). Podremos
concluir asf :

AP"I(Mvn) = PQ(M’n+1) —Pq(MJL) :X(GCI(M)’TL)

y tenemos el resultado apetecido. O

Nos queda por observar que el grado del polinomio de Samuel no depende del ideal de
definicién elegido. Eso nos lo garantiza la siguiente :

PROPOSICION 6.4.26. Sea (A, m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicion
de A y M un A—mddulo finitamente generado. Entonces, los grados de los polinomios
de Samuel Py(M,—) y Py(M,—) coinciden. En particular, el grado del polinomio de
Samuel no depende el ideal de definicion elegido. Llamaremos dimension de Samuel de
M al grado de su polinomio de Samuel con respecto a cualquier ideal de definicion de

(A,m).
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DEMOSTRACION. Sea m € N tal que m” C qm. Para cada n € N tenemos :
m"m C g Cm”

con lo que podemos considerar los siguientes epimorfismos de A—maodulos :
M/m"M — M/q"M
M/m"™M — M/q"M

Por lo tanto, tendremos :

Ca(M/m" M) CA(M/q" M) < £(M/m"™ M)
Lo que se transforma en la siguiente relaciéon entre funciones de Samuel :
Po(M,n) < Py(M,n) < Pu(M,nm)

Dado que tanto Py (M, —) como Py(M, —) son funciones polinomiales, la anterior rela-
cién implica una relaciéon de igualdad de grado. O

OBSERVACION 6.4.27. Los coeficientes directores de los polinomios de Samuel son po-
siotivos, pues M/q"M = (0) = M = (0) por el Lema de Nakayama. Luego, salvo en
ese caso, Py(M,n) > 0, De otro lado, si d = deg(Py(M,T)) = deg(Pn(M,T)) sea aq
el coeficiente director de P;(M,T') mientras by es el coeficiente director de Py (M, T).
Ambos son nimeros racionales positivos y verificardn la relacion :

bg < ag < bgm*

donde m es tal que m™ C q C m.

Un instrumento técnico de gran utilidad en lo que sigue es la siguiente Proposicién que
relaciona los polinomios de Samuel y las sucesiones exactas cortas :

PROPOSICION 6.4.28. Sea (A,m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicién
de A y la sucesion exacta corta de A—maodulos finitamente generados :

0—M —M-—M'—0

Entonces, existe una aplicacion polinomial R : N — Q, cuyo grado es estrictamente
menor que el grado de Py(M,T), siendo el coeficiente director de R no negativo, y
verificandose :

Py(M',n) + Py(M",n) = Py(M,n) + R(n), VneN

DEMOSTRACION. A partir de nuestra sucesién exacta corta, podemos obtener la
siguiente :
0— M/MnNq"M) — M/q"M — M"/q"M" — 0
que es también una sucesion exacta corta de A—mddulos de longitud finita. Tendremos
la siguiente relacién :
Ca (M/q" M) = La(M"[q"M") + £4(M'/(M' N q"M)) (%)

Denotemos por M/, := M’ N q"M, submédulo de M’ y tendremos una filtracién en M’
definida por la filtracién q—adica de M. Por el Lema de Artin-Rees, existird un ng € N
tal que

gM;, = M, ., Yn>ng
En particualr, para cada n € N, tendremos :

qn0+nM/ g M/ — an;lo g q’rLM/

n+no

lo que supone en términos de longitudes :
CA(M[q" M) < La(M' /M, 1) < O(M [0 (%)
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En otras notaciones :
Py(M',n) < £a(M' /M), < Py(M',n + o)

Resulta claro que tanto Py(M, —) como £4(M'/M),) son aplicaciones polinomiales. La
primera por el resultado de Samuel y la segunda por la identidad descrita en (x). La
relacién (k%) nos garanetiza que ambas funciones polinomiales poseen el mismo grado
y el mismo coeficiente director. Podemos considerar R : N — Q dada por :

R(n) := Py(M,n) — £a(M'/M))
Por la relacién (x*) deducimos también que R es positiva a partir de ng, luego su

coeficiente director es un nimero no negativo. Finalmente, es claro de la relacién (x)
que R verifica las propiedades requeridas :

Py(M',n) + Py(M",n) = Py(M,n) + R(n), VneN
U

DEFINICION 46. Llamaremos dimension de Samuel (o de Hilbert-Samuel) de un A—mddu-
lo M werifiucando las propiedades anteriormente descritas al grado de Py(M,T'), para
cualquier ideal de definicion q de (A, m).

COROLLARIO 6.4.29. Sea (A,m) un anillo local noetheriano, q un idela de definicion
de A, M un A—mddulo finitamente generado y N un submddulo de M. Entonces,

dim gritvert—Samuel (IN) < dimpipert—Samuet (M)
dim gitbert—Samuet (M /N) < dim gipert—Samuet (M)
DEMOSTRACION. Baste tomar la sucesién exacta corta :
0—N-—M-— M/N—20
yaplicar la Proposicién anterior. Entonces,
Py(N,n) 4+ Py(M/N,n) = Py(M,n) + R(n)

dado que el grado de R es menor estricto que el grado de P;(M, —), y que la funcién de
Samuel es positiva, tendremos que los coeficientes directores de Py(N, —) y Py(M /N, —)
son numeros positivos y los grados no son mayores que el grados de Py(M, —) O

Un bonita manera de ver el comportamiento del polinomio de Samuel, serd la dada por
la siguiente argumentacién :

PROPOSICION 6.4.30. Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Sea K := A/m el cuerpo
cociente, por se m un ideal maximal. Ahora observamos que para {z1,...,x,} Cm son
equivalentes :

» Las clases {x1+m?, ..., x,+m?} son una base del K —espacio vectorial m/m?.
v {1,...,2.} son un sistema generador de cardinal minimal del ideal m.

DEMOSTRACION. Para demostrar este resultado, baste observar que, gracias al Le-
ma de Nakayama, si {z1 +m?, ..., 2, +m?} generan m/m? como K —espacio vectorial,
también lo generan como A—moddulo, luego generan m como ideal de A. Si hubiera
un sistema generador de m como ideal con menos de r elementos, sus clases médulo
m? generarfan m/m? como espacio vectorial, contraviniendo la hipétesis de que 7 es
la dimensién de tal esopacio. Reciprocamente, si {z1,...,z,} son de cardinal mini-
mal generando m como ideal, sus clases son un sistema generador del espacio vectorial
m/m?2. Si no fueran una base, un subconjunto propio suyo también generaria ese espa-
cio vectorial y, levantando con Nakayama, generaria m como ideal, contradiciendo la
minimalidad de r. Il
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Esta afirmacién sobre m/m? tiene su interés en el siguiente :

COROLLARIO 6.4.31. En las notaciones anteriores, sea (A,m) un anillo local noethe-
riano y r el minimo de los cardinales de los generadores de m como ideal de A. Entonces,
Pu(A,T) tiene grado r si y sdlo si Gn(A) es un anillo de polinomios en r variables con
coeficientes en el cuerpo K := A/m.

DEMOSTRACION. Sean {x1,...,x,} un conjunto de cardinal minimal de generado-
res de m como ideal de A. Definamos el epimorfismo de K —algebras graduadas de grado
0:

v K[X1,..., X, ] — Gn(A)
donde ¢(X;) = x;, 1 < i < r. El grado del polinomio de Samuel es r si y solamente si
¢ es un isomorfismo. Para verlo, baste con tomar a := Ker(y) ideal de K[X,..., X;].
Tomemos los respectivos polinomios de Hilbert, para lo cual consideramos la sucesién
exacta corta :

0—anHy(X1,..., X)) — Hp(X1,..., X)) — m"/m"™ — 0

Como a es un ideal homogéneo de K[X1,...,X,|, ay, := aN H, (X1, ..., X,) son los
polinomios homogéneos de grado m en 1. dado que una de las implicaciones es evidente,
supongamos que el grado del polinomio de Hilbert es r—1. A partir de la sucesién exacta
anterior, tendremos la siguiente relacion :

n+r—1

@ = (") <t

Sea ahora f € ag un elemento homogéneo no nulo de grado d. Para cada nimero
natural n € N, se tiene fH,(T1,...,T;) C I,+4. Como K[T1,...,T,] es un dominio de
integridad, f no es divisor de cero y la homotecia definida por f es inyectiva, luego

dimg(fHp(T1,...,T;)) = dimg (Hp(T1, ..., T})
En particular, concluimos la siguiente relacion entre longitudes :

EK(an+1) > EK(an(Th sy TT))EK(HTL(TM s aTT) > EK(an)

Tendremos que los polinomios de Hilbert de K[T7,...,T;]| e a son aplicaciones polino-
miales del mismo grado y mismo coeficiente director. De la igualdad (x) deduciriamos
deg(x(Gm(A),—) <r—1. O

COROLLARIO 6.4.32. En las mismas hipdtesis anteriores, para cualquier ideal de defi-
nicion q de A, deg(Py(A,—)) =1 si y solamente si Gn(A) es un anillo de polinomios
en r variables.

6.4.3. Teorema de la Dimensiéon Local. El objetivo de esta Seccién es de-
mostrar el Teorema de dimensién local para anillos locales noetherianos y maédulos
finitamente generados sobre estos anillos. Asi como algunas de sus consecuencias mas
inmediatas. Ademaés de la dimensién de Krull en anillo y mdédulos, disponemos de las
siguientes nociones de dimensién :

DEFINICION 47. Dado (A, m) un anillo local noetheriano y M # (0) un A—mddulo
finitamente generado, llamaremos dimension de Chevalley de M, y lo denotaremos por
dimChew”ey(M), al minimo de los numeros naturales m € N tales que :

Jdai,...,am € m tales que L4 (M/(a1,...,amn)M) < 400
Si M = (0) diremos dimchevaliey(M) = —1.

Notese que tal minimo siempre existe : el cardinal minimo de generadores de m es una
cota superior porque M/mM es un A/m—espacio vectorial de dimensién finita.
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TEOREMA 6.4.33 (de la Dimensién). Si (A,m) es un anillo local noetheriano y M es
un A—mddulo fintamente generado, se tiene :

dimKrull(M) = dimHilberthamuel(M) = dimChevalley(M) < 400

Y a partir de ahora utiulizaremos solamente la palabra dimension para designar una
cualquiera de las cantidades citadas.

Dividiremos la prueba en varias partes :

LEMA 6.4.34. En las condiciones del Teorema

1) dimHilbertfsamuel(M) < +00.
11) dimChevalley(M) < 400.

DEMOSTRACION. Obsérvese que el grado del polinomio de Samuel Py (M, —) estd
siempre acotado por el cardinal de un conjunto de generadores de m. En cuanto al
segundo apartado lo hemos discutido previamente. O

LEMA 6.4.35. En las anteriores condiciones :
dimKTull(M) < dimHilbert—Samuel(M)

DEMOSTRACION. Primero probaremos la afirmacién para anillo locales noetheria-
nos y después para moédulos.
En primer lugar, observemos que si dimp_gs(A) = —1, entonces A/m™ = (0) para algin
n € N. Aplicando el Lema de Nakayama A = (0) luego dimg,u(A) = —1.
Vamos a probar la siguiente afirmacién por induccién en r : Para cualquier cadena de
ideales primos de A :

po S p1-- - Pr, po minimal =< dimpy_g(A)

Puesto que A/pg # (0), es claro que dimpg_s(A) no puede ser —1, por lo discutido
anteriormente, luego se verifica el caso r = 0.
Supongamos, como hipdtesis inductiva que la afirmacién es cierta para cualquier cadena
de longitud menor que r — 1. Supongamos a € p; \ po. Sea p’ € Spec(A) un ideal primo
minimal entre los ideales que contienen a pg + (a) (su existencia estd garantizada por
la condicién de noetherianidad de A). Consideremos el anillo A’ := A/p y la cadena de
primos :

pPepc S
tendremos r —1 < dim g (A’). Como p’ es minimal sobre po+ (a) también es asociado,
con lo que tenemos un monomorfismo de A—médulos :

0 — A/p" < A/(po + (a))
por lo tanto, dimpy_g(A") < dimg_s(A/(po + (a)).
Consideremos la sucesion exacta corta definida por la homotecia a4y, :
0 — A/po — A/po — A/(po + (a))

Existird una funcién polinomial R : N — N de grado menor que el grado de la funcién
de Samuel de A/pg y de coeficiente director positivo tal que :

B (A/po,n) + Pu(A/(po + (a)),n) = Pu(A/po, n) + R(n)
Luego :
dimsi—s(A/po) = deg(Pu(A/po,n) > Pa(Afpo + (@) +1 > 7
Finalmente, dado pg € Ass(A) minimal existe un monomorfismo A/pomonoA, con lo

cual
dimp_s(A/po) < dimpy_s(A)
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v hemos terminado con los anillos.
Por otro lado, si M es un A—mddulo finitamente generado,
dimgru(M) = dim g, (A/Ann(M))
Sip € Supp(M) es un primo asociado a M, tenemos :
00— A/p+—M

con lo cual dimg_g(M) > dimpg_s(A/p). Dado que Ass(M) contiene a los pirmos
minimales sobre Ann(M) y aplicando el caso de anillo,s habremos terminado. g

COROLLARIO 6.4.36. Se tiene:

i) Todo anillo local noetheriano tiene dimension de Krull finita.
i) Todo ideal primo de un anillo noetheraino tiene altura finita.
iii) Mismo para mddulos.

LEMA 6.4.37. Sea A un anillo noetheriano y M un A—mddulo finitamente generado.
Entonces, para cada ideal a de A se tiene :

Ann(M/aM) C \/a+ Ann(M)
DEMOSTRACION. Este resultado se prueba facilmente usando la propiedad :
M/aM = A/a(R) M
A
y el comportamiento del soporte con respecto al producto tensorial. Una demostracién
alternativa es la siguiente :

Dado A € Ann(M/IM), y {m1,...,m,} un sistema generador de M como A—mddulo,
para cada m € M se tiene :

r
E|b17i, ceey br,i €a, Am; = Z b]”im]’

j=1
Sea,
big - by
B := : :
br 1 br,r

)

la matriz r X r con coeficientes en A y consideremos
:=det(Ad, — B)=\X"+h
donde h € a, es un polinomio sin término independiente. Consideremos la aplicacién

lineal :

(Md, — B) : A" — A"

y observemos que para cada x1,...,2, € A, si
I Z1
(Md,—-B) | : =
Ty 2y
se tiene :

zmip+ -+ 2zmy =0

La razén es la siguiente :

T
2y = )\l‘z — E bijjibj
j=1
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Luego,

Z zZimy; = .731(2 )\ml — Z bmmi) +---+ JIT(Z )\mr — Z bz‘mmi) =0
=1 i=1 =1 i=1 =1

En particular, usando la transpuesta de la adjunta :
YAdj(\d, — B)(\d, — B) = det(\d, — B)Id,
Luego,
det(AMd, — B)m; =0, 1 <i<r
y det(Ad, — B) = X"+ h € Ann(M). O

LEMA 6.4.38. En las hipotesis del Teorema de la Dimension :
dimHilbertfsamuel(M) < dimChevalley(M)

DEMOSTRACION. Si la dimensién de Chevalley de M es —1 es porque M = (0) y su
dimension de Hilbert-Samuel también es —1. Podemos suponer s = dimChemlley(M ) >
0 y consideremos : aq,...,as € A tales que :

la(M/(ar,...,as)M) < +00

Entonces, el A—médulo M/(a1,...,as)M es artiniano y su soporte tiene que ser {m}.

Pero Ann(M/(a1,...,as)M) C +/(a1,...,as) + Ann(M). En particular, este ideal

a = (ai,...,as) + Ann(M) es un ideal de definicién de A. La razén es simple, el
tnico ideal primo que puede contener a este ideal es m.

Ahora observemos que la estructura de A—mdédulo en M y la estructura de A/Ann(M)—médu-
lo coinciden. Denotesmo por A := A/Ann(M) y @ := (a1,...,as) + Ann(M)/Ann(M).
También concluiremos que @ es un ideal de definicién de A.

Mais atn, se tiene la siguiente igualdad entre longitudes :

lx(M/aM) = La(M/aM)
Como a estd generado por s elementos, el grado del polinomio de Samuel Py(M, —) estd

acotado por s. En particular, lo estard también Py(M,—) y por ende la dimensién de
Chevalley de M. O

LEMA 6.4.39. En las condiciones del Teorema de la Dimension,
dimChevalley(M) < dimKrull(M)

DEMOSTRACION. Lo haremos por induccién en la dimensién de Krull de M, que es
finita por lo probado en 6.4.35.
Si la dimensién de Krull de M es —1 es porque M = (0) y su dimensién de Chevalley
es también —1.

dimell(M) =-1& Ann(M) =As M= (0)

Si la dimensién de Krull de M es 0, Supp(M) = Ass(M) = {m} y M es artiniano, con
lo que la dimensién de Chevalley es también 0 y hemos terminado.

Supongamos ahora que la dimensién de Krull es estrictamente positiva y sean py,...,ps €
Spec(A) los ideales primos asociados a M tales que :

dim gerun (M) = coht(p;)

mientras que si p # pi, dimgr (M) > coht(p;) (la finitud queda garantizada por la
noetherianidad). Tenemos que p; # m luego existe a € m que no es divisor de cero de
M, luego no estan en la union de los primos asociados a M y

a & | Jpi
=1
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Sea M' := M/aM. Tenemos que la dimensién de Krull de M’ es estrictamente menor
que le dimensién de Krull de M, luego coincide con la dimensién de Chevalley de M’.
Baste notar que la dimensién de Chevalley de M estd acotada por la dimensién de
Chevalley de M’ + 1 para concluir la prueba :

Asi, si{ay,...,as} son tales que M"/(aq,...,as)M' es artiniano, es claro que {a1, ..., as,a}

verifican que :
M/(ai,...,as,a)M es artiniano
O

Queda asi demostrado el Teorema de la Dimensién y podemos pasar a algunas aplica-
ciones inmediatas.

COROLLARIO 6.4.40 (Teorema del Ideal Principal de Krull). Sea A un anillo noet-

heriano, a = (a1,...,a;) C A un ideal generado por r elementos. Entonces, cual-
quier ideal primo minimal conteniendo al ideal a tiene altura menor o igual a r. Luego
ht(a) <.

En particular, si a C A es principal, a = (a1) y a1 no es divisor de cero en A, todo
ideal primo minimal conteniendo a a tiene altura 1.

DEMOSTRACION. La primera observacién obvia es la siguiente :
ht(p) := dim(Ay)

para cualquier primo del anillo A. Sea, pues, p un primo minimal sobre a, entonces,
aAy es un ideal de definicién del anillo local noetheriano (A, pAy). Si a estd generado
por r elementos, es claro que ht(p) < r.

De otro lado, si a es principal y p es un ideal que contiene a a y tiene altura 0, entonces,
p es un ideal minimal de A, con lo que es asociado y el generador de a es un divisor de
cero de A por estar en p. O

COROLLARIO 6.4.41. Sea A un dominion noetheriano. Entonces, A es un dominio de
factorizacion unica si y solamente si todo ideal primo de altura 1 es principal.

Comenzaremos con un pequeno Lema :

LEMA 6.4.42. Sea A un dominio noetheriano. Entonces, si todo ideal de altura 1 es
principal, los ideales primos asociados a un ideal principal son minimales.

DEMOSTRACION. Sea a := (f) un ideal principal propio de A. Consideremos una
descomposicién primaria de a :
,
a:= U q;
i=1

donde g; es p;—primario. Supongamos que p; := (f;), con 1 < i < s < r. Sea «; la
maxima potencia de f; que divide a f. Consideremos la cadena :
f
Fy =5 ¢m
1

P i
Fi = lel ¢ U P
i k=1

Esta cadena tiene sentido porque estamos en un dominio : f = Fj "', como f € p; y

1 & p;, entonces Fy € p;, 1 <i < s. Consideremos entonces, Fs. Es claro que Fy | f,
mientras Fs € pgy1 N ---pp. Aplicando el Teorema del Ideal Principal de Krull, todo
ideal primo minimal sobre Fs es de altura 1, luego es principal. Sea p = (g) uno de
esos minimales sobre F. Entonces, g | Fs | f, pero g & p;, 1 < i < s (si perteneciera a
alguno de tales p;, también Fy perteneceria, llegando a contradiccién). Luego p es un
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ideal primo de altura 1 que contiene a a y no es pi,...,ps (ni los contiene). Se trata
pues, de un ideal minimal sobre a y ha de estar asociado. Por lo tanto, es igual a algin
pj, con s +1 < j < r, contradiciendo la hipdtesis de que estos ideales tienen altura
mayor estricto que 1. O

Demostracién del Corolario : si A es un D.F.U. ya hemos visto que todos los primos
minimales sobre un ideal principal han de ser principales, como el Teorema de Krull
nos dice que son de altura 1, hemos acabado. Reciprocamente, si todo ideal de altura
1 es principal, todo asociado es minimal (Lema de arriba) y todo asociado a un ideal
principal es principal, con lo que tenemos el enunciado. O

DEFINICION 48. Llamaremos sucesion reqular en un anillo A a toda cadena de elemen-
tos de A, f1,...,fr € A, tal que :

» fi no es divisor de cero en A/(f1,..., fi—1).

- (fla-uyfr),C«-A’

COROLLARIO 6.4.43. Si A es noetheriano y f1,..., fr es una sucesion regular de A,
ht(fi, ..., fr) =7 y todo ideal primo minimal sobre a = (f1,..., fr) tiene altura r.

DEMOSTRACION. Baste aplicar el Teorema de Krull por induccién en r. Es claro
que ht(a) < ry que ht((f1) =1 en Ay todo ideal primo minimal sobre (f) tiene altura
1.

Para el caso r, sea p un ideal primo minimal sobre (fi, ..., f;). Sabemos que ht(p) < r
y p no es minimal sobre (f1,..., fr—1) porque f, € py fr no es divisor de cero médulo
(f1,---, fr—1). Entonces, existe un primo minimal p’ sobre (f,..., fr—1) tal que :

(fl)"'?frfl) - p, g p
Luego ht(p) > ht(p’) =r — 1. O

DEFINICION 49. Sea (A,m) un anillo local noetheriano de dimension d. Llamaremos
sistema de pardmetros de A a toda coleccion, aq,...,aq de elementos de A generando

un ideal de definicion de A.

PROPOSICION 6.4.44. Si (A,m) es un anillo local noetheriano y {ai,...,aq} es un
sistema de pardmetros de A, se tiene :

dimA/(ay,...,a;)) =d—1

DEMOSTRACION. Consideremos A’ := A/a;, a; := (a1, ..., a;). Claramente dimA’ <
d—i pues {a;11+a;,...,a4+0a;} generan un ideal de definicién de A’. Reciprocamente, si
bi,...,b, € Ason tales que sus clases bj +a; generan un ideal de definicién de A/a;, en-

tonces, {a1,...,a;i,b1,...,by} generan un ideal de definicién de Ay dim(A) < i+p. O

6.5. Dimension en K—algebras: Normalizacién de Noether y algebras
Cohen-Macaulay

6.5.1. El Lema de Normalizacién de Noether. Segin algunas fuentes, el
Lema de Normalizacién de E. Noether? también puede ser debido a D. Hilbert quien
ya habia demostrado un resultado analogo en el contexto de dlgebras de invariantes
en su trabajo de 1893*. La formulacién actual, sin embargo, es enteramente debida a
Noether. Aqui seguiremos la demostracién de [Ku, 85], p. 51 y siguientes.

3E. Noether, “Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl und Funktionenkrpern”.
Math. Ann. , 96 (1927) pp. 26-61.
4D. Hilbert. “Uber die vollen Invariantensysteme”. Math. Annalen 42 (1893) 313-373.
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TEOREMA 6.5.1 (Lema de Normalizacién de E. Noether). Sea A una K—dlgebra
finitamente generada sobre un cuerpo y sea a C A un ideal propio. Entonces, existen
elementos Y1,...,Y; € A y existe s < d tales que :

i) {Y1,...,Yy} son algebraicamente independientes sobre K.
ii) A esun K[Y1,...,Yy—mddulo finitamente generado.
i) aNK[Yi,...,Y) = (Ysr,..., Vo).
Mds ain, si K es un cuerpo consuficientes elementos y A := Klx1,...,x,] es una

K dlgebra finitamente generada, podemos suponer que los elementos Y; son combinacio-
nes lineales de los elementos {x1,...,2n}.

Haremos la demostracién en diversas etapas, marcadas por Lemas.
El enunciado y la prueba lo he tomado, con matices, de [?].

LEMA 6.5.2. Sean p1,...,pm € K[T], caract(K) = 0 polinomios univariados cuales-
quiera que supondremos de grado a lo mds d. Entonces, existe k € {0,1,..., (Zl)d} tal
que

pi(k) # pj(k), Vi#j
DEMOSTRACION. Definamos el polinomio univariado no nulo :
[ - p)) € KT
1<j
Este polinomio tiene grado a lo mas (g‘)d y claramente no puede anularse en el conjun-

to citado. En caso contrario, aplicando un argumento obvio sobre interpolacién, este
polinomio seria un polinomio idénticamente nulo. O

Obsérvese que si la caracteristica del cuerpo es distinta de cero, bastard con tomar un
conjunto cualquiera con el mismo cardinal.

LEMA 6.5.3. Sea F € K[X1,...,X,] un polinomio no nulo de grado a lo mds d y sean
{ag,...,aq} C K elementos distintos del cuerpo K. Entonces, existe a € {ag,...,aq}"
tal que :

F(a) #0

LEMA 6.5.4. Un polinomio homogéneo no nulo de K[X1,...,X,] no puede anularse en
ningun abierto afin de K™.

LEMA 6.5.5. Sea F un polinomio no constante en K[Xi,...,X,] un polinomio no
constante.

» a) : Mediante una sustitucion de la forma :
X, =Y, +X], 1<i<n-1)

para adecuados r; € N, el polinomio F se transforma en un polinomio de la
forma :

aX' +pr X7 o
donde a € K\ {0}, p; € K[Y1,...,Y1], 1 <i <m. los r; verifican la cota

ri < (g(n — 1))

donde N es el numero de monomios de coeficiente no nulo de F.
w b) : Si K es un cuerpo infinito, entonces el mismo resultado puede ser obtenido
por medio de una sustitucion del tipo :

Xi =Y +aX,

para adecuados a; € K.
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DEMOSTRACION. » a) : Supongamos :
—— v Un,
Fi=> aX{* X}
veNn

Para cada v € N” tal que a, # 0, definamos
p(T) i=vpy + T+ T? + -+ v, T € Z[T]
Se trata de polinomios distintos cuando es distinto el indice v a que hacen
referencia. En este sentido existird un cierto k de valor absoluto a lo maés
(1;[) (n — 1) tal que :
pV(k) 7é pu’(k)v Vv 7£ V/
Ahora definamos r; := k' y las variables :
Yi=X,—- X}, 1<i<n-—1
Tendremos la siguiente transformacion para F' :
F(X].) . ’Xn) = Z al/(Y]_ + X{"’/;l)ljl e (YTL—]. _'_ X:Lnfl)l/n—lX;:n
veNn
De esta manera el polinomio F' toma la forma :

k
F(Y1,... . Yoy, Xp) = a, X"*W 4 G, (V1. Yoo1, X)

donde p, (k) es el méximo de los p,(k), con lo cual el gradoi en X,, de G/, es
estrictamente menor que p, (k) y F tiene la forma apetecida.
» ) : Supongamos de nuevo :

Fi= > aX{t- - Xy
veNn
y escribamos :
Vi =X, —a; X, 1<i<n-—1
Escribamos F' := Fy + -+ + Fy la descomposicién de F' en componentes ho-

mogéneas en K[X1,...,X,], donde d es el grado total de F'y F; # 0. Con el
cambio buscado, tomemos :

Fi=) —veNaY+aX,)" - (Va1 + an 1 X,) "' X"
Entonces,
F = Fd(al, v, Qp—1, 1)X7Cf + Gdfl(yl, ... ,Yn_l, Xn)

donde G4_1 es un polinomio de grado a lo més d — 1 en X,,. Como Fjy es un
polinomio homogéneo no se anula en el abierto Zariski de K™ dado por : {X,, #
0}. Luego Fy(T1,...,Th—1,1) es un polinomio no nulo y podremos encontrar un
punto (a1, ...,a, 1) € K" ! verificando la inecuacién Fy(ay, ..., an_1,1) # 0.
Ese punto verificard las propiedades prescritas.

O

Demostracion del Lema de Normalizacion de Noether.—

» Caso 1 : Supongamos que A := K[X1,...,X,] es un anillo de polinomios con
coeficientes en un cuerpo K y el ideal a = (F') es un ideal principal.
= Bastara con que apliquemos el Lema previo. Hagamos el cambio de coordena-
das
(Xl,. . ,Xn) — (Yl, . .,Ynfl,Xn)
correspondiente bien al caso a) o al caso b) del Lema. Describamos el caso b)
por su belleza. Entonces, el polinomio :

G()/b oo Yoo, Xn) = F(Yl +a1Xn,. .., Yn1tapn 11X, 1, Xn)
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que es un polinomio ménico en X,,. Definamos Y,, := F' y tendremos :
K[Yi,....Y, ] = K[X1,...,X,]

es una extensién entera de anillos. Es claro que X,, verifica una ecuacién de
dependencia entera sobre el anillo K[Y7,...,Y,] :

G(}/la---aYn—laXn) -Y,=0
Por lo demds tenemos la cadena de extensiones :
KYy,...,Y, ] — K[Y1,...,Y, 1, X,] = K[X4,...,X,]

Siendo todas ellas enteras, el tercer anillo es entero sobre el primero y, por

ende, finitamente generado como médulo. Ahora, al ser {X1,. .., X, } algebrai-
camente independientes sobre K, tambien lo son {Y7,...,Y,}, por estar ante
una extensién entera (luego algebraica). De otro lado, anK[Y7,...,Y,] D (Y,).

Pero si H(Y1,...,Y,) € an K[Y1,...,Y,), tendremos :

H=HF
en K[Xy,...,X,]. Como H' es entero sobre K[Y1,...,Y,] verificard una ecua-
ciéon de dependencia entera :

(H’)d+ad,1(H’)d_1+~-+ao:O

Como los a; € K[Y1,...,Y,] podemos multiplicar esa ecuacién por F' 4y ob-
tendremos :

HY 4+ ag_ 1Y, H 4o 4 apYd =0
de donde se deduce que Y;, | H en K[Y1,...,Y,].
Caso 2 : Supongamos que A := K[X1,...,X,] es un anillo de polinomios y el
ideal a es un ideal cualquiera de A.
Hagamos induccién en el nimero de variables n. Para n = 1, o bien a = (0)
o bien a es un ideal principal y basta con retrotraerse al caso anterior para
no tener nada mas que hacer. Supongamos n > 1 y consideremos el caso que
que a no es un ideal principal. Si a es principal o nulo no hay nada que hacer.
Supongamos a # (0) y sea F' € a, F # 0, Sea b = (F) C a y apliquemos el

caso n = 1 : Existirdn {Y7,...,Y,} tales que :

K[Vi,...,Ys] < K[X1,. .., Xn]
es una extension entera de anillos. Ademds b N K[Y7,...,Y,] = (¥5,). Sea a°
la contraccién de a a K[Yi,...,Y,] vy sea @ := a®/(Y,) que es un ideal de
K[Yi,....Y,]/(Y,) = K[Y1,...,Y,_1]. Estamos en condiciones de aplicar la
hipétesis inductiva y existirdn : {Y{,..., Y, _;} tales que :

K[Y],....,Y) ] = K[Y1,...,Y,_1]
es una extension entera de anillos, siendo :
aﬂK[Yi’,.. . aYri—l] = ( sl—',—lv"'vyri—l)

Tomando {Y7,...,Y, ;,Y,} tenemos la colecciéon buscada y es fécil probar
que se verifican las propiedades requeridas.

Caso 3 : Caso general.

Baste notar que si A es una K —algebra finitamente generada tiene la forma :

A=K[Xy,...,Xn]/b

donde b es un ideal de K[X7,...,X,] mientras a tiene la forma a/b, siendo a
un ideal de K[X1,...,X,] que contiene a b. Aplicando el caso 2 a b existirdn
{Y1,...,Y,} tales que :

K[Y1,...,Y,] = K[X1,...,X,]
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es una extension entera de anillos, mientras
bNK[Y1,...,.Y,] = (Yis1,..., )

Como las extensiones enteras se portan bien al tomar cocientes, la siguiente es
una extensién enetra de anillos :

Kvh,....Y ] =K[Y1,....Y,]/b— A
Consideremos el ideal contracciéon a® dado mediante :
a®:=anK[Y,....Y, ] :==an (K[Y1,...,Y,]/b)
Apliquemos de nuevo el caso 2 a a® y obtengamos : {Y{,...,Y,} tales que :
K[Y/,....,Y]] = K[Y1,...,Y,] = A
son extensiones enteras de anillos y, ademas :

anK[Y],... Y] =aNK[Y],....Y]]=(Y.\.....Y))

O

Este sencillo Lema tiene muchas consecuencias relevantes, algunas de las cuales pasa-
remos a analizar :

COROLLARIO 6.5.6. Sea K un cuerpo infinito, a ideal homogéneo de K[Xj,..., X,]
entonces, existen {Yy, ..., Yy} polinomios homogéneos, tales que :
i) K[Yo,...,Ys] = K[Xo,...,X,| es una extension entera de anillos.
i) an K[Yp,...,Y,] = (Yes1,..., Yn).
iii) La extension de anillos

K[YQ,...,}/T] — K[Xo,...,Xn]/Cl
es entera y es un morfismo de anillos graduados de grado 0.

DEMOSTRACION. Se trata de la misma demostracién, usando cambios lineales de
coordenadas y siguiendo la misma estrategia del Lema de Normalizacién de Noether,
pero tomando homogéneos a cada etapa. O

Hagamos ahora un recordatorio de algunos resultados concernientes a extensiones en-
teras de anillos :

LEMA 6.5.7. Si A — B es una extension entera de anillosse tiene :
i) Si B es un cuerpo, A es un cuerpo.
ii) Los ideales mazimales de B se contraen sobre ideales mazimales de A.
iii) No hay relacion de inclusion estricta entre los ideales primos de B que se
contraen sobre el mismo ideal primo de A.
iv) f*: Spec(B) — Spec(A) es suprayectiva.

COROLLARIO 6.5.8. Sea A < B un extension entera de anillos. Entonces,
i)
dim g (A) = dimgru(B)

ii) Para cualquier ideal primo P de B, coht(P) = coht(P N A).

DEMOSTRACION. Sea
PChC---Ch
una cadena de ideales primos de B. Sean p; := P, N A y tenemos una cadena de ideales
primos de A dada por :
PoCP & Chn
La razén profunda de la permanencia de loes contenidos estrictos es la propiedad i)
del Lema previo. Con lo cual dim g (A) > dim g (B).
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Para el otro contenido, utilizaremos la Propiedad del Ascenso que verifica toda extensién
entera de anillos. Asi, consideremos una cadena de ideales primos de A :

PSP S-S

y sea Py un ideal primo de B que se contrae sobre pg. Por el Teorema del Ascenso,
tendremos una cadena de ideales primos de B :

PhChC---Ch

donde P; N A = p;. Los contenidos estrictos abajo significan contenidos estrictos arriba
(obvio) y esta cadena tiene longitud n, con lo que queda terminada la prueba. O

COROLLARIO 6.5.9. Sea A — B una extension entera de anillos y supongamos que A es
un anillo normal. Entonces, para cada ideal primo P de B se tiene : ht(P) = ht(PNP).

DEMOSTRACION. De hecho, esta propiedad se verifica cuando se verifica la pro-
piedad del Descenso. Asi, tomemos una cadena de ideales primos de B contenidos en
P

PP C---CP,=P
Por no haber inclusién estricta entre los ideales primos de B que se contraen sobre el
mismo ideal primo de A, si p; := P, N A, tenemos una cadena de contenidos estrictos :

PSP S Cp=PNA

De otro lado, sea p := P N A y consideremos una cadena de ideales primos de A
contenidos en p :

PoCP G- Chn=0p
Como P se contraen sobre p, aplicando el Teorema del Descenso, tendremos

PhehC---CP,=P

tales que P, N A = p; y habremos terminado la prueba. O

OBSERVACION 6.5.10. La anterior propiedad se verifica también para cualquier ideal a
de B. Para verlo, sea b := aN A. Para cada ideal primo P que contiene a a se tiene
P N A contiene a by ht(P) = ht(P N A). Con ello se prueba :

ht(a) :== min{ht(P) : P D a} > min{ht(p) : p D b}
De otro lado, dado p O b un ideal primo, por ser la extensién de anillos :
A/b— Ala
entera, existird un ideal primo P O a de B tal que PN A = p, luego
ht(b) > ht(a)

y habremos terminado.

PROPOSICION 6.5.11. Sea K un cuerpo,
dimell(K[Xl, e ,Xn]) =N
Ademas, ht(X1,...,X;) =1, 1 <i<n.

DEMOSTRACION. Es claro que tenemos la siguiente cadena de ideales primos de
K[Xy,...,X,]:
(0)C (X)) S-S (X1, Xn)
con ello tenemos ya probado,

dimKrull(K[Xla cee aXn]) >n
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Ademas, por ser los ideales (X7,. .., X;) primos y la sucesién X1, ..., X; regular, tene-
mos las propiedades de la altura.
Para la otra desigualdad, haremos induccién en n. En el caso n = 1 todo ideal de K[X]
es principal, luego todo primo distinto de (0) tiene altura 1 y habremos terminado.
Para dimensién superior, supongamos una cadena de ideales primos :

0)=poSp1 S CPa
Apliquemos el Lema de Normalizacién de Noether y tendremos {71,...,7T,} algebrai-
camente independientes sobre K tales que :

K[Ty,...,T)) < K[X1,..., X,]

es una extensiéon entera de anillos y py N K[T1,...,T,] = (Tr41,...,T,) Podremos
construir la siguiente cadena de ideales primos de K[1y,...,T;], r <n—1:

0CPhC---C P

donde P; es la contraccién a K[T1,...,T,—1] de p;/p1. Los contenidos estrictos se siguen
por ser la siguiente una extensién entera de anillos :

K[Tl,...,Tn_l] :K[TI,...,Tn_l,Tn]/p(lz ‘—)K[Xl,,Xn]

Aplicando la hipdtesis inductiva habremos llegado a contradiccién. O

COROLLARIO 6.5.12. Sea K un cuerpo,

i) Sip es un ideal primo de K[X1,...,X,],

coht(p) = dimprun(K[X1, ..., Xnl/p) = grirk(q.f-(K[X1, ..., Xa]/p))
ii) Si V C K™ es un conjunto algebraico irreducible :
coht(1(V)) = dimprun(K[V]) = grirg (K(V))
DEMOSTRACION. Usando el Lema de Normalizacién de Noether, es claro que si
{T1,...,T,} son tales que :
KT,...,T,) = K[X1,...,X,]

son algebraicamente independientes sobre K, entonces, 7 = n. Ademds si pnK|[T1,...,T,] =
(Ts41,.-.,Ty), tenemos la siguiente cadena de extensiones enteras de anillos :

K[Ty,...,T,) = K[T1,...,To)/p < K[X1,..., Xn]/p

Se trata de extensiones algebraicas entre los respectivos cuerpos de fracciones, luego
el grado de trascendencia del tltimo es s; pero s es también la dimension de Krull de
los dos primeros. Por ser la extensién entera, también s es la dimensién de Krull del

altimo y habremos terminado. O
COROLLARIO 6.5.13. Sea p un ideal primo de K[Xq,...,X,], entonces
ht(p) + coht(p) =n
En particular, todos los ideales mazimales de K[ X, ..., X,] tienen altura n. En cambio,
el unico ideal primo de coaltura n de K[X1,...,X,] es el ideal (0).
DEMOSTRACION. Apliquemos el Lema de Normalizacién de Noether y sean {71, ...,T,}

algebraicamente independientes sobre K tales que :
KT,...,T,)) — K[X1,...,X,]

es entera. Tenemos que p N K[11,...,T,] = (Ts41,...,T,). Claramente, s = coht(p).
Ademads, podemos aplicar el Teorema del Descenso para concluir que :

ht(p) = ht(p N KT}, ..., To]) =n — s
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El caso de los maximales queda descrito por ser los maximales los primos de coaltura
0. El otro caso es igual por ser (0) de altura 0. O

COROLLARIO 6.5.14. 51V C K" es un conjunto algebraico, exiten d € N y existe una
aplicacion lineal ¢ : K — K% tal que:
= oy V — K9 es suprayectiva,
= Para cada y € K9, la fibra o~ (y) es finita.
COROLLARIO 6.5.15. Para cualquier ideal a de K[X1,...,X,] se tiene :
ht(a) 4+ coht(a) = n

DEMOSTRACION. Para demostrarlo, se p un ideal primo minimal sobre a tal que
coht(p) = coht(a). Hallemos una normalizacién de Noether :
KT,...,T,)) — K[X1,...,X,]

tal que a N K[T1,...,T,] = (Ts41,...,Ty). Entonces, s = coht(a) = coht(p). Por el
Corolario anterior, n — s = ht(p) < ht(a). Luego ht(a) + coht(a) > n. Como la otra
desigualdad se da siempre, tenemos el resultado. O

COROLLARIO 6.5.16. Toda K—dgebra finitamente generada tiene dimension finita, todo
ideal primo suyo tiene altura y coaltura finitas y acotadas pr la dimension de A.

OBSERVACION 6.5.17. La propiedad enunciada en el anterior Corolario no es exten-
sible a cualesquiera anillos noetherianos, aunque si es extensible a los anillos locales
noetherianos.

Una propiedad importante es la de respetar los cocientes mediante las alturas.

DEFINICION 50. Un anillo A se denomina catenario si para cualesquiera dos ideales
primos p C p’ de A, se verifica :

ht(p'/p) = ht(p") — ht(p)

COROLLARIO 6.5.18. Los anillos de polinomios K[X1, ..., X,| son catenarios. Mds ain,
para cualesquiera dos ideales primos p C p’ se tiene :

ht(p'/p) = ht(p') — ht(p) = coht(p) — coht(p’)

DEMOSTRACION. Basta con hacerlo para anillos de polinomios. Hallemos una nor-
malizacién de Noether de K[X7,...,X,] con respecto al ideal p, es decir {T1,...,T,}
tales que :

K[Ty,...,T,] — K[X1,...,X,]
donde pN K|[T1,...,Ty] = (Ts+1,...,Ty). Se tiene que s = coht(p) y n—s = hi(p). Sea

p’ el ideal primo p’/p y sea p’* su contracién a K[T1, ..., Ts]. Claramente,
coht(p’) 4+ ht(p’) = s
Pero B B
coht(p’*) = coht(p’) = coht(p’)
Por lo tanto,
ht(p'/p) = ht(p"") = s—coht(p') = coht(p)—coht(p') = (n—ht(p))—(n—ht(p")) = ht(p')—ht(p)
Il

COROLLARIO 6.5.19. Sean f1,..., fr una sucesion reqular de K[X1,...,X,]. Entonces,
st K es algebraicamente cerrado se tiene :

dimKrull(V(fla .- '7f7‘)) =n-r
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DEMOSTRACION. Baste notar que ht(fi,...,f;) = r y la identificacién entre los
ideales radicales de K[X},...,X,] vy los conjuntos algebraicos. O

Para los conjuntos algebraicos proyectivos tenemos una situacién relativamente distin-
ta :

LEMA 6.5.20. Sea A = K[Xy,...,X,] anillo graduado con la graduacion usual. Sea
m := (Xo,...,X,) ideal mazimal en A, y sea m' := mAy, el Unico ideal mazimal de
Aq. Entonces,

Gor(Am) = K[Xo, - - ., Xn]
DEMOSTRACION. Obsérvese que
m™/m™ = H, (X, ..., Xn)

Por la definicién de la operacién en el graduado, bastard con que probemos que los
siguientes son espacio vectoriales isomorfos sobre K = A/m :

m" /w2 o (X, X))
Es claro que tenemos un monomorfismo :
¢ : Hp(Xo, ..., X,) < m™/m ™+

dado por ¢(F) := F/1 + m/™*!. Supongamos, ahora p/q + m*! € m™/m™+!1 un
elemento cualquiera.

Podemos suponer que p € Hy,(Xo, ..., X,), (descomponiento p/q en sumas donde los
numeradores son homogéneos, todo lo que pase de grado n+1 se va). Ahora ¢ = ag+h,
con ag € K y h € m, podemos concluir :

aop — qp = —(hp) € m" ™1 C m™H!

con lo que ¢(agp) = p/q +m™"*! y ¢ es un isomorfismo. O
LEMA 6.5.21. Sea A = K[Xo,...,X,] anillo graduado con la graduacion usual. Sea
m = (Xo,...,X,) ideal mazimal en A e a un ideal homogéneo de A. Sean m := m/a

ideal mazimal del anillo graduado A/a. Entonces, los siguientes anillos son isomorfos :
Gﬁ(A/a)ﬁ((A/a)ﬁ) = A/a

DEMOSTRACION. Sigue los mismos pasos que la prueba anterior. O
COROLLARIO 6.5.22. Sea a un ideal homogéneo en A = K|[Xo,...,Xy]. Sea m :=
(Xo, ..., X,) ideal mazimal de A y sea m := m/a ideal maximal de A/a. Entonces,

deg(x(G(A/a, =) = degPr((A/a)w, —) — 1 = dimgrui((A/a)m)) — 1
En particular, para cualquier conjunto algebraico proyectivo, V C §,,(K) se tiene :
deg(x(K[V], =) = dimK[V]z — 1
donde m :=m/I(V).

DEMOSTRACION. Usando el Teorema de la dimension y los isomorfismos destacados
en los apartados anteriores tenemos claramente el Corolario. Il

COROLLARIO 6.5.23 (Dimensién de la Interseccién). Sean py y p2 dos ideales pri-
mos en un anillo de polinomios R = K[X1,...,X,] sobre un cuerpo K. Supongamos
dim(R/p1) =r, dim(R/p2) = s. Entonces, para cualquier ideal primo q minimal sobre
p1 + p2 se tiene :

dim(R/q) >r+s—n
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DEMOSTRACION. Consideremos un nuevo conjunto de variables {Y7,...,Y,} v el
ideal p}, en el anillo K[Y7,...,Y,] obtenido simplemente cambiando las variables. Defi-
namos finalmente

R = K[X1,...,X,Y1,...,Y,]
En este anillo consideramos el ideal T := p; + p}, y el ideal D generado por (X; —
Y1,..., X, — Y,) que corresponde a la diagonal. Obsérvese el isomorfismo de anillos
entre R'/D y R.
Ahora, tomemos normalizacioones de Noether de K[X7, ..., X,]/p1y K[Y1,...,Y.]/p,
tendremos una normalizacion de Noether de R’/ y facilmente se concluye

dim(R'/I) := dim(R/p1) + dim(R/p2)
Ahora, sea q un primo minimal de R sobre p; + po. Por el isomorfismo, podemos
identificarlo con un ideal primo @ de R'/D que contiene a I + D/D. Més ain, se
respetan las condiciones de minimalidad y coaltura. En particular, /I es un ideal
primo minimal sobre D en R’/I. Por estar generado D + I/D por las clases de sus n
generadores, obtenemos ht(Q/I) < n (Krull).
De otro lado, R'/I + D es isomorfo a R/p1 + pa, luego,
dim(R/q) := dim((R'/I)/(Q/I)) = dim(R'/I) — ht(Q/I) >r +s—n
O

COROLLARIO 6.5.24. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado V,W C K" dos con-
Juntos algebraicos irreducibles. Entonces,

dim(VW) > dim(V) +dim(W) —n

6.5.2. Grado y Normalizacién de Noether. Aunque ain no hemos hablado
del caso de dimensién positiva, veremos mas adelante la relevancia de la Normaliza-
cién de Noether (ya hemos visto algo en nuestra prueba del Nullstellensatz) y, en ese
contexto, sera tutil valorar el resultado siguiente:

TEOREMA 6.5.25. Sea F' := [f1,...,fs] € K[X1,...,Xy]® un sistema de ecuaciones
polinomiales generando un ideal a. Sea V(F) C K" el conjunto algebraico que defi-
nen y supongamos que es equidimensional (i.e. todas sus componentes tienen la misma
dimension). Sea K[Y1,...,Y,] una normalizacion de Noether de K[X,...,X,]/a. Su-
pongamos que Yi,...,Y, son combinaciones lineales de las variables X1,...,X,. Sea
g € K[X1,...,X,] un polinomio adicional. Se tiene :

i) La siguiente es una extension entera de anillos :
KY1,....Y,] = K[Xy,..., X,]/Va.
ii) La imagen del morfismo G siguiente es una hipersuperficie de K'T1, donde
G :V-—K*
donde

Gz, ... xn) = V(21 Zn), o, Yo(21, oy 2n), g(21, - .o, ).

iii) El grado de la hipersuperficie G(V') estd acotado por deg(V') - deg(g).

iv) El polinomio minimo mdnico de la dependencia entera de g++/a € K[X1,...,X,]/va
sobre K[Y1,...,Y;] estd acotado por deg(V') - deg(g) vy, de hecho, coincide con
el polinomio minimo de la hipersuperficie G(V).

Mds ain, si V(F) es irreducible se tiene :

lg-f (K[X1,..., Xa]/Va) © K(Y1,...,Y:)] <deg(V(F)),

donde q.f. significa cuerpo de fracciones.



Capitulo 7

El Teorema de la Funcién Implicita : Fibras de
Levantamiento.

7.1. Introduccién

El Teorema de la Funciéon Implicita ha sido una de las piezas fundamentales de la
Historia de la Matematica. La parametrizacién local de variedades alrededor de puntos
donde el jacobiano no se anula comienza con I. Newton en 1771. El algoritmo que
Newton habia pensado para aproximar raices de polinomios univariados era adaptable
a la aproximacién local de curvas mediante funciones racionales y su expansion en
series de potencias formales. Ciertamente Newton vislumbra las series de potencias que
luego seran extendidas por B. Taylor'. Parece que Taylor asigna el descubrimiento de
las series de potencias formales a Newton en la frase “Sir Isaac Newton’s series”. Sin
embargo, las series “de Taylor” parecen remontarse a J. Wallis?, quien las introdujo
para el célculo de la integral de la funcién (1 — 22)Y/2. Parece, también, que otros
mateméticos como J. Gregory, G.W. Leibniz, Johann Bernoulli y A. de Moivre habian
descubierto ya variantes de las series de potencias o series “de Taylor”.

La aportacién fundamental de Newton es doble : de una parte permite representar fun-
ciones implicitas a través de su expansién en series de potencias formales. De otra parte,
ofrece un algoritmo de aproximacién de estas series de potencias formales. Tenemos asi
un Teorema de la Funcién Implicita con funciones dadas mediante series de las que
Newton desconoce la convergencia. Parece también que no se preocupd excesivamente
de este problema.

De hecho, debemos esperar a K. Weirstrass para disponer de una Teoria completa
de las Funciones Analiticas. Debido a sus problemas de salud, Weierstrass no escribié
siempre y del modo mas completo las ideas subyacentes a sus investigaciones. Los
primeros estudios sobre funciones analiticas datan de su trabajo de 18543. No serd
hasta 1861 que Weierstrass obtendra el primer ejemplo de funcién real continua no
diferenciable. Esto supuso un vuelco considerable en la fundamentacién del Analisis
que, hasta Weierstrass, tenfa mucho de intuicionista. Las aportaciones fundamentales
de K. Weierstrass tuvieron siempre la forma de cursos semestrales impartidos en la
Universidad de Berlin (hoy Humboldt Universitét). Dichos cursos fueron recogidos por
muchos de sus alumnos en forma de textos (como, por ejemplo, las notas tomadas por
W. Killing de los cursos impartidos en 1868 o las notas tomadas por A. Hurwirtcz de
los cursos de Weierstrass en 1878). Es destacable, por la influencia que tiene en este
Capitulo, el curso de 1863/64 sobre la “Teoria General de las Funciones Analiticas”.
En lo concerniente a este Capitulo nos interesaran sustancialmente los Teoremas de
Divisién y Preparacién® que discutiremos en el caso de anillos de series de potencias
formales.

1, Taylor. “ Methodus incrementorum directa et inversa”. (1715)

2J. Wallis. “Arithmetica infinitorum”. (1656)

3En este trabajo Weierstrass explora la descripciéon de las funciones abelianas mediante series de
potencias formales : K. Weierstras. “Zur Theorie der Abelschen Functionen”. J. fiir Reine und Angew.
Math. (1854).

4K. Weierstrass. “Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen”. Berl. Abh. (1876) 11-60.

145



146 7. EL. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA : FIBRAS DE LEVANTAMIENTO.

Posteriormente, estos trabajos iniciales de Newton se diversifican en varios frentes.
De una parte, un esfuerzo por demostrar el Teorema de la Funcién Implicita y la
convergencia de las series resultantes; pero preservando el caracter iterativo del método
de Newton puede encontrarse en J. Liouville®. A la sazén, A. Cauchy, predecesor de
Liouville en la Ecole Polytechnique, habia dado ya una demostracién del Teorema
de la Funcién Implicita de tipo existencial, basandose en los desarrollos hechos para
demostrar la existencia y unicidad de solucién de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
(Teorema de Cauchy-Peano-Lipschitz)®.

De otro lado, V. Puisseux, ha continuado los trabajos de Cauchy, obteniendo las no-
ciones de polo y puntos de ramificacion, asi como las series de potencias formales con
exponente fraccionario (Series de Puisseux) y ha extendido el algoritmo original de
Newton para la representacion local de curvas alrededor de puntos singulares.
Finalmente, K. Hensel reinterpreta las ideas de K. Weierstrass sobre series de poten-
cias formales introduciendo y desarrollando los nimero p-ddicos y la correspondiente
interpretacion del algoritmo de Newton.

Este Capitulo esta dedicado a hacer una relectura, en el lenguaje actual, de la historia
de estos resultados. Ciertamente, como en el caso de Newton, no haremos mucho caso a
la cuestién de la convergencia y nos instalaremos en el confortable anillo local regular de
las series de potencias formales en un punto. Comenzaremos con una somera descripcién
de las propiedades del completado de anillos locales Noetherianos para la filtracién
m—4&dica (Seccién 7.3) siguiendo una combinacién del [ZaSa, 60] y del [Ma, 80].
Posteriormente (Seccién 7.4 ) se demuestran los Teoremas de Divisién y Preparacién
que pueden encontrarse en cualquiera de los textos clasicos de Funciones Holomorfas
en Varias Variables Complejas como [GuRo, 65], [Nar, 68]. Aunque esos enunciados
también se encuentran en [ZaSa, 60], he elegido la versién del més reciente [Ka?, 83].
En el camino (Seccién 7.5) nos dedicaremos a la nocién de anillo local regular y a ex-
poner el Criterio del Jacobiano. La nocion genérica de anillo local regular es debida al
alumno de E. Noether W. Krull”. Incluimos una demostracién del Teorema de Estruc-
tura para anillos locales equi—caracteristicos, como el prensentado por el alumno de O.
Zariski I.S. Cohen®. La demostracién propuesta para este resultado que propongo seguir
es la expuesta en [ZaSa, 60]. Juntando este Teorema de I.S. Cohen con los Teoremas
de Weierstrass tenemos una versién débil como resoluciéon del Problema de Serre.

A partir de esta Seccién ya pasamos a la Demostracién del Teorema de la Funcién
Implicita (Seccién 7.6). En esta Seccién daremos dos variantes del Lema de Newton—
Hensel. De una parte, la versiéon del Lema de Hensel propuesta en [ZaSa, 60] y la no
menos destacable influencia del texto de P. Ribenboim?. La demostracién de [ZaSa, 60]
consiste en mostrar un algoritmo de convergencia lineal para la norma no—arquimediana
definida por la filtracién m—&dica (en la Subseccién 7.6.1). Posteriormente, ofreceremos
una demostracion no ya del Lema de Hensel sino del Teorema de la Funciéon Implicita
usando el operador de Newton multivariado (en la Subseccién 7.6.2) y demostrando
que tiene una convergencia cuadratica para la norma no—arquimediana.

5Véase el comentario histérico hecho por M. Demazure en su texto “Catastrophes et Bifurcations”
Ellipses (1989).

6véase una descripcion de los sucesos histéricos en el excelente texto de ecuaciones diferenciales
E.L. Ince. “Ordinary Differential Equations”. Dover (1956).

TVéanse los trabajos

= W. Krull. “Dimensionen in Stellensringen”. J. reine angew. Math.179 (1938) 204-26.
» W. Krull. “Idealtheorie”. Springer (1935).

8L.S. Cohen. “On the Structure and Ideal Theory of Complete Local Rings”. Trans. AMS 59 (1946)
54-106.
9P. Ribenboim. “Equivalent forms of Hensel’s Lemma”. Ezpo. Math. 3 (1985) 3—-24.
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7.2. Anillos y médulos topolégicos : filtraciones y completados

El propésito es comenzar con el [Po, 66| y continuar, més adelante, con el modelo del
discurso del Capitulo final de [ZaSa, 60].

DEFINICION 51. Llamaremos anillo topoldgico a todo anillo A dotado de una topologia
T tal que las siguientes son aplicaciones continuas :

i) —:AxA— A —(a,b):=a—>

i) - :AxA— A, (a,b):=a-b.
donde A x A estd dotado de la topologia producto.

Tras unos pocos ejemplos clésicos :

DEFINICION 52. Sea (A, T) un anillo topoldgico, M un A—mddulo y T’ una topologia
sobre M. Diremos que M es un A—mddulo topoldgico si las siguientes son aplicaciones
continuas :

i) = MxM-—M, —(mmn):=m-n

i) - :Ax M — M, -(a,m):=a-m.
donde A x M estd dotado con la topologia producto.
PROPOSICION 7.2.1. Sean (A, T) un anillo topoldgico y (M, T") un A—mddulo topoldgi-
co. Entonces para x € A ym € M, se tiene :

i) la traslacion t, : A — A, dada por ty(a) := a+ x, es un homeomorfismo.

ii) la traslacion t,, : M — M, dada por t,,(n) := m+n, es un homeomorfismo.

Obsérvese que, como en el caso de los espacios vectoriales topolégicos, si Uy es una base
de entornos de 0 € A, donde (A, T) es un anillo topolégico. Entonces, la clase :
x+Uy:={t,(U) : U€eUp}

es una base de entornos de x € A.

Anélogamente ocurriréa cuando tratemos de A—méddulos topoldgicos.

La conclusién de esta observacion es que para determinar una topologia en un anillo o
en un maédulo, nos basta con determinar una base de entornos del 0 para esa topologia.
Las propiedades adicionales que tal base de entornos debe verificar se describen en la
siguiente Proposicién tomada del texto cldsico de grupos topolégicos de [Po, 66].

PROPOSICION 7.2.2. Sea A un anillo cualquiera y consideremos una coleccion de sub-
conjuntos de A, ¥ C P(A) verificando :

i) La interseccion de dos elementos cualesquiera de ¥ contiene a algin elemento
de 3.

i) SiU € X, existe W € X tal que :
W-W:={zx—y:azycW}CU W?={zy: 2,ycWICU
i) SiU e X, x €Uy € A, existe W € o tal que :
t.(W)CU, yW:i={y-a:acW}CU

Entonces, eziste una unica topologia T sobre A tal que (A,T) es un anillo topoldgico y
> es una base de entornos abiertos de 0 € A.

PROPOSICION 7.2.3. Sea (A, T) un anillo topoldgico y 3 una base de entornos abiertos
de 0 € A. Entonces, X verifica las propiedades i), ii) y iii) de la Proposicion anterior.

Anélogos resultados se pueden obtener para médulos topoldgicos (cf. [Po, 66]).

PROPOSICION 7.2.4. Sea (A, T) un anillo topoldgico y (M, T") un A—mddulo topoldgico
con respecto a la topologia T sobre A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes :

i) (M, T") es un espacio topoldgico de Hausdorff.
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ii) El conjunto {0} es un cerrado.
iii) Si X' es una base de entornos abiertos de 0 € M, se tiene :

{oy=U
Uex!
No vamos a ocupar este curso en un amplio estudio de los anillos topoldgicos. El alumno

puede seguir, si quiere, el texto [Po, 66]. Nos centraremos en las filtraciones.

DEFINICION 53. i) Sea A un anillo. Llamaremos filtracion sobre A a toda colec-
cion X, cadena descendente de ideales :

Y={A=a02m2---Da, 2}

verificando ap - &y C Apim, Vn,m € N. Diremos que (A,X) es un anillo
filtrado.

ii) Sea (A,X) un anillo filtrado y M un A—mddulo. Una filtracion sobre M com-
patible con la filtracion ¥ = {a, : n € N} de A, a toda cadena descendente
de submdodulos de M :

tal que a, - Ny € Npym, Vn,m € N

PROPOSICION 7.2.5. i) Si (A,X) es un anillo filtrado, la filtracion ¥ verifica las
propiedades de la Proposicion 7.2.2 anterior y existe una unica topologia sobre
A para la cual ¥ es una base de entornos abiertos de 0 € A. A esa topologia

se la denomina topologia asociada a la filtracion 3.
ii) Un andlogo resultado se tiene para mddulos con filtraciones.

PROPOSICION 7.2.6. Sea (A, X)) es un anillo filtrado, y (M, %) es un A—mddulo filtrado,
con una filtracion ¥’ compatible con la filtracion ¥ de A. Supongamos

E;:{A:aogalg...gang...}

Yi={M=NyDN;2---DN,D---}

Entonces, para cada S C A y cada N C M, las clausuras de S y N para las respectivas
topologias vienen dadas por :

S=[)(S+an)

neN
N=[1V+Ny)
neN

COROLLARIO 7.2.7. Con las mismas notaciones de la Proposicion anterior, sea a un
ideal de A y N un submddulo de M. Entonces,

i)
= ﬂ (a+ay,)
neN
i) Sia es abierto en A, entonces es cerrado.
iii)
N = ﬂ (N + Ny,)
neN
iv) Si N es abierto en M, entonces es cerrado.

COROLLARIO 7.2.8. Sea (A, X) es un anillo filtrado, y (M,Y') es un A—mddulo filtrado,
con una filtracion X' compatible con la filtracién ¥ de A. Supongamos :

¥ ={M=Ny2N12---2N,2---}
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Entonces, M con la topologia asociada a la filtracién X' es de Hausdorff si y solamente

| oy = N N

neN

Seguiremos con la condicién de metrizabilidad, que se basard en este Corolario, y que
trataremos de seguir a través del Capitulo de Algebra Local del texto [ZaSa, 60].
Mais adelante recuperaremos la condicién de Hausdorff a través del Teorema de la
Intersecciéon de Krull.

TEOREMA 7.2.9. Sea (A,X) es un anillo filtrado, y (M,%¥') es un A—mddulo filtrado,
con una filtracion X' compatible con la filtracion ¥ de A. Supongamos

St M es Hausdorff con la topologia asociada a la filtracién X/, entonces es metrizable
con la métrica :

dM(fE, y) = eik
donde x —y € Ni,x —y & Niy1. En particular, si By(0,e7™) es la bola cerrada de
centro 0 € M y radio e™" para la métrica dyy, esta bola coincide con el submddulo Ny,.

Recordemos que todo espacio métrico posee un completado. Podemos hacer aqui la
construccién del completado de un A—mddulo filtrado cuya topologia es de Hausdorff.
Recordemos de los cursos elementales de topologia la siguiente propiedad :

TEOREMA 7.2.10 (Completado de un espacio métrico). Sea (X,d) un espacio métrico.
Entonces, existe un espacio métrico completo (X*,d*) y una funcion i : X — X*
continua, verificando :

i) i es una isometria entre X y una parte densa de X*.
ii) Dada ¢ : X — Y wuna funcidn uniformemente continua, donde (Y,d') es un
espacio métrico completo, existe una unica funcion continua v : X* — Y tal
que Y°i = .
De otro lado, cualquier otro espacio métrico completo que verifique estas dos propiedades
es homeomorfo (e isométrico) a (X*,d*).
A cualquier espacio métrico (X*,d*) y aplicacion i : X — X* verificando estas pro-
piedades se le denomina completado del espacio métrico (X,d).

Observando que la suma y el producto son funciones uniformemente continuas, se pue-
den extender las respectivas estructuras de anillo y médulo al completado. Esto es,

PROPOSICION 7.2.11. Sea (A,X) es un anillo filtrado, y (M,Y') es un A—mddulo fil-
trado de Hausdorff, con una filtracién X' compatible con la filtracién ¥ de A. Sea M*
es el completado de M para la métrica definida por la filtracion X'. Entonces, M* posee
una estructura de A—mddulo filtrado de Hausdorff, es decir, es un A—mddulo filtrado
con la filtracion dada por :

¥ ::{M*QEQ...QEQ...}

donde Nj es la clausura de N; en M*, y la topologia definida por esa filtracion en M*
es la topologia de M* como completado del espacio métrico (M, dyy).

Lo mismo se puede decir del anillo y su completado A*.
Las filtraciones y las graduaciones en anillos y médulos son elementos interrelacionados
de manera fuerte. Para verlo, introduzcamos los siguientes ejemplos :

EJEMPLO 7.2.12. » Sea A un anillo ¥ :={A=a9p 2 ---a, 2 ---} una filtracién
sobre A. Podemos definir el grupo abeliano

Gy (A) = @nEN(an/anJrl)
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Al grupo abeliano Gx(A) le podemos dotar de una estructura de anillo, ex-
tendiendo la operacién producto
c Gz(A) X GE(A) — GE(A)

sobre los elementos “homogéneos” de la manera natural. Con esta definicién,
Gyx(A) es un anillo graduado que llamaremos anillo graduado asociado a la
filtracién X sobre A.

= Sea (A, ) un anillo filtrado y (M, Y¥’) un A—mddulo filtrado con una filtracién
compatible con la filtracién ¥ de A. De la manera natural se construye Gy (M)
y se le dota de una estructura de Gx(A)—mddulo, que llamaremos médulo
asociado a la filtracién ¥’ sobre M.

DEFINICION 54. Sea (A,X) un anillo filtrado y (M,%') un A—mddulo filtrado con una
filtracion compatible con X. Dados x € A, m € M, llamaremos parte inicial de x y de
m a los elementos :
Gy(x) =z + a1 € Gu(A), donde n =vx(x)
Gxy(m) =m+ Npj1 € Ge(M), donde n = vq(m)
0 bien Gx(z) =0 y Gsy(m) = 0, cuando vs(z) = +o00 y vsy(m) = +00
LEMA 7.2.13. En las notaciones anteriores, dados a,b € A, son equivalentes :
i) vs(ab) > vs(a) + vs(b).

ii) ab € Oy (a)+vs (b)+1-
iii) Gg(a)Gz(b) =0en Gz(A)

Donde vs; es la funcion de orden asociada a la filtracion 3.

7.2.1. Graduaciones y filtraciones a—adicas. Uno de los ejemplos esenciales
de filtraciones en anillos y médulos es el definido por las potencias de un ideal.

DEFINICION 55. Sea A un anillo, M un A—mddulo y a un ideal de A. Llamaremos
filtracion a—ddica sobre A y sobre M a las filtraciones definidas por los conjuntos :
Yo(A):={A=a"Dd' Da*D .-}
Yo(M):={M=a"MDa'MDa®?MD---}

EJEMPLO 7.2.14. » Dado el anillo de polinomios A := K[Xj,...,X,] y el ideal
maximal m := (Xg, X1,...,X,,), la filtracion m—4&dica en A es la dada por las
potencias del ideal m, es decir, por los ideales m™ formados por los polinomios
tales que la multiplicidad de (0, ...,0) es, al menos, n.

= Dado el anillo Z y un elemento primo p € Z, la filtracion p—&adica es la filtracién
asociada a las potencias del ideal primo (p) de Z.

DEFINICION 56. Sea A un anillo, M un A—mddulo y a un ideal de A. Llamaremos
anillo graduado asociado a la filtracion a—ddica, G4(A), en A y el Gq(A)—mddulo
asociado a la filtracion a—ddica en M a los siguientes anillo y mddulo graduados :

Ga(A) := Bpen(a”/a™*)
Go(M) := @pen(a™M /a1 M)
con las operaciones pertinentes.

NOTACION 7.2.15. Denotaremos por v, tanto a la funcién de orden definida por la
filtracién a—adica en A como en M, declarando en cada caso a cudl nos referimos. De
la misma manera denotaremos la parte inicial de un elemento x € A o m € M, siendo :

Go(z) =z +a"™ € a”/a™"!)  donde n = vy(z)
Go(m) =m+a" "' M € a"M/a" M, donde n = vy(m)
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Las filtraciones y graduaciones a—&adicas permiten obtener propiedades del anillo a
partir del anillo graduado asociado. Asi, tenemos :
LEMA 7.2.16. Sea A un anillo, a un ideal de A, y sea M un A—mddulo.

i) Si A es noetheriano, también lo es Gq(A).

ii) Si A es Hausdorff (i.e. Npena™ = (0) ), entonces,

Ga(A) es un dominio = A es un dominio

En este caso, vq(ab) = vq(a) + vq(b), para cada a,b € A.

iii) Si A es noetheriano y M es un A—mddulo finitamente generado, G4(M) es
un Gq(A)—mddulo noetheriano.

iv) En las anteriores condiciones, cada a”M/a" 1M es un A/a—mddulo noethe-
riano y finitamente generado.

También condiciones méas técnicas como la de ser normal un anillo se trasladan bien
del graduado al anillo total en ciertas condiciones :

PROPOSICION 7.2.17. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A. Supongamos que
todo ideal principal de A es cerrado para la topologia a—ddica. Entonces,

Ga(A) normal = A normal
Construcciéon Como siempre, sea A un anillo, M un A—médulo, N un submédulo de

M e a un ideal de A. Tratamos de relacionar los anillos graduados correspondientes a
las filtraciones a—adicas en M y M/N. Para ello, consideremos la proyeccién candnica :

m: M — M/N

Observamos que 7(a"M) = a™(M/N). Para cada n € N, consideremos el morfismo de
A—médulos :

op "M+ N — a"(M/N)
dado por ¢, (m) := m + N. Este morfismo de A—mddulos induce :

PROPOSICION 7.2.18. En las notaciones anteriores :
Ga(M/N) = @pen (a"M + N/a" T M + N)
Consideremos ahora el morfismo de G4(A)—mddulos dado mediante :
¢ : Go(M) — Go(M/N)
definido por :
pla+a" M e a"M/a" M) :=a+a""'M + N € a"M + N/a" "' M + N
Es facil ver que se trata de un epimorfismo graduado de grado cero de G4(A)—mddulos.
El nicleo serd un submédulo homogéneo cuyos elementos homogéneos de grado n viene
dados por :
(((a”M) N (a" M+ n))/(a"“M))
Tenemos asi la sucesion exacta corta de A—mddulos :
0— ((a"M)N (a" ™M+ N))/(a" M) = a"M/a" M — a"M + N/a" "M+ N =0
Lo que induce una sucesién exacta corta de Gq(A)—mddulos graduados :
0 — Bpen ((@"M N ("M + N))/a" M) — Go(M) — Go(M/N) — 0

DEFINICION 57. Sea A un anillo, a un ideal de A, M un A—mddulo y N un submddulo
de M. Llamaremos submddulo director de N al submddulo del Gq(A)—mddulo G4(M)
generado por :

Snen ((@"M) N ("M + N) /(a1 M)

Obsérvese que el submédulo director de M es el propio Gq(M).
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LEMA 7.2.19. Sea A un anillo, a un ideal de A, M un A—mddulo y N un submddulo
de M. Entonces, el submddulo director de N estd generado por las formas iniciales de
los elementos de N

Estos resultados nos preparan para los dos primeros enunciados esenciales de esta Sec-
cién.

7.2.2. El Lema de Artin—Rees y el Teorema de la Interseccién de Krull.
Si bien el resultado conocido como Lema de Artin—Rees (fue probado independiente-
mente por E. Artin y D. Rees %) tiene el aspecto de un sencillo Lema técnico, sus
consecuencias (tanto para la demostracién del Teorema de la Dimensién Local como
para el Teorema de la Interseccién de Krull) serdn esenciales. En esta Subseccién tra-
taremos de la demostracion de tal resultado técnico y lo aplicaremos a la demostracién
del Teorema de la Interseccién de Krull. Por su parte, el Teorema de la Interseccién,
que se sigue del Lema de Artin—Ress y del Lema de Nakayama, tiene muy interesantes
consecuencias en términos de la estructura topoldgica de los anillos con la filtracién
a—adica.
La idea del Lema de Artin—Rees se expresa diciendo que para filtraciones en médulos
compatibles con la filtracién a—adica, la topologia inducida por la filtracién y por la
filtraciéon a—&dica coinciden. Vemos la terminologia.

DEFINICION 58. Sea (A,YX) un anillo filtrado y (M,Y') un A—mddulo filtrado. Sea a
un ideal de A. Supongamos :

Diremos :

i) La filtracion X' es compatible con la filtracion a—ddica sobre A si aM,, C M1,
para cada n € N.

ii) La filtracion ' es estable para la filtracion a—ddica sobre A si existe ng € N
tal que aM, = M, +1, para cada n > ng.

Nétese que la condicién de ser compatible significa solamente que (M, ¥') es un A—médu-
lo filtrado, cuando en A se considera la filtracién a—adica.
La filtraciéon a—éadica en M es un vivo ejemplo de filtracion estable.

TEOREMA 7.2.20 (Lema de Artin-Rees). Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A
y M un A—mddulo finitamente generado. Sea N un submddulo de M.

Entonces, para toda filtracion a—estable sobre M, la filtracion inducida sobre N es
estable con respecto al ideal a de A.

COROLLARIO 7.2.21. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A, M un A—mddulo
finitamente generado y N un submddulo de M. Entonces, existe ng € N tal que :

Vn > ng, a(@"MNN)=d"""M NN

Combinando el Lema de Nakayama con el Lema de Artin—Rees obtenemos el siguiente
resultado relevante.

TEOREMA 7.2.22 (El Teorema de la Interseccién de W. Krull). Sea A un anillo noet-
heriano, a un ideal de A, M un A—mddulo finitamente generado

i) Si N:=\,ena"M, aN = N.
ii) Si a estd contenido en el radical de Jacobson de A,

() a"M = (0)

neN

10p. Rees. “Two classical theorems of ideal theory”. Proc. Cambridge Philos. Soc. 52 (1956),
155-157.
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y la topologia definida por la filtracion a—ddica sobre M es Hausdorff y me-
trizable.
iii) Si A es un dominio noetheriano, para cada ideal a de A se tiene :

MNa" =)

neN
y la topologia a—ddica sobre A es Hausdorff y metrizable.

COROLLARIO 7.2.23. Si (A, m) es un anillo local noetheriano, las topologias q— ddicas
definidas por cualquier ideal propio de A en cualquier A—mddulo finitamente generado
son Hausdorff y, por ende, metrizables.

PROPOSICION 7.2.24. Si A es un anillo noetheriano y a es un ideal contenido en el
radical de Jacobson de A :

Ga(A) normal = A normal

El reciproco no es cierto. Ver [Ma, 89], p.119.

7.3. Propiedades del Completado : Anillos de Zariski.

Recordamos la construccién del completado de un anillo noetheriano con respecto a las
filtraciones a—adicas, hecho en las Subsecciones 7.2 y 7.2.1. Retomamos aquellos temas
y hacemos algunas disquisiciones adicionales. Las referencias bésicas seran los textos
[Ra et al., 75], [Ma, 80], [Ma, 89] y [ZaSa, 60].

PROPOSICION 7.3.1. Sea A un anillo noeteheriano, sea a un ideal contenido en el ra-
dical de Jacobson de A,sea M un A—mddulo finitamente generado. Sea A* y M* los
completados de A y M para las respectivas filtraciones a—ddicas. entonces, M* es el
A*—mddulo generado por M.

COROLLARIO 7.3.2. Sea B un anillo y sea A un subanillo de B, tal que B es un
A—mddulo finitamente generado. Supongamos que A es noetheriano y sea a un ideal
de A. Entonces, la topologia de B como A—mddulo y la topologia aB—ddica coinciden.
En particular, la inclusion A — B induce una inclusion A* — B*.

Tenemos toda una serie de conclusiones técnicas, de gran utilidad en las argumentacio-
nes futuras, como las siguientes :

COROLLARIO 7.3.3. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A, M un A—mddu-
lo finitamente generado. Supongamos que tanto A como M son Hausdorff para sus
respectivas topologias a—ddicas. Entonces :
i) La clausura de todo submddulo N de M en M* viene dada por el submddulo de
M* generado por N (i.e. A*N). Mds ain, N es cerrado en M si y solamente
si N=A*NNM.
i) Las topologias de los completados A* y M* son sus respectivas topologias
aA*—ddicas.
iii) El completado del cociente M /N para todo submddulo cerrado N de M viene
dado por M*/A*N.
iv) Los anillos graduados G4(A) y Gaa=(A*) son isomorfos como anillos gradua-
dos, por tanto, también se tiene :

Ala= A*/aA",
isomorfismo como anillos y son isomorfimos de A/a—mddulos los siguientes :
an/an+1 o~ ClnA*/Cln+1A*.
Lo mismo sucede con los modulos finitamente generados.

HEp las notaciones de [ZaSa, 60], escribirfamos M* = A*M. Sin embargo, en las notaciones m4s
apropiadas de [Ma, 80] escribirfamos M* = A* ® 4 M. El enunciado se puede dar de ambas maneras.
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Un importante resultado técnico es el siguiente :

TEOREMA 7.3.4. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal propio de A, M un A—mddulo
y N un submodulo de M. Supongamos que A y M son espacios de Hausdorff para las
respectivas topologias a—ddicas y supongamos, ademds, que A es completo.

Sean {x1,...,zy} una coleccion finita de elementos de N tales que sus formas inicia-
les generan el submddulo director de N en Ga(M) como Gq(A)—mddulo. Entonces,
{z1,...,2,} generan N como submddulo de M.

El resultado puede verse en [ZaSa, 60].
La siguiente es una caracterizacion del tipo de anillos completos que mas utilizaremos
en estas paginas y que se denominan anillos de Zariski.

DEFINICION 59. Un anillo noetheriano A se dice anillo de Zariski con respecto a un
ideal propio a de A si para todo ideal propio b de A, se tiene que b es cerrado en A
para la topologia definida por la filtracion a—ddica.

La siguiente caracterizacién puede verse en [Ma, 80| :

TEOREMA 7.3.5. Sea A un anillo noetheriano y a un ideal propio de A. Son equivalen-
tes :

i) El ideal a estd contenido en el radivcal de Jacobson de A,

ii) 1 —a es unidad de A para todo a € a,

iii) Si M es un A—mddulo finitamente generado y aM = 0, entonces, M = 0,

iv) Si M es un A—mddulo finitamente generado, la topologia a—ddica sobre M es
Hausdorff,

v) Para todo A—mddulo finitamente generado, todo submddulo N de M es cerrado
para la topologia a—ddica sobre M,

vi) A es un anillo de Zariski con respecto al ideal a:
Una caracterizacién més que puede verse en [Ma, 80] :

PROPOSICION 7.3.6. Sea A un anillo noetheriano y a un ideal propio de A. Entonces,
A es un anillo de Zariski si y solamente si su completado A* con respecto a la topologia
definida por la filtracion a—ddica es fielmente plano sobre A.

Como Corolario obtenemos

COROLLARIO 7.3.7. El completado de todo anillo semi—local (respectivamente local)
noetheriano con respecto a su radical de Jacobson es un anillo semi-local (resp. local)
noetheriano de la misma dimension.

7.4. Los Teoremas de Divisiéon y Preparacion de Weierstrass.

En su esfuerzo por fundamentar el andlisis complejo a partir de las series de potencias
convergentes, K. Weierstrass impartié varios cursos basados en su trabajo de 1876
12 Los resultados que més han trascendido, conocidos como Teoremas de Divisién
y Preparacién, son los resultados de los que nos ocuparemos en esta Seccion. Para
ello, recordaremos al alumno los elementos bésicos del anillo de potencias formales.
Comenzaremos introduciendo los anillos de series de potencias formales con coeficientes
en un anillo A. Obtendremos como primer resultado el siguiente, que puede consultarse
en [Ma, 80] :

PROPOSICION 7.4.1. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Entonces, A[[X1, ..., X,]]
es el completado de A[X1,...,X,] con respecto a la topologia definida por la filtracion
a—ddica, donde

a::= (Xl, R ,Xn)

12K Weierstrass. “Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen”. Berl. Abh. (1876) 11-60.
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En particular, concluimos :

COROLLARIO 7.4.2. Con las anteriores notaciones :
i) Si A es noetheriano, A[[X1,...,X,]] es noetheriano.
ii) Si A es un dominio, A[[X1,...,X,]] es un dominio.
iii) Si A es normal, entonces A[[X1,...,Xy]] es normal.
)

iv) Si A es un anillo local, A[[X1,...,Xy]] es un anillo local cuyo maximal estd
generado por el maximal de A y las variables X1,. .., X,.

Para la factorialidad necesitaremos dos clasicos resultados de K. Weierstrass conocidos
como los Teoremas de Divisén y Preparacién. Puede seguirse en cualquier texto clasico
de Varias Variables Complejas o de Geometria Analitica como los textos [GuRo, 65],
[Nar, 68] o [Ka?, 83]. También se encuentran en [ZaSa, 60]. Seguiré esencialmente
el texto de Kaup y Kaup.

DEFINICION 60. Una serie de potencias formales o € K[[X1,...,X,,Y] se denomina
distinguida en Y de orden b si

para alguna unidad e € K[[Y]].
Sea denomina polinomio de Weierstsrass de grado b a toda serie 0 € K[[X1,...,Xy,Y]]
de la forma :

b—1
o=Y"+ ZakYk,
k=0

donde A € K[[X1,...,X,]]

TEOREMA 7.4.3 (Teorema Preparatorio de Weierstrass). Sea o0 € K[[X1,...,X,,Y]]

una serie de potencias formales distinguida en'Y de orden b, entonces, existe un polino-

mio de Weierstrassw € K[[X1,...,X,]|[Y] de grado b y una unidad e € K[[X1,..., X,
tales que

g = ew.

Mas aun, si K =C y o es una serie convergente, también es convergente w.

TEOREMA 7.4.4 (Teorema de Divisién de Weierstrass). Si o € K[[X1,...,X,,Y]] es
una serie distinguida de orden b, entonces, la aplicacion :

K[[X1,...,Xp, Y]] -o® K[[X1,..., Xp]][Y]p-1 — K[[X1,...,Xn, Y]],
dada mediante :
(q-o,r)—q-0+r,

es un isomorfismo de K[[X1,..., X,]||—mddulos. En otras palabras, para toda serie de
potencias formales F € K[[X1,...,X,, Y]], existen series inicas ¢ € K[[X1,...,Xpn, Y]]
y un polinomio distinguido de grado a lo sumo b — 1 tales que

F=qo+r
Los Corolarios maés relevantes a este enunciado son, obviamente,

COROLLARIO 7.4.5. El anillo de series de potencias formales K[[X1,...,X,]] es un
dominio de factorizacion unica, normal, local y noetheriano de dimension n.
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7.5. Anillos Locales Regulares.

El concepto de anillo local regular fue introducido por W. Krull' en su trabajo de 1938,

tratando de responder a una pregunta que él mismo habia introducido en su texto de
1935,

DEFINICION 61. Diremos que un anillo local noetheriano (A, m) es un anillo local re-
gular si su ideal mazximal estd generado por un sistema de pardmetros. Esto es, si
dim(A) = d y existen x1,...,xq € m tales que

($1,...,xd) =m.
A tales conjuntos se les demomina sistemas requlares de pardmetros.

Son anillos locales regulares los anillos de series de potencias formales o los localizados
del anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo (cf. [Ma, 80], Capitulo 7, pp.126—-
127, por ejemplo).

TEOREMA 7.5.1. Sea (A,m) un anillo local noetheriano de dimension d. Son equiva-
lentes :
i) A es un anillo local regular,
ii) El anillo graduado G (A) es un anillo de polinomios en d variables con coefi-
cientes en A/m,
iii) Bl A/m—espacio vectorial m/m? tiene dimension d.

La demostracién, muy elemental, puede seguirse en [Ra et al., 75].

COROLLARIO 7.5.2. Un anillo local noetheriano (A, m) es local reqular si y solamente
st su completado A* es local regular.

Ademds, dado que Gn(A) es un anillo normal, todo anillo local regular es un anillo
normal.

PROPOSICION 7.5.3. Sea (A, m) un anillo local regular de dimension d y sean a1, ..., a;
una coleccion de j elementos de A. Son equivalentes :

i) {a1,...,a;} es parte de un sistema reqular de pardmetros de A,

ii) Las clases a1 + m2,...,aj + m? son A/m—linealmenmte independientes en

m/m?,

ili) A/(a1,...,a;) es un anillo local regular de dimenjsion d — j.
En particular, para cada ideal primo p de A, A/p es local reqular de dimension d —r si
y solamente si p estd generado por r elementos de A que forman parte de un sistema
reqular de pardmetros de A.

7.5.1. Criterio del Jacobiano. Seguiré basicamente la introduccién de [Shf, 74],
aunque no es inapropiada la presentada en [Hrt, 77].
Sea V C K" un conjunto algebraico, P € V un punto, fi,..., fs un conjunto de gene-
radores de I(V) en K[X7,..., X,].

DEFINICION 62. Una recta { P+tv : t € K} C K" pasando por el punto P se denomina
tangente a V en P, si se verifica que el siguiente polinomio univariado :

f(T) := gde(f1(P + Tw),..., fs(P+Tv)) € K[T],
tiene en t = 0 una raiz de multiplicidad mayor que 1.

Sea mp el ideal maximal de K[X},..., X,] asociado al punto P. Sea K[X1,...,X,]p
la localizacién de K[X7,...,X,] en el maximal mp (que es un anillo local regular de
dimensién n). Obsérvese que

K[Xl —1,... ,Xn — Oén} = Gmp(K[le- . .,Xn]),

IBW. Krull. “Dimensionen in Stellensringen”. J. reine angew. Math.179 (1938) 20426
14w, Krull. “Idealtheorie”. Springer (1935)
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donde P = (aq,...,qp). Para cada G € K[X1,..., X,] denotemos por dp(G) la dife-
rencial de G en P, ésto es, la componente homogénea de grado 1 de G como elemento
de Gump (K[X71,..., X))

LEMA 7.5.4. Con las anteriores notaciones, una recta {P +tv : t € K} es tangente a
V en P si y solamente si dp(f;)(v) =0, 1 <4 <s.

Denotemos por TpV el espacio tangente a V en P y sea D(fi,...,fs)p la matriz
jacobiana en P de un sistema generador de I(V'). Se tiene :

TpV :={ve K" : D(f1,...,fs)p(v) =0}
Maés atn, sea mp el ideal maximal de K[V] asociado al punto P y consideremos
dp :mp/m3 — (TpV)*.
la aplicacién inducida por dp. Entonces, se tiene :
PROPOSICION 7.5.5. La aplicacién dp define un isomorfismo de K—espacios vectoriales.

DEFINICION 63. Con las anteriores notaciones, diremos que un punto P € V es un
punto regular o un punto simple si y solamente si

dimTpV = dim(V).
En caso contrario diremos que P es un punto singular de V.
Obsérvese que la condicion dimTpV > dimV se satisface siempre.

TEOREMA 7.5.6 (Criterio del Jacobiano). Sea V' C K" un conjuto algebraico, suponga-
mos I(V') = (f1,..., fs) ysea D(f1,...,fs) la matriz jacobiana definida por un sistema
generador de I(V'). Sea P € V un punto y mp el mazimal de K[V] asociado al punto
P. Son equivalentes :

i) P €V es un punto simple,
ii) el anillo local noetheriano K[V g
a la dimension de V.
iii) el rango de la matriz jacobiana en P es n — dim(V), i.e.

rang(D(fi,..., fs)p) =n —dim(V).

Observe el lector que la condicién de ser simple es analoga a las hipotesis del Teorema
de la Funcién Implicita en el que insistiremos mas adelante. Por ahora, es conveniente
senalar al alumno las implicaciones geométricas de esta propiedad.

En particular, conviene senialar que el conjunto de puntos singulares es un subconjunto
algebraico propio de V' y que la condicién de ser un punto liso es una condicién genérica

enV.

p es un anillo local reqular de dimension igual

7.5.2. Teorema de Estructura de Cohen. De haber dispuesto de tiempo para
poder disenar un buen curso de Algebra Conmutativa, contando con una buena base
de Algebra Homoldgica, habria desarrollado las demostraciones de los Teoremas de J.P.
Serre!® o el Teorema de M. Auslander y D.A. Buchsbaum'®. Ambos resultados suponen
respuestas a dos preguntas formuladas por W. Krull en 1938. Sin embargo, no es éste

5 Todo anillo local noetheriano es reqular si y solamente si es de dimension global finita y su
dimension global coincide con su dimension de Krull. Demostrado por J.P. Serre en “Sur la Dimension
Homologique des Anneaux et des Modules Noetheriens”. En Proc. Int. Symp. Alg. Number Theory,
Tokyo (1956) 175-189.

16 Todo anillo local regular es un dominio de factorizacion unica en M. Auslander, S.A. Buchs-
baum. “Unique Factorisation in Regular Local Rings”. Proc. Nat. Acad. Sci. US 45 (195) 733-764.
Este resultado es, sin embargo, consecuencia de las investigaciones de ambos en torno a la dimensién
homolégica de anillos en M. Auslander y D.A. Buchsbaum. “Homological Dimension in Local Rings”.
Trans. AMS 85 (1957) 390-405.
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el propdsito del curso por lo que nos conformaremos con el Teorema del alumno de O.
Zariski 1.S. Cohen'”.

El teorema de I1.S. Cohen se lee del modo siguiente en [ZaSa, 60], segtiin los propios
autores, siguiendo una demostracién debida a A. Geddes :

TEOREMA 7.5.7. Si A es un anillo local regular completo y equicaracteristico, entonces,
A contiene un cuerpo de representantes, ésto es, existe un subcuerpo K de A tal que
K es isomorfo a A/m.

La conclusién de este Teorema se lee del modo siguiente :

COROLLARIO 7.5.8 (Teorema de Estructura de 1.S. Cohen). Todo anillo local regular
equicaracteristico y completo es un anillo de series de potencias formales.

En vista de los Teoremas de Divisién y Preparacién de Weierstrass, todo anillo local
regular completo y equicaracteristico es un dominio de factorizacién tnica. Y, siguiendo
el [ZaSa, 60], sera cierto para todo anillo local regular equicaracteristico.

7.6. Teorema de la Funcion Implicita.

En esta Seccién se demuestra la presentacion clésico (la de [ZaSa, 60], por ejemplo)
del Lema de Hensel. Asi mismo se presenta el algoritmo de convergencia cuadratica
para calcular buenas aproximaciones de las funciones implicitas a través del operador
de Newton Multivariado.

7.6.1. El Lema de Hensel. Sea trata de una versién univariada del Teorema de
la Funcion Implicita. K. Hensel desarrollé sus ideas a partir del método de K. Weiers-
trass de 1897 sobre la aproximaciéon de series de potencias formales algebraicas. Asi
introdujo los nimeros p—adicos. Hoy asignamos a Hensel lo que, en buena medida,
corresponde a ambos. Su incidencia en factorizacién de polinomios lo hace esencial.
Podria darse como consecuencia de los resultados que expondremos mas adelante (Sec-
cién 7.6.2) pero un cierto regusto clésico y la belleza del resultado hacen atractivo
escribirlo aqui separadamente.

Hagamos notar que, con las convenientes hipétesis adicionales, el Lema de Hensel puede
implicar (y de hecho implica) el Teorema de la Funcién Implicita multivariado.

La version que hemos elegido es bédsicamente la prueba que aparece en el texto de O.
Zariski y P. Samuel (cf. [ZaSa, 60]) el cual, con el paso de los afios gana en valor ante
mis ojos. Hay un bonito trabajo de P. Ribenboim'® donde el lector podra encontrar
disquisiciones histéricas y formulaciones equivalentes del mismo Lema de Hensel. Otras
referencias que muestran la relevancia del resultado pueden ser el [Bo, 67|, [Nag, 75]
o [Ray, 78], aunque en estos casos la presentaciéon es mucho més exquisita que la
expuesta en estas paginas.

No es menos interesante la presentacién hecha en [PoZa, 89] o [Kob, 77], este ltimo
para el caso p—adico.

LEMA 7.6.1 (Lema Bilineal). Sea (A, m) un anillo local noetheriano y completo para la
topologia m—ddica. Sean E,E" y F tres A—mddulos finitamente generados. Supongamos
que la topologia m—ddica en todos ellos es Hausdorff. Sea f : E x E' — F una
aplicacion bilineal y sea :

f:E/mE x E'/mE — F/mF
la aplicacion bilineal obtenida tensorizando con A/m.

SeayeF,a € E ydo €FE tales que :

1718, Cohen. “On the Structure and Ideal Theory of Complete Local Rings”. Trans. AMS 59
(1946) 54-106.

18p_ Ribenboim. “Equivalent forms of Hensel’s Lemma”. Expo. Math. 3 (1985) 3-24.
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» fla+mE, o/ +mE') =y +mF € FmF.

» f(a, E'/mE") + f(E/mE, o) = F/mF.
Entonces, eristen a € E y a' € E' tales que

i) a+mE=a+mE, d +mE' =d +mFE".

ii) f(a,d’)=y en F.

Este Lema Bilineal se demuestra mediante un algoritmo iterativo de construccién de los
elementos a y a’. Se trata de un algoritmo de convergencia lineal que serd mejorado més
adelante. Con este Lema Bilineal, el Lema de Hensel resulta muy sencillo de probar.
Para un anillo local (A, m) y un polinomio f € A[X] denotaremos por f el polinomio
de A/m[X] dado tomando clases médulo m de los coeficientes de f.

LEMA 7.6.2 (Lema de Hensel). Sea (A, m) un anillo local noetheriano y completo para la
topologia m—ddica. Sea f € A[X] un polinomio univariado de grado d cuyo coeficiente
director es una unidad en A.
Sean a(X),d/(X) € A[X] polinomios de grados respectivos r y d — r tales que :

» f=ad en A/m[X],

» m.cd.(@,0/) =1 en A/m[X].
Entonces, exsiten polinomios a,a’ € A[X] de grados respectivos r y d — r tales que :

» f=ad en A[X],

» a=a,d =a en A/m[X].

La formulacién en términos de la funcién implicita es la clasica y la obvia; pero es
preferible pasar ahora a la version generalizada del operador de Newton.

7.6.2. El Operador de Newton No—Arquimediano. Consideraremos la si-
guiente situacion :

» (A, m) es un anillo local noetheriano y completo, m es su tinico ideal maximal.

» | a |€ R es la norma (valor absoluto) del elemento a € A para la topologia
definida por la filtracién m—4&dica en A.

» v: A — Nes la valoracién (funcién de orden) asociada a la filtracién m—adi-
ca. Recordemos que existe una constante e € R, e > 1 tal que :

1
lal= 2%
» f1,...,fn € A[X1,..., X,] una sucesién de polinomios.

Escribamos F := (f1,..., fn) v, por simplificar la notacién X = (Xq,...,X,).

Para cada elemento a € A denotemos por @ := a + m € A/m la clase que define
en el cuerpo cociente A/m. Observemos que las unidades de A se caracterizan por
la propiedad @ # 0. Para cada polinomio f € A[Xj,...,X,] denotaremos por f el
polinomio en A/m[X7, ..., X,] obtenido tomando clases médulo m de los coeficientes
de f.

Con la topologia producto, A™ es un espacio métrico completo. Denotaremos por || . ||
la extensién a A" de la norma sobre A, usando la norma del méximo.

Consideremos la matriz jacobiana (en el médulo de matrices n x n con coeficientes en

A[Xq,...,X,]) asociada a la sucesién F' de polinomios :
of 0f1
0X1 Tt 0X,
(7.6.1) D(F)x:=| : .
Ofn Ofn
0X1 Tt 0X,
Supongamos que existe un punto a = (aq,...,a,) € A" verificando las siguiente hipdte-

sis (que permanecerdn inalteradas a lo largo de todo lo que sigue) :
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w filar,...,an) = f;(@1,...,G@y) =0en A/m, para 1 <i <n.
» El determinante de la matriz jacobiana no se anula en A/m, es decir :

det (D(F))a) #0 en A/m

En particular, det ((D(F)),) es una unidad del anillo local noetheriano (A, m). (Insisto
en esta idea porque la matriz D(F), es por tanto una matriz inversible en M, (A4)).
Més atin, para cualquier £ := (&1,...,§,) € A" si

§=a; ,1<j<mn, en A/m

la matrix D(F)g también es inversible como matriz en My, (A).
Pasamos a definir el operador de Newton en n variables :

X1 fl(l)
(7.6.2) Np(X1,...,Xn)=| : | = D(F)E :

LEMA 7.6.3. Sea § = (&1,...,&,) € A" tal que :
» min{v (f;(§)) : 1<i<n}>N
. Ej:aj en A/m, para 1 < j < n.

y consideremos el punto o := (o1,...,0,) € A" dado por
o1
= Nr(§)
On
Entonces,

min{v (fi(g)) : 1 <i<n}>2N

LEMA 7.6.4. Sea (A,m) un anillo local noetheriano, F € A[X1,...,Xy] un polinomio
homogéneo de grado m y sean (hy,...,hy) € A™ tales que hj € mV. Entonces,

F(hi,... hy) € m™Y
LEMA 7.6.5. En las hipdtesis anteriores, sea § = (§1,...,&n) € A™ y supongamos D(F )¢

inversible en My, (A). Sea 0 = (01,...,0,) € A™. Entonces,
min{v(§; —oj) + 1< j<n}=min{v(f;() — fi(a)) : 1 <5< n}
TEOREMA 7.6.6 (Newton). En las hipdtesis de esta subseccion, existen (o1,...,0,) €

A" tales que
fj((‘)’l, e ,O'n) =0
Ademds, definiendo recursivamente

(1)

71
: = Np(ay,...,ay)
oM
Y
o
NF(UEkfl)’ . 7U(k71))
o)
se tiene
lo;— o™ |< 2;
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Los ambitos de aplicacion més corrientes de este enunciado son los casos del completado
de Zyz, donde p es un nimero primo (i.e. los enteros p—adicos) y el Teorema de la
Funcién Implicita propiamente dicho. Obsérvese que de la existencia de solucién en los
respectivos cocientes es condicion suficiente para la existencia de solucién en el anillo
v la convergencia cuadratica queda ya garantizada.

El mecanismo habitual de manipulacién de las sucesivas iteraciones del operador de
Newton, tal y como ha sido introducido en esta Seccién, es a través de un esquema
de evaluacién con divisiones. Utilizando Vermediung von Divisionen (véase Subseccién
?7) podremos evitar las divisiones en la forma siguiente :

Sea R un anillo de polinomios sobre K, sea K su cuerpo de fracciones y sean F :=
[f1,.--s fn] € R[X1,...,X,]" polinomios de grado a lo mas d. Supongamos que los
polinomios fi,..., f, vienen dados por un esquema de evaluacién sin divisiones 5 de
talla L y profundidad no escalar £. Supongamos que la matriz jacobiana

1<4,5<n

asociada al sistema F’ es regular. Consideramos el operador de Newton— Hensel definido
por:

X3 (X, .., Xn)
(7.6.3) Np(X1,...,X,) =] : | =DF)! :

Xn fo(X1, ..., Xp)
Este operador define n funciones racionales de K(Xi,...,Xy) y lo mismo es valido
para el resultado correspondiente a la iteracién k veces del mismo operados, N 1];3 €
K(X1,...,Xp)" Porlo tanto, para cualquier nimero natural, k € N, existen polinomios
ggk), .. ,ggk) y %) € K[X1,..., X,] tales que

(k) (k)
k[ 91 In n

El lema que sigue muestra la existencia de un esquema de evaluacion que calcula tales
polinomios sin utilizar divisiones.

LEMA 7.6.7. Consideremos las mismas notaciones e hipdtesis que antes. Entonces,

existe un esquema de evaluacion en R[X1,...,X,] de talla O(kd*n"L) y profundidad

no escalar O((logan + £)k) que, utilizando los mismos pardmetros que 3, computa los
(k) (k)

numeradores g, ,...,gn Yy un denominador (distinto de cero) h*) para Nllg.






Capitulo 8

Un Algoritmo de Resolucién de Naturaleza Intrinseca

8.1. Introduccion

A la vista de los resultados de Mayr y Meyer, expuestos en el Capitulo 3, es claro
y notorio, para la Comunidad Cientifica de Algebra Computacional, que las bases de
Grobner no son la respuesta a los problemas de resolucion de sistemas de ecuaciones
polinomiales multivariadas. Una complejidad doblemente exponencial en el nimero de
variables y un consumo de espacio expo—polinomial suponen que los algoritmos de bases
de Grobner no van a funcionar tal cual en la practica. Algunas reducciones fueron
propuestas por D. Lazard! y sus continuadores. Estos resultados venfan a significar
que, obviamente, las bases de Grobner no eran la respuesta a numerosos problemas con
dimension positiva del conjunto de soluciones; pero, eventualmente, se podria hacer un
esfuerzo notable en algunos casos particulares. Asi, por ejemplo, en el caso de dimensién
cero afin, se podria bajar la complejidad secuencial hasta una complejidad del orden
d°™*) (rebajada recientemente hasta (nd)°™), con un consumo de espacio del mismo
orden.

De otro lado, algunos de los investigadores que mas alegremente se habian lanzado a
trabajar con bases de Grobner (la lista de nombres es larga) se fueron dando cuenta de
que sus investigaciones precedentes corrian el riesgo de desaparecer. También se dieron
cuenta, y ésto es inevitable, de que debian mantener la llama de las investigaciones en ese
campo. Por dar una visién positiva del asunto, supongamos que han creido siempre que
sus investigaciones sobre bases de Grobner podian llegar a romper la barrera. Sea cual
sea la razdn, se hizo caso omiso a los comentarios de los especialistas en Complejidad
y se continué con la practica y la implementacion de las bases de Grobner (entre otras
cosas, porque son faciles de implementar para un programador no muy experto en
Matematicas).

Unos pocos investigadores se desmarcaron de esta linea de investigacion y se iniciaron
trabajos sobre propuestas alternativas. Una de ellas, la que ha alcanzado los limites
mas furctiferos del asunto, es la que se trata de exponer en este Capitulo.

Las primeras modificaciones de los algoritmos de Eliminacion, se basaban en abandonar
toda suerte de esfuerzos sobre las bases monomiales y las bases de Grobner. Comenza-
ron con los estudios de complejidad del Nullstellensatz Efectivo que, al menos, podian
resolver el problema de Consistencia de sistemas de Ecuaciones Polinomiales Multivari-
das. Los estudios sobre el Nullstellensatz Efectivo de finales de los anos 80 y su evolucién
hasta la actualidad se han discutido en la Subseccion 2.4.3.2. Estos resultados suponian
un avance significativo con respecto a las bases de Grobner. La complejidad en tiem-
po era del tipo dom?) independientemente de la dimensién; pero el espacio se habria
reducido a polinomial.

A principios de los anos 90 surge un nuevo avance significativo. Renunciando a las ba-
ses monomiales y utilizando técnicas de deformacién homotépica brutales (en el caso
0—dimensional proyectivo) la colaboracién de M. Giusti, J. Heintz y L.M. Pardo? y el
trabajo [KrPa, 96] introdujeron una nueva filosofia para la resolucién de ecuaciones

ID. Lazard. “Résolution des systémes d’équations algébriques”, Theor. Comp. Sci. 15 (1981) 77—
110.

2Véanse los trabajos
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polinomiales multivariadas. A partir de entonces, los polinomios multivariados se co-
dificarian mediante esquemas de evaluacion. Esto suponia unas ciertas dificultades e
incovenientes. La primera de la dificultades era demostrar que, efectivamente, los poli-
nomios que surgen en la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas
tienen grado alto (do(”)) pero se pueden codificar mediante un esquema de evaluacién
de tamano similar al grado. Una vez observada (y demostrada) tal cosa, habia que
desarrollar todo un concepto nuevo de algoritmo en el que objetos del estilo de la divi-
sién de Hironaka eran reemplazados por técnicas menos simples y més ingeniosas. Un
considerable esfuerzo se hizo para demostrar, en el trabajo [KrPa, 96|, un Teorema
crucial que asevera que se pueden resolver ecuaciones polinomiales multivariadas en
tiempo dO™) y espacio polinomial. También en ese trabajo se demuestra que se puede
resolver el problema de Consistencia, construir las identidades del Nullstellensazt Efec-
tivo y, adicionalmente, demostrar cotas hiper—finas sobre el Nullstellensatz Aritmético
del mismo orden de grandeza. Esto supuso un cambio cuantitativo y cualitativo de
profundidad y, al mismo tiempo, suponia una nueva frontera no siempre bien recibida
por quienes, como antes indiqué deseaban permanecer en el inamovible mundo de las
bases de Grobner.

Sin embargo, estos algoritmos no eran suficientemente buenos. Tenian varios defectos
conceptuales (excesiva dependencia de pardametros extrinsecos al problema (sintdcti-
cos)) vy, sobre todo, eran generalistas e inacapaces de adaptarse a las particularidades
especiales del sistema concreto dado. A partir de mi conferencia plenaria en AAECC-
11 ([Pa, 95]) y del trabajo [Pa et al., 1995a] se cambia completamente el perfil de la
algoritmica simbdlica para la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales multi-
variadas. Se introduce, por vez primera, un nimero de condicionamiento del Algebra
Computacional y la Geometria Algebraica Efectiva y se exhibe, tras varios avances
técnicos que culminaron en el trabajo [Pa et al., 1997b], un algoritmo simbdlico cuyo
tiempo depende polinomialmente de un pardmetro intrinseco (el Grado Geométrico del
Sistema) tanto en dimensién cero como en dimensién positiva (al menos para varie-
dades equidimensionales). El algoritmo fue programado y ha demostrado su eficacia,
incluso en versiones muy primitivas, de modo experimental. Lo que se propone en este
Capitulo es ofrecer una versiéon “light” y un tanto naive de este algoritmo.

Debe senalarse que este algoritmo es el mejor algoritmo posible (como se ha demostrado
en mis trabajosg) v que deben explorarse alternativas con la esperanza de encontrar un
mejor comportamiento en promedio.

El Capitulo comienza con la Seccion 8.2 dedicada a informar a los alumnos de la existen-
cia del Teorema de Quillen—Suslin. Desgraciadamente, como ya ocurriera en el Capitulo
precedente con los Teoremas de Auslander—-Buchsbaum y Serre, no es posible impartir
una demostracién completa de este enunciado (ni siquiera a la manera de [Ku, 85]) en
un curso tan limitado como éste. Es, sin embargo, conveniente que los alumnos sepan

» Luis M. Pardo (con N. Fitchas, M. Giusti, F. Smietanski),Sur la complezité du théoréme des
zéros. In Approzimation and Optimization in the Caribbean II, Proceedings of the Second
International Conference on Approrimation and Optimization, La Habana, 1993, M. Flo-
renzano et al., eds., Approximation and Optimization, Peter Lang Verlag, Frankfurt, 1995,
274-329.

s M. Giusti, J. Heintz, La détermination des points isolés et de la dimension d’une variété
algébrique peut se faire en temps polynomial, In Proc. Computational Algebraic Geometry
and Commutative Algebra, Cortona, Symposia Matematica XXXIV, 1993, 216-256.

3Véanse los trabajos :

» Luis M. Pardo, Universal Elimination requires Ezponential running Time (Extended Abs-
tract). In Actas EACA’2000, Barcelona, A. Montes, ed., 2000 25-51.

» Luis M. Pardo (con D. Castro, M. Giusti, J. Heintz, G. Matera), The Hardness of Polynomial
Equation Solving. Found. of Computational Mathematics 3 (2003), 347-420.
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de su existencia y de las consecuencias sobre la existencia de bases para mddulos li-
bres dados a través de normalizaciones de Noether de anillos de Cohen—-Macaulay. Esto
genera un concepto de solucién (a la Macaulay) que es ineficiente pero ya apunta ma-
neras interesantes. Asi, en las Secciones 8.3, 8.4 y 8.5 se establecen algunos ingredientes
fundamentales como el concepto de Polinomio Eliminante médulo un ideal interseccién
completa, sus propiedades bdsicas y su manejo algoritmico eficiente. Estamos ya en
concidiones de dar el salto a la Seccién 8.6 en la que se define un segundo concepto de
solucion basado en la descricion de una variedad equi—dimensional a través de un iso-
morfismo birracional que usa una Normalizaciéon de Noether. Se estudian los algoritmos
bésicos de manipulacién de dicho concepto y se insiste en la forma de Cayley—Chow
con respecto a una normalizacion de Noether en la Seccién 7?7 como segundo concepto
de solucién, estableciendo los algoritmos eficientes que relacionan ambos conceptos. Fi-
nalmente, en la Seccion 8.8 se introduce un Cuarto y ultimo concepto de solucién que,
a través del operador de Newton descrito en el Capitulo 7, se muestra como equivalente
algoritmicamente a los anteriores. Debe senalarse que todos estos algoritmos de equi-
valencia usan fuertemente los algoritmos de base descritos en el Capitulo 7?7 anterior.
La Seccién 8.9 muestra cudles son los algoritmos béasicos para proceder a eliminar una
nueva ecuacion de manera eficaz y cémo hallar los ingredientes nuevos de un nuevo ideal
(se trata del paso de iteracién del algoritmo). Finalmente, la Seccién 8.10 estd dedicada
a establacer el algoritmo propuesto asi como su complejidad. Debe senalarse que se
trata de un algoritmo de deformacién homotépica (al estilo del del anélisis numérico)
y que su complejidad es éptima e inevitable en tanto que algoritmo universal.

8.2. El concepto de Solucién a partir del Teorema de Quillen—Suslin.

A partir de ahora supondremos que el cuerpo K es un cuerpo de caracteristica cero®.

Un elemento relevante en la construccién del Algoritmo es la respuesta de D. Quillen®
y A. Suslin® a una Conjetura de J.P. Serre’. El enunciado principal se interpreta en los
términos siguientes :

TEOREMA 8.2.1 (Quillen—Suslin). Sea A un dominio de ideales principales. Todo mddu-
lo proyectivo sobre el anillo de polinomios A[Xy,...,X,] es un mddulo libre.

Una presentacién didactica de este resultado puede seguirse en el texto [Ku, 85]. El
resultado podria ser el objetivo de un buen curso de “Algebra Conmutativa”, pero la
incultura es madre del atrevimiento y de la limitacién intelectual propia de tiempos en
los que conocer se diferencia de saber por ser esta tltima sinénimo impocible de saber
hacer que es la demostracién palpable del fin del pensamiento humano. Se trata del
siguiente enunciado equivalente :

COROLLARIO 8.2.2. Sea K un cuerpo. Todo K[X1, ..., X,|—mddulo localmente libre es
lebre.
El ejemplo mas relevante de K[X7, ..., X,]—mddulo libre que voy a considerar en estas

péaginas requiere es el caso de un anillo de restos médulo un ideal interseccién completa.
De nuevo, voy a incluir solamente un poco de terminologia y algunos enunciados esen-
ciales, conformandome con ellos para el propésito de este curso. La siguiente definicién
es la extensién de un relevante resultado obtenido por F.S. Macaulay 8 sobre los ideales

4Aunque los resultados y técnicas son aplicables a cualquier cuerpo perfecto con suficientes
elementos.

5D. Quillen. “Projective Modules over polynomial Rings”. Invetn. Math. 36 (1976) 436-437.

6A. Sulin. “Projective Modules over Polynomial Rings”.Dokl. Akad. Nauk. 5.5.S.R. 26 (1976) (en
ruso).

7J.P. Serre. “Sur les Modules Projectifs”.Sém. Dubreil-Pisot 1960/61.

8F.S. Macaulay. The Algebraic Theory of Modular Systems”. Cambridge tracts in math. and Math.
Physics, Cambridge University Press (1916). A
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interseccion completa en anillos de polinomios. Dicho resultado fue extendido al caso
de anillos locales regulares por el alumno de O. Zariski 1.S. Cohen? en su trabajo de
1946. Una buena descripcién de las ideas puede seguirse en la Seccién 17 de [Ma, 89].

DEFINICION 64. Un anillo Noetheriano R se dice Cohen—Macaulay si verifica la condi-
cton de la pureza, es decir, si todo ideal de altura r de R generado por r elementos no
posee primos asociados inmersos.

El resultado de Macaulay se puede reller en los términos siguientes :

TEOREMA 8.2.3 (Macaulay, 1916). Si A es un anillo de Cohen—Macaulay, también lo
es A[Xq, ..., Xy

Un resultado clarificador sobre la naturaleza de los ejemplos de anillos de Cohen—
Macaulay que necesitamos es el siguiente enunciado que se puede encontrar en el trabajo
de I. Armendariz y P. Solerné!® de 1995.

LEMA 8.2.4. Sea a C K[X1,...,X,] un ideal sin primos inmersos de altura n —r. Sea
KYi,....Y] = K[X1,...,X,]/q,

una normalizacion de Noether. Son equivalentes :

i) el anillo K[X1,...,X,]|/a es Cohen—Macaulay.
ii) el K[Y1,...,Y,]—mddulo K[ X1, ..., X,]/a es localmente libre y, por ende, libre
como consecuencia del Teorema de Quillen—Suslin.

Este resultado se complementa con el siguiente enunciado que, con un argumento in-
ductivo, puede seguirse en el trabajo de M. Giusti, J. Heintz y J. Sabia'' de 1993.

PROPOSICION 8.2.5. Sea a = (fi,..., fs) un ideal tal que V(a) es una variedad equidi-
mensional de dimension n — s. Sea

K[Yl,...,Yn_s] <—>K[X1,...,Xn]/a,

una normalizacion de Noether. Entonces, K[X1,...,X,|/a esun K[Y1,...,Y,_s]—modu-
lo localmente libre.

A partir de estos resultados podemos introducir la nocién de solucién en el caso inter-
seccién completa, en los términos siguientes :

DEFINICION 65 (Solucién en el Caso Interseccién Completa). Sea dada una su-
cesion secante de ecuaciones polinomiales F := [f1,..., fr] € K[X1,...,X,]|" (ésto es,
la variedad V (F) C K" es una variedad algebraica de dimension n —r). Sea a el ideal
generado por F. Llamaremos solucion del sistema de ecuaciones polinomiales definido
por F' a la informacion siguiente :

i) Una normalizacion de Noether de K[X1, ..., X,]/a, ésto es, elementos Y1,...,Y,_,
tales que la siguiente es una extension entera de anillos :

K[Yi,..., Y] = K[X1,...,X,]/a.

ii) Una base g de K[X1,...,Xy]/a como K[Y1,...,Y,_]—mdlulo libre.
iii) Las matrices en la base B de los tensores de multiplicacion Mx,, ..., Mx, .

9LS. Cohen.“On the Structure and Ideal Theory of Complete Local Rings”. Trans. AMS 59 (1946)
54-106.

101, Armendariz and P. Solerné. “On the computation of the radical of polynomial complete inter-
section ideals”. In Applied Algebra, Algebraic Algorithms and Error Corecting Codes, Proc. AAECC-11.
LNCS 948 (1995) 106-119.

LN, Giusti and J. Heintz and J. Sabia.“On the Efficiency of effective Nullstellensatze”. Comput.
Complezity 3 (1993) 56-95.
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Este concepto de solucién es un concepto muy adecuado que permitiria reconstruir sis-
tematicamente muchas de las reflexiones hechas en el Capitulo 3 sobre los conceptos de
solucién y eliminacién. Sin embargo, este concepto se enfrenta a una drastica dificultad
(muy dificil de soslayar) : no se conoce ningin algoritmo eficiente para calcular ba-
ses de mdédulos libres, ni siquiera en el caso interseccion completa. Los resultados mas
avanzados han sido obtenidos sélo recientemente por P. Solerné y sus colaboradores
(véase la tesis de I. Almeida'? del afio 2001). Los mejores algoritmos conocidos para
el caso interseccién completa remontan a una complejidad del orden d”4, donde d es
el maximo de los grados de los polinomios en F' y n es el nimero de variables. En la
Seccién siguiente veremos cémo evitar esta dificultad, mejorando sustancialmente las

cotas de complejidad conocidas, aunque renunciando al calculo de la base como médulo
libre.

8.3. El Caso Interseccion Completa Reducida.

Comenzaremos con algunas reflexiones menores sobre el caso interseccién completa
reducida. Para empezar sea a un ideal de K[Xq,...,X,]. Diremos que las variables
X1,..., X, estan en posicion de Noether con respecto al ideal a si ht(a) = r y la si-
guiente es una extensién entera de anillos :

K[X1,...,Xpn—r] = K[X1,...,X,] /0.
El siguiente Lema nos da un instrumento de gran utilidad para caracterizar ideales

radicales :

LEMA 8.3.1. Sea a C K[X1,...,X,] un ideal no mezclado (i.e. todos sus primos aso-
ciados tienen la misma altura). Entonces, a es radical si, y sélo si, para todo idel primo
meinimal p de a se tiene

a-K[X1,...,Xplp=p-K[X1,..., Xp]p.

Combinando este Lema con el uso del Criterio del Jacobiano (expuesto en la Subsec-
cién 7.5.1) y el Teorema de la Pureza de Macaulay, nos permite concluir la siguiente
caracterizacion de los ideales radicales

PROPOSICION 8.3.2. Sea f1,. .., fs una sucesion reqular de polinomios en K[X1, ..., X,].
Supongamos que las variables estan en posicion de Noether con respecto al ideal a :=
(f1,...,fs), es decir, la extension de anillos

A=K[X1,...,Xn-s] = K[X1,...,X,]/a= B,
es entera. Sea D(F') la matriz jacobiana dada por

an 1<i<s , n—s+1<j<n
y sea J(F) € K[X1,...,X,] su determinante. Entonces, el ideal a es radical si, y sdlo

si, J(F) es no divisor de cero en B.

Dado que el rango de los médulos libres se conserva por localizacion y haciendo buen
uso del Lema de Nakayama combinado con el Teorema de los Ceros de Hilbert, podemos
concluir el siguiente resultado :

PROPOSICION 8.3.3. Sea F' := [f1,..., fs] € K[X1,...,X,]® una sucesidn de polinomios
tales que el ideal a que generan es un ideal de altura s. Supongamos que a es un ideal
radical y sea V(F) C K" el conjunto de soluciones comunes a los polinomios en F'.
Supongamos que las variables X1,...,X, estdn en posicion de Noether con respecto

121 Almeida. “ Aspectos Algoritmicos para el Cdlculo de Bases de Mddulos sobre Anillos de Poli-
nomios”. Tesis, Universidad de Buenos Aires (2001), dirigida por P. Solernd.
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a la variedad V (F'). Esto es, supongamos que la siguiente es una extension entera de
anillos :

A=K[Xy,...,Xpn—s] = K[X1,...,X,]/a=B.
Entonces,
i) B es un A—mddulo libre de rango acotado por deg(V (F)).
ii) Sea P := (p1,...,pn—s) € K"*. Sea Vp(F) C K" la fibra definida mediante :
Vp(F)={xeV(F) : z;=p;, 1 <i<n-—r}.
Sea B(P) la K—dlgebra 0—dimensional definida mediante :
B(P) :=K[Vp(F)].
Para genéricamente muchos (i.e. salvo un conjunto algebraico) P € K"™* se
verifica la siguiente igualdad :
deg(Vp(F)) = rankaB = dimg B(P).

Los puntos P € K" ¢ tales que se verifica la igualdad ii) anterior se denominan puntos
no ramificados con respecto a la normalizacion de Noether elegida.

8.4. DPolinomio Eliminante.

En esta Seccién vamos a fijar el concepto de Polinomio Eliminante que nos conduciré a
una primera alternativa a la nocién de solucién planteada por el Teorema de Quillen—
Suslin (véase la Seccién 8.2 anterior). Supondremos las siguientes hipétesis :

i) F:=[f1,...,fs| es una sucesién de polinomios en K|[X7,..., X,] que definen
un ideal interseccién completa reducida a(F) C K[Xy,...,X,]. Es decir, el
ideal a(F) es un ideal radical y todos sus primos asociados son minimales y de
altura s. Asi mismo, definen un conjunto algebraico equidimensional V (F') C
K™,

ii) Las variables estan en posicién de Noether con respecto a la variedad V(F),
ésto es, la siguiente es una extension entera de anillos :

A=K[Xy,...,Xpo_] > B=K[X1,...,X,]/a(F).

Por lo expuesto en Secciones anteriores, B es un A—mdédulo libre y el rango de
B como A—mddulo libre estd acotado por el grado geométrico de V' (F'), ésto
es,

rankaB < deg(V(F)).

A partir de aqui, sea C el cuerpo de fracciones de A y sea B’ := C' ®4 B la localizacién
de B por el cuerpo de fracciones de A. Se tiene :

PROPOSICION 8.4.1. Con las anteriores notaciones, B' := C ®4 B es una C—dlgebra
cero—dimensional y la dimensién de B’ como C—espacio vectorial coincide con el rango
de B como A—mddulo libre. Esto es,

dimcC @4 B =rankaB < deg(V(F)).

Sea g € K[X1,...,X,] un polinomio adicional y consideremos la homotecia definida
por g
ng : B — B,

dada mediante :
ng(h) := gh.
También podemos considerar la extensién de escalares de esta homotecia :

IdC®A779 :C®AB—>C®AB,

definida del mismo modo. Se tiene :
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PROPOSICION 8.4.2. Toda matriz de g sobre una base cualquiera de B como A—mddulo
libre y toda matriz de Idc ® ng sobre una base de B’ como C'—espacio vectorial son
matrices semejantes. En particular, son diagonalizables y tienen el mismo polinomio
minimo y caracteristico. Tanto el polinomio minimo como el caracteristico de 1y son
polinomios mdnicos en el monoide K[X1, ..., Xpn—v|[T]mon-

A partir de ahora, usaré la notacién 7, para denotar indistintamente a 7, o a su ex-
tension Idc ®4 ng, senalando, en los casos en que sea necesario, a cual de los dos
endomorfismos me refiero.

A partir del polinomio g podemos considerar el morfismo regular :

G :V(F) CK" — K"t
dado mediante :
G(x1,...,xn) = (1, ., T, g(x1,. .., Tp))-

PROPOSICION 8.4.3. La imagen del morfismo G anterior es una hipersuperficie Hy de
K5+l Ademds, el polinomio minimo de esa hipersuperficie coincide con el polinomio
minimo del endomorfismo ny. A dicho polinomio minimo, que denotaremos por my
se le denominard Polinomio Eliminante de g con respecto a la variedad V(F) y a la
Normalizacion de Noether Fijada.

El siguiente enunciado establece algunas propiedades adicionales del polinomio elimi-
nante :

TEOREMA 8.4.4 (Polinomio Eliminante). Con las anteriores notaciones, se tiene :
i) Por la Desigualdad de Bézout vista en la Seccion 4.3, se tiene :

deg(G(V(F)) = deg(mg) < deg(V (F))deg(g)-

ii) El polinomio g es un divisor de cero en B si y solamente si el término indepen-
diente de mg con respecto a T (i.e. el polinomio ag := mg(X1,...,X,—s,0) €
K[X1,...,Xn—s]) es nulo.

iii) La interseccion V(F) NV (g) C K" verifica una y sélo una de las propiedades
siguientes :

a) V(F)NV(g9) C K" es una variedad de dimensidn n—s (o, equivalentemen-
te, el término independiente de my con respecto a 1" es nulo o, también de
modo equivalente, g es un divisor de cero en g)

b) V(F)NV(g) CK" es una variedad de dimension n—s—1 (o, equivalente-
mente, el término independiente de mgy con respecto a T es un polinomio
en K[X1,...,Xn—s] \ K no nulo y no constante).

c) V(F)NV(g) C K" es vacio (o, equivalentemente, el término independiente
de my es una constante no nula).

Las siguientes dos Proposiciones son consecuencia (mas o menos directa) de los Teore-
mas de Bertini expuestos por J.P. Jouanolou en su texto [Jou, 83].

PROPOSICION 8.4.5. Sean f1,..., fs polinomios en K[X1,...,X,] que generan el ideal
trivial. Sea g1,...,q; (t < n) una sucesion reqular K[X1,...,X,] tal que el ideal a =
(g1,---,9t) es radical en K[X1,...,X,]. Sean T1,...,Ts nuevas variables y sea g el
polinomio

g=T1fHi+ - +Tfs.
Si F = K(Th,...,Ts), se tiene
» g no es dwisor de cero en F[Xq,...,X,]/(g1,---,6t),
"y
e 0 bien (g1,...,Gt,9) es el ideal trivial de F[X;,..., X,],
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e o bien (g1,-..,Gt,9) es un ideal radical F[X1,..., X,]/(91,---,9t).
De manera analoga se tiene :

PROPOSICION 8.4.6. Sean f1,..., fs polinomios en K[X1,...,X,] tales que el ideal a
que generan es un ideal de altura s. Sean g1,...,q: (t < s —2) una sucesion regqular
K[Xy,...,Xy] tal que el ideal b = (g1,...,gt) es radical en K[X1,...,Xy,]. Supongamos
que los polinomios gi,...,g: han sido obtenidos como combinaciones lineales de los
polinomios f1,..., fs. Sean T1,...,Ts nuevas variables y sea g el polinomio

g:T1f1+"'+Tsfs-
Si F:=K(Ty,...,Ts), se tiene

» g no es dwisor de cero en F[X1,...,X,]/(91,---,6¢),
= ¥ (91,-.-,9t,9) es un ideal radical en F[X1,..., Xn]/(g1,---,0t)-

8.5. Unos Pocos Algoritmos Instrumentales.

El anterior Teorema 8.4.4 indica que algunas preguntas importantes se pueden respon-
der a partir del conocimiento del polinomio minimo m, antes descrito. En esta Seccién
fijaré los conceptos de tales algoritmos instrumentales. Supondré que se tienen las si-
guientes hipdtesis (que, por otra parte, son las mismas que he supuesto en la Seccién
previa) :

Sea F = [f1,...,fs] € K[X1,...,Xy]° una sucesion de polinomios tales que el ideal
a que generan es un ideal de altura s. Supongamos que a es un ideal radical y sea
V(F) C K" el conjunto de soluciones comunes a los polinomios en F. Supongamos que
las variables X1, ..., X, estan en posicion de Noether con respecto a la variedad V(F).
Esto es, supongamos que la siguiente es una extension entera de anillos :

A=K[Xy,..., Xn_s] = K[X1,...,X,]/a=B.

Se usaran masivamente los Tests Probabilistas descritos en la Seccién 2.3 del Capitulo
29

8.5.1. Un Algoritmo para la Normalizacién de Noether Iterada. Supon-
gamos que disponemos de la siguiente informacién :
INPUT :

= La lista de polinomios F', verificando las anteriores hipétesis.

» Un polinomio adicional g € K[Xq,...,X,] del cual conocemos un esquema
de evaluacién bien paralelizable que evalia el polinomio m4. Supongamos que
V(F)NV(g) es no vacio.

Queremos decidir esencialmente dos cosas :
OuTPUT :

= Una respuesta “NEGATIVO” si g es divisor de cero en B,
» Una matriz A € GL(n, K) C M, (K) regular tal que las variables obtenidas
por el cambio lineal de coordenadas :
Y X3
=A ’
Yn Xn
verifican que la siguiente es una extensién entera de anillos :

K[Vi,..., Yy s1] = K[X1,.... Xp]/a + ().
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LEMA 8.5.1. Sea ag := my(X1,...,Xn—s,0) € K[X1,...,Xp—s] el término indepen-
diente de mg con respecto a T. Con las anteriores notaciones, sea B € M,,_s(K) una
matriz regular tal que el cambio de coordenadas
Y1 X1
Lo =Al
YTL—S Xn—s

hace de ag un polinomio mdnico con respecto a Yy_s. Entonces, la matriz A dada me-

diante :
B 0
=00

responde a los requerimientos del algoritmo anterior.

El calculo de la matriz B como una matriz triangular a partir de un punto (A1, ..., Ap—s—1, 1)
que no anula la componente homogénea de mayor grado de ag es un argumento clasico

de demostracion del Lema de Normalizacién de Noether.

Para el calculo de un esquema de evaluacién que evalie la componente homogénea de
mayor grado de ag, baste observar que se trata del algoritmo subyacente a la prueba
del Vermeidung von Divisionen (cf. [St, 73]).

Finalmente, todo se reduce a aplicar Tests de Nulidad probabilisticos al estilo de los
presentados en la Seccion 2.3.

8.5.2. Un Algoritmo para el Problema de Consistencia. Supongamos que
disponemos de la siguiente informacion :
INPUT :

= La lista de polinomios F', verificando las anteriores hipétesis.

» Un polinomio adicional g € K[Xq,...,X,] del cual conocemos un esquema
de evaluacién bien paralelizable que evalia el polinomio m4. Supongamos que
V(F)NV(g) es no vacio.

Queremos decidir esencialmente dos cosas :
OuTPUT :

= Una respuesta “NEGATIVO?” si g es divisor de cero en B,

= Una respuesta “VACIO”, si V(F) NV (g) = 0,

= Una respuesta “CAE LA DIMENSION en UNO?” si estamos en las condiciones
de la Subseccién anterior.

El algoritmo trivialmente se reduce a testar si ag := my(X1,..., Xn—s,0) € K[X1,..., X5
es una constante o no y, si es una constante, decidir si es la constante nula o no. Por
tanto, se usan dos veces los Tests de Nulidad descritos en la Seccion 2.3 :

i) Primero testamos si ag es un polinomio nulo o no.

ii) Después testamos si es nulo el polinomio Ag € K[X1,..., Xy, Y1,..., Y]
dado mediante :

Ag = ap(X1, - Xn_s) — ag(Vi, -, Y_s).

8.6. Segundo Concepto de Solucién : Isomorfismo Birracional.

De nuevo consideramos las condiciones de la Seccién 8.4 anterior.

i) F:=[f1,...,fs| es una sucesién de polinomios en K[X1,..., X,] que definen
un ideal interseccién completa reducida a(F) C K[Xi,...,X,]. Asi mismo,
definen un conjunto algebraico equidimensional V (F') C K".

ii) Las variables estdan en posicién de Noether con respecto a la variedad V(F),
ésto es, la siguiente es una extension entera de anillos :

A=K[X1,...,Xn_r] = B=K[X1,...,Xn]/a(F).



172 8. UN ALGORITMO DE RESOLUCION DE NATURALEZA INTRINSECA

Por lo expuesto en Secciones anteriores, B es un A—mdédulo libre y el rango de

B como A—médulo libre estd acotado por el grado geométrico de V (F'), ésto

es,

rankaB < deg(V (F)).

Sea g un polinomio adicional, G el morfismo regular definido a través de g y la norma-
lizacién de Noether como en la Seccién 8.4. Sea H, C K"=5*1! la hipersuperficie dada
como G(V(F)) y sea my el polinomio minimo de esa hipersuperficie que, al mismo
tiempo, es el polinomio minimo del endomorfismo 7,.

DEFINICION 66. Con las anteriores notaciones, el polinomio g se dice Elemento Pri-
mitivo con respecto a la variedad V (G) y la Normalizacion de Nother fijada si G define
un isomorfismo birracional entre V(G) y la hipersuperficie H,.

El siguiente enunciado nos ofrece una caracterizacién de la condicién de elemento pri-
mitivo :

PROPOSICION 8.6.1 (Elemento Primitivo). Con las anteriores notaciones, las siguiente
condiciones equivalentes caracterizan el hecho de ser Elemento primitivo :

i) g es un Elemento Primitivo con respecto a V (F') y la Normalizacion de Noether
fijada.

ii) g es un Elemento Primitivo para todas las componentes irreducibles de V(G)
que identifica las componentes irreducibles de V(G) y las componente irredu-
cibles de H,.

ili) El Polinomio Caracteristico x4 de ng es libre de cuadrados.

iv) El Polinomio minimo y el polinomio caracteristico de ng coinciden, ésto es

Mg = Xg-
v) Si D := rankaB = dimcB’, la siguiente es una base de B’ como espacio
vectorial :
{1,9.9%...,9" 7'}

Los Elementos Primitivos permiten ofrecer una descripcién del dlgebra cero—dimensional
B’ en los términos siguientes : Dado un polinomio g € K[Xy, ..., X,] que sea Elemen-
to Primitivo con respecto a V(G) y dado su polinomio minimo mg, disponemos de la
siguiente informacién :
» El grado del Polinomio Minimo es la dimensién de B’ como C'—espacio vecto-
rial.
= Disponemos de una base de B’ como C'—espacio vectorial.
» Tenemos la matriz de la homotecia n, : B' — B’ con respecto a esa base :
C(myg) es la matriz compafiera del polinomio minimo.

Adicionalmente, tenemos la siguiente Proposicion :

PROPOSICION 8.6.2. Con las anteriores notaciones, si g es un elemento primitivo con
respecto a V(G) y la Normalizacion de Noether dada se tiene : Para cada i, n—s+1 <
1 < n, existen :
i) Un Polinomio no nulo p € K[X1, ..., X,_s] de grado acotado por deg(V (F))?deg(g),
i) Polinomios vi(X1,...,Xpn—2,T) € K[X1,...,Xn—s,T] tales que
» degrv; < degrmy,
v deg(vi) < (deg(V(G))deg(g))?,
De tal modo que para cada x € V(Q) se verifica :

p(x)x; —vi(x1,...,2p—2,9) = 0.

Estas funciones racionales se denominan parametrizaciones asociadas al elemento pri-
mitivo.
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Obsérvense las siguientes dos propiedades fundamentales :

PROPOSICION 8.6.3. Con las notaciones e hipdtesis anteriores, la inversa del isomor-
fismo birracional G : V(G) — Hy es dada por :

G Y) = Wi Yness P W1s e Ynes) Vst 1 (U)o (W1s e Ynms)0n (1)),
para todo y € Hy.

PROPOSICION 8.6.4. Con las notaciones e hipdtesis anteriores, sea a(F)¢ la extension
de a(F) al dlbera cero—dimensional B'. La siguiente es una igualdad de ideales en B’ :

a(F)e = (mg(xh cee 7$n—579)7pilvn—s+1($17 cee 7'1:71—879)7 ... 7P71Un(3717 cee 7']:”—879)))‘

DEFINICION 67 (Solucién a la Kronecker o el Isomorfismo Birracional). . Sea F :=
[f1,.--, [s] una sucesion de polinomios que generan un ideal (F') interseccion completa
reducida. Llamaremos solucion a la Kronecker de F' a la siguiente informacion :

i) Un cambio de coordenadas que pone las variables en posicion de Noether con
respecto a la variedad V (F),

ii) Un polinomio g que define un isomorfismo birracional G con respecto a esa
posicion de Noether.

ili) La informacion relativa a una descripcion completa de ese isomorfismo birra-
ctonal :
a) El polinomio minimo de la hipersuperficie Hy birracionalmente isomorfa

a V(G) (ésto es, el polinomio minimo de 1),

b) Las parametrizaciones (ésto es, la descripcion de G~1).

Obsérvese que la informacion de una resolucién a la Kronecker, mediante un isomorfismo
birracional, contiene una descripcién de la C—élgebra B’ en el sentido expuesto en el
Capitulo 3. Es decir, se dispone de la siguiente informacién :

i) La normalizacién de Noether :
A=K[X1,...,Xn—y] =& B=K[X1,...,Xp]/a(F).
ii) Una base de B’ como espacio vectorial :

{1797927 cee 7gD_1}a

donde D es el grado del polinomio minimo my.
iii) La matriz de la homotecia 7, en esa base :

My = C(my),

es la matriz compafera de my.
iv) Las matrices en esa base de los tensores de multiplicacién ny, : B — B’ :

My, == p tvi(X1,..., Xn—s, M,).

8.6.1. Calculo del Polinomio Eliminante y Algoritmos Instrumentales.
De nuevo usaremos las estrategias propuestas en el Capitulo 3, aunque usando la estruc-
tura de datos esquema de evaluacién : Dada una descripcién de V(G) mediante un iso-
morfismo birracional (“a la Kronecker”) y dado un nuevo polinomio h € K[Xq,..., X,],
la matriz de la homotecia definida por h viene dada por la siguiente identidad :

Mh = h,(XI,...,Xn—S,MX 7MXn>

n—s+17°

Est matriz corresponde a un endomorfismo diagonalizable (estamos en el caso reducido)
y, por tanto, su polinomio minimo es el polinomio caracteristico libre de cuadrados.
Concluimos
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PROPOSICION 8.6.5. Con las anteriores notaciones, dada una descripcion de V(G) “ala
Kronecker” y dado un polinomio adicional h, podemos calcular el Polinomio Eliminante
de h con respecto a V(G) en tiempo polinomial en la codificacion de h, el grado de V(G)
y el grado del Elemento Primitivo g. El tal polinomio Eliminante es descrito como la
lista de sus coeficientes en K[X1,...,X,_s| y estos coeficientes son dados mediante
esquemas de evaluacion.

El método esencial es el uso del algoritmo de Berkowicz (véase [Bkw, 84]) dando como
salida la descripcion de los coeficientes del polinomio caracteristico xp como el propio
esquema de evaluacién de Berkowicz y no como polinomios en forma densa. A partir
del polinomio x, basta con quitar los factores multiples usando la estrategia obvia a
través de la matriz de van der Monde.

A partir de estas reflexiones, disponemos de algoritmos que permiten resolver problemas
como los siguientes :

i) DECIDIR SI UN POLINOMIO ADICIONAL ES TAMBIEN ELEMENTO PRIMITIVO. Bas-
ta con calcular el polinomio caracteristico de M}y, y el minimo y compararlos
usando un Test de Nulidad (no olvidemos que estén dados como esquemas de
evaluacién) de los descritos en la Seccién 2.3. Obviamente, el Test es probabi-
lista pero muy eficiente.

ii) CONSISTENCIA : DECIDIR SI UN POLINOMIO ADICIONAL SE ANULA EN ALGUN PUNTO
DE LA VARIEDAD V (G). Basta con que el término independiente del Polinomio
Eliminante no sea una constante. De nuevo usamos Tests Probailistas de los
descritos en la Seccién 2.3 anterior.

iii) DECIDIR SI UN NUEVO POLINOMIO ES DIVISOR DE CERO O NO. Basta con que
el término independiente del polinomio minimo sea no nulo. De nuevo, Tests
Probabilistas al estilo de la Seccién 2.3.

iv) TECNICAS A LA BERTINI. Se trata de las técnicas descritas en las Proposiciones
8.4.5 y 8.4.5 de la Seccion 8.4. A partir del polinomio eliminante de una com-
binacion lineal genérica, usando Tests de Nulidad al estilo de los descritos en
la Seccién 2.3 se puyeden hallar combinaciones lineales particulares que verifi-
can cualquiera de las condiciones genéricas descritas en las dos Proposiciones
relativas a los Teoremas de Bertini.

v) Los ALGORITMOS INSTRUMENTALES DESCRITOS EN LA SECCION ANTERIOR. En
la Seccién 8.5 anterior se describen unos algoritmos instrumentales a través
del concepto de solucion basado en el Teorema de Quillen— Suslin. El lector
observara que se trata de algoritmos que usan como principal informacién co-
eficientes del Polinomio Eliminante calculados a partir de una base del médulo.
Dado que el polinomio eliminante es también calculable a partir de la matriz
coordenada con respecto a una base del algebra obtenida mediante extensién
de escalares y que esta matriz esta facilmente disponible a partir de una solu-
cién a la Kronecker, tenemos todos los medios para realizar estos algoritmos
en el mismo orden de complejidad.

8.7. Tercer Concepto de Solucién : Polinomio de Cayley—Chow.

Como hemos observado anteriormente, el grado del polinomio g usado como elemento
primitivo puede interferir con las complejidades. En esta Seccién observaremos que,
dado que estamos sobre un cuerpo perfecto y un ideal radical (caso separable) y si
suponemos que el cuerpo tiene “suficientes elementos” (para poder aplicar los Tests
de Nulidad de la Seccién 2.3) podemos mostrar ejemplos particulares de elementos
primitivos que son formas lineales.

DEFINICION 68. Con las notaciones de la Seccién anterior, llamaremos polinomio de
Cayley—Chow de la variedad V(F) con respecto a una normalizacion de Noether dada,
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al polinomio eliminante de la forma lineal genérica
U:=T, 211 Xn sp1+-+1T, Xy

8.7.0.1. Cadlculo del Polinomio de Cayley—Chow. Dada una descripcion “a la Kro-
necker” de la variedad V(F), podemos calcular el polinomio de Chow en tiempo polino-
mial en el tamano de esa descripcion. El Polinomio de Chow serd dado en codificacion
mizta. Es decir, como la lista de los coeficientes con respecto a una variable de elimina-
cion distinguida T y los coeficientes (polinomios en K[X1,..., Xp—s, Th—s+1,---,1n])
como esquemas de evaluacion. La codificacion del Polinomio de Chow es también po-
linomial en la talla de la descripcion “a la Kronecker” de V(F') y el grado geométrico
de la variedad V (F') como consecuencia del siguiente resultado.

PROPOSICION 8.7.1. Con las anteriores notaciones, el polinomio de Chow es un poli-
nomio en K[X1,..., Xpn_s, Tn—st1,...,Tu][T], mdnico con respecto a la variable T', de
grado acotado en cada grupo de variables por deg(V (F)), libre de cuadrados.

PROPOSICION 8.7.2. Sea D € K[X1,...,Xp—s,Tn—s+1,---,1Tn] el discriminante del
polinomio de Chow con respecto a la variable T'. Sea A := (Ap—s41,-..,An) € K° un
punto cualquiera tal que el polinomio :

DXy, .., X5, \p—st1s -+ \n) € K[ X1, ..., Xns),
sea un polinomio no nulo. Entonces, la forma lineal :
U= Ap—st1Xn—st1 + - AnXpn € K[X1,..., X5,
es un elemento primitivo de V(F') con respecto a la Normalizacion de Noether fijada.

Estos resultados nos permiten anunciar la equivalencia entre la codificacién “a la Kro-
necker” y el uso del Polinomio de Chow para codificar variedades interseccién completa
reducidas.

DEFINICION 69 (Solucién a la Cayley—Chow). Con las notaciones e hipdtesis de las
Secciones anteriores, llamaremos solucion a la Cayley—Chow del sistema de ecuaciones
polinomiales definido por F a la informacion siguiente :

i) Una lista de variables en posicion de Noether con respecto a la variedad V (F),
ii) El polinomio de Cayley—Chow de V(F) con respecto a esa Normalizacion de
Noether.

TEOREMA 8.7.3. Las codificaciones de variedades interseccion completa reducida a la
Kronecker y a la Cayley—Chow son computacionalmente equivalentes. Esto es,

i) Eziste un algoritmo probabilista tal que dada una resolucion a la Kronecker de
V(F) permite calcular una resolucion a la Cayley—Chow en tiempo polinomial
en

deg(V(F))L,
donde deg(V (F) es el grado geométrico de V(F') y L es la talla de la codifica-
cton o la Kronecker.

ii) Existe un algoritmo probabilista tal que dada una resolucion a la Cayley—Chow
de V(F') permite calcular una resolucion a la Kronecker en tiempo polinomial
en

deg(V(F))L,
donde deg(V (F') es el grado geométrico de V(F') y L es la talla de la codifica-
cion a la Cayley—Chow.

Obviamente ambos algoritmos utilizan los Tests de Nulidad descritos en la Seccién 2.3
y estos Tests son los tnicos elementos probabilistas que intervienen. Asi mismo, los
algoritmos de paso se basan fuertemente en los algoritmos descritos en el Capitulo 3
para el caso de dimensién cero. De hecho, observe el lector que todo lo expuesto no es
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sino una relectura de lo hecho en el caso cero—dimensional, dado que hemos restringido
nuestras disquisiciones al dlgebra cero—dimensional B’.

8.8. Cuarto Concepto de Soluciéon : Fibras de Levantamiento.

Como se observé en [Pa, 95] y [Pa et al., 1995a], la utilizacién de las resoluciones a
la Kronecker o a la Cayley—Chow, combinadas por la codificacién mediante esquema
de evaluacién, podrian permitir acelerar los procesos de resoluciéon de ecuaciones poli-
nomiales multivariadas. Sin embargo, estos procesos hacian intervenir una recursion de
interpolaciones que modifica la complejidad de los algoritmos, aumentandolos en una
exponencial. La solucién a esta dificultad se obtuvo mediante una técnica basada en
una reduccién al caso cero—dimensional y un proceso de deformacién homotdpica. Para
entender este proceso, se introdujeron en al Capitulo 7 las Fibras de Levantamiento.
Retomemos esa terminologia.

DEFINICION 70. Sea V(F) C K™ un conjunto algebraico interseccion completa, don-
de F' := [f1,...,fs] es una lista de polinomios que genera un ideal radical a(F) en
K[Xy,...,X,] de altura s. Supongamos que las variables estan en posicién de Noether
con especto a la variedad V(F), ésto es, supongamos que la siguiente es una extencion
entera de anillos :

A:=K[Xy,...,Xn—s] = B:=K[Xy,...,X,]/a(F).
Un punto P € K"~ se denomina un punto de levantamiento de V(F'), si se tiene que :
i) La variedad obtenida como la interseccion :
Vp(F) :=V(F)n({P} xK?),
es una varitedad lisa de grado igual a ranksB
ii) El determinante de la matriz jacobiana

Dp(F) = <§)J; (P, Xn—si1,. .. ,Xn)> :

1<i<,n—s+1<j<n

no es un divisor de cero en K[Vp(F)].
La variedad Vp(F') se denomina Fibra de Levantamiento.

Observe el Lector que las hipdtesis expuestas nos permiten hacer uso del Lema de
Hensel descrito en el Capitulo 7.

8.8.1. Calculo de Fibras de Levantamiento desde la Solucién a la Kro-
necker. La siguiente Proposicién nos permitird obtener fibras de levantamiento a partir
de una descripcion a la Kronecker de la variedad interseccién completa reducida V' (F).

PROPOSICION 8.8.1. Con las notaciones anteriores, supongamos dada la siguiente in-
formacion :

i) La Normalizacion de Noether :

A=K[X1,...,Xn_s] = B:=K[Xq,..., X,]/a(F).

ii) Un elemento primitivo dado como una forma lineal u := Ap_941 X1 + -+ +
AnXn € K[X1,..., X,
iii) El Polinomio Eliminante m, € K[Xi,...,Xn—s,T] del elemento primitivo.

Sea p € K[X1,...,X,—4| el discriminante de my.
iv) El Polinomio no nulo p € K[X,. .., X,_s| y los polinomiosv; € K[Xy,..., X5, T
tal que p~ vp_gi1, ..., p ‘v, definen las parametrizaciones.
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v) El determinante Detp € K[X1,...,X,] de la matriz jacobiana

ofi
(gt x0)

Sea A € K[X1,...,Xn—s] el término independiente del Polinomio Eliminante
de Detp con respecto a V(F') y la Normalizacion de Noether fijada.

1<i<n—s+1<j<n

Sea P := (p1,...,Pn—s) € K" ° un punto tal que se verifican las siguientes propieda-
dees :
(8.8.1) U(P) #0,p(P) 0, A(P) £0,

Entonces, P es un punto de levantamiento de V(F) y se verifica ademds :

» La forma lineal u = Ap_op1 X1 + -+ + MXpn € K[Xp—st1,...,Xn] es un
elemento primitivo de la K—dlgebra cero—dimensional K[Vp(F)].
» Bl Polinomio my, p € K[T] dado mediante :

mu,P = mu(ph c sy Pn—s; T) S K[T]7
es un polinomio libre de cuadrados y es el polinomio minimo de u en K[Vp(F)].
= Los polinomios v; p € K[T'] dados mediante :
Vi, p = pil(ph s 7pn—5)vn—s+1(p17 -+ sPn—s, T) € K[T]a
son las parametrizaciones de la variedad Vp(F') con respecto al elemento pri-
mitivo u.
= FEl determinante de la matriz jacobiana

Dp(F) = <§§] (P, Xn—si1,. .. ,Xn)> :

1<i<,n—s+1<5<n

no es un divisor de cero en K[Vp(F)].

Observe el lector que las condiciones expuestas en las desigualdades (8.8.1) anteriores,
nos permiten utilizar los Tests de Nulidad de polinomios expuestos en el Capitulo 3 para
hallar un punto con fibra no ramificada. Ademds, hallado ese punto, la especializacién
de las variables libres de la Normalizaciéon de Noether nos ofrece inmediatamente una
resolucién a la Kronecker de la Fibra de Levantamiento Vp(F'). Esto es lo que resume
el presente enunciado.

PROPOSICION 8.8.2. Existe un algoritmo probabilista que a partir de la resolucion a la
Kronecker de una variedad interseccion completa reducida, calcula una resolucion a la
Kronecker de una fibra de levantamiento. El tiempo de ejecucion de este algoritmo es
polinomial en las cantidades

deg(V (F))L,

donde deg(V (F')) es el grado geométrico de la variedad interseccion completa reducida
en cuestion y L es el tamano de la descripcion a la Kronecker de V(F').

8.8.2. De la Fibra de Levantamiento a la Forma de Cayley—Chow. El
lector habra observado que los Puntos de Levantamiento son aquellos puntos en los
que tenemos las buenas condiciones para poder aplicar el algoritmo de Newton—Hensel,
descrito en el Capitulo 7. Procederemos del modo siguiente :

Consideremos dado un punto de levantamiento P € K™% y una descripcién de la Fibra
de Levantamiento Vp(F'). Consideremos una descripcién de la forma de Cayley—Chow
de Vp(F) y supongamos M la matriz de la forma de Cayley—Chow de Vp(F)).

La matriz M es una matriz cuyas coordenadas son polinomios con coeficientes en el
anillo de polinomios KT}, _s41,-..,1s]. Sea N el operador de Newton definido por la
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secuencia de polinomios F' := [f1,..., fs], ésto es
Xn—s+1 f1(X)
Np = Np(Xn_si1,-- - Xp) = : —- D(F)y' : ,
Xn fa(X)
donde D(F) es la matriz jacobiana :
oFf:
D(F) := (8)]? (Xl,...,Xn)> .
J 1<i<,n—s+1<j<n
Sean M )((Jz)_s“, o, M )((]Z) las matrices de los tensores de multiplicacién para la variedad
Vp(F).
Consideremos el vector de matrices
k
Nrsjs+1 ) P)
.  nk
: = NF(MXTPSH"“’MXn)'
NP

Este vector de matrices, nos permite generar una nueva matriz :

M(k’) = TlNr(Lk—)s—i—l 4.4 TnNék).

PROPOSICION 8.8.3. La matriz M¥) verifica las siguientes propiedades :

i) La matriz M®) es una matriz cuyo nimero de filas y columnas coincide con
deg(Vp(F)) y deg(V (F)).

ii) Las coordenadas de la matriz M®) con elementos en el anillo Rp (Th—st1s---,1n],
donde Rp es el anillo de series de potencials formales :

Rp = K[[Xl — Pl Xns _pn—s]]-

ili) Los coeficientes a,, € Rp del polinomio caracteristico de la matriz M*)
(x € Rp[Th—st1,...,Tn][T]) con respecto a las variables Tp—si1,...,Tn, T y
los coeficientes b, € Rp del Polinomio de Cayley-Chow de V (F') con respecto
al mismo grupo de variables, verifican :

1
lan = bull < 52k

donde || - || es la norma no arquimediana en Rp.

Esta proposicién nos permitira construir la forma de Chow de V(F') a partir del polino-
mio caracteristico de M®*), tras un nimero de iteraciones k := O (logalogadeg(V (F)))
y utilizando la técnica de evitacién de divisiones de Strassen (cf. [St, 73]).

TEOREMA 8.8.4. Ezxiste un algoritmo que a partir de la resolucion a la Kronecker de
una fibra de levatamiento, calcula la forma de Cayley—Chow de la variedad interseccion
completa reducida. El tiempo de este algoritmo es polinomial en

deg(V(F)),R, L,

donde deg(V (F)) = degVp(F') es el grado de la fibra de levantamiento y de la variedad,
R es la talla de la codificacion a la Kronecker de la variedad, L es la talla necesaria
para evaluar los polinomios de entrada F := [f1,..., fs]. El output de ese algoritmo
es la forma de Cayley—Chow de V(F) descrita como la lista de sus coeficientes con
respecto a la variable de eliminacion T y los coeficientes aparecen descritos mediante
esquemas de evaluacion.

De hecho, el algoritmo calcula el polinomio caracteristico de M), evitando divisiones
y truncando en la cota de grado apropiada.
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8.9. Eliminar una Ecuacién.

Antes de Proceder a describir el algoritmo como proceso iterativo, necesitaremos dis-
cernir un elemento instrumental técnico adicional.

Supongamos dado F' := [f1,..., fs] una sucesiéon de polinomios que definen una in-
terseccion completa reducida. Sea V(F) C K™ la variedad algebraica que definen, sea
a(F') el ideal que generan y supongamos, como anteriormente, que las variables estén
en posicién de Noether.

A:=K[Xy,.... Xo_s] = B:=K[X1,...,X,]/a(F).

Sea fs11 € K[X1,...,X,] un nuevo polinomio. Supongamos que, utilizando los algo-
ritmos descritos en la Subseccién 8.5.1 anterior, las variables se encuentran en posicién
de Noether con respecto al ideal a(F) + (fs+1). De hecho, el método descrito en la
Subseccion 8.5.1 se basa en el principio siguiente :

Seamgy1 € K[X1,...,X,—s,T] el polinomio minimo de fs;1 con respecto a la variedad
V(F). Sea ap(Xy,...,Xn—s) € K[X1,...,X,—s] el término independiente de tal polino-
mio. El cambio de variables efectuado ha sido elegido de tal modo que el tal polinomio
ag es monico con respecto a la variable X,,_;. En particular, el polinomio ag es un
multiplo del polinomio minimo de X,,_4 con respecto al nuevo ideal a(F) + (fs4+1). Sin
pérdida de la generalidad, supongamos que ag es libre de cuadrados.

Supongamos, ademas, que disponemos del elemento primitivo w := Ap_s41Xn—st1 +
-+ A X, con respecto a la variedad V(F). Sea m,, € K[Xy,...,X—s,T] el polinomio
minimo de u con respecto a V (F'). Finalmente, supongamos que V(F) NV (fs11) es una
variedad interseccién completa reducida y que Fsi1 := [f1,..., fs+1] genera un ideal
radical de altura s + 1. En este caso, se tiene :

LEMA 8.9.1. Con las notaciones anteriores, sea Ap_s € K tal que Z := \y_s Xp_s+ T
es elemento primitivo del anillo interseccion completa reducida :

K[X1,...,Xn—s,T]/b,
donde b es el ideal generado por ag y m,. Entonces, la forma
Ust1 = Ap—sXn—s +u € K[X1,...,Xp],
es un elemento primitivo de la variedad V(Fsi41) con respecto a la normalizacion de

Noether :
K[Xl, . 7Xn—s—1] — K[Xl, .. .,Xn]/u(F5+1).

En particular, hemos reducido el cdlculo de un nuevo elemento primitivo a un proble-
ma con dos polinomios ménicos libres de cuadrados en los que hay que eliminar dos
variables. Es el principio subyacente a lo descrito en el Capitulo ?7. Para el calculo de
las nuevas parametrizaciones procederemos usando también los polinomios minimos de
las demds variables X,,_s11,..., X, junto con el polinomio ag usando la técnica “dos a
dos” descrita en [KrPa, 96]. Esto nos conduce al siguiente enunciado :

TEOREMA 8.9.2. Sea F := [f1,..., fs] una sucesion de polinomios en K[X1,...,X,]
tales que generan un ideal a(F') radical de altura s. Sea fs11 una nueva ecuacion tal
que la sucesion Fsi1 = [f1,..., fs, fs+1] que genera un ideal a(Fsy1) de altura s + 1.

Entonces, existe un algoritmo probabilista tal que dada una descripcion a la Kronecker
de V(F) obtiene una descripcion a la Kronecker de V(Fsy1). El tiempo de ejecucion
de ese algoritmo es polinomial en :

deg(V(F)),deg(V (Fs41)),deg(fs+1), L,

donde deg(V (F)) es el grado geométrico de V(F'), deg(V (Fs+1)) < deg(V(F))deg(fs+1)
es el grado geométrico de V (Fgy1), deg(fs+1) es el grado total de fs11 y L es el coste
de evaluar fsyq.
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8.10. Un algoritmo Iterativo e Intrinseco Muy eficiente.

Ha llegado el momento de exponer el enunciado principal de este Capitulo. Para ello, nos
vamos a restringir a unas condiciones particulares de sucesion regular reducida. Debe
indicarse que estas condiciones particulares no son especialmente restrictivas puesto
que se pueden obtener iterativamente, mediante el uso de las versiones efectivas del
Teorema de Bertini descritas como las Proposiciones 8.4.5 y 8.4.6 anteriores.

Supongamos, por tanto, que se nos da como INPUT una lista F' := [f1,..., fs] de poli-

nomios tales que se verifican las siguientes propiedades (Sucesion Regular Reducida) :

i) El ideal a define una variedad equidimensional de dimensién n — s'3

ii) Para cada i, 1 <i < s —1 los ideales a; generados por [fi,..., fi] son ideales
radicales de altura i. En particular, las variedades (llamadas intermedias) V; :=
V(a;) € K" son variedades equidimensionales de dimensién n — i.
Denotemos por F; := [f1,..., fi] las listas intermedias de ecuaciones polinomiales. De-
finamos el siguiente algoritmo :

InpUT : Una lista F' verificando las condiciones anteriores.

Inicializar :

» HALLAR LA NORMALIZACION DE NOETHER DE F (Usando lo descrito en la Sub-
seccion 8.5.1)

» HALLAR UNA FIBRA DE LEVANTAMIENTO Vp, (F1) DE V (F}) (Usando lo descrito
en la Subseccion 8.8.1)

Induccién :
Para cada i, 2 <i<s—1do:
INpUT : Una descripcién “a la Kronecker” de una Fibra de Levantamiento Vp, (F;).

» HALLAR UNA DESCRIPCION A LA CAYLEY-CHOw de V(F};) (Usando lo descrito
en la Subseccion 8.8.2).

» HALLAR UNA DESCRIPCION “A LA KRONECKER” DE V (F;) (Usando lo descrito
en la Seccion 8.7).

» HALLAR UNA NORMALIZACION DE NOETHER DE V (Fj11) (Usando lo descrito en
la Subseccion 8.5.1).

» ELIMINAR LA NUEVA ECUACION f;11 CON RESPECTO A V' (F;) (Usando lo descrito
en la Seccion 8.9).

» HALLAR UNA DESCRIPCION “A LA KRONECEKER” DE V (F;11) (Usando lo descrito
en la Seccion 8.9).

» HALLAR UNA FIBRA DE LEVANTAMIENTO Vp,_ , (Fiy1) (Usando lo descrito en la
Seccion 8.8.1).

El Output de estas Iteraciones es dado mediante :
Una Fibra de Levantamiento Vp, | (Fs_1).
Conclusién del Algoritmo :

= HALLAR UNA DESCRIPCION A LA CAYLEY—CHOW DE V' (Fs_1) (Usando lo descrito
en la Subseccion 8.8.2).

= HALLAR UNA DESCRIPCION “A LA KRONECKER” DE V (Fs_1)(Usando lo descrito
en la Seccion 8.7).

» HALLAR UNA NORMALIZACION DE NOETHER DE V (Fs_1) (Usando lo descrito en
la Subseccion 8.5.1).

» ELIMINAR LA NUEVA ECUACION fs CON RESPECTO A V (Fs_1) (Usando lo descrito
en la Seccion 8.9).

L3 También serfa valido si fuera el ideal trivial (asunto que verificarfamos con el algoritmo) o si
definiera una variedad cero-dimensional (aunque no fuera interseccién completa).
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OutpUT : Una Descripcién a la Kronecker de V(F) = V (Fj).

TEOREMA 8.10.1. Con las anteriores notaciones, dada una lista F := [f1,..., fs] defi-
niendo una sucesion reqular reducida. Fxiste un algoritmo probabilista que calcula una
descripcion a la Kronecker de la variedad V(F) C K"™. El tiempo de ejecucion de ese
algoritmo, usando codificacion de numeros racionales por esquemas de evaluacion, es
polinomial en las cantidades :
d,é(F), L,

donde d = max{deg(f;) : 1 < i < s}, L es la talla de la representacion de los
polinomios que aparecen en F y

I(F) :=max{deg(V(F;)) : 1 <i<s—1}.
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