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2.1. Introduccién: Teoria Axiomética y Teoria Naive (i)

David Hilbert: “ Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns
niemand vertreiben kénnen”?!.

L«Nadie podra explusarnos del Paraiso que Cantor ha creado”.

2@G. Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen
(Sobre una propiedad de la coleccion de los nimeros reales algebraicos). J. fur die Reine und
Angewandte Mathematik 77 (1874), 258-262.
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2.1. Introduccién: Teoria Axiomética y Teoria Naive (i)

David Hilbert: “ Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns
niemand vertreiben kénnen”?!.

En el ultimo cuarto del siglo XIX, Georg Cantor estaba interesado en
comprender la dificil propiedad de contar. Contar conjuntos finitos es tarea
relativamente intuitiva, pero contar cardinales de objetos infinitos tenia
grandes dificultades. Cantor sorpendié con su “método de diagonalizacién”
probando que la cantldad de numeros reales algebralcos sobre los racionales es

eros naturales 2
L«Nadie podra explusarnos del Paraiso que Cantor ha creado”.
2@G. Cantor, Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen
(Sobre una propiedad de la coleccion de los nimeros reales algebraicos). J. fur die Reine und
Angewandte Mathematik 77 (1874), 258-262.
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Teoria Naive (ii)

Cantor observé entonces que necesitaba una buena fundamentacién para sus
argumentos. Entre 1879 y 1883, publicé una serie de 5 trabajos en la revista
Math. Annalen genéricamente titulados Uber unendliche, lineare
Punktmannichfaltigkeiten®. Posteriormente publicardn en articulo (5) como
Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Fundamentos de una
Teoria de Agregados), que serd la fuente de la Teoria de Conjuntos.

3G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Math. Annalen: (1)
M.A. 15 (1979) 1-7. (2) M.A. 17 (1880), 355-358. (3) M.A. 20 (1882), 113-121. (4) M.A.
21 (1883), 51-58. (5) M.A. 21 (1883), 545-591.
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Cantor observé entonces que necesitaba una buena fundamentacién para sus
argumentos. Entre 1879 y 1883, publicé una serie de 5 trabajos en la revista
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Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Fundamentos de una
Teoria de Agregados), que serd la fuente de la Teoria de Conjuntos.

Desde el primer momento se bservé que Cantor aportaba un nuevo lenguaje
de gran utilidad para la escritura de Matematicas, siendo fuertemente
apoyado por los defensores de la Teoria Axiomdtca (con D.Hilbert a la
cabeza).
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Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (Fundamentos de una
Teoria de Agregados), que serd la fuente de la Teoria de Conjuntos.

Desde el primer momento se bservé que Cantor aportaba un nuevo lenguaje
de gran utilidad para la escritura de Matematicas, siendo fuertemente
apoyado por los defensores de la Teoria Axiomdtca (con D.Hilbert a la
cabeza).

Muy pronto se observaron dificultades en la precisa fundamentacién de la
creacién de Cantor (Paradojas de Peano, Russell, Cantor,...)

3G. Cantor, Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. Math. Annalen: (1)
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2.1. Introduccién: Teorfa Axiomética y Teoria Naive (iii)

Habra que esperar al primer tercio del siglo XX para disponer de
fundamentaciones libres de las paradojas clasicas de las ideas de Cantor
Teoria Axiomatica de Conjuntos, con la obra de grandes matematico
como Kurt Godel, Ernst Zermelo, Abraham Fraenkel, P. Barnays,...

Esto di6 lugar a las introduccién formal de las Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel o la de Godel-Bernays.

La introduccién de cualquiera de estas teorias formales (de la que ni
siquiera se sabe si es consistente) supera con mucho las expectativas
de un curso como éste.

4P. Halmos, “Naive Set Theory”. D. Van Nostrand Company, 1960. Reprinted by
Springer—Verlag, New York, 1974.

L.M. Pardo (unican) 6 de noviembre de 2018 5 /49



2.1. Introduccién: Teorfa Axiomética y Teoria Naive (iii)

Habra que esperar al primer tercio del siglo XX para disponer de
fundamentaciones libres de las paradojas clasicas de las ideas de Cantor
Teoria Axiomatica de Conjuntos, con la obra de grandes matematico
como Kurt Godel, Ernst Zermelo, Abraham Fraenkel, P. Barnays,...

Esto di6 lugar a las introduccién formal de las Teoria de Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel o la de Godel-Bernays.

La introduccién de cualquiera de estas teorias formales (de la que ni
siquiera se sabe si es consistente) supera con mucho las expectativas
de un curso como éste.

Asi que, desde hace tiempo, se acepta cominmente que los alumnos reciban
un “adiestramiento rudimentario” en una variacion de la version original de
Cantor, con algunas precisiones, que se ha dado en llamar Teoria de
Conjuntos Naive, suficiente para seguir avanzando en otros campos de la
fomacién matematica.

Aqui seguiremos una aproximacion a la forma tradicional de P. Halmos
Evitaremos, en lo posible, el uso del término “Axioma” en Halmos.

4P. Halmos, “Naive Set Theory”. D. Van Nostrand Company, 1960. Reprinted by
Springer—Verlag, New York, 1974.

4
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2.2. NST:

2.2. Teoria de Conjuntos Naive
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2.2.1. NST: Inclusién, Extensionalidad y Cuantificadores.

2.2.1. NST: Inclusion, Extensionalidad y Cuantificadores.

L.M. Pardo (unican)



2.2.1. NST: Extensionalidad (i)

* Conjunto: (familia, coleccién, agrupacion...) Intuitivamente es una
“agrupacién” de objetos. Sin embargo, no es una nocién definida en esta
Teoria. Suele denotarse con letras mayusculas como

A,B,C,D, ..

* Elemento: Objeto susceptible de estar en un cierto conjunto. Se denotan
con letras mindsculas (a,b,¢,...,x,y, z) se usan expresiones como “el
elemento x estdan en el conjunto A”. Aunque deberd precisarse mas adelante
(relacién de equivalencia), supondremos que dados dos elementos a,b € A
satisfacen a = b o a # b.

Pertenencia

La nocién primitiva de la Teoria de Conjuntos “a la Halmos” es la nocién de
pertenencia. Asi, escribiremos:
€A

para denotar que x es un elemento del conjunto A (o, equivalentemente, que
x pertenece a A).
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2.2.1. NST: Extensionalidad (ii)

A diferencia del caso del Célculo Proposicional, iremos compaginando Sintaxis
y Sematica.

Asi, ante una expresién de la forma x € A tendremos solamente dos posible
interpretaciones:

= O bien el elemento z es un elemento de A en cuyo caso = € A se
interpreta como V,

= O bien el elemento = no es un elemento de A en cuyo caso z € A se
interpreta como F,

L.M. Pardo (unican)



2.2.1. NST: Extensionalidad (ii)

A diferencia del caso del Célculo Proposicional, iremos compaginando Sintaxis
y Sematica.

Asi, ante una expresién de la forma x € A tendremos solamente dos posible
interpretaciones:

= O bien el elemento z es un elemento de A en cuyo caso = € A se
interpreta como V,

= O bien el elemento = no es un elemento de A en cuyo caso z € A se
interpreta como F,

* Negacion de pertenencia: Notacionalmente, la negacién se expresa con
un simbolo especial, asi escribiremos = ¢ A en lugar de —(z € A).
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2.2.1. NST: Inclusién, Cuantificadores (i)

Inclusion

Dados dos conjuntos A y B, diremos que A estédn incluido en B (o,
equivalentemente, que A es un subconjunto de B) si todo elemento de A es
también elemento de B. Es decir, A es subconjunto de B si para cualquier
elemento, se tiene

(r € A) = (x € B).

Escribiremos A C B cuando A esté incluido en B y escribiremos A Z B
cuando A no esté incluido en B.

L.M. Pardo (unican)
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2.2.1. NST: Inclusién, Cuantificadores (i)

Inclusion

Dados dos conjuntos A y B, diremos que A estédn incluido en B (o,
equivalentemente, que A es un subconjunto de B) si todo elemento de A es
también elemento de B. Es decir, A es subconjunto de B si para cualquier
elemento, se tiene

(r € A) = (x € B).

Escribiremos A C B cuando A esté incluido en B y escribiremos A Z B
cuando A no esté incluido en B.

* Obs 1.- Nétese que hemos incluido el sfimbolo = que, recordamos, era un
equivalente semantico del simbolo —, ambos del Célculo Proposicional.
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2.2.1. NST: Inclusién, Cuantificadores (i)

Inclusion

Dados dos conjuntos A y B, diremos que A estédn incluido en B (o,
equivalentemente, que A es un subconjunto de B) si todo elemento de A es
también elemento de B. Es decir, A es subconjunto de B si para cualquier
elemento, se tiene

(r € A) = (x € B).

Escribiremos A C B cuando A esté incluido en B y escribiremos A Z B
cuando A no esté incluido en B.

* Obs 1.- Nétese que hemos incluido el sfimbolo = que, recordamos, era un
equivalente seméntico del simbolo —, ambos del Célculo Proposicional. *
Cuantificador Universal.-Introduzcamos un primer cuantificador: el
cuantificador universal V cuya lectura seria “para todo” o “para cualquiera” o
“para cualquier”. Asi, la inclusién de conjuntos puede expresarse del modo
siguiente:

[AC B]=[Vz, ((z € A) = (z € B))].
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ntificadores (ii

Cuantificador Existencial.- Se define a partir del cuantificador universal, se
representa mediante 4 y es una abreviatura dada por la siguiente identidad:

3z, P(x) = (= (Y (=P()))).-
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antificadores (ii)

Cuantificador Existencial.- Se define a partir del cuantificador universal, se
representa mediante 4 y es una abreviatura dada por la siguiente identidad:

3z, P(x) = (= (Y (=P()))).-

En las expresiones Vz, ... o dz, ... diremos que x esta afectada por el
cuantificador x. Si en una expresién aparece una variable x no afectada por
ningun cuantificador, diremos que es una variable libre.
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ntificadores (ii

Cuantificador Existencial.- Se define a partir del cuantificador universal, se
representa mediante 4 y es una abreviatura dada por la siguiente identidad:

S, Pe) = (- (Y (<P(2))).

En las expresiones Vz, ... o dz, ... diremos que x esta afectada por el
cuantificador x. Si en una expresién aparece una variable x no afectada por
ningun cuantificador, diremos que es una variable libre.

Proposicién

Existencia e Inclusién Dados A y B dos conjuntos, entonces A € B siy
solamente si se tiene:

Jz,((x € A)A (z € B)).
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2.2.1. NST: Cuantificadores (iii)

Dem.- Usaremos solamente el comportamiento de alguna de las tautologias
introducidas en el Calculo Proposicional. Asi, la implicacién o = [ era una
abreviatura de ((—a) V ). Luego, tenemos que ((z € A) = (x € B)) es otra
forma de escribir

(@ g A)V (@€ B)).
Gracias a las “Leyes” de Morgan, tendremos
(=((z ¢ A) v (z € B))) & ((=(x & A)) A (=(x € B))).
Por la doble negacién, tendremos
(—((z ¢ A)v(zeB))) < ((zrecA)A(x¢B)).
Y, de nuevo por doble negacién, tendremos

(zed)= (zeB) & (~(-((zred)=(zcB))) & (=(recA)A(r¢B)).
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2.2.1. NST: Cuantificadores (iv)

Finalmente,

AZ B=(-Vz, (r € A) = (x€B))) < (-V,~((x € A) A (x & B))).
Es decir,

A B=& (—Ve,m((r € A)AN(z ¢ B))) < Jz,((x € A)AN(x & B)).

QED
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d, Algunos simbolos adic

Definicién (Existe un tinico)

Se usa un cuantificador de la forma 3! (algunos autores prefieren 3 |), que se
traduce al lenguaje natural por “existe un unico”, y que se define mediante

Jz e X, P(z) =[x € X, P(x)) AP,
donde®

ﬂ = (VfEl € X, Vg € X, ((P(ml) /\’P(xg)) = (.’El = LEQ))

%La necesidad de introducir 3 es artificial: la férmula completa no cabe en una
linea de beamer con este tamano de letra.

| \

Definicién (Contenido estricto)

Dados dos conjuntos A y B diremos que A estd estrictamente contenido en V
y lo respresentaremos mediante A C B si:

(ACB)=(ACB)A(A#B).
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2.2.1. NST: Extensionalidad, Algunos simbolos adicionales

* Algunos autores usan C en ese caso, y para no confundirse, se debe

preguntar si C es lo mismo que C o que C, en evitacion de confusiones.
* Notese que € no es lo mismo que .

=

*Si A C B se suele decir que A es un subconjunto propio de B.

Contraejemplo

Dada una propiedad P que afecta a diversos tipos de objetos, dar un ejemplo
en el que esa propiedad no se verifica suele denominarse dar un
Contraejemplo. La existencia de un contraejemplo se expresa, en ocasiones,
mediante “En general no es cierto...” y la demostracion de esa frase es,
precisamente, mostrar un contraejemplo.

Asi, por ejemplo, el valor (0,1) es un “contraejemplo” de la propiedad La
formula X1 V (=X2) es una tautologia”.

Del mismo modo, admitiendo la prueba que vimos en clase, v/2 es un
contraejemplo para la propiedad:

R CQ,

que se vuelve falsa y se convierte en R ¢ Q por la existencia de v/2 € R.
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2.2.1. NST: Extensionalidad (iii)

La siguiente nocion a definir seria la “igualdad entre conjuntos”. Asi surge el

Extensionalidad (Igualdad de Conjuntos)

Dos conjuntos A y B se dicen iguales si tienen los mismos elementos.
enotaremos la igualdad de conjuntos mediante A = B y escribiremos A # B si
son distintos. Es decir, A y B son iguales si y solamente si se satisface:

[A=B|=[Vz, (xt€ A) & (x € B)].

Mientras que
[A# B]=[3z, (xr€ A) @ (z € B)].

Sin usar cuantificadores, también podemos escribir la nocién diciendo

(A=B)=((AC B) A (B C A)).
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2.2.1. Propiedades elementales de la Inclusién

Se verifica:

* Propiedad Reflexiva: Para cada conjunto A se tiene A C A.

También es cierta para la igualdad: Para cada conjunto A se tiene A = A.

L.M. Pardo

(unican)
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2.2.1. Propiedades elementales de la Inclusién

Se verifica:
* Propiedad Reflexiva: Para cada conjunto A se tiene A C A.

También es cierta para la igualdad: Para cada conjunto A se tiene A = A.
* Propiedad Transitiva: Dados tres conjuntos A, B y C se tiene que

(ASB)A(BCC)) = (ACC)).

También es cierta para la igualdad:

(A=B)A(B=C)) = (A=C)).
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2.2.1. Propiedades elementales de la Inclusién

Se verifica:
* Propiedad Reflexiva: Para cada conjunto A se tiene A C A.

También es cierta para la igualdad: Para cada conjunto A se tiene A = A.

* Propiedad Transitiva: Dados tres conjuntos A, B y C se tiene que
((ASB)A(BCC)) = (ACC)).

También es cierta para la igualdad:

(A=B)A(B=C)) = (A=C)).

* Propiedad Anti-simétrica de la Inclusién:

((ASB)A(BC A) = (A=B)).
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2.2.1. Propiedades elementales de la Inclusién

Se verifica:
* Propiedad Reflexiva: Para cada conjunto A se tiene A C A.

También es cierta para la igualdad: Para cada conjunto A se tiene A = A.

* Propiedad Transitiva: Dados tres conjuntos A, B y C se tiene que
((ASB)A(BCC)) = (ACC)).

También es cierta para la igualdad:

(A=B)A(B=C)) = (A=C)).

* Propiedad Anti-simétrica de la Inclusién:

((ASB)A(BC A) = (A=B)).

* Propiedad Simétrica de la Igualdad:
(A=B) & (B =4)).
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2.2.2. NST: Existencia del Conjunto V

2.2.2. NST: Existencia del Conjunto Vacio.
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Axioma de Existencia del Conjunto Vacio

Existe un conjunto que no posee ningin elemento. Formalmente,

X, Vz, (z € X).
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2.2.2. NST: Conjunto Vacio

Axioma de Existencia del Conjunto Vacio

Existe un conjunto que no posee ningin elemento. Formalmente,

X, Vz, (z € X).

Proposicién (Unicidad del Conjunto Vacio)

Hay un inico conjunto vacio y es subconjunto de todo otro conjunto.

Dem.- Sea X un conjunto que satisface
Vo, (x & X).
Entonces, para cualquier otro conjunto A, la siguiente implicacién es cierta:
(xeX)= (x € A).
(Recordemos que si la hipétesis es falsa, la implicacién es cierta) Por tanto

Ve, (€ X)= (x € A)) = [X C A].
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2. NST: Conjunto Vacio

Por tanto, se tiene que para todo conjunto A X es subconjunto de A.

Dados X e Y cualesquiera dos conjuntos que satisfacen la férmula que los
define como conjuntos vacios.

Entonces, X CY (por ser X vacio e Y conjunto) y Y C X (por ser Y vacio y
X conjunto).

Por Extensionalidad, tendremos X =Y y hay un tnico conjunto vacio.

QED

* Notacién: Por tradicién se usa la notacién () para denotar ese inico
conjunto vacio y se tiene que, para cualquier conjunto A:

0 C A
y, por tanto,

VA, A conjunto, (4 C Q)= (4A=10).

Por el Axioma, también se tiene:

YV, (z & 0).
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2.3. NST: Especificacién de Conjuntos

2.3. NST: Especificacion de Conjuntos
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2.3.1. NST: Especificacién de Conjuntos, Extension.

2.3.1. Especificacién por “Extension”




2.3.1. NST: Especificacién de Conjuntos (i)

Aunque se separaran en distintos axiomas, resumamos los elementos de
especificacion de la Teoria de Conjuntos “naive” en los siguientes:

= Existencia de dtomos: Dado un elemento b, denotamos por {b} el

conjunto que contiene a b como unico elemento. Es decir, se verifica:

e bhe {b},

o Vx,(z € {b}) & (x =0).
Noétese que este axioma de NST presupone que podemos interpretar la
igualdad de elementos de un conjunto dado o, equivalentemente, que
admitimos la especificacién del conjunto {b} formado por el elemento b.
Es decir, tendremos que dos objetos a y b son iguales si y solamente si se
tiene (b € {a}) A (a € {b}) que se denotard por a = b.

« Existencia de Unién de Atomos: Dados dos elementos a v b,
denotamos por {a, b} el conjunto que contiene a los elementos a y b. Se
verifica:

e ac{a,b}, be {a,b},
o Vz, (v €{a,b}) & ((x=a)V(r=0)).
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2.3.1. NST: Especificacién de Conjuntos (ii)

Definicién de conjuntos por extension

Se trata de la descripcién de un conjunto por la escritura de todos sus

elementos, separados por “,” y entre paréntesis. A modo de ejemplo:

A= {a,e,i,ou}, S:={0,1}, D:={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},
T = {A7 I:|7 O7 <>}7 E = {a7 B? 67 777 L7 w}'

[a=0] = ((a € {b}) A (b € {a})).

{a,a} = {a}.

L.M. Pardo (unican)
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2.3.2. NST: Especificaciéon de Conjuntos, Comprensién.

2.3.2. Especificaciéon por “Comprension”




T: Especificacién de Conjuntos (iii)

Obviamente, no todos los conjuntos se pueden “descibir” mediante el simple
listado de sus elementos. Cuando hablamos de N escribimos

N:={\I,II,1II,..}.

Se sobre-entiende, pero no es muy correcto. Por eso se introduce la
especificacién de conjuntos por comprensién o por “condicién satisfecha” o
por “férmula”...

Admitiremos férmulas o expresiones de la forma .#(x) que se pueden
interpretar en elementos, descritos con una “variable” x que no esta afectada
por ningin cuantificador. Pero no entraremos en detalles precisos sobre las
“cualidades” exigibles a . (por eso es “naive”). Nos conformamos con que se
pueden escribir...
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2.3.2. NST: Especificacién de Conjuntos (iii)

Especificacion, Axioma de Especificacion

Sea A un conjunto y .(x) una condicién (o férmula) que contiene una
variable x no afectada por cuantificadores y interpretable en elementos de A.
Entonces, el conjunto de los elementos de A que hacen que .¥ sea cierta es un
conjunto, subconjunto de A:

B:={zecA: Sz}

Diremos que B es descrito por comprensién a partir de los elementos de A.

* Ejemplos:

B:={ze€{0,1} : (z#1)} ={0}.
Si A es el alfabeto latino,

B:={x €A : x esvocal} = {a,e,i,o,u}.
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2.3.3. Operaciones Clasicas: Unidn, Interseccién, Complementario, etc.

2.3.3. Operaciones Clasicas: Unién, Interseccién, Complementario,
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Otros ejemplos de Especificacién sencilla:

*Unidén de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos By C,
el siguiente también es conjunto:

BUC:={ze€A: (xeB)V(xel)}.
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3. NST: Especificacién: Unién, Inte

Otros ejemplos de Especificacién sencilla:

*Unidén de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos By C,
el siguiente también es conjunto:

BUC:={ze€A: (xeB)V(xel)}.

{a, b} = {a} U {b}.
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2.3.3. NST: Especificacién: Unién, Interseccién

Otros ejemplos de Especificacién sencilla:

*Unidén de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos By C,
el siguiente también es conjunto:

BUC:={ze€A: (xeB)V(xel)}.

{a, b} = {a} U {b}.

*Interseccién de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos B
y C, el siguiente también es conjunto:

BNnC:={zxe€A: (zeB)A(xel)}.
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2.3.3. NST: Especificacién: Unién, Interseccién

Otros ejemplos de Especificacién sencilla:

*Unidén de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos By C,
el siguiente también es conjunto:

BUC:={ze€A: (xeB)V(xel)}.

{a, b} = {a} U {b}.

*Interseccién de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos B
y C, el siguiente también es conjunto:

BNnC:={zxe€A: (zeB)A(xel)}.

{0} n{1} =0.
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3. NST: Especificaciéon: Unién, Interseccion

Otros ejemplos de Especificacién sencilla:

*Unidén de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos By C,
el siguiente también es conjunto:

BUC:={ze€A: (xeB)V(xel)}.

{a, b} = {a} U {b}.

*Interseccién de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos B
y C, el siguiente también es conjunto:

BNnC:={zxe€A: (zeB)A(xel)}.

{0} n{1} =0.

*Diferencia Simétrica de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos
subconjuntos B y C, el siguiente también es conjunto:

BAC:={zxe€A: (reB)®(zeC)}.
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, Complementario

*Diferencia de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos B y
C, el siguiente también es conjunto:

B\C:={z€A: (z€B)A(z&0)}
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3. NST: Especificacién: Diferencia nplementario

*Diferencia de subconjuntos: Dado un conjunto A y dos subconjuntos B y
C, el siguiente también es conjunto:

B\C:={z€A: (z€B)A(z&0)}

BAC=(B\C)U(C\B)=(BUC)\ (BNC).

* Complementario: En el caso en que tengamos fijado el conjunto
“ambiente” A, dado un subconjunto B, llamamos complementario de B al
conjunto

B:=A\B={zxcA: (z ¢ B)}
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2.3.3. NST: Especificacion: Algunas Propiedades Basicas

Dados A, B, C subconjuntos de un conjunto X se tiene:
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2.3.3. NST: Especificacion: Algunas Propiedades Basicas

Dados A, B, C subconjuntos de un conjunto X se tiene:

* Unién, Interseccion y diferencia simétrica son Asociativas:
(AU(BUC))=((AuB)UC), (ANn(BNC))=(AnB)n(C),
(AA(BAC)=(AAB)AC).
* Unidn, Interseccién y diferencia simétrica son Conmutativas:
(AUB)=(BUA), (AnB)=(BnA), (AAB)=(BAA).

* Tdempotencia de U y N, caracteristica 2 de A y doble
complementario:

(AUA)=A, (ANA)=A, (ANA)=0,(A%)° = A.
* Elementos Universales:

(AUX) =X, (AN0) = 0.
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2.3.3. NST: Especificacion: Algunas Propiedades Basicas

Dados A, B, C subconjuntos de un conjunto X se tiene:
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2.3.3. NST: Especificacion: Algunas Propiedades Basicas

Dados A, B, C subconjuntos de un conjunto X se tiene:

* Elementos Neutros:

(ANX)=A, (AUDd)=A, (AAD) = A.
* Propiedades Distributivas:
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC).

AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

AN(BAC)=(ANB)A(ANC).
* Recuperando los Universales:

(ANA)=0,(AUAY) =X, (AN A°) = X.
* “Leyes” de Morgan:

(AUB)® = A°N B°, (AN B)° = A°U B°.
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2.3.4. Limites de la Especificaciéon: Paradoja de Russell
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2.3.4. NST: Especificaciéon: Paradoja de Russell

Aunque no los detallaremos, puesto que estamos en el caso “naive”, debe
asumirse que hay limitaciones en las féormulas .% usadas para especificar

conjuntos. Una de las famosas paradojas muestra un sencillo ejemplo de

especificacién que no sirve.

Paradoja de Russell

Consideremos la clase Universal siguiente:
U :={x : x es conjunto},

es decir, la familia de todos los conjuntos. Entonces, % no es un conjunto.

DEM.— (Ejemplo de “reduccién al absurdo) Siguiendo Especificacién, el
siguiente deberfa ser un conjunto:

Vi={xeWU : x&ux}.

Supogamos que ¥ es un conjunto. Entonces, ¥ € % (porque % contiene a
todos los conjuntos) y quedaria dos opciones:

L.M. Pardo (unican)
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2.3.4. NST: Especificacién: Paradoja de Russell (ii)

» Si ¥V ¢V, entonces ¥ satisface la especificacién y tendriamos que ¥ € 7.

= Si ¥ € ¥, entonces ha de satisfacer la condicién descrita al especificar ¥.
Peroeso significa que ¥ ¢ 7.

En conclusién la expresion (¥ € ¥ no puede ser ni V ni F, contrariamente a
la hipdtesis sobre interpretacion de que x € A ha de ser cierta o falsa. La tnica
salida a esta interpretacién es que % no sea conjunto. QED
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2.3.4. NST: Especificacién: Paradoja de Russell (ii)

» Si ¥V ¢V, entonces ¥ satisface la especificacién y tendriamos que ¥ € 7.

= Si ¥ € ¥, entonces ha de satisfacer la condicién descrita al especificar ¥.
Peroeso significa que ¥ ¢ 7.

En conclusién la expresion (¥ € ¥ no puede ser ni V ni F, contrariamente a
la hipdtesis sobre interpretacion de que x € A ha de ser cierta o falsa. La tnica
salida a esta interpretacién es que % no sea conjunto. QED

* Obs 1.- El argumento usado es un ejemplo primitivo de “reduccién al
absurdo” que no es otra cosa que el uso del contrarreciproco.
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2.3.4. NST: Especificacién: Paradoja de Russell (ii)

» Si ¥V ¢V, entonces ¥ satisface la especificacién y tendriamos que ¥ € 7.

= Si ¥ € ¥, entonces ha de satisfacer la condicién descrita al especificar ¥.
Peroeso significa que ¥ ¢ 7.

En conclusién la expresion (¥ € ¥ no puede ser ni V ni F, contrariamente a
la hipdtesis sobre interpretacion de que x € A ha de ser cierta o falsa. La tnica
salida a esta interpretacién es que % no sea conjunto. QED

* Obs 1.- El argumento usado es un ejemplo primitivo de “reduccién al
absurdo” que no es otra cosa que el uso del contrarreciproco.

* Obs. 2.- La “salida” a la Paradoja de Russell consistird en poner més
cuidado en las especificaciones . (x) que admitimos. En Teoria de Conjuntos
Naive, supondremos la validez de Especificacién, bajo la frase de “poniendo
cuidado con las especificaciones . (x) admisibles porque no todas valen”....
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2.4. Partes de un Conjunto.

2.4. Partes de un Conjunto.
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2.4.1. Existencia de Partes de un Conjunto.
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2.4.1. NST: Partes de un Conjunto (i)

Axioma de “Potencia”.

Dada un conjunto X existe una clase &2 que contiene a todos los subconjuntos
de X.

L.M. Pardo (unican)

e noviembre de



2.4.1. NST: Partes de un Conjunto (i)

Axioma de “Potencia”.

Dada un conjunto X existe una clase &2 que contiene a todos los subconjuntos
de X.

o

Definicién (Partes de un Conjunto)

Dado un conjunto X definiremos la clase de las partes de X como

P(X):={Ac P : ACX}.
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2.4.1. NST: Partes de un Conjunto (i)

Axioma de “Potencia”.

Dada un conjunto X existe una clase &2 que contiene a todos los subconjuntos
de X.

Definicién (Partes de un Conjunto)

Dado un conjunto X definiremos la clase de las partes de X como

P(X):={Ac P : ACX}.

Proposicion

| A

Dado un conjunto X, la lase 2(X) es estable por uniones, intersecciones,
diferencia simétrica, o complementacion. Es decir,dados A, B € P(X) se
tiene que:

AUB,ANB,AAB,A\ B,A° € Z(X).

5\

DEM.- Basta con observar que dados A, B € #(X) los conjuntos descritos
siguen siendo subconjuntos de X. QED
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2. Familias de Subconjuntos.

2.4.2. Familias de Subconjuntos.




2. NST: Partes de un Conjunto, Familias

Definicién (Familias de Subconjuntos)

Se llama familia de subconjuntos de un conjunto X a todo subconjunto
FC A(X).

La especificacién habitual de una familia de subconjuntos de un conjunto dado
suele hacerse mediante subindices y asi suele escribirse

{A; 1 iel} C P(X),

para denotar la familia de subconjuntos de X indiciada por I.
A modo de ejemplo, uno podria elegir distintos tipos de conjuntos de indices
como:
= [:={0,1,...,n} y en este caso se admite escribir {4y, A1,...,A,} en
lugar de {A; : i€{0,1,...n}}.
» ] :=N en este caso conviene usar la notacién estdndar {A4,, : n € N},
aunque se podria aceptar el abuso de lenguaje bajo la forma:

{Ao, A1, Ag, ... Ap,. . )
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2. NST: Partes de un Conjunto (iii)

= En general se puede usar como conjunto de indices I a cualquier conjunto
que se conzoca o se haya definido en algin lugar. Por ejemplo I = R,
1=2,1=C,I=#./C),...

Definicién (Operaciones con familias de subconjuntos)

s Unién de familias: Dada una familia de subconjuntos de X
{4; : i €I} definimos su unidon mediante:

UAi::{xeX c el xe Al
el

s Interseccién de familias: Dada una familia de subconjuntos de X
{A; : i €I} definimos su interseccidn mediante:

(Ai={zeX :Viel, z€A;}.
el
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2. NST: Partes de un Conjunto (iv)

Noétese la “cercania” entre V, U, 3 de una parte, mientras que A, N, V
formando otra “parte”.
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. NST: Partes de un Conjunto (iv)

Noétese la “cercania” entre V, U, 3 de una parte, mientras que A, N, V
formando otra “parte”.

Proposicién (“Leyes” de Morgan generalizadas)

Dada una familia de subconjuntos de X {A; : i € I} se verifica:

c c
Ua| =4 (N4] =4
icl icl icl icl
DEM.- Ejercicio para los alumnos. QED
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2.5. Producto C:

2.5. Producto Cartesiano.
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (i)

Par ordenado frente a conjunto dado por extension:

Definicién (Par ordenado, Kuratowski)

Sean A y B dos conjuntos y sean a € A y b € B. Llamaremos par ordenado al
conjunto definido del modo siguiente:

(a,b) :={a,{a,b}}.

Obsérvense las diferencias entre {a,b} y (a,b). Por ejemplo, {a,b} = {b,a},
mientras que (a,b) = (b,a) si y solamente si @ = b. De ahf la nocién de
“ordenado”.

Definicién (Producto Cartesiano)

Dados dos conjuntos A y B llamaremos producto cartesiano de ambos
conjuntos al conjunto formado por los pares ordenados de elementos de A y B.
Es decir, el conjunto siguiente:

Ax B:={(a,b) : (a€ A)A(be B)}.
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (ii)

Saen A, B,C, D conjuntos. Se tienen las igualdades y desigualdades siguientes:

1. El producto cartesiano no es conmutativo. Fs decir si A B son dos
conjuntos distintos

AXx B# B x A.
2. (ANB)x(CND)=(AxC)N(Bx D).
3. No siempre es cierto que (AU B) x (CUD) = (Ax C)U (B x D).
4. Se verifica:

(Ax C)U(B x D) = ((A\ B) x C) U ((B\ 4) x D)U((AN B) x (CUD)).

5. Distributivas:
Ax (BUC)=(AxB)U(AxCO),
Ax (BNC)=(AxB)N(AxC),
Ax (B\C)=(Ax B)\ (AxQC).
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (iii)

Proposicién

Al Producto cartesiano es asociativo salvo la identificacion siguiente(que
forma parte de la clase de lo que llamaremos biyeccion mds adelante):

Ax (BxC) — (Ax B) xC
(@, (b,¢)) = {a, {a, {0, {b;c}}}} +— ((a,0),¢) = {{a,{a,b}}, {{a, {a, b}}, c}}

* Notacion: Por ello, nos permitiremos escribir (a, b, ¢) en lugar de ((a.b),c) o

(a, (b, c)).
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2.5. NST: Producto Car o de Conjuntos (iii)

Proposicién

Al Producto cartesiano es asociativo salvo la identificacion siguiente(que
forma parte de la clase de lo que llamaremos biyeccion mds adelante):

Ax (BxC) — (Ax B) xC
(@, (b,¢)) == {a, {a, {b,{b;c}}}} +— ((a,0),¢) = {{a,{a,b}}, {{a, {a, b}}, c}}

* Notacion: Por ello, nos permitiremos escribir (a, b, ¢) en lugar de ((a.b),c) o

(a, (b, ¢)).

Definiciéon (Producto Cartesiano de una familia numerable

de conjuntos)

Dada una familia numerable de conjuntos {A; : i € N}, definimos:
L] H?:O Az = AQ

. ngo A; = Ag x Ay (el porducto cartesiano formado por los pares
ordenados)

» Paran>2, [ A = (H?;Ol Ai) x A,
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2.5. NST: Producto C

Para no hacer una notacién compleja innecesariamente (con los muchos
paréntesis) escribiremos los elementos de []!" ; A; mediante

n

(agy ... an) = (... ((ag,a1)y...,an-1),a,) € HAi'

=0

Definicién (Producto Cartesiano de un conjunto consigo

mismo)

Dado un conjunto A, definimos:

» A% :={\}, donde X es la “palabra vacia” y es la misma para cualquier
conjunto.

» Al := A que se denominan “palabras de longitud 1 sobre el alfabeto A.

s Paran>2, A" .= (A"_l) X A, cuyos elementos se denominan palabras
de longitud n sobre el alfabeto A.
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (iv)

Definicién (Palabras, Lenguajes)

Llamaremos conjunto de palabras sobre el alfabeto A al conjunto:

4= | An

neN

Y llamaremos lenguaje sobre el alfabeto A a cualquier L € Z2(A*) (es decir a
cualquier subconjunto L C A*.

*Ejemplos:
= Uniendo al alfabeto latino A := {a, b, ¢, d, ...} los acentos, definamos
Ay :=AU{", ", "}. Entonces, los siguientes son lenguajes
Ly :={x € A] : x es un texto de la gramética espaniola} C A7.
Ly :={x € A] : x es un texto de la gramética francesa} C A7.
L3 :={x € A] : x es un texto de la gramética inglesa} C AJ.
Pero el siguiente no sera un lenguaje sobre Aj:

Ly :={x € A7 : x es un texto de la gramédtica alemana} ¢ Aj.
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (v)

*Ejemplos (cont.):

= Si ¥ es el alfabeto del Célculo Proposicional el lenguaje F de las formulas
bien formadas es un lenguaje L C ¥*, pero L # ¥*.

= Cada nuimero natural se puede representar mediante una palabra en
{0,1}*. Pero un ntimero natural podrian tener muchas representaciones.
Inventa un lenguaje que permita una representacién tnica de los
naturales y que permita escribir N C {0, 1}*, con N # {0, 1}*.

*Terminologia: Tomando A =7, A=Q, A=R o A = C,los alumnos estian
habituados a manejar palabras de longitud n en cada uno de esos alfabetos.
En estos casos, la tradicién mantiene el término “vector” (o lista de
coordenadas) en lugar de “palabra” para designar a los objetos de Z", Q™, R"
o C". En estos casos, cuando n = 0 la palabra vacia se representa mediante 0,
escribiendo Z° = Q" = R” = CY = {0}. Tendremos que profundizar en grupos
abelianos para entender de dénde viene.
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2.5. NST: Producto Cartesiano de Conjuntos (v)

*Ejemplos (cont.):

= Si ¥ es el alfabeto del Célculo Proposicional el lenguaje F de las formulas
bien formadas es un lenguaje L C ¥*, pero L # ¥*.

= Cada nuimero natural se puede representar mediante una palabra en
{0,1}*. Pero un ntimero natural podrian tener muchas representaciones.
Inventa un lenguaje que permita una representacién tnica de los
naturales y que permita escribir N C {0, 1}*, con N # {0, 1}*.

*Terminologia: Tomando A =7, A=Q, A=R o A = C,los alumnos estian
habituados a manejar palabras de longitud n en cada uno de esos alfabetos.
En estos casos, la tradicién mantiene el término “vector” (o lista de
coordenadas) en lugar de “palabra” para designar a los objetos de Z", Q™, R"
o C". En estos casos, cuando n = 0 la palabra vacia se representa mediante 0,
escribiendo Z° = Q" = R” = CY = {0}. Tendremos que profundizar en grupos
abelianos para entender de dénde viene.

En informdtica se llaman simplemente listas (y se corresponde al tipo
abstracto de datos 1ist).
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