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* La Matemética es la consecuencia ineludible de la innata necesidad
humana de conocer la “verdad inmutable”...

* La Matemadtica no es ni la resolucién de problemas de concurso (Olimpiadas)
ni el concurso supremo para distinguir a los mds inteligentes (Napoleén). Es
un edificio (un poco excesivo en nuestros dias) con algunas verdades
demostradas, muchas preguntas no respondidas y una obra colectiva
de intercambio de ideas.

* Las otras Ciencias (o pseudo-ciencias) intentan simular esa inmutabilidad
para paliar sus propias inseguridades usando (en ocasiones de modo muy
incompleto) la herramienta matemética. No siempre con éxito.

* La “verdad” es esquiva y dificil de alcanzar. Por eso la Matemdtica se armé
de una serie de herramientas basicas a partir de las cuales levantar esa
hiper-catedral gética.
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S usan ....

* Una forma estructurada de presentar sus resultados (desde
Euclides, el compilador, s. III adC):

= Abstraccion: Por encima de la causistica o la acumulacién de datos sin
relacién (o con mera relacién estadistica). A veces con la consecuencia de
acumular abstraccién sobre abstraccion hasta llegar a cumbres dificiles de
alcanzar a lo largo de una vida. No conviene desesperar...

= Nociones precisas: Definicidn...ejemplos, contraejemplos

= Afirmaciones precisas (enunciados):Clasificados en Lema,
Proposicion, Teorema, Corolario.

= Demostracion : La herramienta esencial es la Deduccién que debe ser
entendible por otras personas formadas y pueden verificar /reproducir su
correctitud.
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1.1.1. Lenguajes Formales

1.1. Lenguajes Formales




1.1.1. Matemaéticas usan Lenguajes Formales

* Uso masivo del Lenguaje Formal.

s Los lenguajes formales se usan en Matemadticas, Computacion (Java,
C++, Python,...), Biologifa ( GATCU,..ADN, ARN,...), Lingiiistica.

= Difieren de los Lenguajes Naturales en su estabilidad en el tiempo, su
relativa independencia al uso individual, priorizando el entendimiento
colectivo y, sobre todo, en la precisién de su sintaxis, semantica y reglas
deductivas.

* En los anos 50 del pasado siglo, el famoso matemaético y lingiiista Noam
Chomsky intenté modelizar los lenguajes naturales (inglés, espafiol,
ruso, etc.) mediante su estructura como lenguaje formal. Fracasé en
sus propuestas (un tanto excesivas). A cambio dej6:

= Los fundamentos de los Lenguajes de Programacion modernos y los
Compiladores e Intérpetes (con su clasificacién de lenguajes).

= Un movimiento literario Oulipo' en Francia cuyos resultados son
extraordinariamente estéticos.

IR. Queneau, F. Le Lionnais, G. Perec, I. Calvino,...
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1.2. Lenguajes Formales: Elementos Bas

1.2. Elementos Basicos de Lenguajes Formales:

. . Sintaxis. L
N intuitivo, Calculo Proposicional
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. Lenguajes Formal

A diferencia de los lenguajes naturales, los lenguajes formales tienen Sintaxis
“a priori”:

Sintaxis

Elementos y Reglas que definen los objetos admisibles (o bien formados) del
lenguaje:

= Alfabeto: Una familia finita® de simbolos.

= Palabras: “Listas” de simbolos del alfabeto.

= Reglas Sintacticas: reglas de construccion de algunas palabras que se
consideran bien formadas para ese lenguaje formal.

%Aunque aun no hayamos definido “finito”, admitamos este forma de hablar
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Ejemplos de Alfabeto

= Alfabeto Latino: {a,b,c,d,e,..., z}
Ejemplos de “palabras”: Cualquier subtexto de El Quijote, Les
Misérables, Ulysses,..

= Alfabeto Griego: {«,,7,...,w}.
Ejemplos de “palabras”: Cualquier subtexto de 'IAté&(, Ocoyovia,...

= Alfabetos Cirilico, Hebreo, Arabe, Mandarin, Jeroglifico, ...
» El alfabeto de la “vida”: {G,A,T,C,U}...

= Alfabeto ASCII: Equivalente al teclado de un ordenador...listas de ocho
digitos sobre el alfabeto {0,1}...

*Reglas Sintdcticas: Las propias de cada una de las lenguas.

Obsérvese, por ejemplo, que el inglés, el francés, el espanol y el aleman
esencialmente coinciden en alfabeto....pero sus Reglas sintacticas son
distintas... con un mismo alfabeto y un mismo conjunto de palabras,
las reglas sintacticas distinguen las palabras admisibles de un
lenguaje de las de otro.
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1. Numeros Naturales (i)

* L. Kronecker: “Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere
ist Menschenwerk.

La Humanidad Comieza su historia con el alfabeto “digital”: ¥ := {I}.

Las palabras son repeticiones del simbolo I:
LI IILIIII,....

Hay una palabra especial que seria la palabra que no tiene ningtin simbolo: La
palabra vacia que denotaremos por .

Definicién (Ntmeros Naturales Intuitivos)

Los nimeros naturales son todas las palabras escritas sobre un alfabeto unario.
Representamos por N ese lenguaje y viene dado por:

N:={\I,II,III,1III,...}.

24Los ntimeros enteros nos fueron dados por Dios, el resto es obra Humana”
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1.2.1. Numeros Naturales: Observacién Histérica (ii)

* Los Romanos no avanzan mucho: hacen sus calculos con ese alfabeto...o
variaciones

Romanos := {I,V, X, LC, D, M }.

* El “descubrimiento” de la palabra vacia (hoy lo identificamos con el 0 en el
caso N) no fue inmediato.

Cuando Anaxdgoras llega a Atenas (hacia 483 a.C.)observa que los griegos
desconocen el cero !.

Alumnos suyos como Socrates, Pericles, Demdcrito... no sienten vergiienza en
reconocer que no saben multiplicar.

;Dénde esta la dificultad?
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1.2.1. jOperar con el alfabeto unario?

Parece fécil operar con:
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1.2.1. jOperar con el alfabeto unario?

Qué pasaria si...
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1. ;Operando?

Pongamos 98 palotes arriba y 82 palotes abajo...
Necesitariamos una superficie proxima al metro cuadrado

No quisiera imaginar si tenemos detectar “errores de calculo” en esa superficie
de 1 m2.

o ©
N 0o
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1.2.1. Guarismos...

En la India tenian un sistema mucho mas avanzado de representacién de los
numeros naturales:
Guarismos (traidos a Europa por quien nos trajo el Algebra):

GOOLI0

SO0
OOOC

W
2

Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi
¥ :={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
De ninos sabiais: Los niimeros naturales serian palabras sobre ese alfabeto.

i Por qué ambas formalizaciones representan el mismo objeto?
Axiomas de Peano
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1.2.2. Célculo Proposicional (02/10/2018)

El Calculo Proposicional
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Calculo Proposicional...Alfabeto

Alfabeto

El alfabeto del Calculo Proposicional es la familia dada por los objetos
siguientes:

» Constantes: {0,1}.
» Variables: {Xo, X1, Xo,...,...}*

= Conectivas: {V, A, —} con los nombres siguientes:

e V se denomina disyuncién
e A se denomina conjuncion
e — se denomina negacion

» Simbolos Auxiliares (paréntesis): {(,)}

%La representacién X, es una abreviatura de X|[n] donde n es la lista unaria de
n simbolos I y necesitamos los simbolos auxiliares [ y |.

A priori, se admite cualquier palabra sobre ese alfabeto:

)10X3X0 V /\)XQ(
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1.2.2. Calculo Proposicional...Reglas de la Sintaxis

Reglas Sintacticas

= Atomos: Son dtomos las constantes y las variables.

s Férmulas del Célculo Proposicional: Son férmulas todos los dtomos
y todas aquellas férmulas generables por las reglas siguientes:

e Si vy 8 son férmulas, también es férmula:

(aVB).

e Si oy 8 son formulas, también es férmula:

(a D).

e Si o es férmula, también es férmulas:

(—a).
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1.2.2. Calculo Proposicional... Abreviaturas

Para describir cualquier formula del Calculo Proposicional bastan los simbolos
del alfabeto ya descrito.
Pero a veces se usan abreviaturas como las siguientes:

Algunas Abreviaturas

Podemos usar las siguientes abreviaturas:

Implicacién: Se escribe (o — ) en lugar de ((—«) V (3), para férmulas «
y B.

Equivalencia: Se escribe (a <+ 3) en lugar de (((—a) V 8) A (a V (=5))),
para férmulas a y 8%

Disyuncién exclusiva (XOR): Se escribe (o @ [3) en lugar de

((a A (=B)) V(B A (—«))) para férmulas o y 5.

(Puerta) NAND: (En Electrénica Digital) se escribe NAND(a, 3) en
lugar de (—(a A B)), para férmulas « y S.

(Puerta) NOR:(En Electrénica Digital) se escribe NOR(«, ) en ugar
de (—(a Vv 3)) para férmulas o y £.

Nétese que equivalencia es una abreviatura de ((a — B8) A (e — B)).
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Calculo Proposicional...Andlisis Sintactico

No todas las palabras sobre nuestro alfabeto son férmulas.

* Observacidén: Las férmulas del Célculo Proposicional han sido definidas
mediante la forma en que se generan. Debemos analizarlas...

Analisis Sintactico del Calculo Proposicional
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1.2.3. Célculo Proposicional, Arboles de Generacién de Férmulas (i)

* Arbol (sintactico) de Generacién de férmulas Sea define mediante la
siguiente regla recursiva:

Sea @ una férmula y T'(®) su arbol de formacién.
— Si ® es una constante ® = C' con C en {0, 1}, entonces su arbol T(®) tiene

la forma:
T(®)=C

— Si ® es una variable ® = X, entonces su drbol T'(®) tiene la forma:
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1.2.3. Calculo Proposicional, les de Generacién de Férmulas

Definicién (Férmula Bien Formada del Célculo
Proposicional)

Una palabra sobre el alfabeto del Cdlculo Proposicional es una formula bien
formada si posee un drbol de generacion como formula.

Problema (Anélisis Sintactico)

Disenia un algoritmo que realice la tarea siguiente:
Dada una palabra sobre el alfabeto del Cdlculo Proposicional, decidir si la
palabra es una formula o no® construyendo su Arbol Sintdctico de Generacion.

%iLa clave esta en los paréntesis!
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico Ejemplos (i)

* Ejemplo 1.-
(Xin(X2V(—X3)))-

Tiene buena pinta como fémula bien formada. Y el arbol seria el siguiente:
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico Ejemplos (i)

* Ejemplo 1.-
(Xin(X2V(—X3)))-

Tiene buena pinta como fémula bien formada. Y el arbol seria el siguiente:
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico Ejemplos (i)

* Ejemplo 1.-
(Xin(X2V(—X3)))-

Tiene buena pinta como fémula bien formada. Y el arbol seria el siguiente:

X1
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico Ejemplos (i)

* Ejemplo 1.-
(Xin(X2V(—X3)))-

Tiene buena pinta como fémula bien formada. Y el arbol seria el siguiente:

X1

Xo
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico Ejemplos (i)

* Ejemplo 1.-
(Xin(X2V(—X3)))-

Tiene buena pinta como fémula bien formada. Y el arbol seria el siguiente:

X1
Xo

X3
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Calculo Proposicional, Ané intactico, Ejemplos (ii)

* Ejemplo 2.- Elijamos un ejemplo un poco mas lioso
(XaA(~X2)) V(XA (2X4))) A (- X3))

El arbol seria:
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico, Profundidad de una Conectiva (i)

(03/10/2018)

iLos Paréntesis son esenciales!

Profundidad, Alcance, Antecesores y Sucesores

Definicién (Profundidad de una Conectiva)

Sea ® una formula del Cdlculo Proposicional. Sea v una concetiva que aparece
en ® (i.e. un objeto de la familia {—,V,A}). Se denomina profundidad de la
conectiva v en ® a la diferencia:

N] — N27

donde Ny es el nimero de paréntesis abiertos (“izquierdos” o () y No es el
nimero de paréntesis cerrados (“derechos” o) ) que aperecen leyendo de
izquierda a derecha en ® hasta llegar a leer v.
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3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintdctico, Profundidad (ejemplos) (ii)

*Etapa 1 del Analisis Sintactico en CP: Hallar la profundidad de cada
conectiva de las formulas.

* Ejemplo 1.-
(X1N(X2V(—X3))).

(XA B (Xpv @ (= B x3))).

* Ejemplo 2.-
(XA (=X2)) V(XA (= X4)))AN (- X35))

(K14 O (= D X))y O Xz B (= DX)))A O (= O Xy))

Definicién (Profundidad de una Férmula)

Llamamos profundidad de una formula al mdzimo de las profundidades de sus
conectivas. Decimos que los dtomos tienen profundidad cero.
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Jdlculo Proposicional, Andlisis Sintac Alcance de una Conectiva (i)

Alcance de una Conectiva

Sea ® una férmula y v una conectiva que aparece en ®. llamaremos alcance a
las subférmulas de ® comprendidas entre los dos paréntesis determinados por
v. Es decir,

= Siv=Vy ® tiene la forma

= (...(aVB)...),

decimos que el alcance son las subférmulas a y 5.

s Siv=Ay ® tiene la forma

D= (...(aNB)...),

decimos que el alcance son las subférmulas a y (.

s Siv=-y ® tiene la forma

= (...(a)...),

decimos que el alcance es la subférmula a.
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1.2.3. Célculo Proposicional, Analisis Sintdctico, Alcance, Ejemplo:

* Ejemplo 1.-
(X1 A (X2V(2X3))).

Destaco sus paréntesis asociados:

(X1 A (X2V(=X3))).
El alcance de V son las subférmulas:
Xo, (0 X3).
Si elijo otra conectiva y sus paréntesis:
(X1 A (X2 V (=X3))).
El alcance de = es la subférmula:

X3.
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s Sintactico, Alcance, Ejemplos (ii)

* Ejemplo 2.- Si elijo la conectiva
(X1 A (= X2)) V(X5 A (2X4))) A (2 X3))
Destaquemos sus paréntesis:

(X1 A (2 X2))V(X5 A (X)) A (2 X3))

Luego el alcance de V son las subférmulas:

(X1 A (=X2)), (X3 A (X))
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico, Antecesores (i)

Sea v una conectiva en una formula ® del Cdlculo Proposicional. Sean o una
formula en su alcance. Llamaremos antecesor de v en o a:

w Siao=C es un dtomo, el antecesor de v en « es el propio dtomo:
Ant(v,a) = C.

= Sia mo es un dtomo, el antecesor de v en « es la conectiva de menor
profundidad 1 en «:
Ant(v, o) = p.

Diremos que v es el sucesor de cada uno de sus antecesores.

*Observacion: Si « no es un atomo, y si v tiene profundidad ¢ en la férmula
original @, entonces su antecesor en a Ant(v, ) tiene que tener profundidad
v+ 1.

L.M. Pardo (unican) 30 de octubre de 2018



Célculo Propo nal, intactico, Algoritmo (i) 03/10/2018

Algoritmo?® de Anélisis Sintéctico en C.P.*

INpUT: Una palabra ® sobre el alfabeto del Célculo Proposicional.

Calcular (y guardar) la Profundidad de cada una de las conectivas en ®.
Hallar /7 := profundidad de ®.

if £ =0, ® es 4tomo o no es formula. OuTPuT: ® 0 “NO ES Férmula”
else asignar profundidad ¢ 4 1 a todas variables y constantes en ®.

1:=1

Para la conectiva v de profundidad 1, introducir un nodo de la forma:

Continua

3La palabra Algoritmo := Abu Abdallah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi
4Comentario: Omitimos describir los casos de QUTPUT: ERROR para no oscurecer el
algoritmo: Casos en los que un paso enfrenta una inconsistencia.
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico, Algoritmo (ii)

while : < ¢ do
Para cada nodo determinado por una conectiva v(i) do
Hallar su alcance y sus antecesores.
Para cada antecesor p de una conectiva v(i) do:

if u es una conectiva, introducir un nodo de la forma:

else if ;1 := X es una variable o una constante, revisar si ya

existe un nodo de la forma X (¢ + 1). Si no existe afnadirlo.
fi

Anadir todas las aristas orientadas —
conectando cada nodo antecesor con su sucesor.

od
=1+ 1
return
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1.2.3. Célculo Proposicional, Andlisis Sintactico, Algoritmo (iii)

Borrar las profunidades de todos los nodos.
OutpuT: El Arbol de Generacién de la Formula.
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. Célculo Proposicional, Algoritmo, Ejemplos

Analizar los Ejemplos:
* Ejemplo 1.- Con profundidades

(X1A (1)(X2\/ (2)(ﬁ (3)X3))).

* Ejemplo 2.- Con profundidades

(XA O (= DXa))v O Xz B (= DX))A O (= D Xy))
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dlculo Proposicional, Seméntica

1.3. Elementos Basicos de Lenguajes Formales:
Semantica
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1. Semaéntica, Interpretaciones, Tautologia:

* Semdantica: Los mecanismos de asignacion de significados a fin de
determinar la Verdad.

* Verdad: La verdad es un valor subjetivo. No es admisible que la
interpretacién (y, por ende, la verdad o falsedad de una aseveracién) carezca
de reglas...En ese caso, caemos en las Fake News® y en la Post-Truth®. En
Ciencia, y en especial en Matematicas, ni Noticias Falsas ni Post-verdad son
aceptables.

* Interpretacién Valida : Reglas, normalmente recursivas o algoritmicas,
que permiten interpretar aseveraciones escritas en un Lenguaje Formal, con
orientacién a la asignacion de valores de Verdad o Falsedad.

* Dominio: La “clase” (como sinénimo de conjunto) que contiene a las
constantes y donde las variables de una férmula toman significado.

* Tautologia: Férmula de un lenguaje formal que es verdad para cualquier
Intrepretacién Valida.

5 Afirmaciones falsas que, repetidas “1.000” veces, pretenden transformarse en verdaderas.
6 Alteracién o interpretacién de los hechos que transforman un hecho cierto en un hecho
dudoso o, inclus, directamente falso.
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1.3.2. Seméntica del Célculo Proposicional (i) (04/10/2018)

1.3.2. Semantica del Céalculo Proposicional
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1.3.2. Seméntica del Cdlculo Proposicional (iii) (04/10/2018)

* Dominio: en el que serén interpretadas las variables es el formado por los
simbolos V (Verdad) y F (Falsedad): {V,F}.
* Por simplicidad de la notacién, se prefiere el uso de 1 en lugar de V y 0 en
lugar de F.
* Variables involucradas de una férmula del C.P.: Dada una férmula @,
llamaremos variables involucradas en ® a cualesquiera de las variables X},
usadas para escribir .
*Notacién: Escibiremos ® (X, ..., X,,) para denotar una férmula del Célculo
Proposicional ® tal que en su escritura no se usa ninguna variable que no esté
en la lista siguiente:

Xo, oo, X
* Observacién: Nétese que dadas dos férmulas ® y ©, siempre podemos
encontrar una lista de variables admisibles para ambas. Es decir, siempre hay
un ndmero natural n € N tal que podemos escribir ®(Xy,..., X,,) y
O(Xo, ..., Xn).

* Interpretaciones Admisibles para una Férmula del C. P.: Dada una
féormula @ (X, ..., X,,) llamaremos interpretaciéon admisible a cualquier lista

€= (EUv cee 7677.)7
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emantica del C. P.,

Interpretacion de las constantes

Dada una interpretacién cualquiera e (de cualquier longitud) y dada una
constante C, la interpretaciéon de la constante en €, que escribiremos como
C'(e), viene dada por las reglas siguientes:

w 1(e) =1
= 0(e):=0

| \

Interpretacién de las variables
Dada una interpretacién cualquiera € = (g, . ..,&,) y dada una variable Xy,
diremos que

= Si k > n, entonces X no tiene interpretacién en &

s Si 0 <k <n, entonces X, posee interpretacién en e, que denotaremos
mediante X} (¢) y viene dada mediante:
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1.3.2. Semdntica del C. P., Férmulas No Atémicas (i)

Interpretacion a partir de disyuncion

Dada una férmula del C.P. ®(Xy,...,X,,) y una interpretacién admisible
cualquiera € := (eg,...,&p), sSupongamos que la conectiva de menor
profundidad es una disyuncién V. Es decir, supongamos que ® tiene la forma:

CI)(X(), oo .,Xn) = ((I(X(), SN .Xn) V ﬂ(X(), ey Xn)) .

Entonces ®(g) queda determinado mediante la regla expuesta en la tabla:

Lale) [ B@) | 2() |
0 ] 0 ] 0
0 | 1 | 1
T | 0 | 1
T | 1 | 1

Es decir, si cualquiera de las interpretaciones a(g) o B(g) es 1 (sin exlcusién
entre ellas), entonces ®(¢) = 1% En otro caso, ®(¢) = 0.

%De ahi la costumbre de “interpretar” V como “o no exclusivo”.
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1.3.2. Semadntica del C. P., Férmulas No Atémicas (ii)

Interpretacion a partir de conjuncién

Dada una férmula del C.P. ®(Xy,...,X,,) y una interpretacién admisible
cualquiera € := (eg,...,&p), sSupongamos que la conectiva de menor
profundidad es una conjunciéon A. Es decir, supongamos que ® tiene la forma:

CI)(X(), oo .,Xn) = ((I(X(), SN .Xn) VAN ﬂ(X(), ey Xn)) .

Entonces ®(g) queda determinado mediante la regla expuesta en la tabla:

Lae) [ Ble) [ () |
1

0
0
0

0
0
1
1

k=l e

Es decir, se necesita que tanto a(e) como [(g) sean 1 (ambas), para tener
®(e) = 1. En otro caso, ®(g) = 0.

(7}

%De ahi la costumbre de “interpretar” A como la conjuncién copulativa “y”.
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Interpretacion a partir de negacién

Dada una férmula del C.P. ®(Xy,...,X,) y una interpretacién admisible
cualquiera € := (eg,...,&p), supongamos que la conectiva de menor
profundidad es una negacién —. Es decir, supongamos que ® tiene la forma:

(I’(X(), BN ,Xn,) o= (‘\CM(X(), BN Xn)) .
Entonces ®(g) queda determinado mediante la regla expuesta en la tabla:

[ale) [ 2() |
0
1

Ol =

Es decir, ®(¢) =1 cuando a(e) =0y ®(¢) = 0 cuando a(e) = 1%

“Veremos el significado de esta operacién cuando identifiquemos {0, 1} con el
cuerpo primo Fa.
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1.3.2. Semantica del C. P., Terminologia (i)

Definicién (Tautologia)

Una férmula del Cdlculo Proposicional ®(Xo, ..., X,) se dice tautologia si
para cualquier interpretacion admisible e, se tiene ®(e) = 1.

*Obs.- Es verdadera para cualquier interpretacién posible. La expresiéon “para
cualquier interpretacion” conduce a introducir el simbolo V, del que
hablaremos mas adelante como “para todo”.

Definicién (Férmula Satisfactible)

Una férmula del Cdlculo Proposicional ®(Xo,...,X,) se dice satisfactible si
para hay al menos una interpretacion admisible e, para la cual ®(g) = 1.

*QObs.- Es verdadera para algunas interpretacién posible. La expresién “hay al
menos una interpretacion” conduce a introducir el simbolo 3, del que
hablaremos mas adelante como “existe (al menos uno)”.

* Obs.- Notese que las tautologias son satisfactibles, pero no se da el
reciproco.
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.2. Semantica del C. P., Terminologi

Definicién (Equivalencia Semantica)

Dados dos formulas del Cdlculo Proposicional ® y ©, diremos que son
semdnticamente equivalentes si satisfacen la siguiente propiedad:

Supongamos (Xo, ..., Xp) una lista comin de variables involucradas (i.e.
supongamos ®(Xo, ..., X,) y O(Xo,..., X)), entonces para cualquier
interpretacion amdisible para ambas € = (g, .. .,ep) Se tiene:

o(e) = ©(e)

Escribiremos ® = O cuando ® y © sean semdnticamente equivalentes®.

2QObsérvese que el simbolo = no es un simbolo del alfabeto (propio) del Célculo
Proposicional sino de su seméntica.
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1.3.3. Semaéntica del C. P., la de Verdad de Una Férmula

1.3.3. Algoritmo de Tablas de Verdad de Férmulas del Calculo
Proposicional
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3.3. Semantica del C. P., Tabla de Verdad de Una Férmula

Tabla de Verdad de Una Férmula del C.P.

Dada una férmula del C.P. (X, ..., X,,) llamaremos Tabla de Verdad de la
férmula ® a una tabla con n + 2 columnas, en la que las primeras n + 1
columnas describen todas las posibles interpretaciones y la tltima columna

expresa en valor ®(e) asociado a la interpretacién indicada.

[Xo [X ] [Xa ]| @6 ]
010]---]0 |&0,...,0
0] 0 | 1[®0,..,1
()
1|1 1 | ®(,...,1)

Problema
¢ Como rellenar una Tabla de Verdad?
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3. Seméntica del C. P., Algoritmo de Evaluacién (i)

Algoritmo de Evaluacion de Formulas del C.P.

INPUT: Una férmula ®(Xy,...,X,,) y una interpretacién admisible
€:=(€0,E1,---,En)
Hallar el Arbol de generacién de la Férmula ®. Sea ¢ su profundidad.
Intialize
= Reemplazar cada nodo de profundidad ¢+ 1 por su interpretacién a través
de e. (Es decir, si el nodo contiene la variable X}, reemplazar por
Xk (e) = eg. Si contiene una constante, dejarla tal y como esté.)

=/
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1.3.3. Seméntica del C. P., Algoritmo de Evaluacién (ii)

while 7 > 1 do
Para cada nodo de profundidad i proceder del modo siguiente:
Hallar sus antecesores, que seran de profundidad 7 + 1,
que tendran alguna de las formas siguientes:

RO

0

donde 6 y 8" son valores en {0,1}.

Reemplazar las conectivas en los nodos (i.e. V, A 0 =) por el valor
en {0,1} que les corresponda conforme a las reglas descritas en la
definicién de valor semantico.
1:=1—1
return
OutpuT: El valor seméntico (en {0,1}) contenido en el nodo final de
profundidad 1.
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3.3. Seméntica del C. P., Tablas y Evaluacién, Ejemplos (i)

* Disyuncién: (X; vV X;)

* Conjuncién: (X; A X))

[ Xi | X, | (XivX))]
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
[X[X, | (X5GAX)]
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
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3. Semantica del C. P., Tablas y Evaluacién, Ejemplos (ii)

* Negacion: (—X;)

[ X | &X) |
0] 1
1

* Implicacién: (X; — X;) (recuérdese que es abreviatura de ((—X;) V X;)

L X [ X5 [ (X2 X)) |
0] 0 1

0 1 1
1 0 0
1 1 1

* Obs.- Si la “hipdtesis” (X;) es falsa, cualquiera que sea la “tesis” (X}), la
implicacién (X; — X)) es cierta (cosa distinta es que, en ese caso, el asunto
tenga “sentido semdtico”).
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3.3. Seméntica del C. P., Tablas y Evaluacién, Ejemplos (iii)

* Equivalencia: (X; <> X;) (abreviatura de ((X; — X;) A (X; = X3)))

[ X[ X [(XeX) |
00 1

0 1 0
1 0 0
1 1 1

* Obs.- Toma valor 1 sélo si ambas variables coinciden.
* XOR: (X; @ X;) (abreviatura de ((X; A (—X;)) V (X; A (=X5))))

[ X[ X, [ XieX)) |
0 0 0

0 1 1
1 0 1
1 1 0

* Obs.- Toma valor 1 cuando alguna de ellas los toma, pero no ambas...es el
uso mas comun del languaje natural Espanol. No es la disyuncion
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1.3.3. Semantica del C. P., Tablas y Evaluacién, Ejemplos (iv)

* Puerta NAND: NAND(X;, X;) (abreviatura de (=(X; A X)))

H X \ X; \ NAND(X;, X;) H
0

0
1
0
1

1
1
1
0

0
1
1

* Puerta NOR(X;, X;) : NOR(X;, X;) (abreviatura de (=(X; V X)))

[X. ][ X, | NOR(X, X)) |
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
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. Semantica del C. P., Tablas y Evaluacién, Propuesta de Ejercicios

Hallar las Tablas de Verdad de las siguientes dos féormulas:

1.
(XiN(X2V(=X3)))-

(XA (= X)) V(XA (= X4))A (= X3))-
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09/10/2018

3. Seméntica del C. P., Tautologias, Equivalencia (

* Ejemplo: (X; V (—X;)) es tautologia

[X [V (X)) ]
0 1
1 1

* Ejemplo: (X; A (X)) no es satisfactible.

[X: [GAEX)) ]
0 0
1 0

Dadas dos formulas del Cdlculo Proposicional ® y © entonces ® es
sematicamente equivalente a © si y solamente si (P <> ©) es Tautologia.
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3. Semantica del C. P., Tautologias, Equivalencia (ii)

* Contrarreciproco: La siguiente es una tautologia:

(X = Xj) & ((=X;) = (=X3)))

[ X | X [ (Xi = X)) & (X)) = (=X))) |
0] 0 I
0| 1 I
1[0 1
11 I
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1.4. Deduccioén, (ejemplific con el C.P.)

1.4. Elementos Basicos de Lenguajes Formales:
Deduccion
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1.4.1. Teorias Formales

oria Formal

Una Teoria Formal es la combinacién de tres ingredientes:

1. Un Lenguaje Formal: Que contiene una definicién de las féormulas bien
formadas (aseveraciones) a través de un Alfabeto y unas Reglas
Sintanticas.

2. Una Semantica: Reglas que permiten asignar interpretaciones y valores
de verdad o falsedad a sus aseveraciones (férmulas).

3. Unas Reglas de Inferencia (o Deduccion): Que permiten
transformar unas férmulas en otras usando Axiomas o Reglas Deductivas.

v

Cada campo de las Matematicas (Algebra7 Geometria, Andlisis Matemaético,
Topologia,...) y sus subcampos, pretenden ajustarse a este modelo de Teorfa.
Y escribo “pretenden” porque, a veces, se “abusa del lenguaje” o se introducen
teorias “incompletas” o “inseguras” para avanzar en el conocimiento.
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Axiomas o Esquemas de Axiomas

Lista de Axiomas: Es una familia formada por algunas férmulas de la Teoria
Formal. Esas forulas suelen ser presentadas en forma de esquemas de axiomas.
Usaremos letras griegas «, 3,7, .. como variables de férmulas.

» Un esquema de axiomas de un Lenguaje Formal . es una expresién

R(aq, ag, ..., ay) usando simbolos del alfabeto del lenguaje y “variables
de férmulas” aq, ..., a, de tal modo que para cada lista ®1,®Ps,..., P, de
férmulas bien formadas de .Z, la expresién R(®,...,®,) obtenida

sustituyendo las “variables de férmula” «a; por las féormulas ®; son
férmulas bien formadas del lenguaje.

» Un axioma es cada una de las férmulas R(®q, ..., ®,) obtenida de un
esquema de axiomas.
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1.4.2. Deduccién, Axiomas (ii)

Por ejemplo, en Célculo Proposicional el siguiente es un Esquema de Axiomas,
llamado Eliminar Conjuncidn:

((a1 A Oég) — a1>

Se interpreta diciendo que si sustituyo « y as por cualquier férmula del
Calculo Proposicional, la expresion resultante sigue siendo una féormula que se
llamara axioma. Por ejemplo,

» Sustituyendo a; por (X7 A (—X1)) y ae por (X1 V (=X32)) obtengo u
axioma del Céalculo Proposicional.

(X2 A (X)) A (X1 V (2X))) = (X1 A (2X0))),

» Haciendo otra sustitucién a; por (X3 A X2) y as por X3 obtengo otro
axioma del Calculo Proposicional:

(X1 A X2) A X3) = (X1 A X2)).

Noétese que aunque las Teorias Formales suelen tener un nimero finito de
esquemas de axiomas, la cantidad de posibles axiomas puede no ser-finita.
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1.4.2. Deduccién, Axiomas del C.P.

Tomado de http://en.wikipedia.org/wiki/Propositional_calculus

Name

THEN-1

THEN-2

AND-1

AND-2

AND-3

OR-1

OR-2

NOT-1

NOT-2

NOT-3

IFF-1

IFF-2

IFF-3

Axioms
Axiom Schema
¢ (x> ¢)
@—=>x—=9) > (d—=x) > (62 9))
PAX—> ¢
PAX X
¢ (x> (6AX))
¢ > VX
X—>¢Vx

@—=9) > (x> %) = (VX — )
(@—=x) = (6= —x) > —9)

¢ — (—¢ — x)

A%

(e x)—2(6—x)

@ x) = (x—9)

@—=x) = ((x—¢) = (# X))

Description
Add hypothesis y, implication introduction
Distribute hypothesis ¢ over implication

Eliminate conjunction

Introduce conjunction

Introduce disjunction

Eliminate disjunction

Introduce negation

Eliminate negation

Excluded middle, classical logic

Eliminate equivalence

Introduce equivalence



http://en.wikipedia.org/wiki/Propositional_calculus

1.4.3. Reglas Deductivz

* Forma usual de las Reglas Deductivas: La forma habitual es algo como
lo siguiente:

A(Pr,...,P;,Q):=Si P, P,,..., P, entonces
Notacionalmente se usa una de las formas siguientes:

‘%(Pla"'aptyQ) = R13R27"',Rt F Qa
el simbolo F se lee como “se deduce” o “es alcanzable”.
Usualmente, en Matematicas, se prefiere la formulacién siguiente de la misma
regla:
‘%(Pla"'apt,Q) = (Rl/\RQ/\/\Rt) :>Qa

y el simbolo = se lee “implica”.
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1.4.3. Reglas Deductivas: Modus Ponens (ii)

Un ejemplo de Regla Deductiva es la siguiente:

Modus Ponens

Sea Z una teorfa formal que admite el simbolo —. Entonces, para
cualesquiera férmulas de la teorfa 7 ® y O,

Si®y (P — ©), entonces O.

También lo podemos escribir como:

(@A (D = ©)) = O.
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1.4.3. Deduccién, Demostracién, Teorema

Deduccién o Demostracion de una Teoria

Una deduccién en una teoria formal .7 es una sucesién de férmulas:

Dy, D, ..., DBy,

de tal manera que cada férmula @, 1 < k < m satisface:
s O bien ®; es un axioma de 7,

= O bien existe una Regla Deductiva e indices i1, ...,4 < k — 1 tales que

®; ..., 0; F Dy

Definicion

| A\

Teorema Un Teorema® de una teoria 7 es una formula sintdcticamente

correcta @ tal que existe una demostracion en la teoria ®1,Ps, ..., P,,, con
D, = 0.

“Los lemas, proposiciones y corolarios son “teoremas” de menor relevancia
subjetiva.
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1.4.3. Deduccién, Demostracién, Teorema

Definicién (Implicacién)

Dada una teoria formal 7, y dadas dos formulas ® y ©, se dice que O es
deducible desde ® o que ® implica © si existe una sucesion de formulas:

Do, @1, o, ..., Po.

verificando:
. $y=],
. d,, =0,

s Para cada k, con 1 < k < m se verifica:

e O bien @ es un axioma de 7,

o O bien existe una Regla Deductiva e indices i1, . ..,i; < k—1 tales que

O;,,...,B;, b By

La expresion “ ® implica ©” se denota mediante:

b =0
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1.4.3. Una mala imagen, que vale menos que 1.000 palab
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1.4.3. Una mala imagen, que vale menos que 1.000 palabras

REGLAS: ’MP v, (@ — B) éﬂ‘ ’MP v, a—)ﬁ 3‘
r~ /* - 3

- DG O
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1.4.3. Una mala imagen, que vale menos que 1.000 palabras

NUEVAS FORMULAS: @

REGLAS: ]MP a, (a = f) éﬂ‘ ]MP , a—)ﬁ 3\
s /* - 3

- DG O
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1.4.4. Interpretaciones Validas y Reglas

Interpretaciones Validas de una Teoria Formal

Dada una Teorfa Formal .7 con Sintaxis y Reglas Deductivas, diremos que
una interpretacién semantica es valida si todos los Axiomas y todas las reglas
deductivas son tautolégicas en esa interpretacion.

El modelo de interpretacion para el Cdlculo Proposicional (basado en variables
que toman valores en {0,1} y las Tablas de Verdad exhibidas) satisface que:

» Todos los Aziomas son tautologias.

= La Regla deductiva Modus Ponens genera tautologias.

DEM.- Se trata de revisar uno a uno los esquemas de axiomas y Modus
Ponens. Lo dejamos como ejercicio (un poco pesado, pero factible). QED
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1.4.4. Deduccién y Seméntica (i)

*Teoria Inconsistente: Es una teoria & que contiene los simbolos {V, A, =}
v los esquemas de axiomas y Reglas de Inferencia del Célculo Proposicional,
en la cual existe una féormula ® tal que

(@A (=),

es Teorema. Se dice que es consistente si no existe tal férmula.

* Semdntica de Alfred Tarski y continuadores: Dada una Teoria Formal
7 un modelo o interpretaciéon de Tarski es un conjunto a partir del cual se
asignan valores de verdad (V) o falsedad (F), donde

= las variables toman valores,

= Jos simbolos no variables se corresponden con correspondencias sobre el
dominio,

= los axiomas toman siempre el valor T,

s las reglas de inferencia toman el valor T
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1.4.4. Deduccién y Seméntica (ii)

Tautologias en Teorias Formales

Una tautologia de una teoria formal 7 es una férmula ® de esa teoria que
toma el valor T para cualquier interpretacion.

* Ejemplo: El mecanismo de asignacion de significados para el Cédlculo
Proposicional es de Tarski, con dominio universal {0,1} y simbolos {A,V, -} y
sus abreviaturas.

* Teorias Solidas: Todo Teorema es Tautologia.

* Teorias Completas: Toda Tautologia es Teorema. Incompleta en caso
contrario.

El Cdlculo Proposicional es una teoria consistente, solida, completa y
decidible®.

SExiste un algoritmo que decide si una férmula es o no Teorema. El término se
escapa del contenido del curso
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1.4.4. Deduccién y Seméntica en C.P. (iii)

Corolario

En el Cdlculo Proposicional, los Teoremas coinciden con las Tautologias.
En particular, decidir si una formula posee demostracion puede hacerse
simplemente calculando su tabla de verdad y verificando que es tautologia.

Corolario

| A

En el Calculo Proposicional, y dadas dos formulas ® y © son equivalentes:
1. (® — O) es una tautologia,
2. (& — ©) es un Teorema del C.P.,
3. ® = 0O (i.e. © es deducible desde ® o, ® implica © ).

Este ultimo Corolario es esencial. De ahi que se use de modo intercambiable
en Matemadticas bien el simbolo — o el sfmbolo = (de hecho se usa solamente
este ultimo). Por la misma razén usaremos de manera intercambiable <> y <.
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* Clausulas: A partir de la propiedad asociativa se pueden “olvidar” los
paréntesis siempre que haya una cierta repeticion de la misma conectiva.
Hablamos de clausulas como una férmula que escribimos mediante:

(a1 VagVag V- Vay),

en lugar de
((u~(a1 \/OéQ)VO[g)V"'\/OZn),

donde cada «; es o bien una variable (a; = Xj(;)) o bien su negacién
(i = (= Xki)))-
Una situacién similar se tiene al escribir:

(a1 Nag Aag A=+ AN ay),

en lugar de
((- (ar ANag) ANag) A+ Aay),
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1.4.5. Calculo Proposicional: SAT-TAUT

Problema (SAT )

Dar un algoritmo® que realice la siguiente tarea:
Dada una lista finita de cldusulas o1, P2, ..., ¢n, decidir si la conjunion
siguiente es satisfactible:

AN WA I

2Si el algoritmo obtenido es eficiente, el premio es de 108 délares US y la Gloria.

Problema (TAUT )

Dar un algoritmo® que realice la siguiente tarea:
Dada una formula ¢, decidir si es tautologia.

“Mismo premio y misma Gloria.
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