Problema de contorno: Formulacion variacional

Dado un problema de contorno regular:

(p(@)y) +a(z)y = r(z), ¢ (ab),
(PC){ TS0 Ly =0,

p(x),p' (x),q(x),r(x) funciones continuas en [a,b],
p(x) > 0,Vz € [a,b], —co <a<b< oo,

Admite una formulacion variacional o formulacion
débil equivalente:

Encontrar y(x) verificando y(a) = y(b) =0y

(FV) —/bp(w)y’(x)sO’(a:)d:ch/bq(m)y(w)w(w)dw = /br(w)so(w)dx
V¢ continua en [a,b]/ ¢’ continua a trozos en [a,b], ¢(a) = ¢(b) = 0.
- La solucion de (PC) es solucion de (FV)

- La solucion de (FV) regular es solucion de (PC)

- Para condiciones de contorno mas generales:

y'(a) = ay(a), y'(b) = pBy(b)
cambia (FV):

b
— / p(x)y ()¢’ (z)dx — p(a)y' (a)e(a) + p(b)y' (b)p(b)+

b b
/Q(w)y(x)w(w)dw=/ r(z)e(z)de

Ve continua en [a,b]/ ¢’ continua a trozos en [a,b].



Método de Galerkin:

Dadas las funciones {y;(z)}}_; suficientemente regulares
tal que wi(a) = ¢i(b) =0,

Buscar la aproximacion de la solucion y(z) de (PC):
N

yn(z) =Y cipi(x)
=1
para ciertas constantes c¢; a determinar tales que

b

La determinacion de los coeficientes ¢; nos lleva a la
resolucion de un sistema de ecuaciones para una matriz
simétrica:

Ac=f

A= (a’i,j)’i;j=1,2,“',N7 c= (Cla027 ne '7CN)Taf: (flaf27 te '7fN)T

b b
aij = — / (@) ()¢ (x) do + / 1(@)pi(2)p; (@) da

i = / (@) da

- Necesidad de estimar el error |y(x) — yn(x)| para N
grande

- Necesidad de integraciones numeéricas

- Necesidad de resolver numéricamente un sistema con
muchas ecuaciones

- Necesidad de una base {y;(x)}2; adecuada de fun-
ciones para reducir calculos numeéricos



Método de los Elementos Finitos:

Tomar como funciones de base las funciones lineales a
trozos, {y;}¥ |, asociadas a los nodos de la particion en
[a, b]:

a=x0< 1 <2< N <TN4g1 =D

b—a

i:. h ) h =
T i1xh+a N1

{goi},f\’zl funciones de base de elementos finitos
{wi}X_1, i polinomio de grado 1 en [xz;,x;41]
Spl(xj) :5231 1= 17277N1 ]:O717277N+1

St I € [:ci_l,a:i]
wi(x) = —— si T € [x5,xiy1]

O st z>xi41 0 < Ti—1
- La matriz A es tridiagonal: a;; =0 si |i —j| > 1
- La matriz A es simétrica: a;; = a;;
- Integraciones sobre cada segemento [z;, x;+1]
- Integrales afectando a ¢; no nulas en [z;_1,x;+1].

- La resolucion del sistema A¢ = f nos da ¢; = yn(a;):
la aproximacion de la solucion exacta de (PC) en los
puntos de la particion y(x;).

- - Error, supuesto ¢g(z); r(xz) continuas en [0, 1], para
la ecuacion vy’ 4 q(x)y = r(x), =z € (0,1):

|y(xz)_CZ| SCh,\V/’L: 17277N



Método de los Elementos Finitos: formulas

Para q(x) < 0, se considera el problema:
y' +q(z)y=r(z), =z€(0,1),
y(0) =0, y(1) =0,

1 1 1
(FV) / y'(2)¢' (x)dzx -I-/ q(x)y(z)p(z)dz = / r(z)e(z)dx
© continua e% [0,1]/ ¢ continug a trozos en [0, 1], cp(c())) = (1) =0

El método de elementos finitos:

N
y(@) myn(@) = Y eipi(@) ,0i(0) = ¢i(1) = 0
=1
Resolucion del sistema: Ac=f

A= (a’iaj)i7j=1,27"',N? c= (017627"'7CN)T7f_: (f17f27" '7fN)T

b b
ai,j:/ wi(x) @) (x) dw-l—/ q(z)pi(x)pj(z) dz

b
fi= / r(z)pi(z) dr

Las integraciones nos llevan a

1
ai,i:ﬁ(_Qh‘l‘Qi‘FRi)y i:1,2,"',N,

1 :
ai,i-l-l:ﬁ(h_si-l-l)’ Z:1,2,---,N—1,

a/i,i—lz_(h_si)a i:253a"'7N7
donde

Tit1 Li
R; = / q(z)(z — zi41)?de, Qi = / q(z)(z — zi—1)” dz,
T; Ti-1

SZ-:/Z q(x)(z — xi_1)(x — x;) dz,

Ti—-1

1 1

fi= —/ r(x)(x —xi_1)dx —|—E/ r(z)(—z + x;41) dz,

Ti-1
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