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Capitulo 1

Modelos de Regresion

1.1. Técnicas de observacion

El avance del conocimiento humano se basa en el uso combinado de méto-
dos deductivos, basados fundamentalmente en el uso de la razén, y métodos
inductivos, basados—ademas—en la informacién obtenida de la observacién de
la Realidad. Uno de los objetivos prioritarios de los métodos deductivos es
la “construccion de modelos” que sean coherentes desde un punto de vista
légico; ejemplos de modelos! estadisticos son los modelos de probabilidad y
de distribuciones de probabilidad (en la recta real, o en espacios de 2 0 mas
dimensiones). El objetivo més importantes de los métodos inductivos es la
“interpretacion de las observaciones”.

El método cientifico surge de la interaccion de los métodos deductivos
e inductivos. Por una parte, las ciencias experimentales no pueden aceptar
modelos tedricos que sean incompatibles con las observaciones de la Realidad.
En sentido contrario, para interpretar las observaciones de la Realidad es
necesario disponer de modelos tedricos que definan las magnitudes bésicas a
considerar y estudien las posibles relaciones entre ellas.

Por lo que respecta a las técnicas de observacion pueden distinguirse dos
grandes grupos de técnicas. El primer grupo estd formado por técnicas de
observacion inteligente que son aquellas técnicas de observacién que tratan
de asegurar que los “sucesos que ocurren de forma natural” y que pueden ser
importantes desde un punto de vista cientifico o técnico no pasan desaperci-
bidos para el cientifico o ingeniero. A este grupo pertenecen?, por ejemplo, las

LA lo largo de su carrera, el estudiante aprende muchos modelos fisicos.

2En todo el mundo hay innumerables observatorios dedicados a la recogida de datos
cualesquiera que sean el momento y el lugar en que se produzcan dichos datos. Ejemplos
importantes son los observatorios astronémicos, meteorolégicos o geoldgicos.
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técnicas de control estadistico de procesos (SPC). El segundo grupo esta for-
mado por las técnicas de experimentacion dirigida que tienen por objetivo
“provocar la ocurrencia de sucesos” potencialmente importantes desde un
punto de vista cientifico o técnico. A este grupo pertenecen® los métodos de
diseno de experimentos (DoE).

1.2. Experimentos factoriales

Los experimentos factoriales son el tipo de experimentos de mayor in-
terés para el ingeniero. En un experimento factorial tipico hay una respuesta
aleatoria cuyos valores dependen de varias covariables o factores. Algunos de
estos factores pueden ser cualitativos y otros cuantitativos. Ademas pueden
existen factores ambientales que no se pueden controlar, mientras que hay
otros factores controlables. Se trata de analizar la relacién que existe entre
los valores o niveles de los factores y los valores de la respuesta aleatoria.
El objetivo puede ser determinar los niveles de los factores que hacen que la
respuesta sea Optima desde un punto de vista ingenieril y al mismo tiempo
dicha respuesta sea insensible a los factores ambientales. Por ejemplo, pode-
mos desear disenar el motor de un automévil para que su rendimiento sea
alto, su consumo sea bajo, produzca poca contaminaciéon y al mismo tiempo
conserve todas estas caracteristicas en verano, en invierno, en clima seco y
en clima lluvioso.

Existen dos maneras de disenar un experimento factorial, a saber:

» Diseno de un factor cada vez: Con este disenio se elige un nivel de partida
para cada uno de los factores y se hacen experimentos con estos niveles
y con todas las combinaciones de niveles de los factores que resultan al
variar los factores “de uno en uno”.

= Disenos factoriales: Con este diseno se hacen experimentos variando
todos los factores a la vez de forma que se cubran de forma equilibrada
todas las posibles combinaciones de los niveles de los factores.

Es importante conocer que los disenios factoriales son siempre superiores a
los disenos de un factor cada vez. Entre las ventajas de los disenos factoriales
estan:

1. Si los factores actian sobre la respuesta de forma independiente, el
diseno factorial proporciona mayor precision que el diseno de un factor
cada vez.

3La experimentacién dirigida es una herramienta fundamental de las ciencias fisicas,
quimicas y biolégicas y en general de todas las ciencias de la Naturaleza.
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2. Si los factores interaccionan, el diseno factorial permite detectar y es-
timar estas interacciones mientras que el diseno de un factor cada vez
no lo permite.

Para llevar a cabo un diseno factorial completo, el experimentador tiene
que seleccionar un numero fijo de niveles para cada uno de los factores y, a
continuacion, realizar ensayos con todas las posible combinaciones formadas
tomando un nivel de cada factor. Si hay k factores, y cada uno de ellos
tiene Iy, ..., [, niveles, respectivamente, el nimero de ensayos (realizaciones
o datos) requeridos es [; X - - - X Ij,.. Por ejemplo, en el disenio factorial 2 x 3 x 5,
se usan 3 factores con 2, 3 y 5 niveles cada uno, siendo el niimero de ensayos
requeridos 2 x 3 x 5 = 30. Cada repeticion completa de un diseno factorial
bésico es una réplica; por ejemplo, un diseno factorial 2 x 3 x 5 replicado 3
veces requiere 30 X 3 = 90 ensayos.

La principal restriccion al uso de los disenos factoriales es que suelen
requerir muchos ensayos. Frecuentemente no se dispone de medios suficientes
para realizar todos los ensayos requeridos por un diseno factorial completo.
Existen dos maneras de evitar este inconveniente supuesto que el nimero de
factores k es fijo:

1. Seleccionando pocos niveles para cada factor. Asi surgen los disenos
2 % -+ x 2 o disefios 2%, ya que 2 es el niimero minimo de niveles que
puede tener un factor. También pueden usarse disefios 3%, 2m3F~™ etc.

2. Haciendo disenos factoriales fraccionales o incompletos.

Los disenos factoriales deben aleatorizarse asignando al azar las combi-
naciones de niveles de los factores a las unidades experimentales y sorteando
el orden de realizacion de los ensayos.

1.3. Modelos de regresién

Los modelos de regresiéon pertenecen al grupo de modelos de Inferencia
Estadistica. Se usan frecuentemente en situaciones practicas en las que:

1. Existe una variable (aleatoria), llamada respuesta, cuyos valores de-
penden de los valores de otras variables, llamadas covariables, siendo
posible observar todas ellas simultaneamente.

2. Pueden asumirse las hipotesis realizadas para el estudio tedrico de las
propiedades del modelo.
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1.4. Modelos de regresién lineal

Supongamos que en n individuos (o unidades experimentales) se ob-
servan simultdneamente los valores de una respuesta z; y de ¢ covariables
Wi, - - ., We;, donde ¢ = 1,...,n. La forma general de un modelo de regresién
lineal es

P
yi:ZBjxij—l—ei (i=1,...,n) (1.1)
j=1

donde y; = h(z; wr;, . .., wy) es una funcién cualquiera, pero conocida, de la
respuesta z; en la que podrian intervenir una o més covariables wy;, . . ., Wy;
x;j = gi(wy, ..., wy) son funciones cualesquiera, pero conocidas, de las co-
variables; 1, ..., B, son pardmetros con valores desconocidos; y €, ... €, son
errores aleatorios. Ademds se supone que estos errores aleatorios son varia-
bles aleatorias independientes entre si e igualmente distribuidas (IIDs), cuya
distribucién de probabilidad comin es normal con media cero y varianza o>
desconocida.
Llamando p; a la media de y;, el modelo (1.1) puede escribirse

Yi = Hit &
p

wo= Y By (1.2)
j=1

Los siguientes son ejemplos de modelos de regresién lineal:

= El modelo
zi = P+ faw; + €
es lineal, ya que puede ponerse en la forma (1.1) siendo y; = z;, p = 2,
T =1y g = w;.

En este ejemplo, la media de la respuesta u; = 1 + Sow; es una funcion
lineal de la covariable w; (suele decirse que se esta ajustando una recta).

= El modelo
zi = P1 + Bawri + Bawa; + €
es similar al anterior y también es lineal. Puede ponerse en la forma
(1.1) siendo y; = z;, p =3, xj1 = 1, Tjp = wy; ¥ Ti3 = wy;.

En este ejemplo, la media de la respuesta p; = 51 + Pow; + B3wo; €s
una funcién lineal de dos covariables wy; y wy; (suele decirse que se
estd ajustando un plano a la media de la respuesta).
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» También es lineal el modelo

V7 = P+ Pow; + 5311)3 + €,

ya que puede ponerse en la forma (1.1) siendo y; = \/2;, p = 3, za = 1,
2

Tig = Wi § Liz = Wy

En este ejemplo no es sencillo encontrar la expresion de la media de la
respuesta z;, pero vemos que la media de su raiz cuadrada y; = /z; es
wi = P + Pow; + Bsw? una funcién de segundo grado en w (estamos
ajustando una pardbola a la media de y; = /).

= Otro ejemplo de modelo lineal es

Zi w1
= 01+ Bee™" + Bawa; + €,
Wi
ya que puede ponerse en la forma (1.1) siendo ahora y; = uf—lL una

-, i . vari . .
funcion de la respuesta z; y de la primera covariable wy;, cuya media es
pi = P+ Boe® + Bawg;. Ademds, p = 3, xj = 1, xp = €Y1 y 13 = wo;.

Por el contrario, los siguientes modelos no pueden ponerse en la forma
(1.1) y, por tanto, no son modelos de regresion lineal:

» El modelo
2 = P +6%wi + €

es un modelo de regresion no lineal, a pesar de que la media de la
respuesta u; = (1 + fiw; es una funcién lineal de la covariable w;, ya
que interviene el cuadrado del parametro 5y en la expresion del modelo
y no es posible deshacer esta falta de linealidad.

= Kl siguiente también es un modelo de regresiéon no lineal
_ B2
Z; = Blwi + €

porque no puede ponerse en la forma (1.1). La media de z; es una
funcion p; = ﬁlw? *> no lineal respecto de (5.

Sin embargo, el modelo Inz; = v + folnw; + ¢ si es lineal. Debe
notarse que este modelo no coincide exactamente con el anterior, ya
que ahora el modelo proporciona la media de In z;, que es una funcion
i = 71 + B2 Ilnw; lineal respecto de 1 y (3. Los residuos de ambos
modelos no tienen la misma distribucién de probabilidad.
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» En el contexto de las redes neuronales artificiales se utilizan modelos
de regresion no lineal del tipo

up = ¢ (Zﬂkjw]), (1.3)
j=0
j=0

En la expresién (1.3), la k-ésima neurona artificial de la primera capa
recibe my senales de entrada wy,...,x,,, con pesos Tk, ..., Tkm, ¥
produce una senal de salida uy a través de la funcién de transferencia
©(+). Esta senal de salida de la neurona k de la primera capa pasa a
ser la senal de entrada de una o mas neuronas de la segunda capa,
de acuerdo con la expresion (1.3) y asi sucesivamente hasta llegar a la
ultima capa en la que la ecuacién (1.4) aplica (asi pues, el modelo con
ecuaciones (1.3) y (1.4) corresponde a dos capas).

La funcién de transferencia ¢(-) debe elegirse adecuadamente para pro-
porcionar buenas propiedades al modelo y simplificar su uso tanto como
sea posible. Aunque es posible usar una funcion de transferencia lineal
de la forma

p(r) =z +0
(los llamados perceptrones), es mas frecuente usar funciones no lineales.
Por ejemplo, puede usarse una funcién de umbral del tipo

(z) = 0 siz<@
pla) = 1 sixz>0

de forma que # es un umbral a partir del cual cambia la senal emitida.
La funcién sigmoidal (su nombre procede de su forma en S)

B 1

14w’

es muy popular porque su derivada se calcula rapidamente usando la
relacion

p(z)

d

—pla) = o(@)[1 - (@)

La funcién sigmoidal es un caso particular de la funcion logistica

L e/
SO(‘];) - /811 —|—/83€_17/B4

usada por en biologia para describir, por ejemplo, el crecimiento de
determinados organismos.
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1.5. Hipodtesis del modelo de regresion

Para poder estimar los pardmetros de un modelo de regresién (es decir,
para poder ajustar el modelo), hay que realizar observaciones independientes
de los valores de la respuesta y de las covariables en n individuos (unida-
des experimentales) elegidos al azar de entre los individuos de la poblacién
bajo estudio. La consideracion estadistica de la respuesta difiere de la de
las covariables: la respuesta es siempre una variable aleatoria, cuyos valores
se observan en n individuos; por el contrario, las covariables se consideran
variables deterministas.

En muchos experimentos disenados mediante técnicas de DoE, la con-
sideracion de las covariables como variables deterministas esta plenamente
justificada, ya que los valores de dichas covariables se eligen al hacer el diseno
(por ejemplo, al fabricar un hormigén puedo elegir el valor de la covariable
“‘porcentaje de cemento” ). Sin embargo, el valor de la respuesta nunca puede
elegirse (por ejemplo, el valor de la respuesta “resistencia del hormigén” no
es conocido, sino que es el resultado del experimento aleatorio de analizar
una unidad experimental).

Ademas de la respuesta y las covariables, en la ecuacién (1.1) intervienen
los pardmetros i, ..., 3, y los errores aleatorios €1, ... €,. Ninguno de estos
valores son observables. Nunca sabremos su valor exacto. A lo que si podemos
aspirar es a estimar los valores de los parametros y de los errores aleatorios
que se han producido en cada uno de los n individuos de la muestra.

La consideracién estadistica de los parametros difiere de la de los errores
aleatorios: los parametros son valores desconocidos pero fijos (deterministas);
por el contrario, los errores aleatorios son variables aleatorias que toman
valores desconocidos en cada uno de los individuos de la muestra.

Las hipétesis del modelo de regresion pueden resumirse como sigue:

1. Independencia: Las respuesta transformadas (y;) o no transformadas
(z;) son variables aleatorias independientes entre si.

2. Linealidad: La media pu; de la respuesta transformada y; es una funcién
lineal de los pardmetros f,. .., 3, que ademds puede depender de una
0 mas covariables.

3. Homoscedasticidad: La varianza o? de la respuesta transformada y; es
constante.

4. Normalidad: La distribucién de probabilidad de la respuesta transfor-
mada y; es normal para cualquier combinaciéon de los valores de las
covariables.
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Si no se verifica la hipdtesis 2, pero se verifican las demas, se dice que se
trata de un modelo de regresiéon no lineal. Si no se verifica la hipdtesis 1 o
la hipétesis 3, puede que no sea posible usar un modelo de regresién (quizas
pueda usarse un modelo de series temporales) o que pueda usarse un modelo
de regresién ponderada. Si no se verifica la hipdtesis 4, se dice que es un mo-
delo de regresién no-normal (los modelos logit o probit son ejemplos clésicos
de este tipo).

1.6. Forma matricial del modelo

Supongamos que en n individuos se observan simultaneamente los valores
de una respuesta z; y de ¢ covariables wy;, ..., wy, donde ¢ = 1,...,n. La
expresiéon matricial de la ecuacién (1.1) es

Y1 11 P12 ... Tip b1 €1
Yo To1 T22 ... Typ B €2

= T+ (1.5)
Un Tn1 Tp2 .. Tpyp 5p €n

0 brevemente

Y=XB+e (1.6)

El vector Y se llama vector respuesta y contiene los valores observados en
los n individuos para la respuesta transformada. La matriz X se llama matriz
de diseno y contiene los valores observados para las covariables transformadas
en los n individuos. Los vectores 3 y € son los vectores de parametros y de
errores y no son observables. El vector € es aleatorio y su distribucién de
probabilidad conjunta es normal n dimensional con vector de medias nulo y
matriz de varianzas-covarianzas oI, siendo, I,, la matriz identidad n x n. En
consecuencia, antes de ser observado, el vector Y es aleatorio y su distribucién
conjunta es normal n dimensional con vector de medias p = X3 y matriz de
varianzas-covarianzas o21,

1.6.1. Covariables cuantitativas y cualitativas

Las covariables de un modelo de regresion lineal pueden ser cuantitativas
si toman valores numéricos o cualitativas si no toman valores numéricos. En
un modelo de regresion puede ocurrir que todas las covariables sean cuantita-
tivas, que todas sean cualitativas o que haya covariables de ambos tipos. Para
construir la matriz de diseno X es preciso conocer el tipo de cada covariable
como se muestra en los ejemplos siguientes.
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Resistencia del hormigén 447 503 522 474 508 556
Porcentaje de cemento 6 6 6 8 8 8
Tiempo de curado 20 25 30 20 25 30

Tabla 1.1: Resistencia alcanzada por un hormigén dependiendo del porcentaje
de cemento utilizado y del tiempo de curado.

Ejemplo 1 La tabla 1.1 muestra datos de la resistencia alcanzada por un
hormigon (respuesta z) dependiendo del porcentaje de cemento utilizado (co-
variable wy) y del tiempo de curado (covariable wy). En este ejemplo, ambas
covariables son cuantitativas y se trata de un diseno factorial completo 2 X 3;
es decir, hay 2 factores cuantitativos, el primero con 2 niveles (6 y 8) y el
sequndo con 3 niveles (20, 25 y 30). Suponiendo que se deseara utilizar el
modelo de regresion lineal

zi = B1 + Pawy; + Baweg; + Bawrwa; + €, (1.7)

la ecuacion (1.5) seria

447 1 6 20 120 &
503 16 25 150 8, .
522 | | 1 6 30 180 8, €5
474 | =] 1 8 20 160 g |7 e | (1.8)
508 18 25 200 8, €
556 1 8 30 240 6

En la seccion 1.7 y siguientes se verd la importancia de la matriz X'X
obtenida al multiplicar la matriz traspuesta X' de la matriz de diseno por
la propia matriz de diseno X. En particular, es conveniente que X'X sea
una matriz diagonal o diagonal por bloques. Sin embargo, la ecuacion (1.8)
conduce a la siguiente matriz llena a pesar de que se trata de un diseno
factorial

6 42 150 1050
42 300 1050 7500
150 1050 3850 26950
1050 7500 26950 192500

Por tanto, para aprovechar las ventajas del diseno factorial es conveniente
reparametrizar el modelo como sigue

X'X =

Z; = 51 + (521’2‘1 + 53«77i2 + (54l’i1$1'2 + €, (19)

T = (wu—7) y Lig = <2T>’



10 CAPITULO 1. MODELOS DE REGRESION

Resistencia del hormigén 447 503 522 474 508 556
Tipo de cemento A A A B B B
Tipo de aditivo 11 1 I1 Il

Tabla 1.2: Resistencia alcanzada por un hormigén dependiendo del tipo de
cemento utilizado y del tipo de aditivo empleado.

de forma que

1 -1 -1 1

1 -1 0 O

1 -1 1 -1

X = 1 1 -1 -1

1 1 0 O

1 1 1 1

1y, por tanto,
6 0 0 0
Xx=|o 090 (1.10)
000 4

es una matriz diagonal. En la ecuacion (1.9) del modelo, al término dyx; se
le llama efecto principal del primer factor, al término d3x;0 se le llama efecto
principal del sequndo factor, y al término dgxyxe se le llama interaccion
entre los dos factores. La relacion entre los pardmetros 3; y los 0; se deduce
identificando las ecuaciones (1.7) y (1.9).

Ejemplo 2 La tabla 1.2 muestra datos de la resistencia alcanzada por un
hormigon (respuesta z) dependiendo del tipo de cemento utilizado (covariable
wy) y del tipo de aditivo anadido al cemento (covariable ws). Este ejemplo
es muy similar al de la tabla 1.1 (se trata de un diseno factorial completo
2 x 3), pero hay una diferencia muy importante: ahora las dos covariables
son cualitativas. Los niveles del primer factor son A y B y los del sequndo
factor son I, Il y I11. Puesto que no es posible multiplicar un pardametro por
un factor cualitativo, no tiene sentido en este caso poner términos del tipo
Bowy; en la ecuacion del modelo. Sin embargo, pueden formularse modelos de
regresion lineal de la forma

Zij :/L+Oéi+5j+5ij+€ij, (111)

donde i = 1 corresponde al nivel A del primer factor, i = 2 corresponde al
nivel B del primer factor y, andlogamente, 7 = 1,2 y 8 corresponden a los
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niveles I, II y I11 del sequndo factor. El término «; es el efecto principal
del primer factor, el término B; es el efecto principal del sequndo factor, y el
término 0;; es la interaccion entre los dos factores.

FEs conveniente observar que el modelo (1.11) tiene algunos pardmetros
redundantes, por lo que dichos parametros pueden elegirse arbitrariamente.
Por ejemplo, o bien oy o bien oy es redundante, ya que el modelo contiene
una media general p y o representa el incremento sobre p que es debido al
factor A mientras que ay representa el incremento sobre i que es debido al
factor B. Podria tomarse ay = 0 cambiando adecuadamente oy y p. Sin em-
bargo, en lugar de asignar valores nulos a los parametros redundantes, es mds
conveniente imponer condiciones de contorno que sean faciles de interpretar.
Por ejemplo, Z?Zl a; =0, Z?Zl Bi=0y Z?:1 0ij = 25:1 d;j = 0 para cada
J y para cada t. De esta forma oy y g tienen el mismo valor absoluto y
51gn0s opuestos.

La ecuacion (1.5) correspondiente al modelo (1.11) es

447 1 1 1 0, 1 O I €11
503 1 1 0 1 0 1 (03] €12
522 | | 1] 1{-1 -1/-1 -1 B, €13
ara [T 1l=1] 1 ol=1 o 6 |t e [ 12
508 1] -1 0 1 0 —1 511 €22
556 1]—-1(-1 -1 1 1 512 €23

: . 2 3
donde se han impuesto las condiciones de contorno Y i a; =0, 5, 85 =0

Y Z?Zl 0ij = 23:1 0ij = 0 para cada j y para cada i. Estas condiciones de

contorno eliminan los pardmetros redundantes y hacen que la matriz X'X no
sea singular. Esta matriz es ahora diagonal por blogques

6/0[0 00 0
0[6[0 0[0 0
~ | 004 270 0
XX=10lol2 4]0 0
0[0[0 0[4 2
0|00 0|2 4

El tamano de los blogques es igual al nimero de pardmetros no redundantes
en cada uno de los efectos principales e interacciones. Ademds hay un bloque
de dimension 1 para la media general.

Ejemplo 3 La tabla 1.3 muestra datos de la resistencia alcanzada por un
hormigon (respuesta z) dependiendo del tipo de cemento utilizado (covariable
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Resistencia del hormigén 447 503 522 474 508 556
Tipo de cemento A A A B B B
Tiempo de curado 20 25 30 20 25 30

Tabla 1.3: Resistencia alcanzada por un hormigén dependiendo del tipo de
cemento utilizado y del tiempo de curado.

wy ) y del tiempo de curado (covariable wy). Este ejemplo es muy similar a
los dos anterores (se trata de un diseno factorial completo 2 x 3), pero ahora
un factor es cualitativo y el otro es cuantitativo. Los niveles del primer factor
son A y B y los del seqgundo factor son 20, 25y 30. Ahora pueden formularse
modelos de regresion lineal de la forma

Zij = “"’ai“‘/@xﬂ“‘éixﬂ‘i'ﬁij, (1.13)

(ng—25>
Tj2 = 5 )

donde i = 1 corresponde al nivel A del primer factor, i = 2 corresponde al
niwel B del primer factor y, andlogamente, wo; = 20, woy = 25 y woz = 30.
El término oy es el efecto principal del primer factor, el término Bxjo es el
efecto principal del seqgundo factor, y el término 6;xjo es la interaccion entre
los dos factores. De acuerdo con el modelo (1.13), la media de la respuesta
es una funcion lineal del tiempo de curado, y esta funcion lineal (esta recta)
es diferente para cada tipo de cemento.

Las condiciones de contorno pueden ser ahora Z?Zl o, =0y 2321 9; = 0.
La ecuacion (1.5) correspondiente al modelo (1.13) es

447 1] 1]=1]-1 6
503 11 0 " €
52 | | 1] 1) 1] 1 o e
ara | T 1 =11 1 3|7 e | (1.14)
508 1=1] ol 0 5, .
556 1=1] 1]-1 €6

La matriz X'X coincide con la de la ecuacion (1.10).

1.7. Estimacién de los parametros

Los parametros del modelo de regresién lineal dado por las ecuaciones
(1.5) o (1.6) pueden estimarse usando el método de los minimos cuadrados, el
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método de la maxima verosimilitud u otros métodos (por ejemplo, el método
de la maxima bondad de ajuste usado en Lucenio 2006).

1.7.1. Método de minimos cuadrados

Denotaremos con 3 el estimador de minimos cuadrados del vector de
parametros B y con fi el estimador de minimos cuadrados del vector de
medias p. De acuerdo con la ecuacién (1.6), p = X3 por lo que 1 = X.
Ademiés, el error aleatorio € puede estimarse cone =Y — 1 =Y — X3.

El método de los minimos cuadrados consiste en minimizar la suma de
cuadrados

D ei=¢e (1.15)
i=1
donde €’ indica la traspuesta de e. Puesto que
ee= (Y -XB)(Y - XB), (1.16)

vemos que la suma de cuadrados en (1.15) es una funcién de segundo grado
de los estimadores B de los parametros. Las derivadas primeras de la funcién
(1.16) respecto de cada una de las componentes del vector 3 dan lugar al
vector columna 2X'(Y — XB) Igualando a cero las componentes de este
vector se obtiene un sistema lineal de p ecuaciones con p incégnitas

X'(Y —XB) =0, (1.17)

cuya solucion es el estimador 8.
El sistema (1.17) puede expresarse en la forma

(X'’X)8 = XY, (1.18)

donde X’X es una matriz p x p de coeficientes y XY es un vector p x 1 de
términos independientes. Por tanto, el sistema tiene solucién unica si el rango
de X’X coincide con su dimension p (para lo cual es condicién necesaria y
suficiente que las p columnas de X sean linealmente independientes). En tal
caso, la solucién del sistema es

B = (X'X)"'X'Y. (1.19)

En algunas aplicaciones puede ocurrir que m > 0 columnas de la matriz
de diseno X sean combinaciones lineales de las demas columnas de X. En tal
caso el rango de X'X es p — m y el sistema (1.18) no tiene solucién unica.
Sin embargo, este sistema es siempre compatible, ya que el rango de X'X



14 CAPITULO 1. MODELOS DE REGRESION

coincide con el rango de la matriz ampliada (X’X|X"Y), por lo que existen
infinitas soluciones. Por ejemplo, el modelo y; = 81 + foz; + F5(2 + 3z;) + ¢
conducira siempre a un sistema con infinitas soluciones, ya que la tercera
covariable (2 + 3z;) es combinacién lineal de las dos primeras: 1 y x;; puede
elegirse una solucién tinica dando un valor arbitrario a 33 (por ejemplo, 33 = 0
con lo que el modelo se reduce a y; = B1 + [ax; + €;). Siempre es posible
eliminar columnas dependientes de X introduciendo condiciones de contorno,
como se ilustra en los ejemplos 1 y 2 de la seccion 1.6.1. Salvo que se diga lo
contrario, en lo sucesivo supondremos que el rango de (X'X) es p.

El sistema (1.17) puede escribirse en la forma X'e = 0, lo que indica
que el vector de residuos estimados e es ortogonal a todas las columnas
de la matriz de disenio X. Esto implica a su vez que el vector de medias
estimadas 1 = X8 = X(X'X)"!X'Y es la proyeccién ortogonal del vector
de respuestas Y sobre el espacio vectorial engendrado por las columnas de
la matriz de disefio X. A la matriz X(X'X)"!X’, que permite proyectar
cualquier vector Y sobre el espacio engendrado por las columnas de la matriz
X, se le llama matriz proyeccion. La figura 1.1 representa la geometria del
ajuste por minimos cuadrados.

Es importante senalar que los estimadores B son funciones lineales del
vector aleatorio Y. Por tanto, mientras que los parametros 3 son constantes
desconocidas, sus estimadores 3 son variables aleatorias, cuyos valores para
la muestra observada se obtienen resolviendo el sistema (1.18).

El método de minimos cuadrados puede usarse independientemente de
que la distribuciéon de la respuesta Y sea normal o no. No obstante, si la
distribucion de Y no es normal, el método de la maxima verosimilitud o los
métodos que maximizan la bondad de ajuste suelen proporcionar mejores
estimadores que el método de los minimos cuadrados.

1.7.2. Método de la maxima verosimilitud

Este método consiste en maximizar la funcién de verosimilitud de los
pardmetros B y o2 del modelo (1.6), dada la muestra de valores de las co-
variables X y correspondientes valores de la respuesta Y. Esta funcion de
verosimilitud depende de la distribuciéon de probabilidad de la respuesta Y.
En consecuencia, mientras que los estimadores de minimos cuadrados no
varian con la distribucion de probabilidad de Y, los estimadores de maxima
verosimilitud (MLE) si dependen de cudl sea esta distribucién de Y.

En el caso de que la distribucion conjunta de Y sea normal n dimensio-
nal con vector de medias u = X3 y matriz de varianzas-covarianzas o2I,,
la funcién logaritmo-verosimilitud (es decir, el logaritmo de la funcién de
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1.2

0.8 b

=>

0.2 B

-0.2

12

0.8 b

0.6 B

—0.2 I I I I I

Figura 1.1: Geometria del ajuste por minimos cuadrados: Y = 1+ e siendo e
y [ ortogonales; si X tiene columnas c; y cg, se tiene 1 = ¢13; +c2f52 y € es
ortogonal a c; y a cq; tanto c; como ¢, pueden representar varias columnas de
X. (En este contexto puede usarse f1 o 1 indistintamente, aunque en general
el simbolo "indica estimacién por maxima verosimilitud.)
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verosimilitud) de los pardmetros B y o? dada la muestra es

Y - XB)(Y - XB)

202

0(B,02X,Y) = —g In (270%) — ( . (1.20)
Vemos, por tanto, que maximizar £(3, 02|X,Y) respecto de 3 es equivalente a
minimizar la suma de cuadrados (1.16) respecto de 3. De ahi que el estimador
de méxima verosimilitud B de 3, correspondiente a la hipétesis de normalidad
de Y, coincide con el estimador de minimos cuadrados de 3 (esto no ocurre
para otras distribuciones de Y). Por tanto,

(X'X)8=X'Y. (1.21)

Ademés, maximizando (1.20) respecto de o2 resulta el estimador de maxima
verosimilitud de o:

‘e (Y -XB)(Y -Xp

n

n

Al numerador de (1.22) se le llama suma de cuadrados residual S, y verifica

S, =ee=(Y-XB)(Y-XB) =YY -3XY. (1.23)

1.8. Distribucion de los estimadores

Bajo las hipotesis del modelo de regresion lineal, resumidas en la seccion
1.5, la distribucion de probabilidad del vector de estimadores B es normal p
dimensional con vector de medias

E (B) — (X'X)IXE(Y) = (X'X)'X'XB8 =3
y matriz de varianzas-covarianzas
Var (B) = (X'X)"'X Var (Y) X(X'X) ™! = 03(X'X) ",

recordando que Var (Y) = 0°1,,.

En consecuencia, vemos que los estimadores B son centrados para (3.
Ademsds, las componentes 3; y f; son variables aleatorias incorreladas (e
independientes, bajo normalidad) si y solo si el elemento de la fila i y columna
j de la matriz (X’X)~! es nulo. Puesto que el que los estimadores de los
pardmetros sean incorrelados (independientes) facilita la interpretacion de
los resultados, es conveniente que la matriz (X'X)~! sea diagonal o, si ello
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no es posible, que sea diagonal por bloques; esto ocurre si y solo si X'X
es diagonal o diagonal por bloques, respectivamente (como ocurre en los
ejemplos de la seccién 1.6.1).

También bajo hipdtesis de normalidad, la distribuciéon de probabilidad
de S,/0? es x? con n — p grados de libertad. De ahi que E(S,/d%) =n —p
y Var(S,/o?) = 2(n — p). Por tanto, E(c%) = o*(n — p)/n y Var(c?) =
2(n —p)ot/n?. Aunque 2 es el estimador de minimo error cuadratico medio

para o2, es frecuente usar en su lugar el estimador centrado

' Y — XB)(Y — X3
82: ee :( ﬁ)( B) — n /o_\27 (124)
n—op n—op n—op

cuya esperanza y varianza son F(s?) = o2 y Var(s?) = 20*/(n — p).

1.9. Estimacion de funciones lineales de los
parametros

En muchas aplicaciones es importante poder estimar funciones lineales de
los parametros incluidos en el vector 3. Definamos

§=Hp,

donde & es un vector columna de dimension » < p y H es una matriz constante
de dimensién r X p y rango r. Por tanto, el vector £ contiene r funciones
lineales e independientes de los parametros 3.

El estimador de maxima verosimilitud de & es

¢ =Hg.

Bajo hipétesis de normalidad, la distribucion de probabilidad de /é es normal r

-~

dimensional con vector de medias F(&) = £ y mariz de varianzas-covarianzas
Var (E) — ?H(X'X)"'H.

De este resultado se deduce que la variable aleatoria
~ / 1/~
ot (E—¢) HXX)H] T (E-¢)
tiene distribucién x? con r grados de libertad y es independiente de s* (y de
0%). Ademas, la distribucién de probabilidad de

1
rs?

(é-¢) mexx)m) " (E-¢) (1.25)
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es una F' de Snedecor con r y n — p grados de libertad. Esta distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria (1.25) permite obtener intervalos de
confianza y regiones de confianza para funciones lineales de los pardmetros
B (y en particular para los propios pardametros 3).

1.10. Regiones e intervalos de confianza

Conociendo la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria (1.25)
es posible construir una region de confianza conjunta para las funciones linea-
les de los pardametros 3 incluidas en el vector £, al nivel de confianza 1 — «,
para cualquier 0 < a < 1. A dicha region de confianza pertenecen todos los
puntos & que verifican la desigualdad

(e-¢) moxx) ") (€-¢) < rFn—p1 - (020

donde F(r,n—p,1—a) es el cuantil 1 —« de la distribucién F' de Snedecor con
ry n—p grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente.

Puesto que la matriz [H(X'X)"'H']”" tiene todos sus autovalores posi-
tivos (supuesto que el rango de H es r y el rango de X es p), la regién de
confianza (1.26) corresponde a un elipsoide en el espacio r dimensional. En el
caso particular de que sea r = 1, dicho elipsoide se reduce a un segmento de
la recta real, es decir a un intervalo de confianza. Este intervalo de confianza
con nivel de confianza 1 — a puede expresarse también en la forma

‘E _ 5‘ <stln—p,1—a/2)VHXX)H, (1.27)

donde t(n —p,1 — «/2) es el cuantil 1 — /2 de la distribucion ¢ de Student
con n — p grados de libertad, y H es un vector fila de dimension p.

Es interesante observar que si la matriz H se toma igual a la matriz
identidad I, de dimensién p, la ecuacién (1.26) proporciona una regién de
confianza conjunta para los parametros originales 3. Asimismo, si la matriz
H se toma igual a la fila i de I, la ecuacién (1.27) proporciona un intervalo
de confianza para el parametro ;.

1.11. Contrastes de hipdtesis

Las regiones de confianza de la seccién 1.10 pueden usarse para contrastar
ciertas hipétesis importantes sobre las funciones lineales de los pardametros 3
incluidas en el vector €. En particular, dado el vector &, de posibles valores de
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las funciones en el vector &, la regién de rechazo con riesgo de primera especie
igual a a para la hipotesis nula Hy : £ = &, estda dada por la desigualdad

(8- &) HOX) ] (E- &) > retFlrn —pl o). (129

Es decir, la hipdtesis nula Hy : £ = &, se rechaza con riesgo « si el punto &,
no pertenece a la region de confianza para £ al nivel de confianza 1 — «.

La desigualdad (1.28) puede expresarse de una forma equivalente, que
resulta a veces mas comoda de programar en un ordenador. Esta expresion
alternativa es

Syo— S, >rsF(r,n —p,1 —a), (1.29)

donde s* = S,/(n — p), siendo S, la suma de cuadrados residual del mo-
delo (1.6) y S,o la suma de cuadrados residual del modelo resultante de
imponer en el modelo (1.6) la hipétesis nula H3 = §,. La logica de la
expresion (1.29) es que, si al imponer esta restriccion HB = £, la suma
de cuadrados residual (es decir, la magnitud de los residuos) del modelo
(1.6) aumenta mucho, no es posible aceptar que la hipétesis HB = &, sea
cierta. Las expresiones (1.28) y (1.29) son equivalentes porque S, — S, =

(6- &) moxx)H] ! (E-4,).

1.12. Modelos de regresion no lineal

Supongamos que en n individuos (o unidades experimentales) se ob-
servan simultaneamente los valores de una respuesta z; y de g covariables
Wi, - . ., Wy, donde ¢ = 1, ..., n. La forma general de un modelo de regresién
no lineal es similar a la dada en (1.2), pero la media p; de la respuesta y; es
una funcién no lineal de los parametros 3, es decir

Yi = Hit &

ny = G(ﬁl,...,ﬁp;wu,...,wqi). (130)
donde y; = h(z; wy, . .., wy;) es una funcién cualquiera, pero conocida, de la
respuesta z; en la que podrfan intervenir una o mds covariables wy;, . . ., wy;
G(Bi, ..., Bp; w4, ..., wy) es una funcién cualquiera, pero conocida de los
parametros 31, ..., 3, y de las covariables wy;, ..., wg; v €1, ... €, son errores

aleatorios de los que frecuentemente se supone que son variables aleatorias
normales IIDs con media cero y varianza o2 desconocida.

La estimacion de los parametros puede hacerse usando los mismos méto-
dos que en el caso lineal (minimos cuadrados, maxima verosimilitud, méxima
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bondad de ajuste, etc.). Las diferencias esenciales entre los modelos lineales
y los no lineales pueden clasificarse en numéricas y estadisticas.

Desde el punto de vista numeérico, el caso no lineal es mas laborioso porque
las ecuaciones (1.16) y (1.20) deben reemplazarse respectivamente por

n

e'e: Z[yl —G(Bl,...,ﬂp;wli,...,wqi)]Q (131)

i=1
y (bajo hipétesis de normalidad e independencia de las respuestas)

e'e

53 (1.32)

((B,0*X,Y) = —gln (2m0?) —
que no son funciones de segundo grado respecto de los parametros 3. Por
tanto, los estimadores no pueden obtenerse simplemente resolviendo un sis-
tema lineal de ecuaciones, al contrario de los que ocurre en el caso lineal. En
general, hay que minimizar (1.31) o maximizar (1.32) numéricamente.

Desde el punto de vista estadistico, la consecuencia de que los estima-
dores de los parametros 3 sean funciones no lineales de las observaciones y;
es que la distribucién de dichos estimadores en pequenas muestras suele ser
dificil de calcular y no normal. En muchos casos practicos, estos estimadores
si son asintéticamente normales. Regiones o intervalos de confianza para fun-
ciones (lineales o no) de los pardmetros, asi como los contrastes de hipétesis
sobre los valores de estas funciones, pueden obtenerse con métodos validos
asintéticamente, como por ejemplo, la prueba del cociente de verosimilitudes
o las pruebas de Wald y de Rao-Silver.

1.12.1. Prueba del cociente de verosimilitudes

Supongamos que en un modelo de regresion no lineal se desea contrastar
hipotesis sobre las funciones lineales en el vector & = HA, del tipo de las
consideradas en la seccién 1.11 (H tiene rango r). Sea &, un vector de posibles
valores de &. La region de rechazo con riesgo de primera especie igual a «
para la hipétesis nula Hy : £ = &, estd dada por la desigualdad

2 €<B782|X7Y) - 6(3078(2” S = 507X7Y) > XQ(T7 1- OZ), (133>

donde E(B, %X, Y) es el méximo de la funcién logaritmo-verosimilitud (LL)
de los pardmetros del modelo dada la muestra, €(30,3§| £ =¢&,XY) es
el maximo de la misma funcién calculado en el conjunto de valores de los
pardmetros que satisfacen la restriccién € = £, y x*(r, 1 — a) es el cuantil
1 — a de la distribucién x? de Pearson con r grados de libertad.
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La desigualdad (1.33) sigue siendo vélida aunque las restricciones im-
puestas por la hipotesis nula afecten a funciones no lineales de los parame-
tros B. Es decir, aunque sea Hy : H(3) = &, con H;(B) = H;(b1,....06p),
1 =1,...,r, funciones independientes posiblemente no lineales.

Para un modelo de regresion no lineal, la desigualdad (1.33) es asint6ti-
camente equivalente a

STO > Sr

XQ(T7 1 - Oé)
1+ n—_p} . (1.34)

La desigualdad S,q — S, > rs?F(r,n —p,1 — a) (dada en la férmula (1.29))
sigue siendo valida cuando el modelo de regresion es no lineal y es asintoti-
camente equivalente a (1.33) y (1.34).

1.12.2. Perfil de la funcién logaritmo verosimilitud

Eligiendo H igual a la fila ¢ de la matriz identidad I,, la desigualdad
(1.33), proporciona un intervalo de confianza

2[0B.51X,Y) = £(B_; 67| B = B0, X.Y)| < x*(L1—a),  (13)

para el pardmetro §; al nivel de confianza 1 — .. Obsérvese que en este caso,
((B,5%X,Y) es el maximo de la funcién LL respecto de todos los pardme-

tros del modelo incluyendo a (3;, mientras que f(,@,j, 32_j| B = B0, X,Y) es
el maximo de la misma funcién LL respecto de todos los pardametros salvo
Bj, que se mantiene fijo e igual a Bjo. El intervalo de confianza para 3;
esta formado por todos los valores [, que satisfacen la desigualdad (1.35).

Al méximo condicionado E(B_j, 5'2_j| B; = Bjo, X,Y), considerado como
funcién de o, se le llama perfil de la funcion LL (profile log-likelihood) para
Bj. Calcular la funcién perfil de LL para cada uno de los pardmetros es
laborioso numéricamente.

Para un modelo de regresién lineal, la desigualdad (1.35) es equivalente
a la desigualdad (1.27).

Sin més que cambiar el signo > por el signo <, la desigualdad (1.33)
proporciona una regién de confianza para las funciones del vector £ al nivel de
confianza 1 — . Por tanto, eligiendo como matriz H a cualquier subconjunto
de r filas de I, es inmediato generalizar la desigualdad (1.35) para obtener
regiones de confianza para r parametros del vector 3.
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