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Problemas gravitacion

Soluciones

1. Utilizando los datos de los planetas del Sistema Solar, calcular la
masa del Sol.

Se trata de aplicar la 3? ley de Kepler a cada uno de los planetas (incluido

Plutén):
2 _ 4’ &
GM,,

donde t es el periodo del planeta y a el semieje mayor de su Orbita
alrededor del Sol, cuya masa es M_ . Convirtiendo periodos a afios

terrestres y semiejes a U.A., el cociente

3
a

TZ

serd exactamente 1 para la Tierra. En la tabla se listan los resultados:

Planeta Masa (UA3/anos?)
Mercurio 0.9953
Venus 0.9868
Tierra 1
Marte 0.9936
Jupiter 0.9919
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Planeta Masa (UA3/anos?)
Saturno 0.9983
Urano 0.9903
Neptuno 0.9934
Plutén 0.9947

Calculando el promedio y la dispersion se obtiene 0.9938 +/- 0.0037.
Calculando ahora en unidades del S.I. para la Tierra, se obtiene que
M (Tierra) = 2.0086 x 10 kg por lo tanto, para el Sistema Solar,

M, =(1.996+0.007)x 10" kg

2. Una particula se mueve en una orbita eliptica de semieje mayor a.
Calcular la velocidad de la particula en funcion de la distancia al foco.

La energia de una particula con velocidad v a una distancia r del centro
del potencial (uno de los focos) es,

1 M,
Ezamvz—G i

r

En una orbita eliptica se tiene también que

GMm
2a

donde a es el semieje mayor de la orbita. Por tanto

E=-

1 , GMm GMm
E=—myv" — =-
2 r 2a
1
V= GM(l—ij
2 r 2a
I 1
v=+2GM ,|———
r 2a



FiSICA BASICA EXPERIMENTAL | 2012/2013

3. Un cometa de masa m se observa a una distancia 10" m del Sol,
acercandose a él a una velocidad de 5.16x10* m/s formando su
trayectoria un angulo de 45° con el radio que parte del Sol. Obténgase
la ecuacion de la orbita del cometa y la distancia de mdaximo
acercamiento al Sol. ;Volverad el cometa a acercarse al Sol?

La ecuacion general de una orbita kepleriana es la conica

1
— =B+ Acosf
r
con
GMm* omE\"”
B= Lzm y A=(BZ+ ’an j

donde E es la energia de la particula y L su momento angular.
Calculamos estas dos cantidades para el cometa:

puesto que el angulo que forman el radio vector 7 y la velocidad v del
cometa es 45°, tenemos

L= ‘E‘ = m|? X 17| = mrvsin(45) = m3.65x10"” kg-m’/s

1, mGM,

E=—m’— =-m2.72x10°J

-
Asi,
B=10013x10" y A=9993x107"

Y entonces la excentricidad de la 6rbita y la ecuacion de la drbita son:

E= A =0.9980
B

9.987 x 10"
r=
1+0.9980cos0

La distancia de méximo acercamiento es, en este caso, el perihelio,
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r,=a(l—¢€)
donde el semieje mayor es

_ZOmMo _ 5 45%10° m
2E

r,=5x10" m=0.333 U.A.

a

El cometa volvera a acercarse al Sol puesto que su 6rbita es eliptica.
4. Un satélite geoestacionario es aquel que aparece fijo desde un punto
de la superficie terrestre. Calcular el radio de su orbita.

Para permanecer fijo desde un punto de la superficie terrestre, el satélite
debe tener un periodo de 24h, por tanto, de la tercera ley de Kepler,

i 1/3
a:(i T 12) = 42200 km
v/

y la altura sobre la superficie sera entonces 42200-6371=35829 km.

5. La orbita de un asteroide alrededor del Sol se extiende desde la
orbita de la Tierra hasta la de Jupiter. Calcular su periodo orbital, su
velocidad minima y su velocidad maxima.

El perihelio del asteroide es el radio de la orbita terrestre y su afelio es el
radio de la 6rbita de Jupiter. Asi, el semieje mayor de la orbita es,

_ptr

2

150 + 778
= X

10° =4.64x10" m

a

Asi su periodo es
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1/2
A
r:( id a3] =172 x10% s = 5.45 afios
GM,

Las velocidades minima y maxima ocurren en el afelio y perihelio
respectivamente. Utilizando el resultado del problema 2,

172
11
v, =2GM (——2—] = 7445 m/s

r, a

1 : 12
VPZJZGMO(F——ZJ = 38615 m/s

P

6. Dos planetas se mueven en el mismo plano con orbitas circulares de
radios r1y r2. Se ha de lanzar una sonda espacial desde el planeta 1 al
planeta 2. Puede demostrarse que para lanzarla con la minima
velocidad posible, debe ponerse en una orbita eliptica con perihelio r1y
afelio r2. Cdlculese dicha velocidad en funcion de r1y r2y de la duracion
del ano del planeta 1. Cdlculese la duracion del viaje de la sonda.
Aplicar a sondas enviadas desde la Tierra a Marte.

La sonda parte del planeta 1 (interior) con velocidad v, respecto al Sol y
llega al planeta 2 (exterior) con velocidad v, Al corresponder al perihelio
y afelio respectivamente, estas velocidades son perpendiculares al radio
vector de la orbita de la sonda. Para encontrar las velocidades debemos
aplicar las leyes de conservacién del momento angular y de la energia en
estos dos puntos:

despejando v de la primera y substituyendo en la segunda, obtenemos:
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1
v, :\/ZGMO [r_zj( j
n )\ n+r,

Para poner esta velocidad en términos del afio del planeta 1,

5 2 1/3
, 4rnm 5 1 4r 1
L= W= Ty
n \GM, ) 1

1/3 1/2
2nGM 2r,
V. =
! T, o+,

La duracion del viaje de la sonda sera entonces

Ty=1/2
,  4n’ , 4m (5+n)
’TS - ‘lS -

GM GM 8

O] O]

Para sondas enviadas desde la Tierra a Marte, se obtiene

v, =32824m/s
T, =224%x10"s=260 dias

La velocidad relativa a la Tierra sera 2939 m/s.

7. Desde la superficie terrestre se lanza un satélite formando un angulo
o con la vertical con una velocidad inicial vy tal que cuando alcanza una
altura h; sobre la superficie terrestre, su velocidad es horizontal. Justo
en ese momento se encienden los motores propulsores que comunican al
satélite una velocidad adicional Av,. La orbita final ha de ser eliptica
con perigeo h;y apogeo h: (rveferidos a la superficie terrestre). Hallense
las velocidades voy Avi requeridas en funcion de R, a, hi, hs, y g, siendo
R y g el radio terrestre y la aceleracion de la gravedad en la superficie
terrestre, respectivamente.
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Hay dos orbitas. La primera desde el
punto de lanzamiento donde el satélite
tiene velocidad vo y su distancia al
centro de la Tierra R hasta el punto en
que su velocidad v es paralela al suelo
y esta a la altura /1. Al propulsar en ese
punto, se le imparte al cohete una
velocidad extra Av, de modo que pasa a
la orbita deseada con perigeo y apogeo
R-h1y R+hy respectivamente.
Aplicando conservacion del momento
angular y energia en los dos puntos
mencionados de la primera oOrbita y en
el apogeo y perigeo de la segunda:

voRsina =v,(R+ h,)
1, GM 1 , GM

vy v, —

2 R 2 R+h,

(v, +Av)(R+h)=v,(R+h,)
GM 1

1 GM
—( + AV ———=—V] -
2 R+h 2 R+h,

de las dos primeras se obtiene

VO:@\/ R, (R+h)

R*cos’a+h,(2R+h)
Rsino
Vo
R+h,
GM
8= R
De las dos ultimas,

2
vt Avm ,—zg\/R (R+h) 1

R+h ~ 2R+h +h,

v, =
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8. Calcular la velocidad necesaria para que la Tierra escape de la
atraccion del Sol. Compararla con la velocidad media de la Tierra en su
orbita.

La velocidad de escape de una particula a la distancia » de la masa
central es

/2GM
v, =
B

Para la Tierra, se obtiene 42 km/s. Su velocidad orbital, suponiendo una
orbita circular es

2rr
vorh = T

siendo T el periodo de la orbita. Para la Tierra esta es ~ 30 km/s. Asi

v, ~l4v ,

9. Sea Agwm la diferencia de intensidad del campo gravitatorio producido
por la Luna entre los puntos de la superficie terrestre mds cercano y mas
alejado de la Luna. Calculese el cociente Agu/g donde g es el campo
gravitatorio terrestre en la superficie. Esta diferencia es el origen de las
mareas.

Tierra
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Considérense entonces los puntos mas cercano a la Luna (A) y mas
alejado de la Luna (B) y calculemos la magnitud del campo gravitatorio
lunar en dichos puntos:

GM,
84= 3
T
GM, GM,
8= "3

r2 (r, +2R)

La diferencia de campo es entonces,

1 1
Ag,. =¢, —90.=GM,| ————
v = 84— 85 L(rAz r, +2R)2J

puesto que el radio terrestre es mucho mas pequefio que la distancia
Tierra-Luna (~1/60),

r,>R
L1 L1, R
(r,+2R? r2(+2R/r) 1 r

Asi, finalmente,

GM, 4R 4RGM
AgM = 2 L—= 3 2
Fa Ty Ty

ﬁ_4&(£j3
8 MT Ty

siendo g la gravedad en la superficie terrestre.

10. Debido a la fusion termonuclear que se produce en el interior del
Sol, éste pierde masa a razon de 3.634 x 10° kg/s. A lo largo de los ~
5000 arios de historia de la humanidad, ;cuanto ha variado la duracion
del ario terrestre debido a la pérdida de masa del Sol? Supongase que la
orbita terrestre es circular y que no hay fuerzas externas actuando sobre
el sistema.
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Si no hay fuerzas externas se conserva el momento angular de la Tierra,
L, pero no asi la energia puesto que el Sol pierde masa. Combinando la
tercera ley de Kepler y la conservacién del momento angular,

21a /LT
L=mva=m—a—>a=,—
T 21a

3/2
LT
GM T’ =4n’a’ =4n’ (—) -
2nm

L 3/2
GM_T'"* =4n’ (2—) = cte
mm

Derivando esta lltima respecto al tiempo:

am 1 dT
G—=2T"+-GM_ T —=0
dt 2 dt
0
ar__, T aM,
dt M, dt

substituyendo los valores actuales para el periodo y la masa solar y
suponiendo que la pérdida de masa es constante, el incremento de
periodo desde hace 5000 afos es,

AT =1.82%x107s

11. Una varilla infinitamente delgada de masa M, longitud L y densidad
uniforme esta centrada en el origen a lo largo del eje X. Calcular el
campo gravitatorio debido a la varilla en el punto xo en el eje X, con xo
> L/2.

b . +Li2
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Considérese el punto xo sobre el eje X. El potencial generado por un
elemento de la varilla de anchura dx situado en x sobre la varilla es

dm

Xy — X

d®(x,)= -G

dm= Adx = ﬂdx
L

donde A es la densidad de masa de la varilla y que es M/L. Para sumar
todas las contribuciones de los trozos de la varilla se integra desde -L/2 a
L/2:

-GM ¢ dx -GM L2
D(x,) = = —In(x, — x
= O
GM [ 2x,—L
= In
L 2x,+L

El campo gravitatorio esta dirigido hacia el centro de la varilla, a lo largo
del eje X'y magnitud,

dd GM 1

X)==--——
8%) dx, L x,—L/2

12. Calcular el campo gravitatorio creado por una esfera solida de masa
M, radio R y densidad uniforme.

Podemos utilizar la expresion general para el potencial gravitatorio
generado por una distribucion esférica de masa de densidad p(7):

11
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D(r)= —477:G{lj‘p(r')dr '+ Tp(r')r'dr'
re g

En este caso,

<
p(r‘)={ po TR
0 r>R

Para puntos fuera de la esfera (¥>R) podemos aplicar el teorema de
Newton,

GM
CD(I") = —T

es decir, el potencial es el mismo que el generado por una masa puntual
de masa M.

Puntos dentro de la esfera:

O(r) = 471G lj,;or'2 dr'+ jpor'dr}
_r 0

_1 ’,_!3 r r|2 R
=—4nG| =py—| + Py
r 31, 2|

:_GM_ERZ_lrz}
R |2 2

Y el campo gravitatorio es,

GM
-— r>R

g(r)= GrM
— e r r<R

Este resultado se aplica al ejemplo de un objeto moviéndose a través de
un hipotético tinel practicado desde el Polo Norte al Polo Sur (o dos

12
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puntos diametralmente opuestos en la superficie de un planeta. La fuerza

gravitatoria sobre el objeto es

F=mg=- g
donde i es un vector unitario en la direccidon radial desde el centro del

planeta. Por tanto su ecuacion del movimiento es:

. GMm
mii = — g r
P+ 3r=0

que es la de un oscilador armoénico de frecuencia

GM g
QTN :\/;

es decir, tal objeto oscila indefinidamente con un periodo

2 R
T:—E:275\/:
, 8

Para el caso de la Tierra, por ejemplo,

T =5063s = 1.4 horas

13. Una esfera sodlida de radio R y masa M tiene una densidad que
depende de la distancia al centro:

p(r) = Cr r<R
0O r>R

Calcular el campo gravitatorio a la distancia r del centro de la esfera.

13
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Debemos calcular primero la constante C obligando a que la masa sea M.

4

R M
M = 4ner3dr —TCR* = C =
5 TR

El campo para >R es simplemente

GM
g(r)=- =

y para puntos del interior

GM (r 471G GM
g(r)=— 2( ):_ . Jp(r‘)r'zdr':— - r?
re R

14. Nuestra galaxia puede considerarse un disco infinitamente delgado
de radio R y masa M con densidad uniforme. (a) Considérese un anillo
en dicho disco, de radio r y anchura dr. Calcular el potencial en un
punto situado en el eje de este anillo a una distancia x del centro. (b)
Integrar a todo el disco para calcular el potencial total debido al disco
en el punto x. (c¢) Calcular la componente del campo gravitatorio a lo
largo del eje.

14
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(a) Sea el punto x situado en el eje del disco. Todos los puntos materiales
de un anillo cualquiera del disco contribuyen por igual al potencial
gravitatorio en dicho punto por ser de densidad uniforme y estar todos a
la misma distancia a de x. Por tanto, el potencial es, debido al anillo,

SD(x) = — G X masa del anillo __ Gdm Gdm

a a :_\/r2+x2

La masa del anillo es su area por su densidad superficial de masa o:

M2r 2M
rdr =

dm=0o2nrdr = > 7 rdr

R

asi el potencial debido al anillo es,

2GM  rdr

R ¥+

oD(x)=—

(b) Integrando a todo el disco:

15
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R

26GM § rd 2GM
P(x)=- 2.[ e —Vx’ 4+
R 0\/.X2+7"2 R
26M | 5——
= — ;;2 ( X2+R2_X)

0

(c) El campo gravitatorio s6lo tiene componente a lo largo del eje, por
simetria, y esta dirigido al centro del disco y su magnitud es

dd 2GM X .
dx R?

gx)=-——= NS

15. Repetir el problema anterior pero considerando ahora que la
densidad superficial del disco varia como a(r)=C/r.

Si la masa total es M entonces

R R
M
M = 2njo(r)rdr - 2ncjdr —27CR—C = ——
0 0 2R

Como en el problema anterior:

G X masa del anillo Gdm Gdm
&I)(x) = — = — = — - -
a a VPP +x
B 2rnGo(ryrdr B GM  dr
N R P+

Integrando al disco:

GM % d GM R
D(x)=— J 2r == 1n|:r+\/x2+r2}
R 3\r +x R

0
__GMln[R+\/x2+R2]

R X

16
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Y el campo gravitatorio a lo largo del eje perpendicular:

dod GM X 1
g)=—-——=- 2 2 2 2 .
dx R [RVX+R+X°+R X

16. Una nube difusa de gas, de forma esférica y densidad p estd
inicialmente en reposo y comienza a colapsar a causa de su propia
atraccion gravitatoria. Encontrar la velocidad radial de una particula
que comienza en reposo en un radio a, cuando alcanza un radio .
Demostrar que todas las particulas de la nube alcanzan el centro al
mismo tiempo y que tiempo necesario para el colapso es

(3m/ 32pG)1/2, independiente del radio inicial de la nube. Calcular

este tiempo si la densidad es 10-° g/cm?’.

En ¢t =0 la particula parte del reposo de » =a. La densidad de la nube es p
en ese instante. Al ser una distribucion esférica de masa, la particula es
atraida por el campo gravitatorio debido a la masa encerrada en una
esfera de radio a, M(a). Su energia en este instante es pues

GM (a)

a

E=-

En ¢ > 0, al colapsar, todas las particulas de la nube, dentro del radio 7
siguen dentro de  y por tanto, la masa dentro de ese radio es constante

M(r)= 4?ﬂﬁp(r) =cte = 4?7[613p(a) = 4?7[613p -

3

a
p(r)=p—
P

es decir, la densidad aumenta a medida que la nube colapsa. Su energia
es

17
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gl GMG@) 1, GM(a)
2 r 2 r

Por conservacion de la energia:

GM
M@ _1, GM@)
a 2 r

p= «/ZGM(a)(l - lj - «/ZGM(a)(a _ rj
r a

ar

Esto es una ecuacion en r(2)

L _2GM (a)dt
-

ya que la velocidad aumenta al disminuir

Integrando,

j‘/ DT dr =12GM (a)
a-—r

a

t\J2GM (a) = «/ﬁ {ﬁ(r —a)+ a\/;atg[\/i}}

a—r

r

De aqui se obtiene el tiempo de colapso, T¢, poniendo » = 0

18
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T.\2GM (a) = ga” =

A S Y N S
“ 2 2GM@) 2 \2Gampd’ /3

T = 3
32Gp

Es decir, el tiempo de colapso depende sélo de la densidad inicial de la
nube y no del tamafio y todas las particulas tardan lo mismo en llegar a
r=0. Para la densidad concreta de 10-*2 g/cm?,

T.=2.1%x10"s=6.7x10° afios

19



