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Capitulo 1

Introduccion a las Ecuaciones en
Derivadas Parciales

DEFINICION 1.1 1. Una ecuacién en derivadas parciales (EDP) de orden n € IN es una ecuacion
en la que aparece una funcion desconocida que depende (al menos) de dos variables reales, junto a
algunas de sus derivadas parciales hasta orden n. Cuando la funcion incdgnita sélo depende de una
variable real, se trata de una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) de orden n.

2. Se dice que una EDP es lineal si es lineal respecto de la funcion desconocida y de todas sus derivadas
parciales. En otro caso, se dice que es no lineal.

Dada una funcion u(z, y), es habitual utilizar la siguiente notacion abreviada para designar sus derivadas
parciales

ou ou 0%u 0%u
aix(xvy) - U$($,y)7 @($7y) - uy(%?/% @(l’,y) - uzz(may)7 m(x7y) - ny(%l/%

8%u 0%u
%(xﬁy) = uwy($7y)7 ain(‘%y) = uyy(x7y) e

A partir de ahora, supondremos que las funciones que manejamos son suficientemente regulares de
forma que todas las derivadas parciales que aparecen estén bien definidas y sean continuas.

Por otra parte, si la funcién u es de clase C? en un cierto dominio (existen todas las derivadas parciales
hasta orden 2 de dicha funcién y son continuas en el dominio), se sabe que uy,(z,y) = ugy(z,y), gracias
al Teorema de Schwarz (igualdad de las derivadas cruzadas). Por ello, en las EDP de segundo orden sélo
aparecera Uy, (y N0 uy,(z,y)). En general, es irrelevante el orden en el cual se aplican k& (6 menos) derivadas
parciales a una funcion de clase C* en un cierto dominio.

EJEMPLO 1.1 1. Una EDP lineal de primer orden: u,(x,y) — uy(x,y) + 2u(z,y) = 6.
2. Una EDP no lineal de primer orden: (uy(x,y))* + (uy(z,y))? = 0.
3. Algunas EDP lineales de sequndo orden:

a) U (,y) + Uyy(x,y) =0 (Ec. de Laplace)
b) u(t,x) — uzz(t,x) =0 (Ec. del calor)
C) utt(tv'r) - u.L.L(t7x) =0 (EC de ondas)

4. Una EDP no lineal de seqgundo orden: u(z,y) - uzy(x,y) + ug(z,y) = y.

5
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Por regla general, al integrar una EDO de orden n aparecen n constantes arbitrarias. De la misma
manera, al integrar una EDP de orden n, es habitual que aparezcan n funciones arbitrarias. Por ejemplo,
la EDP lineal de primer orden w,(x,y) = 0, tiene como solucién u(z,y) = f(z), donde f es una funcién
arbitraria que s6lo depende de z. Del mismo modo, dada la EDP lineal de segundo orden uz,(x,y) =0, al
integrarla con respecto de y se obtiene que

ux(2,y) = f(2),

donde f es una funcién arbitraria que sélo depende de z. Integrando ahora esta tltima identidad con
respecto de z, resulta que la solucién general de la EDP viene dada por

u(z,y) = / f(@)dz + G(y),

donde G es una funcién arbitraria que solo depende de y. Teniendo en cuenta que f es una funcion
arbitraria, podemos expresar u en la forma

u(z,y) = F(z) + G(y),

donde F'y G son funciones arbitrarias.

1.1. EDP lineales de primer orden con coeficientes constantes
Cuando la funcién incognita depende de dos variables independientes, son aquellas que tienen la forma
a-uz(z,y)+b-uy(x,y)+c-ulz,y) = flz,y) (1.1)

donde a, b, c € IR son conocidos (Ja| + |b] > 0); también es conocida la funcion f(z,y).
Supongamos, para empezar, que a = 0y b # 0. Asi la EDP queda

buy(z,y) + ¢ u(z,y) = f(z,y) (1.2)

En este caso, para cada z fijo, podemos ver la EDP anterior (1.2) como una EDO lineal de primer orden.
Resolviéndola como tal, obtenemos que

u(a:,y) = e—cy/b (K(x) i /y %f(@ r)ecr/bd7‘> 7

donde K es una funcién arbitraria.
En el caso general (cuando a # 0 y b # 0), introducimos la nueva variable

E=b-z—a-y

y la nueva funcion incoégnita v(€,y) = u(z,y). Utilizando la regla de la cadena, podemos escribir la EDP
(1.1) en términos de la nueva funcién incégnita, en la forma

E+a-y )
"y

bl +e-olen) = 1 (55 (13

Ahora, esta EDP es del tipo anterior y aplicando la formula correspondiente a este caso, se obtiene

e =t (ke + [ 47 (5] ertar).

Deshaciendo el cambio, se llega a que

u(z,y) = e"V/° (K(bx —ay) + /y %f (:c + “(Tb_y)r) e”/bdr) : (1.4)
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donde K es una funcion arbitraria. Las rectas b+ x — a - y = cte se denominan rectas caracteristicas de la
EDP.

Para resolver la EDP también es posible utilizar el cambio de funcién incégnita v(z, &) = u(z, y).
Con ello, la EDP queda

a

)=t (fe)+ [ L1 () oo

0 v, €) + ¢ v(2,6) = f (33 bx_g) (1.5)

de donde

y por lo tanto

sty = (e [ (rare 222 o) ”

A pesar de las apariencias, es posible demostrar que los segundos miembros de las expresiones (1.4]) y
(1.6) son iguales, teniendo en cuenta que las funciones K y K deben estar relacionadas entre si: para verlo,

basta igualar (1.4) y (1.6) y tomar algan valor concreto para x 6 y.

EJERCICIO 1.1 Probar que la solucion general de la EDP 3u,(x,y) —2uy(z,y)+u(z,y) = 1 viene dada
por u(z,y) = 1 + K(—2x — 3y)e¥/?, donde K es una funcién arbitraria. Obtener soluciones particulares,
eligiendo la funcion K de diferentes maneras. Probar que también se puede expresar en la forma u(z,y) =
1+ K (—2z—3y)e~*/3, donde K es una funcion arbitraria. Ambas expresiones coinciden siy solo si K (—2z—
3~y)ey/2 = K(—2z — 3y)e /3 para cada v,y € IR: haciendo (por ejemplo) x = 0, resulta K(=3y)ev/? =

K(-3y), o equivalentemente, K (r) = K(r)e~"/S. Comprobar ahora que las dos expresiones anteriores de
u coinciden, si K y K estdn relacionadas de esa manera.

En ciertas aplicaciones, resulta interesante determinar una solucion particular de la EDP que satisface
una condicién adicional del tipo u(zx, ¢(x)) = g(x) (resp. u(v(y),y) = g(y)), donde las funciones ¢ y ¢
son conocidas. En muchos de estos casos, esta condiciéon sirve para determinar la funcién arbitraria K de
manera tnica. Cuando y = ¢(z) (resp. x = ¢(y)) es una recta caracteristica para la EDP, existe solucion
verificando la condicién adicional sélo para ciertas funciones particulares g; ademas, en el caso de que g
tenga la forma particular requerida, existiran infinitas funciones K satisfaciendo el requisito. Para verlo,
basta derivar u(z, ¢(z)) = g(z) con respecto de z, de donde resulta u,(z, p(z)) +uy(z, o(x))¢' () = ¢'(x).
Multiplicando por a, se sigue que

a - ug(z,0(z)) +a- ¢ () uy(z,0(z)) = a- g'(x).

Haciendo ahora y = ¢(x) en la EDP, tenemos que

a-ug(z,(x)) +b-uy(2,0(2)) + ¢ u(z, o(2)) = f(z, p(2)).

Cuando a - ¢'(z) = b, resulta evidente que ambas expresiones s6lo son compatibles si
a-g'(x) +c-g(x) = f(z,0(x))

EJEMPLO 1.2 La dnica solucion del problema 3u,(x,y) — 2uy(z,y) + u(z,y) = 1 que ademds verifica

2
2 % — 1) eY/2. Por otro lado, ninguna de las soluciones

. 2(17 _ . . . . . . 2‘/1: _
de esta EDP verifica u (:c, 1-— ?) = x, mientras que existen infinitas soluciones verificando u (:c, 7?) =

1+ e */3 (todas aquellas que satisfacen K(0) = 1). Notar que la recta y = 0 no es caracteristica para la

EDP, mientras que las rectas y =1 — 2?1 ey = —%I st lo son.

u(z,0) = x* viene dada por u(z,y) =1+ (
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1.2. EDP lineales de primer orden con coeficientes variables
Cuando la funcién incégnita depende de dos variables independientes son aquellas que tienen la forma

donde las funciones a(z,y),b(x,y),c(z,y) y f(z,y) son conocidas, |a(z,y)| + |b(z,y)| > 0.

El planteamiento tedrico aqui es muy parecido al caso de coeficientes constantes. Cuando a(z,y) =0y
b(z,y) # 0 la EDP queda
y, de nuevo (para cada z fijo), podemos ver como una EDO lineal de primer orden, que podemos
resolver explicitamente, obteniendo

ez, r) ACKD) "e(x, s)
= - d K ds |d
o =ew (- [ 550 ) (o + [ e ([ fgas)ar).
donde K es una funcién arbitraria.
En el caso general (cuando a(z,y) # 0y b(x,y) # 0), queremos introducir una nueva variable

§=¢&(z,y) (1.9)

y una nueva funcion incognita v(€, y) = u(zx,y) tal que la nueva EDP que resulte sea del tipo ([1.8)). Veamos
como debemos elegir la funcion &(x,y) para conseguirlo. Utilizando la regla de la cadena, tenemos que

ug (2, y) = vg(&@/)%(%y% uy(2,y) = vs(E,y)%(w, y) + vy (€, y).

Sustituyendo en la EDP (1.7) se sigue que

Fa9) = ) - ve(€) G (o) + (o) - (06(E09) G 0.9) + 0,(60) ) + ) - 0(E0)

Asi pues, la condicién necesaria y suficiente para que el término v¢ no aparezca es que

o) G (w9) + bay) - 5 (210) 0.

En otras palabras, la funcion £(z,y) que nos interesa utilizar en el cambio de variable, es una solucién de
la parte principal de la propia EDP (|1.7)), esto es, de la EDP inicial con ¢ = f = 0. Esto puede conseguirse
cuando &(z,y) = cte define (implicitamente) alguna solucion de la EDO (en general, no lineal)

dy bz, y)

= . 1.1
dr " aa.y) (110
ya que, derivando la expresion £(x, y(z)) = cte con respecto de z, resulta que
23 23 dy 0 23 b(z,y)
_ %€ 98 N _ 95 9% 1.11
0=5>(z,y) + a9y (@,y)5 - = 5 (@y) + o (x,y)a(x,y), (1.11)

que es la condicién que buscamos.
Con este cambio de variable, la EDP (1.7) queda

b(l‘,y) 'vy(§7y) + C(‘T7y) : v(&y) = f(xa y)'

Para poderla resolver, necesitamos expresar todos los coeficientes en términos de la nueva variable &; para
ello, precisamos despejar = h(£,y) a partir de (1.9)). Una vez hecho esto, la EDP queda
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Ahora si, esta EDP es del tipo anterior y aplicando la féormula correspondiente a este caso, se obtiene
v(&,y). Deshaciendo el cambio, resulta u(z,y) = v(&(z,y), y).

Las soluciones de la EDO se denominan curvas caracteristicas de la EDP. Notemos que, cuando
a y b son constantes, la solucién general de viene dada por y = go: + cte, y por lo tanto, podemos
tomar &(z,y) =b-x—a-y.

EJERCICIO 1.2 Probar que la solucion general de la EDP u,(x,y)+yuy(z,y)+yu(z,y) = 0 viene dada
por u(z,y) = K(ye *)e Y, donde K es una funcion arbitraria. Obtener soluciones particulares, eligiendo
la funcion K de diferentes maneras.

En la préctica, es claro que la determinaciéon de alguna funcién £ (curva caracteristica) puede ser (va
a ser, en muchos casos) complicado; por otra parte, aunque sea posible, el calculo explicito de la funcién
inversa h resulta (en general) muy dificil. Todo ello implica que (salvo casos concretos) la resolucion de
EDP lineales de primer orden con coeficientes variables resulte una tarea complicada mediante métodos
explicitos.

De nuevo, en ocasiones, una condicién adicional del tipo u(z, p(x)) = g(z) (resp. u(e(y),y) = g(v)),
donde las funciones ¢ y g son conocidas, sirve para determinar la funcién arbitraria K de manera tnica.
También puede suceder que dicha condicién adicional sea incompatible con la EDP o que haya infinitas
funciones K verificando el requisito. Derivando u(z, ¢(x)) = g(x) con respecto de x resulta u,(z, o(x)) +
uy(z, ¢(2))¢’ (z) = ¢'(x). Multiplicando por a(z, p(z)), se sigue que

a(z, ¢(x)) -tz (@, 0(x)) + a(z,0(x)) - ¢'(2) - uy (2, 0(x)) = a(z,0(x)) - ¢ (2).

Haciendo ahora y = ¢(x) en la EDP, tenemos que
a(x, p()) - ua(z, 0(x)) + bz, 0(2)) - uy(z, 0(2)) + (2, 0(2)) - u(z, p(2)) = f(2, ¢(x)).
Cuando a(z, p(x)) - ¢'(x) = bz, ¢(z)), las expresiones sélo son compatibles si
a(z,¢(x)) - g'(z) + c(z, () - g(z) = (2, o(x)).
Resaltemos que esta incompatibilidad entre la EDP y la condicién inicial se puede producir cuando

b(x, p(x))

() —
¥ (1") - )
a(z,¢(z))
es decir, cuando la condicién inicial viene dada sobre una curva caracteristica.

EJEMPLO 1.3 La inica solucion del problema uy(z,y) + yuy(z,y) + yu(z,y) = 0 que ademds verifica
u(0,y) = ye Y viene dada por u(z,y) = ye Y. Por otro lado, ninguna de las soluciones de esta EDP
verifica u(x,0) = x, mientras que existen infinitas soluciones verificando u(x,0) = 1 (todas aquellas que
satisfacen K(0) = 1).

El método de las caracteristicas se puede extender al caso de EDP lineales donde la funcién incégnita
depende de tres 6 mas variables independientes. También es posible tratar EDP cuasilineales del tipo

CL(l‘, Y, ’U,(Q}, y))UT(LL', y) + b(‘rﬂ Y, U(I, y))uy(xa y) = C(Ia Y, u(x, y))7

donde los coeficientes pueden ser no lineales respecto de u, ver Bleecker y Csordas, pag. 92 y siguientes.

1.3. Aplicaciones de las EDP lineales de primer orden: Ecuaciéon
de Transporte

Consideremos un fluido que se mueve con una velocidad constante V' en un tubo recto, fino y con
seccion transversal A. Supongamos que el fluido contiene un contaminante cuya concentraciéon en el punto
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x y en el instante ¢ denotaremos por u(z,t). Para simplificar supondremos que no hay otras fuentes de
contaminantes en el tubo y que el contaminante no puede escapar a través de sus paredes. Entonces, en el
instante ¢, la cantidad de contaminante en la seccién del tubo entre las posiciones x; y x5 viene dada por

/ u(zx,t)Adz.

Por otro lado, podemos expresar la cantidad de contaminante que fluye a través de un plano situado en el
punto z, durante el intervalo de tiempo [t1, t2], como

to
/ u(x, t)AV dt.
ty

Estamos ahora en condiciones de hacer el siguiente balance: la cantidad de contaminante en la seccién
[x1,22] en el instante t5 es igual a la cantidad en dicha seccion en el instante anterior ¢; més la cantidad
que entro6 a través del plano en la posiciéon z; durante el intervalo de tiempo [t1, t3] menos la cantidad que
sali6 a través del plano en la posiciéon x, durante el mismo intervalo de tiempo. Esto es,

T2 To to ta
/ u(m,tQ)Adx:/ u(x,tl)Adm—i—/ u(xl,t)Ath—/ u(ze,t)AVdt.

1 x1 t1 t1

Por el Teorema Fundamental del Calculo sabemos que

xo To to T2
/ u(x,te)Adx — / u(z,t1)Adx = / / ug(x, t) Adzdt,
T T 31 T1

to to T2 prt2
/ u(zy,t)AVdt — / u(za,t)AVdt = —/ / Ug (z,t) AV dtdz.
Xy t1

tl tl

Combinando estas identidades llegamos a que

tQ xro
/ / (ue(z,t) + Vug(z,t)) Adzdt = 0.
tl Xy

Suponiendo que la igualdad anterior se verifica en cada segmento del tubo y en cada intervalo de tiempo
y que la funcién u(z,t) y sus derivadas parciales de primer orden son continuas, obtenemos

ug(x,t) + Vug(z,t) = 0.

Esta es la llamada Ecuacion de Transporte en dimensién uno, que también se utiliza para estudiar
fenomenos de flujos de trafico. En los casos en que la velocidad V' (resp. A) no es constante, sino que
dependa de t y/o x (resp. x), habra que deducir la correspondiente version para la ecuacion de Transporte,
que tendrd en ese caso coeficientes variables. Existe también la versién en dimensién n cualquiera.

1.4. EDP lineales de segundo orden con coeficientes constantes:
clasificacién y reduccién a la forma candénica

Vamos a considerar EDP del tipo
- Uz (T, Y) + 0 Uy (2,9) + € ugy (2, 9) + d-ua(@,y) + e uy(z,y) + frulz,y) = Flz,y)  (1.13)

donde a,b,c,d, e, f € R son conocidos (|a| + |b] + |¢| > 0) lo mismo que la funcion F(z,y).

En esta seccion vamos a ver que estas EDP pueden clasificarse (segtin sean los coeficientes a,b y ¢) y
reducirse (mediante cambios de variable adecuados) a ciertas formas canénicas, de una manera totalmente
analoga a la clasificaciéon y reduccién de las cénicas en el plano, es decir, de las ecuaciones cuadréaticas

a-2*+b-xy+c-y  +d-xt+e-y+f=0.
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Recordemos que (en la terminologia habitual) se dice que esta ecuacion cuadratica es hiperbolica (esen-
cialmente reducible a una hipérbola) si b — 4ac > 0 (p.e. 22 — y? = 1), eliptica (esencialmente reducible
a una elipse) si b — 4ac < 0 (p.e. 22 +y? = 1) y parabdlica (esencialmente reducible a una parabola) si
b? —4ac =0 (p.e. 2 —y =0).

En el caso de las EDP esta terminologia se mantiene. Veremos que (esencialmente) la EDP (1.13) puede
reducirse a la ec. de ondas (prototipo de ec. hiperbolica), ec. de Laplace (prototipo de ec. eliptica) 6 a la
ec. del calor (prototipo de ec. parabdlica) mencionadas en la introducciéon de este capitulo.

Para transformar en su forma canénica, introducimos de nuevo un cambio de variables

=& y), n=n(zy) (1.14)
y una nueva funcioén incognita v(§,n) = u(z,y). Una vez mas, utilizando la regla de la cadena, resulta que
Ug = Ve&o + Uy, Uy = Ve&y + Vyily,

Ugy = Uff(&x)z + 21}&7]52?7).% + vﬂﬁ(nx)Z + U&ﬁxz + UnNex,
Ugy = viﬁgxfy + U&W(&ﬂcny + €y77x) + UMty + Uigivy + UnNay,
Uyy = ”&&(gy)z + 2vgnéyny + Umz(ny)g + Veyy + VnTyy-
Sustituyendo en la EDP (1.13) se obtiene
a*(x,y) - vee + 0 (2, y) - ven + (2, ) - vy + d* (2, y) - ve + (2, y) vy + f v = F(z,y) (1.15)

donde los coeficientes vienen dados por

a*(z,y)=a- (Sz)2+b'§z§y+c'(§y)2

b*(z,y) =2a-&ne +b- (gmny +£y77m) + 2¢ - §yny

c(z,y)=a- (7730)2 +b-nemy +c- (%)2 (1.16)
d*(xay):a'gww+b'§a:y+c'£yy+d'€x+€'§y

e (z,y) =a - Npg +b Mgy +c-Nyy+d-ny +e-1y

Notar que ahora los nuevos coeficientes pueden no ser constantes, por lo que la EDP transformada
se antoja mas dificil que la EDP inicial. Sin embargo, podemos elegir £ y 1 del modo que nos resulte
méas conveniente. El tinico requisito es que las funciones que definen el cambio debe ser funcionalmente
independientes, es decir, £,1y — {1, 7# 0 . Una buena opcién consiste en elegirlos de tal forma que

a*(m,y) =a- (51)2 + b- gxgy +c- (5y)2 = 07

Hay) =a- () +b-mmy +c- () =0.

Como las dos expresiones son similares, trabajaremos con la primera. Dividiéndola por (£,)?, resulta

a (5;,) +b : +c¢=0.

Teniendo ahora en cuenta que si £(z, y(z)) = cte define implicitamente una funcion, derivando con respecto
de x, vemos que

6 (r,y(a)) + &y, 9(0) 2L () =0,

0, lo que es lo mismo, esa funcién es una solucién de la EDO

dy ) Ealrale)
dx fy(xay(x))’

llegamos a que debemos elegir £ como solucion (implicita) de la EDO

a-(ji)Qb«(fli)+CO. (1.17)
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Supongamos por el momento que a # 0. Resolviendo, obtenemos que

@_ b+ vVb% — 4ac

= 1.18
dx 2a ( )
d b—Vb% —4
y _ b vh T Rac (1.19)

dx 2a

Estas ecuaciones (llamadas caracteristicas) admiten como soluciones las familias de rectas
Yy = Mx +cte, y= Aax + cte,

. . /b2 — —/b2 —
respectivamente, siendo A\ = %ﬂ: y Ay = %ﬂ
caracteristicas.

Dependiendo ahora del signo del término b — 4ac se distinguen los siguientes casos:

. Una vez mas, estas rectas se denominan

Caso Hiperbélico: b? — 4ac > 0
Aqui, los valores A1 y A2 son reales y distintos. Tomando
{(z,y) =y — Nz, n(z,y) =y — Aoz,

resulta que la EDP transformada (1.15) queda

ven(§:1m) +d - ve(€,m) + & vy (&) + f - 0(§m) = F(&,m) (1.20)
donde los coeficientes son constantes y vienen dados por d = afli;fz‘;) &= “426 dgg)  f = =L b2 y la funcion

(f 77) dac— b2F()\1 )\2’£+)\1)‘1 /\2)

Cuando a = 0 ni siquiera tiene sentido considerar A; y Ao. En este caso, hay que elegir un cambio de
variable distinto. Si ademas ¢ = 0, la EDP inicial ya esta en la misma forma que (1.20). Si a = 0,¢ # 0,
en lugar de elegir £ (resp. ) como solucion de la EDO ([1.17)), escribimos la ecuacion caracteristica en la

forma 5
dxr dx
-b- =) = 1.21
<dy>+c (dy) N (1.21)

b
xr =cte, x = -y cte
c

cuyas soluciones viene dadas por

y planteamos el cambio de variable
b
E(z,y) =z, nlz,y) =z —-y.

En este caso, la EDP transformada resulta ser de nuevo 1} pero ahora con d = f%, e = %,

f=—4¢ yla funcion F(f n) = F (5, C(%_")) Notar que b # 0, por la condicién de hiperbolicidad.

Caso Parabélico: b2 —4ac =0

Sia=b=0 (y por lo tanto ¢ # 0), la ecuacién inicial ya esta en la forma

un@9) + ) + S (o) + L utey) = LR (1.22)

Algo similar sucede cuando b =c =0, a # 0.
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Sia #0,b# 0, las raices A1 y A9 son ambas iguales a %, por lo que s6lo contamos con una familia de
rectas caracteristicas: y = %x + cte. En estas circunstancias, nos planteamos el cambio de variable

b
f(l‘yy) =Y - %x7 U(ﬂfay) =z,

(otras opciones para 7 son posibles, del tipo n(x,y) = hy + kx tales que 2ak + bh # 0).
La elecciéon que hemos hecho nos lleva a que a* = 0y b* = 0, por lo que la EDP transformada ([1.15)
queda

Ugn(€,m) +d - ve(&,m) + € - vn(&,m) + [ - v(&,m) = F(&,m) (1.23)

donde d = 20¢® 6 — 4 F— Ly F(¢,n) = LF(n, &+ 31).

Q [~

Caso Eliptico: b%> — 4ac < 0

Aqui, los valores A\ y A2 son complejos conjugados. Usando las mismas variables £ y 1 que en el caso
hiperbélico (aunque en este caso sean complejas), se llega a una EDP como . Si no queremos trabajar
con las variables complejas y — Az, y — Aoz, podemos considerar sus partes real e imaginaria, es decir, el
cambio de variable

E(z,y) = _b, (z )__7”46“3_17233
Y) =Y 20" me,y) = % .
Con esta eleccion, la EDP transformada queda
vee (&,1) + vgy(Em) + d - ve(€,m) + & vy (&,m) + - 0(€,m) = F(Em) (1.24)

donde d = =5t 6 = \/4;(2ﬁb27 f=qtmy Fl&n) = <4a3gb2> F (\/cha_nbzvf - \/45:_62)

Como b? < 4ac, notemos que no puede suceder que a 6 ¢ sea nulo.

Acabamos de ver que es posible transformar la EDP original en otra EDP de la forma (1.20),
y , segtn sea el caso (hiperbélico, parabolico 6 eliptico, respectivamente).

Pero todavia es posible simplificar atin mas las EDP transformadas, haciendo “desaparecer"las deriva-
das parciales de primer orden con el siguiente argumento: consideramos el cambio de funcién incégnita
w(&,mn) = v(&n)exp (k& + hn) con k y h constantes por determinar. Derivando la expresion v(€,7n) =
w(&,n)exp (—k& — hn) y utilizando la regla de la cadena, resulta

ve = (we — kw) exp (k& — hn), v, = (w, — hw) exp (—k& — hn)
vee = (wee — 2kwe + k*w) exp (—k& — hn),

Vg = (Wny — 2hw, + h2w) exp (—k& — hn),

Ven = (Wey — kwy, — hwe + hkw) exp (—k& — hn).

En el caso hiperbdlico, sustituyendo las expresiones anteriores en l) y eligiendo k=¢y h = d, nos
queda

wen (&) + (f — d&) - w(&,n) = F(&n) exp (€ + dn) (1.25)
En el caso parabélico, distinguiremos dos situaciones: si d # 0 6 no en ([1.23). En el primer caso,
sustituyendo las expresiones anteriores y eligiendo k = 4 4;2 vy h= %, nos queda
. . 4f —&2 ¢
wnn(&an‘wg(&n)—F(ﬁ,n)exr)< ] £+277> (1.26)

Sid=0, sustituyendo las expresiones anteriores y eligiendo h = €/2 y k como se quiera, nos queda

52

wyn(&,m) + (f e4> w(é,n) = F(&n)exp (kf + é;) (1.27)
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En el caso eliptico, sustituyendo las expresiones anteriores en 1) y eligiendo k = cZ/ 2y h=¢/2, nos

queda
2 é2

wee(€,1) + g (€,1) + (f . 4> w(é,n) = F(En)exp (df : é”) (1.29)

Los desarrollos anteriores se pueden resumir en el siguiente resultado:

TEOREMA 1.1 (Teorema de clasificacién) Dada la EDP (1.13), existen cambios de variable y de
funcion incégnita que la transforman en una de las siguientes formas candnicas:

» Sib? —dac > 0 (caso hiperbdlico),
wey(&m) + f - w(&n) = F(&n)
» Sib? —4dac < 0 (caso eliptico),
wee(€,m) +wyy (&) + f - w(€ ) = F(E,n)
» Si b2 = dac (caso parabélico), hay dos posibilidades:

W (€,m) +d - we(&,m) = F(&,m)  ( Caso no degenerado, si d #0 )

Wy (&,0) + f-w(&n) = F(&,n)  ( Caso degenerado )

donde cz,f son constantes.

COROLARIO 1.1 a) En el caso hiperbdlico, la EDP también se puede escribir en la forma

Wii(t,s) — Wes(t,s) + f - W(t, s) = G(L, s).

b) En el caso parabdlico no degenerado, la EDP también se puede escribir en la forma
Wi(t, s) — Wes(t, s) = G(t, s).

Dem. En a), basta hacer el cambio de variables t = £+ 1, s = £ —n y de funcién incégnita W (¢, s) =

w(&,n), tomando G(t,s) = F (2,52) . En b), podemos hacer el cambio de variable t = —=¢/d, s =1y
de funcion incognita W (t,s) = w(€,n), tomando G(t,s) = —F(—dt, s). El caso d = 0 lo incluimos en el
caso degenerado. H

Conviene destacar que en el caso hiperbélico con f = 0, la parte homogénea de la EDP nos queda

wen(€,m) = 0, cuya solucion general (obtenida al principio del capitulo) viene dada por

w(&,n) = K1(§) + Ka(n),

donde K7 y K3 son funciones arbitrarias. En el caso parabolico degenerado (llamado asi porque no aparece
wg), la parte homogénea de la EDP nos queda

wyy(§5m) + f w(&,n) =0

y es facilmente resoluble por métodos elementales, porque (una vez mas) para cada & fijo, podemos verla
como una EDO (en esta ocasion, lineal de segundo orden con coeficientes constantes). Segtn sea el signo

de f , la solucién viene dada por:

a) Si f=0,w(&n) = Ki(&)n+ Ka(€).
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b) Si f <0, w(€.n) = Ki(€)eV 11 + Ky(&)e VT,

) Si £ 0, w(eon) = Ka(©)cos (/7)) + Kal@)sin (/7).

donde K; y K5 son funciones arbitrarias.
EJEMPLO 1.4 Reducir a su forma candnica la EDP
4urz(1’a y) + 5umy(xa y) + uyy(ma y) + Um(wa y) + uy(a:, y) =2

Aqui,a=4,b=5c=d=e=1, f =0y F(x,y) = 2. Como b*> —4ac =9 > 0, la EDP es hiperbdlica. Las
EDO caracteristicas quedan y'(x) =1, y/'(z) = %, por lo que hacemos el cambio de variables

x
§=y—z, n=y- .

Notemos que &xny — Eyne = —3/4 # 0. Haciendo v(§,m) = u(z,y), la EDP transformada resulta
v 8
ven(§,m) = 5H&m) = 3

Ahora, el cambio w(€,n) = v(€,1)e¢/3, nos conduce a la forma candnica

8 _
wen(§,m) = _§€ &3,

Esta EDP se puede integrar primero con respecto de n

wel,) = —ge P + K (),

y luego con respecto de &,
8 _ ~ 8 _
wle.n) = Se P+ [ Ri(@ds + Kaln) = ge <+ Ki(€) + Kaln)
donde R’l, K, y K5 son funciones arbitrarias. Deshaciendo los cambios, resulta que

v(€n) = gn + (K1 (&) + Ka(n)) /3

y, por lo tanto,

o =3 (0= ) + (50 Ko 3 )0

EJEMPLO 1.5 Reducir a su forma candnica la EDP

Uy (T,Y) + uzy(a:,y) + uyy(x, Y) + ug(w,y) =0

Aqui,a =b=c=d=1,e=f=F = 0. Como b> —4ac = —3 < 0, la EDP es eliptica. Las EDO

caracteristicas quedan y'(z) = % + i@, por lo que hacemos el cambio de variables

coy to

Notemos que &;my — &ne = V3/2 # 0. Haciendo v(€,n) = u(z,y), la EDP transformada queda

21)5

V3

Ahora, el cambio w(§,n) = v(&n)e’f/?’*"/\@’, nos conduce a la forma candnica

UEE (57 77) + vﬁn (Ea 77) -

wee (&5 1) + way(§,m) — gw(f,n) =0.
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EJEMPLO 1.6 Reducir a su forma candnica la EDP

U (T, ) — AUy (2, y) + duyy(z,y) = €’

Aqui,a =1,b=—4d,c=4,d=ec=f =0y F(x,y) = eY. Como b*> — 4ac = 0, la EDP es parabélica. La
EDO caracteristica queda y'(x) = —2. Planteamos el cambio de variables dado por

E=y+2z, n==x.
Notemos que &;ny — §ynw = —1 # 0. Haciendo v(§,n) = u(z,y), la forma candnica queda
Uy (€, 1) = et

Integrando dos veces con respecto de n resulta

e§—2n
v(&,m) = T K1 (&)n + Ka(&)

donde K1 y Ko son funciones arbitrarias. Deshaciendo los cambios, nos queda que

ey
u(w,y) = T + K1(y +2z)x + Ka(y + 27).

Si elegimos n =y, la forma candnica nos queda

n
Unn(fan) = BZ

de donde
n

v(gm) = T+ Ki(€n + Ka(©),

y, por lo tanto,

ey ~ ~
u(z,y) = 7 Ki(y+22)y + Ka(y + 2z).

Como en el caso de las EDP de primer orden, resultan dos expresiones aparentemente distintas para u(zx,y).
De hecho, se puede comprobar que son iguales: para verlo, hay que encontrar las relaciones que hay entre
Kl,Kg,Kl Yy K. Las dos expresiones de u coinciden si y sélo si

Ki(y+2z)x + Koy + 22) = Ky (y + 22)y + Ko(y + 2z),  para cada z,y € R.

Haciendo y =0, se sigue que Ko(r) = K, (r )5+ Ka(r); si hacemos x = 0, resulta Ki(y)y+ Ka(y) = Ka(y),
de donde f(l(r) = Kl . Con estas relaciones en la mano, es facil comprobar que las dos expresiones de
u(x,y) coinciden para cada xz,y € R.

En el caso de EDP lineales de segundo orden con coeficientes constantes en IR"™

Z Qijlg,e, (T) + Zb Uy, (x) + cu(r) = F(x),

4,j=1

donde a;;,bj,c € R, i,j5 = 1,...,n y la funcién incognita u(x) depende de n de variables independientes
(es decir, z € IR™), es posible establecer una clasificaciéon similar a la que hemos visto aqui (ligeramente
mas complicada), mediante transformaciones parecidas. En este caso (ver Casas, capitulo 7), las formas
candnicas quedan

n—1

wy (y, t Z Wy,y: (Y, 1) + éw(y,t) = F(y,t) (caso hiperbolico)
=1
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n—1

we(y,t) — Z Wy (Y, 1) + éw(y,t) = F(y,t) (caso parabolico)
i=1

> Wy (y) + ewly) = Fy)  (caso eliptico).

Los resultados anteriores justifican que (a partir de ahora) nos centremos en el estudio y la resoluciéon
de las tres EDP canénicas, dado que cualquier otra EDP lineal de segundo orden con coeficientes constan-
tes puede ser transformada en una de ellas. Deshaciendo los cambios de variables efectuados tendremos
entonces resueltas las EDP originales.

1.5. EDP con Wolfram Alpha

Se pueden resolver distintos tipos de EDP con Wolfram Alpha (https://www.wolframalpha.com/). La
solucién se expresa en términos de funciones arbitrarias ¢1(.), ca(.),.... Veamos algunos ejemplos.
Se resuelven EDP lineales de primer orden y coeficientes constantes, como

3D(u(x,y),x) - 2D(u(x,y),y) + U,(l‘,y) =1,

con resultado

u(z,y) = e /3 <c1 (;(293 + 3y)> + e””/3> ,

facilmente simplificable y equivalente a

u(z,y) = e w3 (22 +3y) + 1.

Se pueden elegir los nombres de la funcién y las variables, como se prefiera. También se pueden resolver
algunas EDP lineales de primer orden y coeficientes variables, como

z* D(u(z,y), ) —2xy* D(u(z,y),y) +u(z,y) = exp(x),
con soluciéon

c1(2?y) + e
—

u(z,y) =
Igualmente, ciertas EDP lineales de segundo orden sencillas
D(u(z,y), z,x) + u(x,y) =y = u(z,y) = c1(y) sin (z) + c2(y) cos () + .
También admite EDP lineales de segundo orden y coeficientes variables, como
2" 2D(u(z,y), z, x) + u(z,y) = y.
Algunas EDP de orden superior son facilmente integrables por técnicas de EDO:

D(u(‘r»yvz)axvyv'z) = 0 - U(.’E,y,Z) = C3(x7y) + 62(1'72) + Cl(y72)~

1
D(u(z,t),x,t,t) = exp(2x + 3t) = u(z,t) = teg(z) + ca(x) + 1 (t) + ﬁegt”"”.
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A veces, Wolfram Alpha no proporciona solucién explicita, lo cual no significa que no se pueda obtener.

Otra posibilidad es usar la orden DSolve y una sintaxis tipo Mathematica (mucho mas rigida: no pueden
olvidarse las maytusculas, corchetes, etc...)

DSolve[D[ulz,y], z, ] + 10 * D[u[z, y], z,y] + 9 * D[u[z, y],y, y] == 0, ulz,y],{z,y}],

que proporciona el resultado

u(z,y) = c1(y — ) + ca(y — 7).

Esta sintaxis es la que se utiliza en Wolfram Alpha Open Code, una version libre y gratuita de Ma-
thematica en la nube, disponible en https://sandbox.open.wolframcloud.com y también pinchando en el
icono “Open code", cuando se ejecuta una orden en Wolfram Alpha. En este ultimo caso, ademés traduce
las 6rdenes de Wolfram Alpha a la sintaxis de Mathematica autométicamente.

Bibliografia sobre EDP:

1. “Basic partial differential equations", D. Bleecker y G. Csordas, Van Nostrand, 1992.

2. “Partial differential equations for scientists and engineers", Tyn Myint-U y L. Debnath, North Ho-
lland, 1987.

3. “Partial differential equations for scientists and engineers", Stanley J. Farlow, Dover Publications,
1982.

4. “Introduccién a las Ecuaciones en Derivadas Parciales", E. Casas, Universidad de Cantabria, 1992.

Recursos en Internet sobre EDP:

1. En Youtube, “But, what is a partial differential equation?"

https://www.youtube.com/watch?v=1y450013Yz8
2. https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equation

3. http://eqworld. ipmnet.ru/

Web muy recomendable y completa donde se recopila informacién sobre métodos de resoluciéon de
EDP y EDO (lineales y no lineales), tipos de soluciones particulares, transformaciones interesantes
en cada caso, etc...


https://www.youtube.com/watch?v=ly4S0oi3Yz8
https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equation
http://eqworld.ipmnet.ru/

Capitulo 2

Series de Fourier

2.1. El método de separacién de variables: resolucién de EDP en
dimensiéon dos

Supongamos que queremos estudiar como se difunde el calor en un alambre homogéneo de longitud L
a lo largo del tiempo. Para ello, necesitamos conocer la temperatura inicial en cada punto del alambre.
También necesitamos contar con alguna informacién sobre lo que sucede en los extremos del alambre
(cuél es su temperatura durante el proceso, si permanecen aislados, si reciben calor, etc...) Comencemos
considerando el caso en que dicha temperatura permanece igual a cero todo el tiempo. Supondremos que
el alambre es suficientemente fino de manera que el calor estd igualmente distribuido sobre cada seccion
transversal en cada instante de tiempo ¢, que no hay fuentes de calor internas y que la superficie del
alambre esta aislado, por lo que no se produce pérdida de calor a través de ella. Si denotamos por u(z,t)
la temperatura del alambre en el punto = y en el instante ¢, desde el punto de vista matematico, este
problema se puede formular de la siguiente manera:

ug(x,t) = ugg(x, t), x€(0,L), t>0 Ec. del Calor
w(0,t) =u(L,t) =0, ¢t>0 Condiciones de Contorno (2.1)

u(z,0) = f(z), xz € (0,L) Condicién inicial

En principio, como no sabemos resolver la ec. del calor, podemos comenzar buscando algunas soluciones
particulares. Por ejemplo, las soluciones de la forma

u(z,t) = F(z) - G(t), (2.2)

donde F' y G son funciones desconocidas. Es decir, queremos determinar las soluciones en las cuales las
variables x y ¢ aparecen separadas (de ahi el nombre del método). Es inmediato ver que para este tipo de
funciones la ec. del Calor se reduce a un par de EDO: sustituyendo la expresion (2.2) en la EDP, resulta

F(x)G'(t) = F"(z)G(t), z€(0,L), t>0.
Suponiendo que F' # 0 y G # 0 (en otro caso, obtenemos la solucion u(z,t) = 0 con la que ya contamos)
y dividiendo por F(z)G(t), se sigue que
G't) _ F'(z)
G(t)  F(z)’

Como las variables x y t son independientes, la inica posibilidad para que la igualdad anterior se produzca
es que exista una constante A € IR tal que

G _ F)
Gl ~ F()

z € (0,L), t>0.

=-X z€(0,L), t>0,

19
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donde el signo menos se introduce por motivos técnicos. Ademas, imponiendo las condiciones de contorno,
u(0,t) = F(0)G(t) =0, u(L,t)=F(L)G({t)=0, t>0

resulta que F(0) = F(L) = 0.
Por lo tanto, las funciones F'y G que nos interesan deben verificar

F"(z)+ AF(z) =0, z€(0,L), F(0)=F(L)=0, (2.3)
G't)+ A G(t)=0,t>0 (2.4)

donde A\ es una constante desconocida arbitraria. Vamos a determinar los valores A que proporcionan
soluciones no nulas. Para ello, resolvemos el problema de contorno .

Notemos que en tenemos una EDO de segundo orden lineal y con coeficientes constantes que
es facil resolver. Para ello, basta distinguir el signo de A\. Si A = 0, F(z) = ¢1z + ¢2 con ¢1,¢2 € IR.
Como 0 = F(0) = coy 0 = F(L) = 1L + ¢, resulta ¢; = ¢ = 0. Si A < 0, la soluciéon general de
la EDO viene dada por F(z) = creV=Ae 4 cze_\/j”, con c¢1,co € R. Como 0 = F(0) = c1+cay
0= F(L) = c1eV > 4 ¢ye V=L regulta de nuevo ¢; = ¢; = 0. Consideremos, por tanto, el caso A > 0.
Ahora, la solucién general de la EDO viene dada por F(z) = ¢; cos (VAz) + ¢ sin (VAz), con ¢y, ¢z € RR.
Usando las condiciones de contorno resulta que ¢; = 0 y ¢osin (ﬁL) =0, de donde co =06 A = "2752
para algin ntumero natural n. Este dltimo caso es el Gnico que nos proporciona soluciones no nulas del
problema ; dependiendo del valor de n, vienen dadas por F,(z) = C'sin (%2£), con C € R. Llevando
el valor de A a la ecuacion ([2.4), se sigue que

2.2
Gn(t) = Cexp (_n il t),

L2

con C' € IR arbitraria. Por lo tanto, para cada n € IN encontramos que las funciones

2 Qt
Up(z,t) = C'sin (Lzzc> exp (_n;)v

donde C € IR, son soluciones de la ec. del Calor y verifican también las condiciones de contorno.
Nos falta tnicamente verificar la condicién inicial. Haciendo ¢t = 0 en la expresion de u,, resulta que
nﬂx)
)

con C' € R. Ahora, resulta inmediato deducir cuél es la solucién del problema (2.1)) si la funciéon f tiene

esa forma. Por ejemplo, si f(z) = —3sin (S’TT"L), entonces la solucién del problema (2.1)) viene dada por
2572t
u(x,t) = —3sin <57TLI) exp <5L7; )
Asimismo, gracias a la linealidad del problema, si f(z) = —3sin (57%) +2sin (”{)7 la solucién del problema

viene dada por

. Smx 2572t . Trx 4972
u(x,t) = —3sin A exp | — Iz + 2sin T exp 7z )

flzx) = ﬁ:bn sin (?),
n=1

entonces la solucion del problema ([2.1)) viene dada por

al nmwx n’n?t
u(x,t) = Z by, sin (T) exp (— 72 )
n=1

En general, si
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De esta manera, queda claro que cubrimos algunas, pero no todas las posibilidades, ya que no siempre la
temperatura inicial f va a tener la forma anterior. Llegados a este punto, la genial aportacién que hizo
J.-B. J. Fourier fue imaginar que cualquier funcién arbitraria f(z) puede ser expresada como una
serie infinita de senos, es decir en la forma

(x) = g by, sin <$), (2.5)

tal como anunci6 en 1807 ante la Academia de Ciencias de Paris. En su honor, nos referimos a (2.5) como
la serie de Fourier de senos de la funcién f. Una vez asumido esto, resulta claro que la soluciéon del
problema (2.1) puede expresarse formalmente como

oo 2.2
t) = Z by, sin (?) exp (_nL7r2 t). (2.6)
n=1

Figura 2.1: Jean Baptiste Joseph Fourier.

Por supuesto, la afirmaciéon de Fourier causé un impresionante revuelo entre los miembros de la Acade-
mia, muchos de los cuales no aceptaron la validez de su planteamiento. Tal incomprensién puede entenderse
facilmente, debido a que es la primera vez en la Historia que aparece el concepto de una base con infini-
tos elementos y a que en aquel momento muchos de los conceptos matematicos (funcién, convergencia de
series, etc...) todavia no estaban rigurosamente establecidos. En este capitulo precisaremos en qué sentido
se verifica la igualdad y para qué tipo de funciones.

Previamente, una cuestion fundamental es la determinacién de los coeficientes b,, a partir de la funcién
f. Basicamente, se sigue de las propiedades

L inmaN | [krx 0 si k#n
/ sin (—) sin ()da: = { L o (2.7)
o L L 5 si k=n

Supuesto que se verifica , multiplicando a ambos lados por sin (kzx) e integrando con respecto de x
entre 0 y L resulta que

/ fla sm( ”) / Zb sin ” ”>sin(k2$>dx.

Suponiendo que la integral de la serie coincide con la serie de la integral (este paso se puede justificar
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rigurosamente en ciertas condiciones, ver Tyn Myint-U, pg. 117), es decir,

/OL niojl by, sin (%) sin (T)dm = niojl by, /OL sin (?) sin (kzx)d%

y utilizando ahora (2.7)), se obtiene

L
by, = %/0 f(z)sin (T)dw, k=1,2,... (2:8)

Notemos que estas expresiones son faciles de calcular en multitud de casos, incluso bajo requisitos de
regularidad minimos sobre f (por ejemplo, podemos considerar el caso de una funcién f constante a
trozos).

EJEMPLO 2.1 Para expresar la funcion f(x) = (1 — ) en serie de Fourier de senos en [0,1] basta
calcular

1
bn:2/ z(1 — z)sin (nrx)de, n=1,2,...
0

Integrando dos veces por partes,

=1 1 1
by, = 2 (—x(l —x) cos (nmw) + 2/ (1—2x) cos (nm) dr = 2/ (1- 23:)7(308 (nmz) dx =
nm =0 0 nm 0 nm

_ sin (nrz) [~ Ysin(nmx) cos (nma) [*=1 41— (—1)")

=2 ((1 — 2x) e » + 4/0 o de = —4 55 T R
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05 -

o ‘0.‘2‘ . ‘0.‘4‘ ‘X‘ ‘0.‘6‘ B ‘0.‘8‘ - i

Figura 2.2: Aprozimacidn en serie de Fourier de senos con tres términos para x(1-z) en [0,1].

Entonces, aplicando @), la solucion del problema con L =1y f(x) =2(1 — x) viene dada por

— 41— (-1)" 22
u(z,t) = Z % sin (nmz)e ™ "
n=1
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Figura 2.3: Aprozimacion de la solucion del Ejemplo [2.1]

El método de separacion de variables puede aplicarse a la resoluciéon de diversos problemas asociados a
EDP, de manera analoga a la que acabamos de ver. Por ejemplo, si estudiamos el mismo proceso de difusién
del calor, suponiendo que los extremos del alambre permanecen aislados todo el tiempo, el problema se
formula:

up (2, 1) = gy (2, 1), z€(0,L), t>0 Ec. del Calor
ug(0,t) = uy(L,t) =0, ¢>0 Condiciones de Contorno (2.9)
u(z,0) = f(x), x € (0,L) Condicién inicial

donde s6lo han cambiado las condiciones de contorno, que se imponen sobre las derivadas de u con respecto
de z. Aplicando el mismo razonamiento que antes, se obtiene ahora que la funcién F' debe satisfacer

F'(z) + AF(z) =0, x€(0,L), F'(0)=F'(L)=0, (2.10)

mientras que G sigue siendo solucién de la misma EDO (2.4).
Volviendo a distinguir los casos A =0, A <0y A > 0, es facil deducir que las tinicas soluciones no nulas
vienen dadas por Fy(x) = C, cuando \y =0y

n?m?

L2

nmwxr

F,(xz) = Ccos (T)’ cuando A, = para algin ntimero natural n,

con C' € IR. Siguiendo el paralelismo, en este caso, dada una funciéon arbitraria f necesitamos poder
expresarla como

f(z) = % + nz::lan cos (%), (2.11)

para obtener la solucion del problema (2.9) en la forma

& 2.2
ap nmwT nm“t
U(Z’,t) = ? —+ E any COS (T) exp <—7) . (212)
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Es costumbre referirse a (2.11) como la “serie de Fourier"de cosenos de la funciéon f. Cuestiones similares
a las enumeradas antes quedan abiertas también en este caso.

De nuevo, es factible determinar los coeficientes a,, a partir de la funcién f de manera similar a como
se hizo en el caso de la serie de Fourier de senos, utilizando ahora que

L nwT krx 0 st k#n
/ cos (T) cos <L>dm: L sik=n#0 (2.13)
0 L sik=n=0
obteniéndose que
2 L
ap, = Z/o f(z) cos (?)dm, n=0,1,2,... (2.14)

EJEMPLO 2.2 Para expresar la funcion f(x) = x(1 — x) en serie de Fourier de cosenos en [0, 1] basta
calcular ag = 2]01 z(1 —z)dx = % y

1
ap = 2/ z(1 — z)cos (nwz)de, n=1,2,...
0
Integrando dos veces por partes,

sin (nwx)

nm

rx=1 1 . 1 .
—2/’u—2m§3@@9dx:—2/(1—2@25@59dx:
0 0

20 nmw nmw

an =2 (az(l —2)

cos (nmx)

:2((1—2m)n27r2

Aplicando (2.13), la solucién del problema (2.9) con L =1y f(z) = x(1 — ) viene dada por

I1+4/Jw%ﬁ?Mx—_%th””.
=0 0 nem nem

—n272t

i —2(1+(=1D")

55 cos (nmz)e
n2mw

1
u(z,t) = g +

n=1

Veamos otro tipo de problemas que también se resuelven mediante la misma técnica, aunque la EDP
sea en este caso hiperbolica: determinar las vibraciones de una cuerda elastica de longitud L y densidad
constante, sujeta por los extremos y de la cual conocemos la posiciéon y la velocidad inicial en cada punto.
Matematicamente, si u(x,t) representa la posicion del punto = de la cuerda en el instante ¢, se trata de
resolver el problema

Ut (2, 1) = Ugy (2, 1), x€(0,L), t>0 Ec. de Ondas
uw(0,t) =u(L,t)=0, ¢t>0 Condiciones de Contorno
(2.15)
u(z,0) = f(), ze(0,L)
ur(x,0) = g(x), z € (0,L) Condiciones iniciales

En este caso, si u(z,t) = F(z) - G(t), los mismos razonamientos de antes nos conducen a

G (t) B F"(z) - )
G - Py - € we0.L) ¢>0,

de donde se concluye de nuevo que la funcién F' debe ser solucién del problema (2.3)), mientras que G debe
verificar ahora

G"(t)+ AG(t) =0, t > 0.
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Figura 2.4: Aprozimacion de la solucion del Ejemplo 2.3,

. 2 2 , . . . .
Teniendo en cuenta que )\, = ";5- para algin ntimero natural n son los tinicos valores que proporcionan
soluciones F' no nulas, se sigue que

nnt . nnt
Gn(t) = ¢y cos (T) + cosin <T>’

con cy,co € IR arbitrarias. Por lo tanto, para cada n € IN encontramos que

Uun(x,t) = sin (%) (an cos (%Tt) + b,, sin (%Tt)) ,

donde a,, b,, € IR, es una soluciéon béasica de la ec. de Ondas y verifica también las condiciones de contorno.
Formalmente, para que la expresiéon

u(z,t) = nij:lsin (?) (an cos (”Tm) + b, sin (”T”t)) (2.16)

satisfaga las condiciones iniciales, debe suceder que

g(z) = ut(z,0) = Z m;bn sin (%),

3
—_

es decir, nos volvemos a encontrar con las series de Fourier de senos. Aqui, hemos derivado (2.16|) formal-
mente con respecto de ¢ para obtener

o) = 3 sin (P55) () (owsin ()  bucon () ).
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EJEMPLO 2.3 Aplicando , la solucion del problema conL=1, f(x)=2(1—2z) yg(x) =0
viene dada por
= 4(1 — (=1)"
u(z,t) = Z 41 = (=D" sin (nmx) cos (nmt).

33
nem
n=1

Andlogamente, la solucion del problema con L=1, f(x) =0y g(x) = 2(1 — z) viene dada por

41— (—1)"

u(x,t) = Z T) sin (nwz) sin (nwt).
n=1

Finalmente, el método de separaciéon de variables también es aplicable en el caso de EDP elipticas.
Consideremos el siguiente problema de Dirichlet para la ec. de Laplace sobre un rectiangulo

U (T,Y) + Uyy(z,y) =0, 2 € (0,L), ye (0,L) Ec. de Laplace
u(0,9) = u(L,y) =0, y € (0,L)
(2.17)
u(z,0) =0, z € (0,L) Condiciones de Contorno
u(x, f’) = f(x)a HAS (Oa L)

Aqui, el método nos lleva a considerar u(z,y) = F(z) - G(y). Sustituyendo en la EDP, resulta

Gy _ F(x)

G~ o~ €R we0.L), yeO.L).

Ademas, como u(0,y) = F(0)G(y) = 0, u(L,y) = F(L)G(y) = 0 para cada y € (0,L) debe ser F(0) =
F(L) = 0; por otro lado, la condicion u(x,0) = F(x)G(0) = 0 para cada « € (0, L) nos lleva a que G(0) = 0.
Otra vez nos encontramos con que A\, = ”2’{2 conn = 1,2,..., son los Gnicos valores que proporcionan
soluciones F' no nulas, mientras que G debe verificar ahora

G"(y) — MG(y) =0, G(0)=0, ye(0,L).

para algtn n. Entonces,

G,(y) = Csinh (%)7

con C' € RR. Por lo tanto, a falta de imponer la condicion u(z, L) = f(x), podemos expresar las soluciones

del problema (2.17) en la forma

u(z,y) = i by, sin (%) sinh <%) (2.18)
n=1

con b, € IR. Tomando ahora y = I:, llegamos a

> L
flz) = 321 by, sin (%) sinh <m£>
y volvemos a recuperar una expresion del tipo (2.5)).

EJEMPLO 2.4 Aplicando , la solucidon del problema conL=1L=1y f(z)=2x(1—=z) viene
dada por
u(z,y) = Z M sin (nmz) sinh (n7y)
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2.2. Serie de Fourier completa. Convergencia puntual y en el sen-
tido de >

DEFINICION 2.1 Dada una funcion f definida en el intervalo [—L, L], se denomina serie de Fourier
asociada a f a la expresion

% Z(a,g:os( )er sm(an)),

donde los coeficientes vienen dados por

1 [t nwT
E[L f(z)cos (T>d:1:, n=0,1,2,... (2.19)

= i/z f(x)sin (?)dm, n=12,... (2.20)

El argumento para obtener las expresiones (2.19)-(2.20) es el mismo que utilizamos en el caso de las
series de Fourier de senos 6 de cosenos. Supuesto que se verifica

+ Z (an cos ( ) + by, sin (nzx)) (2'21)

se basa en las propiedades de ortogonalidad

si k#n

e (%) @d—?'k—;&o
I LCOS I CcOos I T = S} =n

- 2 sik=n=0
1 (. ynmzN | [knz 0 si k#n
Z[LSIH (T) sin <L>dx{ 1 s ken (2.22)

1 [ nrx\ . [kwx
E [L COS (T) Sin <L)dﬂ? =0.

Multiplicando la expresiéon (|2 a ambos lados por cos (kzm), integrando con respecto de x entre —L y
L, suponiendo que se veriﬁca que la integral de la serie coincide con la serie de la integral, las propiedades
de ortogonalidad nos llevan a (2.19). Si multiplicamos ahora (2.21) por sin (¥22), el mismo razonamiento

nos conduce a ([2.20)).
EJEMPLO 2.5 Consideremos la funcion

f(a:)z{ 2 siz e [0,1]

0 sizel[-1,0)

Los coeficientes de la serie de Fourier completa asociada a f vienen dados por

1
ag = / f(z dx—/ zdx:§,

2(=1)"

W, Tl:1,2,...

ap = / f(x) cos (nmx)dx = /0 z2 cos (nmz)dx =

1 1 _1\n+1 _1\n _
bn :/ f(z) sin (nrz)dx :/0 22 sin (nmz)de = (=1 + 2(=1) 1)), n=12,...

1 nw n3m3




28 Introduccién a las EDP Luis A. Fernandez Universidad de Cantabria

0.8
0.6

0.4

1 -08-06-04-0291 02 aﬁxob 08 1

Figura 2.5: Aprozimacion de Fourier con cien términos para el ejemplo en [-1,1].

stn mds que integrar por partes.
Asi, la serie de Fourier completa asociada a la funcion f(z) en [—1,1] viene dada por

o) _1\n o0 _1\n+1 _1\n _
é + Z 22272 cos (nmwz) + Z <( + 2((=1) 1))> sin (nmz).
n=1 n=1

1)
nmw n3ms3

COMENTARIOS 2.1 Recordemos que una funcion se dice que es par en [—L, L] si verifica f(x) =
f(=z) para todo x € [—L,L] y se dice que es impar en [—L, L] si verifica f(z) = —f(—x) para todo
x € [—-L, L]. Resulta sencillo comprobar las siguientes propiedades:

i) Si f es par en [—L, L], entonces ffL flz)dz = 2f0L f(z)dz.

it) Si f es impar en [—L, L], entonces ffL f(z)dx = 0.
i11) El producto de dos funciones pares en [—L, L] es una funcion par en [—L, L].
iv) El producto de dos funciones impares en [—L, L] es una funcion par en [—L, L].

v) El producto de una funcion par en [—L, L] y una funcion impar en [—L, L] es una funcion impar en
[—L, L.

Utilizando estas propiedades, resulta inmediato comprobar que la serie de Fourier completa de una
funcidn impar en [— L, L] es una serie de Fourier que sélo contiene senos (del tipo y con los coeficientes
dados por @), dado que el coseno es una funcion par en IR y por lo tanto el producto de f por el coseno
es impar, mientras que el seno es una funcion impar en IR y por lo tanto el producto de f por el seno es
par. Un razonamiento andlogo nos permite deducir que la serie de Fourier completa de una funcion par en
[-L,L] es una serie de Fourier que sélo contiene cosenos (del tipo con los coeficientes dados por
210)

Finalmente, dada una funcién cualquiera definida en [0, L] podemos extenderla a todo [—L, L] bien
de manera impar (f(—x) = —f(z) para cada x € [—L,0]), bien de manera par (f(—z) = f(x) para cada
x € [—L,0]), segin nos interese. Asi, podemos lograr que su serie de Fourier sélo contenga senos o cosenos.
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Con el fin de estudiar bajo qué condiciones la serie de Fourier coincide con la funcién f, es decir, se
verifica realmente la igualdad ([2.21)), vamos a considerar (como es habitual) la sucesion de sumas parciales

N
Sn(z) = % + ; (an cos (?) + by, sin (?)) , (2.23)
donde los coeficientes a,, y b, vienen dados por (2.19)-(2.20).

DEFINICION 2.2 Dada una funcién f definida en el intervalo [—L, L], se dice que f es de cuadrado
integrable en [—L, L] (y se escribe f € L?>(—L, L)) cuando f f?(x)dx < +oo.

Dada f € L?(—L, L), vamos a estudiar la diferencia entre f y Sy en el sentido de L?. Desarrollando,

L L L L
/_ (#() ~ Syla) s = / Plado =2 / f@)Syla)ds + / Sh(a)da

Introduciendo la expresion de Sy (x) y de los coeficientes, se deduce que

/LLf(x)SN dzf—/ flx d:c+2an/ f(z cos x)dz+bn/LLf(:c)sin<nzx)dx
- (“20+§:(ai+bi)> L

[ V)

Por otro lado, al desarrollar el término S%(z) e integrarlo con respecto de z entre —L y L, resulta facil
comprobar que los términos que contienen alguno de los factores

cos (%) - oS (T), sin (sz) - sin (T) 6 cos (?) - sin (T)

van a desaparecer si n # k debido a las condiciones de ortogonalidad (2.22)), por lo que nos queda

L
a? 9 . o (MTX B
/ S (x dx—/ dw—i—g / cos? d +b;, /_Lsm (—L )da:—
.
_ 0 2 2
= <2+ E (an—i-bn)) - L

Combinando todas las expresiones anteriores, resulta

/_L(f(w) — Sn())*dx = /_L F*(w)d — <a2% Z a2 + b2 ) (2.24)

A partir de esta igualdad (que es cierta para cada N) es posible deducir algunas conclusiones importantes:
1. Teniendo en cuenta que el término de la izquierda es siempre mayor o igual que cero, se tiene

a(2) al 2 2 I 2
Peyan<y [ Pad

n=1

Tomando limites cuando NNV tiende hacia +oo llegamos a que

2 L
ap 2 2 1 2
— < — . 2.2
5 + nél a, + b, < I /_L f(x)dx (2.25)

Esta desigualdad se conoce con el nombre de Desigualdad de Bessel y veremos que juega un papel
muy importante en el contexto del Anélisis de Fourier. De hecho, la desigualdad anterior es realmente
una igualdad (ver mas adelante el teorema [2.3)).
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2. Como primera consecuencia de la desigualdad de Bessel tenemos que las series numéricas Y .., a2 y

>0 | b2 son claramente convergentes. Por lo tanto, los términos generales a? y b2 deben converger

hacia 0 cuando n tiende hacia 4o00; en particular esto implica que
anpb — 0y b, — 0 cuando n — +o0,

0, lo que es lo mismo,

L L
nmx . /nmw
[Lf(x)cos(T)dx—)() y /7Lf(x)s1n<T)dx—>O,
cuando n tiende hacia +oo.

COMENTARIOS 2.2 La misma argumentacion que hemos sequido para la serie de Fourier completa
puede aplicarse en situaciones mds generales, donde se mantengan las siguientes caracteristicas
bdsicas: supongamos que contamos con una familia de funciones {p,}°%, C L?(a, B) que verifican las

condiciones de ortogonalidad
B .
0 sik#n
[ ewpma={ %7 (226)

Consideramos entonces una serie de funciones relativa a la familia {p,}52, dada por
f(@) =) angn(2), (2:27)
n=1

con los coeficientes
B
an, = / f@)en(x)dz, n=1,2,... (2.28)
(03

y donde f € L?(a, B). Se demuestra entonces la correspondiente Desigualdad de Bessel

e B
> ay < / A (x)dr < +oo (2.29)
n=1 o
de donde se concluye que
B
ap, = / f@)pn(x)de — 0 cuando n — +oo. (2.30)

Utilizando la desigualdad de Bessel es posible obtener un primer resultado que nos garantiza que (bajo
ciertas hipotesis) efectivamente la serie de Fourier asociada a una funcién f coincide con ella.

TEOREMA 2.1 Supongamos que f es una funcién continua y derivable en [—L, L] tal que f(—L) = f(L)
y f'(=L) = f'(L). Entonces, se verifica que

% + nio:l (an cOS (?) + b, sin (?)) = f(x) (2.31)

para cada x € [—L, L].

Dem. Vamos a comenzar obteniendo una expresion de Sy (x) equivalente a (2.23)). Partiendo de ([2.23))
y sustituyendo los valores (2.19)-(2.20) de los coeficientes, se llega a

v = [ 5+ oo (P55 on () o (U s ()| s
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Utilizando la identidad trigonométrica

cos (u) cos (v) + sin (u) sin (v) = cos (u — v),

L
SN(I):%[L

Introduciendo la funciéon Niicleo de Dirichlet

z)=1+2 i cos (%) (2.32)

n=1

resulta

142 i cos (W)] F(y)dy.

n=1

la formula para Sy queda
1 L
Swle) =5 [ Knle =)y,
~L

Extendemos ahora f a todo IR por periodicidad: esto es, si € [(j — 1)L, (j + 1)L] para algin ntmero
entero j, definimos f(x) = f(x — jL). Debido a las hipotesis f(—L) = f(L) y f'(—L) = f'(L), el resultado
es una funcién continua y derivable en todo IR.

Haciendo el cambio de variable z = y — x en la expresion de Sy, se sigue que

L—x
SN(x):i/,L, Kn(—2)f(x + 2)dz / Kn(z)f(z+ 2)dz,

ya que Kn(—z) = Kn(z) paracada z € Ry Kn(2)f(x+2) es una funcién 2L—periédica (por ser producto
de funciones 2L—periédicas) por lo que el valor de su integral es el mismo sobre cualquier intervalo de
longitud 2L.

Nos interesa ahora estudiar algunas propiedades de la funciéon K. Para ello usaremos la Formula de
Euler:

e = cos (#) +isin (A), paracada € IR,
donde i = y/—1 denota la unidad imaginaria.

i) Una simple integracion inmediata nos convence de que

1 /L
— K dz =1.
T ~N(z)dz
ii) Denotando 6 = 77, se verifica
N N 2N
z)=1+2 Z cos (nf) =1+ Z(ei"‘g e~ ¥ Z el = 7N Z(ew)" =
n=1 n=1 n=0

N€i(2N+1)0 -1 6i(N+1/2)0 _ efi(N+1/2)0 sin ((N 4 l)ﬂ'z)

el _ 1 ei0/2 _ c—if/2 - sin (Lz)

Combinando las expresiones y propiedades anteriores resulta que

L L
Sx@) = 1) =57 [ En@f@+aiz= 1@ 5 [ Ko =

o /LL Kx(2) (f(o+2) — fla)) dz = o LL sin ((N + ;) 7rLZ>g(z)dz, (2.33)
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donde
_flatz) - f(z)
g(z) = T maN
sin (i)

Por supuesto, la funcion g también depende de z, sin embargo este aspecto no es relevante aqui, puesto que
podemos fijar el valor de = a lo largo de toda la demostracién. Por otra parte, la funcién g es claramente
continua en todos los puntos z € [—L, L], excepto en z = 0. Sin embargo, aplicando L’Hopital,

2Lf'(x + 2)

lim g(z) = lim —

2L
= —f'(2),
z—0 z—0 WCOS(2L) ™

por lo que (tomando este cantidad como valor ¢(0)), resulta que g es continua en [—L, L]; en particular,
g € L*(—L, L). Por otra parte, resulta inmediato comprobar que las funciones

on(z) = sin ((n + ;) sz)

satisfacen las propiedades de ortogonalidad

L .
i/L‘pn(z)sﬂk(z)dz:{ (1) si k#n

si k=n

Por lo tanto, como consecuencia de la desigualdad de Bessel correspondiente a esta familia de funciones
(ver (2.30))), se obtiene finalmente que

L
/ on(2)g(z)dz — 0 cuando N — +oo0.
L

En virtud de (2.33)), esto significa que
Sn(z) — f(z) cuando N — +oo,

6 equivalentemente, (2.31). B

Como ya se ha dicho, un aspecto a destacar es que para determinar la serie de Fourier asociada a
una funcién f basta poder calcular los correspondientes coeficientes a,, y b, y, para ello, no es necesario
que f sea continua. Este hecho resulta muy interesante en la practica donde es habitual encontrarse (por
ejemplo) con funciones definidas a trozos. Vamos a ser mas precisos con las funciones que manejaremos:

DEFINICION 2.3 i) Dada una funcion f definida en [« 8], se dice que f es continua a trozos en
[, B] cuando f es continua en todos los puntos de [a, (], salvo quizds en un nimero finito de puntos
interiores, donde la discontinuidad es de salto finito.

ii) Dada una funcién f definida en |a, 3], se dice que f es C' a trozos en |a, 3] cuando tanto f como
I son continuas a trozos en [, 3].

En el caso de funciones continuas a trozos, la igualdad (2.31) puede no verificarse en los puntos de
discontinuidad, ya que los limites laterales f(az%) = lUmy .z yoo f(y) v f(z7) = lmy_y, < f(y) son
distintos. No obstante, la conclusion del teorema [2.1] puede “afinarse.®® el siguiente sentido:

TEOREMA 2.2 Supongamos que f es una funcion C' a trozos en [—L, L]. Entonces, se verifica que

a?o + g (an cos (@) + by, sin (mrx)) = f@t) + f(a7) (2.34)

L L 2

para cada x € (—L,L). Ademds,

a _f=L)+ f(L)
?O + ;an cos (nm) = R — (2.35)
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Dem. Es una variante de la demostracion anterior. Dado = € (—L, L) escribimos

)

L L
SN(.Z‘):i/_LKN@:) x+2)d =97 l/ Ky(z x—l—z)dz—i—/o Ky(2)f(z+ 2)dz

donde seguimos designando por f la extension 2L-periddica a todo IR de la funcion inicial f, en principio
solo definida en [—L, L].
Por otra parte, se comprueba facilmente que

1 0
— dzf—/ KN dZ—*.

0 L
/ Kn(2)f(z)dz + / KN(z)f(a:Jr)dz]
—L 0

_ 0 L
swm“ﬁ“”“)—ll/gm@gww+/gwwf@my (2.36)
—L 0

Entonces,

T2 T2l

y por lo tanto

donde
J(o+2) = fa) flat2) )

sin (57) sin (57)

Razonando como en el teorema anterior, la regla de L’Hopital nos permite concluir que g~ (z) es continua
a trozos en [—L, 0] (definiendo ¢~ (0) = 2£ f/(z7)) y que g*(2) es continua a trozos en [0, L] (definiendo
gt (0) = %f’(m*‘)), por lo que g~ € L?(—L,0) y gt € L?(0,L). La demostracién se concluye como en
aquel caso, sin mas que observar que las funciones ¢, (z) verifican

0 I ‘
%/_L en(2)pr(2)dz = %/O <pn(z)<pk(z)dzz{ (1) sl kfn

;g (2) =

g (2) =

si k=n

y volviendo a utilizar la desigualdad de Bessel con respecto de cada intervalo (ver (2.30)) para concluir
que cada integral del lado derecho de (2.36) tiende hacia 0 cuando N tiende hacia +oo, por lo que se llega

2 @31,

En el caso x = L, debido a la periodicidad de f, se verifica f( Y= f(L7)y f(=L) = f(L™), por lo que

el mismo argumento nos permite concluir que Sy (L) — ML Hf( ) = = LHf(L)
lo que lo mismo,([2.35). El razonamiento para x = —L es 51m11ar |

cuando N — +o00, 6

COMENTARIOS 2.3 i) No es dificil comprobar que la serie de Fourier completa se puede re-escribir
en la forma exponencial

03 omeos (B) b () = . 85 e s

con
¢o = Lag, ¢, = L(a, —ib,), c—p, = L(a, +1ib,) sin=1,2,...

Esta version compleja suele preferirse frecuentemente en diversas dreas de la Fisica.

ii) En los puntos x donde f es continua, se verifica w = f(x) y, por lo tanto, se recupera
. En cuanto a lo que sucede en los extremos, si f(—L) = f(L), la expresion también
coincide con para los valores particulares x = L y x = —L.
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02 04 06 08 1
X

Figura 2.6: Aprozimacion de Fourier con cinco términos para signo(z) en [-1,1].

i11) La conclusion del teorema se mantiene (con la misma demostracion), si f es continua a trozos
en [—L, L] y existen las derivadas laterales (a derecha e izquierda) de f en cada punto de [—L, L],
aunque dichas derivadas laterales no coincidan, ver Tveito y Winther, pags. 294-295.

iv) Otros resultados de convergencia puntual (con hipdtesis menos exigentes sobre f) pueden probarse,
ver por ejemplo Gadella y Nieto, pdg. 126 ¢ Apdstol, pag. 388.

v) Supuesto que f es continua en [—L, L], f(—L) = f(L) y [’ es continua a trozos en [—L, L], se puede
probar (no es dificil) que Sy — f uniformemente en [—L, L] cuando N — +00. La demostracion
puede verse (por ejemplo) en Bleecker y Csordas, pdgs. 228-230 ¢ Tveito y Winther, pigs. 296-98.

En el caso de funciones menos regulares (pero todavia de L?(—L, L)) la igualdad (2.34) puede fallar
incluso en un nimero infinito de puntos. No obstante, se verifica, al menos, la convergencia de Sy hacia
la funcién f en el sentido de L2, es decir,

TEOREMA 2.3 Dada f € L*(—L, L), se verifica que

L
/ (f(z) — Sy(2))?de — 0 cuando N — +oc.
-L

En virtud de la expresion (2.24), la conclusion del teorema es equivalente a que

2 L
ap 2 2 1 2
—. 2.
5 + nEZI a, + b I /_L f(x)de, (2.38)

relacion que se conoce con el nombre de Identidad de Parseval y se considera una generalizacion del
clasico teorema de Pitdgoras. La demostraciéon de este resultado transciende el nivel de este curso, ver por
ejemplo Folland, pags. 75-79.

Las identidades y (2.38)) obtenidas en los teoremas precedentes y aplicadas a funciones particula-
res f resultan extraordinariamente utiles a la hora de sumar series numéricas, tarea ésta (como es sabido)
muy complicada en general. Veamos algunos ejemplos:
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Figura 2.7: Aprozimacion de Fourier con cincuenta términos para signo(z) en [-1,1].

EJEMPLO 2.6 i) Consideremos la funcidn

- B 1 sizel01]
f(x) = signo(x) = { -1 sixe[-1,0)

Como [ es impar, la serie de Fourier asociada a [ es una serie de Fourier de senos (es decir, a, =0
para cada n =0,1,...). Ademds,

1 1
2(1— (=)™
f(z)sin (nmz)dr = 2/ sin (n7z)dr = M
-1 0 nm
Asi, la serie de Fourier asociada a la funcion signo(x) viene dada por

n

3 W sin (nmz) = 3 ﬁ sin ((2k — 1)m)
n=1 k=1

Como la funcion f es C' a trozos, en virtud del teorema [2.9 se tiene que

1 size(0,1)
sin ((2k—Dmx)=¢ -1 size (-1, )
Qkf D .
k:l 0 siz=0,10

Mg

En particular, tomando x = 1/2 obtenemos la suma de la serie alternada

mﬂ7171+171+ fﬁ
—~(2k-1) 3 5 T 4

Utilizando ahora la identidad de Parseval y teniendo en cuenta que fil(signo(x))Qdaﬁ = 2, deducimos

que
i O
k=1 2k71 9 25 49 8"
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it) Consideremos ahora la funcion f(x) = x en el intervalo [—L, L]. De nuevo, como f es impar, la serie
de Fourier asociada a f es una serie de Fourier de senos. Ademds,

1 [r . /nmx 2 L . /nmx n+12L
ELLf(z)81n (T>dx— Z/o xsin (T>d:c— (-1 poo

Asi, la serie de Fourier asociada a x viene dada por

> 2L nwx
2 ()
Z( ) — sin T

n=1

Como la funcion f es C*, en virtud del teorema[2.9 se tiene que
Z "+1 i (nzx) =z, VYxe(-L,L).

Notemos que la igualdad anterior no se verifica para x = —L ni para x = L, dado que f(—L) = —L #
L = f(L), aunque f'(—L) = f'(L) = 1. Por lo tanto no estamos en las condiciones del teorema [2.1]
Podemos comprobar que la igualdad si que se verifica, dado que f(—L)+ f(L)=0

En virtud de la identidad de Parseval y teniendo en cuenta que f_LL 2?dx = 2L3/3, resulta que
i =1 + —|— + —+. 12
9 16 6

Leonhard Euler obtuvo esta expresiéon en 1735, cuando tenia veintiocho anos, después de que los mate-
maticos mas importantes de la época (como los Bernoulli) lo hubieran intentado. Este problema se conoce
en matemaéticas como Problema de Basilea y es famoso en teorfa de niimeros.

2.3. Problema Regular de Sturm-Liouville

Las Series de Fourier son un caso particular (muy importante, eso si) de una teoria que se puede
plantear en un marco més general. Para ello vamos a utilizar las siguientes notaciones

L)1) < (p(t)a' (1)) + q()2(t), Adle] Y a12(a) + asa’(a) v Apla]  bra(b) + baa' (b),

donde p € Cl[a,b],q € Cla,b], p(t) >0 Vt€la,b]y |ai]| + |az| > 0,]b1] + |b2| > 0.
Comenzaremos introduciendo algunos conceptos claramente inspirados en el caso finito dimensional.

DEFINICION 2.4 i) Se denomina Problema Regular de Sturm-Liouville al siguiente
Liz](t) + As(t)xz(t) =0, t€ [a,b]

(PRSL){ Aufz] =0

donde X\ es una constante y s € Cla,b], siendo s(t) >0, Yt € [a,b].

it) Se denominan valores propios del (PRSL) a los valores A\ para los cuales (PRSL) posee soluciones
distintas de la solucidn nula.

iii) Se denominan funciones propias del (PRSL) asociados al valor propio \ a las soluciones del
(PRSL), distintas de la solucién nula, correspondientes a dicho .
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EJEMPLO 2.7 Con esta terminologia, en las secciones anteriores vimos que

i) Los valores propios del Problema Regular de Sturm-Liouville
2'(t)+ Xx(t) =0, t€(0,L), x(0)=z(L)=0,

vienen dados por

n?n?

Ao =g n=123,..

y sus funciones propias por

2n(t) = C'sin ("Lﬂt) VCER,

respectivamente.
Notar que aqui p(t) =1,q(t) =0,s(t) =1,a=0,b=L,a; =1,a2 =0,b; =1 y by = 0.
ii) Los valores propios del Problema Regular de Sturm-Liouville
2"(t)+ \z(t) =0, te(0,L), 2'(0)=2a'(L)=0,

vienen dados por

n?n?

An =

n=20,1,23,...
y sus funciones propias por

t
2 (t) = C cos (”2) VCeR,

respectivamente.

Con respecto del caso anterior, sélo cambia que ay = 0,a2 = 1,01 =0 y by = 1.

Es bien conocido del Algebra lineal que si Ai,...,\, son los valores propios reales distintos de una
matriz real n x n, los vectores propios asociados a Aq,..., A, proporcionan un base del espacio IR". En
el caso del Problema Regular de Sturm-Liouville se verifica un resultado muy similar, pero en su version
infinito-dimensional:

TEOREMA 2.4 i) Cada Problema Regular de Sturm-Liouville posee una sucesion infinita de valores
propios reales, verificando

M <A< A3<... Yy lim A\,, = +o0.

ii) Supongamos que x,(t) es una funcidn propia del (PRSL) asociada al valor propio A, para cada
n € IN. Dadas dos funciones propias x,(t) y x,,(t) con n # m, se verifica que son ortogonales en
[a,b] respecto del peso s(t), esto es, verifican

b
/ ()2 (1))t = 0.
iii) Dada f € C?%[a,b] tal que A,[f] = Ap[f] =0, se verifica que
ft) = i anty(t) VY tela,b], (2.39)
n=1

donde la serie converge uniforme y absolutamente, con

ap = n=123,...

b
/ f@)z,(t)s(t)dt
/b x2 (t)s(t)dt
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i) Dada f una funcion C* a trozos en [a,b], se verifica que

FE) 1) &
S = nz::lanxn(t) Vi€ (a,b),

con a,, dado como antes.

v) Dada f tal que fab f2(t)s(t)dt < +oo, se verifica que
b
/ (f(t) = Sn(t)*s(t)dt — 0  cuando N — +o0,

donde Sy (t) = ij:l any(t), con a, dados como antes.
Para mas detalles se puede consultar cualquiera de los textos:

= “Mathematical methods for physicists", G. B. Arfken y H. J. Weber, Harcourt-Academic Press, 2001.
= “Methods of Mathematical Physics", R. Courant y D. Hilbert, Wiley and Sons, 1953.

y la bibliografia de mas abajo.

2.4. El método de separaciéon de variables: resolucién de EDP en
dimensioén tres

Hemos visto cémo se pueden resolver algunos problemas de interés fisico (difusion del calor en un
alambre, vibraciones de una cuerda,...) mediante el método de separacion de variables. En esta seccién
queremos ampliar ese estudio a otras situaciones donde el cuerpo que estamos estudiando tiene dimensién
espacial mayor que uno.

Empezamos plantedndonos la determinacién de las vibraciones de una membrana rectangular eléstica
de dimension L x K y densidad constante, sujeta por los extremos y de la cual conocemos la posiciéon f y
la velocidad inicial g en cada punto. Mateméaticamente, si u(x,y,t) representa la posicion del punto (z,y)
de la membrana en el instante ¢t y u = 0 representa la posicién de reposo, se trata de resolver el problema

U (2,Y, 1) = Uz (T, Y, t) + uyy(x, ¥, 1), ze€(0,L), ye (0,K), t >0 Ec. de Ondas

u(0,y,t) =u(L,y,t) =0, ye(0,K), t>0
Condiciones de Contorno
u(z,0,t) =u(z,K,t) =0, xz€(0,L), t>0

u(z,y,0) = f(z,y), x€(0,L), ye(0,K),
Condiciones iniciales

ut(l'vyao):g(xvy)a I’G(O,L), yG(O,K)
(2.40)
Como en otras ocasiones, nos planteamos buscar soluciones bésicas (no idénticamente nulas), de la
forma u(x,y,t) = F(z) - G(y) - T(t). Sustituyendo en la ec. de Ondas y dividiendo por u, llegamos a que

") _ F'(z)  G"(y)

W ~ o) e =-2eR, z€(0,L), ye (0,K), t>0.

Ademas, fijando un valor de z y otro de ¢ y permitiendo que y varie en (0, K) y fijando un valor de y y
otro de t y permitiendo que x varie en (0, L), obtenemos que

F”(x)

C;//(y)
— L = —
o) i €R, ze€(0,L), pe €R, ye(0,K)

G(y)
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y por lo tanto las constantes estan relacionadas en la forma A = p; + po. Teniendo ahora en cuenta las
condiciones de contorno, es sencillo darse cuenta que las funciones F' y G que nos interesan deben verificar

F"(z) +mF(z) =0, ze(0,L), F(0)=F(L)=0, (2.41)

G//(y) + /~L2G(y) =0, ye (Oa K)v G(O) = G(K) =0, (242)

Este tipo de problemas ya nos ha aparecido, por lo que ya sabemos cudles son sus soluciones (no nulas).
Concretamente,

2,92
F,(z) = Csin (?), cuando uln:nT;r para n=1,2,3,..., conC€eR vy
AL /MmTY m2m? A
Gm(y) = Csin (7)7 cuando o, = ez~ bara m= 1,2,3,..., conC €IR.

Si definimos ahora Ay, = piin + p2m > 0y usando que
T"(t) + A T(t) =0, t > 0,

se sigue que
Tom (t) = ¢1 cos (t )\nm> + ¢9 sin (t /\nm>7

con ¢y, ¢ € IR arbitrarias, por lo que nos encontramos que (para cada par de ntimeros naturales n y m,)
una solucién basica de la ec. de Ondas verificando ademés las condiciones de contorno, viene dada por

(mﬂ'y) ; n? m2 b sin (¢ n? m2
T ) | anmecos ([ tm\/ 75 + 75 nm S| 0T\ 75+ 755

donde apm, bnm € IR. Asi pues, la solucién méas completa que podemos obtener por este método viene dada
por la serie doble (suma de todas las soluciones basicas)

0 2 2 2 2
u(z,y,t) = Z sin (%) sin (%) (anm cos <t7r % + 22> + bpm Sin (m z 22>> .
1

’ (2.43)

A A
Unm (2, y,t) = sin (T) sin

Formalmente, para que esta expresion satisfaga ademas las condiciones iniciales, debe suceder que

f(z,y) = u(z,y,0 Z Anm sm( x) sin (%), (2.44)

)
g(x, y) = ut(x7 Y, O) = n;l brm V Anm sin (nzz) sin (%) . (245)

Nos encontramos entonces con la necesidad de tener que desarrollar funciones arbitrarias (que dependen
de dos variables) en series de Fourier dobles de senos.
Una vez mas, la determinacion de los coeficientes a,,, a partir de la funciéon f, se sigue de las propiedades

1b Supuesto que se verifica (2.44)), multiplicando a ambos lados por sin (77,2“") y sin (”;{y) e integrando

con respecto de x entre 0 y L y con respecto de y entre 0 y K resulta que

L K .
/0 /0 f(z,y)sin (T) sin (mlg)dydx =
/ / Z QApm, SIN (?) sin (%) sin (jzx) sin (l;{y)dydx

n,m=1
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Suponiendo que la integral de la serie coincide con la serie de la integral (este paso se puede justificar
rigurosamente bajo ciertas condiciones), podemos continuar la relaciéon anterior, escribiendo

= g‘x’ a /L /K sin (@) sin (w) sin Jme sin Imy dydx =
- wm L K L K )Y
n,m=1
N, /Lsm(m)sm LEAPE /Ksm Imy sin ()4 _ L
’nzmzl ) L L ) K K )W) T4y

gracias a(2.7). Se obtiene asi que

ks

4 LK
Grm, = ﬁ/o /0 f(x,y)sin (?) sin (%)dydm, n,m=12... (2.46)

Del mismo modo, a partir de ([2.45]) se tiene que

4 L K
by = TR /0 /0 g(x,y)sin (%) sin (mgy)dydm, n,m=12... (2.47)

Una vez més, notemos que estas expresiones son faciles de calcular en multitud de casos, incluso bajo

requisitos de regularidad minimos sobre f y ¢ (por ejemplo, podemos considerar el caso de funciones
constantes a trozos).

EJEMPLO 2.8 Supongamos que L = K = 1. Utilizando la expresion obtenida en el Ejemplo[2.1], podemos
concluir que la solucion del problema con f(x,y) =21 —2)y(1 —y) y g(z,y) = 0 viene dada por

o0

u(z,y,t) = Z 1601 = (=1")1 = (=1)"™) cos (tﬁ\/m) sin (nmz) sin (m7y).

n3m3n6
n,m=1

Figura 2.8: Posicion inicial de la membrana cuadrada (Ejemplo )
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Figura 2.9: Posicién aprozimada de la membrana cuadrada cuando t = 0,38 (Ejemplo )

Andlogamente, la solucion del problema con f(z,y) =0y g(z,y) =21 —2)y(l —y) viene dada
por
= 16(1 — (=1)™)(1 = (=1)™) . : .
u(z,y,t) = sin ( tm n2—|—m2) sin (nmx) sin (mmy).
@t = 3 ey s 7y (nmz) sin (mry)

Finalmente,la solucion del problema con f(z,y) = g(z,y) = x(1 — z)y(1 — y) viene dada por la
suma de las dos expresiones anteriores.

2.5. Series de Fourier con Wolfram Alpha
Las siguientes sentencias se utilizan para generar una gréfica como la Figura [2.2]
plot(x + (1 —x),sum(4* (1 — (=1)"n)/(n"3 xpi"3) x sin(n * pi x x),n = 1..3),x = 0..1)
y la Figura[2.7]
plot(piecewise((—1,z < 0), (1,2 > 0)), sum(2* (1 — (=1)"n)/(n*pi) * sin(nxpixx),n = 1..50),z = —1..1)

También se puede usar la sintaxis de Mathematica, tanto en Wolfram Alpha como en Wolfram Alpha
Open Code para generar figuras como 2.3] y [2.4] respectivamente.

Piot3D[Sum[4x(1—(—1)"n)/(n"3x Pi"3)*Sin[n* Pixz]* Exp[—n"2x Pi"2xt], {n, 1, 8}], {z, 0,1}, {t,0, 1}, PlotRange— > {0,0,25}]

Plot3D[1/6—Sum[2x(14+(—1)"n)/(n 2+ Pi 2)*Cos[n* Pixz|* Exp[—n"2xPi"2xt], {n, 1,30}], {z, 0,1}, {¢, 0,1}, PlotRange— > {0,0,25}]

con la ventaja de que en Open Code se pueden manipular (girar, hacer un zoom, copiar, ...) Alli también
se puede obtener la figura [2.5]

glz_] :=1/6+Sum[2%(—1) " n*xCos[nxPixx]/(n"2+«Pi"2)+Sin[nxPixx]+((—1)"(n+1)/(n*Pi)+2x((—1)"n—1)/(n"3%Pi"3)), {n, 1,100}]

Plot[{g[z], Piecewise[{{0,z < 0},{z"2,z > 0}}]}, {z, —1,1}]
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Las series numéricas que hemos sumado utilizando las series de Fourier y la Identidad de Parseval se

obtienen directamente mediante la orden sum:

sum((=1)"(k+1)/(2xk — 1),k = l..infinity) = %

2
sum(1/(2xk —1)"2,k = L.infinity) = %

2

sum(1/n"2,n = l.infinity) = %

Cualquiera de las siguientes sentencias se puede utilizar para generar la figura 2.8
plot(z(1 — z)y(1 —y),z =0..1,y = 0..1)
Plot3D[z(x — 1)y(y — 1), {z,0,1},{y, 0, 1}]
y esta otra para obtener la figura
Plot3D[Sum[16 % (1 — (=1)"n) * (1 — (=1)"m)/((n"3 x m"3 % Pi"6)) x Sin[n * Pi x x] *x Sin[m x Pi * y]

*Cos[Pi*0.38 x Sqrt[n"2 + m"2]],{n, 1,20}, {m, 1,20}],{x,0,1}, {y,0,1}]

Bibliografia sobre Series de Fourier y sus aplicaciones a las EDP:

1. “Matematicas avanzadas para ingenieria", Peter V. O’Neil, Ed. Thomson, 2004.
2. “Introduction to Partial Differential Equations", A. Tveito y R. Winther, Springer, 1998.
3. “Basic partial differential equations", D. Bleecker y G. Csordas, Van Nostrand, 1992.

4. “Partial differential equations for scientists and engineers", Tyn Myint-U y L. Debnath, North Ho-
lland, 1987.

5. “Fourier analysis and its applications", G. B. Folland, Wadsworth and Brooks, 1992.

6. “Métodos matematicos avanzados para ciencias e ingenierias", M. Gadella y L.M. Nieto, Univ. de
Valladolid, 2000.

Recursos en Internet sobre Series de Fourier:

1. En Youtube,
https://www.youtube.com/watch?v=r6sGWTCMz2k (“But, what is a Fourier series?")
https://www.youtube.com/watch?v=ToIXSwZ1pJU&t=2s| (“Solving the Heat equation")

2. https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series
3. http://www.sosmath.com/calculus/calculus.html (Apartado “Fourier Series")

4. En Academia Khan,

https://es.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-signals#ee-fourier-series


https://www.youtube.com/watch?v=r6sGWTCMz2k
https://www.youtube.com/watch?v=ToIXSwZ1pJU&t=2s
https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series
http://www.sosmath.com/calculus/calculus.html
https://es.khanacademy.org/science/electrical-engineering/ee-signals#ee-fourier-series
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5. http://www.mathphysics.com/pde/

Libro web “Linear Methods of Applied Mathematics: Orthogonal series, boundary-value problems,
and integral operators". Autores: Evans M. Harrell II y James V. Herod. Muy completo y con
ejemplos.

6. El analizador armoénico de Michelson: una méaquina de 1897 con ruedas y engranajes para calcular
series de Fourier:
http://www.youtube.com/watch?v=NAsM30MAHLg
El libro con toda la informacién sobre el aparato:

http://www.engineerguy.com/fourier/pdfs/albert-michelsons-harmonic-analyzer.pdf


http://www.mathphysics.com/pde/
http://www.youtube.com/watch?v=NAsM30MAHLg
http://www.engineerguy.com/fourier/pdfs/albert-michelsons-harmonic-analyzer.pdf
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Capitulo 3

Transformadas integrales de funciones

3.1. Transformada de Fourier

Es una herramienta que se emplea para transformar funciones definidas en el dominio del tiempo
(sefiales) en otras funciones definidas en el dominio de las frecuencias. Ademas del campo de las EDP,
tiene muchas e importantisimas aplicaciones en diversas dreas de las matematicas, fisica e ingenieria como
la teoria de nimeros, la 6ptica y la propagacion de ondas. Sin ella no existirian las telecomunicaciones
modernas, como Internet o la telefonia moévil.

DEFINICION 3.1 Dada una funcion f(x) definida para cada x € R, la transformada de Fourier
de f es otra funcion (que designamos por F(f) ¢ f) y que para cada & € R viene dada por

+oo
F()(€) = / f(x)e~ e,

—o0
en caso de que exista.
Una vez més, usaremos aqui la Formula de Euler:
e = cos (#) +isin (A), paracada € IR,
donde i = v/—1 denota la unidad imaginaria.

COMENTARIO 3.1 No hay unanimidad a la hora de definir la transformada de Fourier. Otras defini-
ciones que pueden encontrarse en la literatura son

+o0 400 too
FONO = [ f@ean FO©O = [ f@e o F0© = [ f@ends,
1 +oo ien ) B 1 +oo .
Hﬂ@=§;[wfukfm onw@_jﬁxmf@kgm

Esta cuestion debe ser tenida muy en cuenta a la hora de comparar las propiedades y los resultados, segin
las diversas referencias.

No es dificil comprobar que la transformada de Fourier de una funcién f puede no existir. Por ejemplo,
si f(z) =1 para cada x € R

+oo
Hﬂ@:/i1m=+w
ysi§#0,

+oo +R i€R _ ,—ifR

_ . 9
F()g) = / e T dy = REI},}OC . e % dy = REIEOO BT — = ¢ REIEOO sin (RE),
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pudiendo comprobarse que este ultimo limite no existe.
Una condicion suficiente para que exista la transformada de Fourier de una funciéon f(x) para cada

+oo
£ €R es que / |f(z)|dx < 400, ya que entonces
— 00

+o0 +oo

IHMMS/ v@fmm=/ f(@)ldz < +oo, VEER.

—00 — 00

En lo sucesivo, esta es una condicién que impondremos a menudo.

EJEMPLO 3.1 1) La transformada de Fourier de una funcidn real puede tomar valores complejos.
Por ejemplo, si
e ® six>0
{ 0 stz <0 (3.1)
e~ (1+ig)a |P=T0 1

+oo +oo
F _ —z 7i§zd :/ 7(1+i§)xd _ _ e (.
WO = [ e = [t - S| =

2) Otro caso en el que se puede aplicar directamente la definicion para calcular facilmente la transfor-
mada de Fourier, operando con nimeros complejos, aunque el resultado final sea real fo(x) = e~ 1l

F(f2)(€) = /0 er 1=y 1 /+Ooe‘”(1+i5)dx— L S
oo 0 1—i€ " 1+if 1+e2

3) La transformada de Fourier de una funcidn “muy concentrada”(cero fuera de un cierto dominio
acotado) resulta ser una funcion “muy extendida”(distinta de cero en todo R). Por ejemplo, si

falw) = { é Z Ii} § " (3.2)
+1 . —ifx z=+1 .

R e
- rx=—1

Veamos ahora cuéles son las principales propiedades de la transformada de Fourier:

i) La transformada de Fourier de una funcién real y par es una funcion real y par. Al ser el seno una
funcién impar y el coseno una funcién par en IR y ser el producto de dos funciones pares, otra funcién
par y el producto de una funcién par por una funcién impar, otra funcion impar en IR, resulta que

+o0 +oo
FD©) = [ @) cos(€a) —isin(€a) da =2 [ fla)cos (g)da € R,
que es una funcion par, respecto de &.

ii) La transformada de Fourier de una funcién real e impar es una funcién imaginaria pura e impar.
Argumentando como antes y utilizando que el producto de dos funciones impares es otra funcion
par, resulta que

+o00o
FP© = [ ) (cos (€)= isin(€a)) do = =21 [ f(a)sin (o)

que es una funcién impar, respecto de &.

Estas propiedades dan lugar a otras transformadas integrales de interés, como son la transformada
de Fourier en cosenos y la transformada de Fourier en senos, respectivamente.
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iii) La transformada de Fourier es lineal:
Flafi+Bf2) = aF(f1) + BF(f2), Va,Be C.

iv) Supongamos que f es continua en IR, lim, ,1o f(z) = 0, f’ es continua a trozos en IR y que
[T (x)|dz < +o0. Entonces

F(f1)(E) = ieF (f)(&).

Dem. Basta integrar por partes la definicion de F(f’) y utilizar las hipdtesis

+o00 oo +oo .
F(f() = / Fla)e  de = f(a)e 77 e /_ fl@)e de = i F(f)(&)m

— 00

v) En las condiciones de la propiedad anterior,

De hecho, esta propiedad es cierta sélo suponiendo que fj;o |f(z)|dx < 400, como se demuestra en
Folland, p. 217.

Dem. Basta notar que
F(@©] L2 @lde_ C

|[F() (&) = | < H = a6 — 0, cuando [{| — +oco.l

vi) Supongamos que f y f’ son continuas en R, lim, 1 f(z) = lim,_, 1+ f'(z) =0, f” es continua a

trozos en IR y que f_Jr;o |f"(x)|dx < +00. Entonces

F()(E) = =€ F(f)(©)-

Dem. Basta aplicar la propiedad iv) primero a f y luego a f:

F(f)() = iF(f)(&) = (i)*F(f)(&)m

vii) Supongamos que fj;o |z f(z)|dz < +o00. Entonces,

Flxf(@))(€) =i

Dem. Formalmente, basta utilizar que podemos intercambiar la derivacién respecto de £ con la
integracion respecto de x

Flaf@)(©) = /_ :o o (2)e— 0 d = i /_ :O f(a:)de;;x do = id% ( /_ :o f(gg)e—ifxdac> =

EJEMPLO 3.2 Combinando varias propiedades anteriores podemos calcular la transformada de Fourier
de algunas funciones que seria dificil obtener a partir de la definicion. Por ejemplo, la funcion f(x) = e
verifica f'(xz) + 2zf(z) = 0 para cada x € IR. Aplicando transformada de Fourier de esta expresion y
suponiendo que estamos en condiciones de poder utilizar las propiedades iii), i) y vii), resulta que

0= F(7'(a) + 261 @)(€) = FNO + 27 (wf @) = i€F (D) + 2T o)
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0, lo que es lo mismo,

AF(f) 0y _ &
e O =—5FN©.

que es otra EDO lineal de primer orden, por lo que integrdndola
F(H)E) =Ce &/t CeR.

Por otro lado,

y por lo tanto,

Fle™)(€) = Vme ¢/4

Otras propiedades igualmente interesantes de la transformada de Fourier, supuesto que f(z) verifica la

—+oo
condicion / | f(z)|dx < 400, son las siguientes:
oo

a) Dado « € IR, se cumple:

Flf (@ = a)](€) = e F[f(@))(8),
Fle* f@)](§) = F[f(@)I(€ - o).
b) Si a # 0, entonces F[f(ax)](§) = ﬁ}'[f(x)](é)

[e3

Todas ellas se pueden demostrar directamente 6 mediante sencillos cambios de variable en las integrales.

TEOREMA 3.1 (Teorema de inversion de Fourier) Supongamos que fj—fj |f(z)|de < 400 y que f
es C1 a trozos en cada intervalo de R. Entonces,

1 [T . + -

5 | F@esa = I e

21 J_

Idea de la demostracién. El punto de partida es la igualdad (2.34) del Teorema [2.2] relativo a la
convergencia de series de Fourier

% + g (an cos (?) + by, sin (nzm)) = @) er f(xi), Vae(—L,L), (3.3)

donde n -
an:Z/_Lf(x)cos (T)daﬁ, n=20,1,2 ... (3.4)
bnzll;/j;f(w)sinclgn)dx, n=12... (3.5)

Ya se coment6 en el Capitulo 2 (ver (2.37))) que (3.3) se puede re-escribir en la forma exponencial

+ - ]_ i inma
w:ﬁ S e, Vae(-L,L) (3.6)
donde
L inmTx
en = / f@e e, = 0,41,42, (3.7)
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Definiendo A{ = T y &, = nA¢, las identidades (3.6)-(3.7) quedan

fr L ; fle)_ % D> cne AL, Ve (—L,L) (38)

Y L
Cn = / f(x)e % %dz, n=0,1,2,... (3.9)

-L

Suponiendo que f(z) — 0 cuando 2 — +0o y que L es suficientemente grande, todavia podemos re-escribir

(13.8)-(3.9) de manera aproximada como

onm | " fwe e = (), n=0,12,... (3.10)
+ - > .
W ~ % > F(f) () tAL, Ve (—L,L) (3.11)

Finalmente, teniendo en cuenta que A¢ — 0 cuando L — 400 y que la serie (3.11) se asemeja a la suma
de Riemann de una integral, en el limite tendriamos

fle) +f@) 1 [

2 T )

F(f) (e de, Ve eRm (3.12)

La expresion (3.12) nos sugiere la siguiente

DEFINICION 3.2 Dada una funcién g(€) definida para cada ¢ € R, la transformada inversa de
Fourier de g es otra funcion (que designamos por F~'(g)) y que para cada x € IR viene dada por

1 1o i
FH9)() = 5 / g(€)e’srdg.
™ — 00
A partir del Teorema de inversion de Fourier, resulta inmediato comprobar que para cada funcion f(z)

continua en IR tal que fj;o |f(x)|dx < 400 y con derivada f’ continua a trozos en cada intervalo de IR,
se verifica

k,.l

L
k"l
—
~
~—
—
N
=
g

Il

f(x), Yz eR,
F(F @) () = f(&), VEER,
como cabia esperar.

EJEMPLO 3.3 Hemos visto en el Ejemplo[3.1] que si

e * stx >0
0 stx <0’

su transformada de Fourier viene dada por

1

FNO = T

Segun el Teorema de inversion de Fourier, se verifica en este caso

1 [to gite e " six >0
5 el = i siz=0
T oo 148 0 six <0

También, vimos en el Ejemplo que
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2
I

Fle e

Podemos aplicar de nuevo el Teorema de inversion de Fourier, de una manera hdbil para obtener

+o00 efigw

F (l_21+1) €= /_OO md(p = ;‘/_J:O f(ef\ﬁ\)(x)efifwdx _ Wfil(]:(e*‘ml))(—g) — e lél

DEFINICION 3.3 Dadas dos funciones f y g definidas en todo IR, se denomina producto de con-
volucién de f y g (y se designa por f % g) a una nueva funcion que para cada x € IR viene dada
por

+oo
U*muazj’ f(& — v)g(w)dy.

— 00

Es fécil convencerse de que el producto de convolucién no siempre estd bien definido. Por ejemplo, si
f(x) = g(z) =1 para cada x € IR, resulta que

+o0o
(1%1)(x) :/ ldy = 400, Vz € RR.
—00

En cambio, el producto de convolucion (f % g)(x) es finito para cada z € IR (al menos) en los siguientes
casos:

» s fjooj |f(z)|dx < 400 y g es acotada (existe C' € IR tal que |g(y)| < C para cada y € IR), ya que

+oo

+oo
|U*muns/) uu—ymwwwgc/l (& — y)ldy < +oo.

— 00

» si f es acotada (existe C' € IR tal que |f(y)| < C paracaday € R) y fj;o lg(z)|dz < 400, ya que

+oo +oo
(Fro@l< [ 1e-eli<C [ latwldy <+
Veamos algunos ejemplos: supuesto que
_J1 si|z] <1
fa(@) = { 0 silfa]>1 (313)

resulta inmediato comprobar que

1

f3(y)dy = / ldy = 2.

-1

—+00

(1 fala) = [

— 00

Algo més trabajoso resulta ver que

0 si x <=2
L .
B ) 242 st oxe[-2,0]
et = [ se—vay=3 370 5 TECH
0 six>2

Entre las propiedades que verifica el producto de convolucién, destacamos aqui las méas importantes
que, sin duda, nos recuerdan a las correspondientes propiedades del producto de funciones habitual (éste
es el motivo por el cual se denomina “producto.? la convolucién).

Dadas funciones f,g,h y a € C, se verifica
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[u—y

L fxg=gxf (Prop. conmutativa)

[\

Cfx(gxh)=(fxg)xh (Prop. asociativa)
3. fx(g+h)=f*xg+fxh (Prop. distributiva respecto de la suma)
4. f*(ag) :Oé'<f*g),

supuesto que los productos de convolucién anteriores estan bien definidos.
La razoén por la cual el producto de convolucién se introduce en conexién con la transformada de Fourier
queda recogida en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.2 Supongamos que fjooj |f(z)|dz < 400, fjof lg(z)|dx < 400 y existe (f x g)(x) para
cada x € IR. Entonces

F(fx9) (&) = F(f)(E) - F(9)(&)-

Dem. Basta utilizar las definiciones y un simple cambio de variable

Feg© = [ ra@ea [ - ( / +Oof(x—y)g(y)dy> e i€ =

— 00 — 00

+oo

“+o00 —+o00 ) ) I [e'e] “+o0o ies L
— / / f(@ — e SE D g(y)e S dyde T / F(2)e € gy)e "V dzdy =

+
= F (&) - Flg)(§)m

Aplicando ahora este teorema, teniendo en cuenta el Ejemplo resulta inmediato deducir que

2sin (£)>2 _ 4(sin(§))?
¢ S

Ffs+ F)(E) = (FR)E) = (

3.2. Aplicaciones de la transformada de Fourier a las EDP

La transformada de Fourier esta especialmente indicada para resolver EDP donde el dominio espacial
es todo IR. Consideremos, por ejemplo, el problema de difusién del calor en un alambre “infinito", supuesta
conocida la temperatura inicial en cada punto

u(z,t) = uge(z,t), x€IR, t>0 Ec. del Calor
(3.14)
u(z,0) = f(z), zeR Condicion inicial

En lo que sigue, supondremos que todas las funciones que aparecen, verifican las hip6tesis necesarias para
que tengan sentido los célculos que vamos a llevar a cabo.
Aplicando al problema la transformada de Fourier respecto de la variable x, llamando

+oo
U, t) = / u(z,t)e” " da

— 00
y utilizando la propiedad vi) sobre la transformada de la derivada segunda resp. x, se obtiene

Ui(€,t) = —€2U(&,t), E€R, t>0
(3.15)
U(&0) = F(£)(), £eR.

Fijado £, la EDP anterior podemos resolverla como una EDO lineal de primer orden, por lo que integrando
resulta

U t) = c(€)e ¢,
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donde c es una funcién arbitraria. Utilizando la condicién inicial, concluimos que ¢(§) = U(£,0) = F(f)(§),
por lo que

U(Et) = F(f)(€)e €.

Queremos ahora aplicar transformada inversa y obtener la solucién del problema inicial (3.14]). En virtud

de (3.12) se tiene que
+oo

u(z,t) = Ff)(€)e et e, (3.16)

21 ) o
En algunos casos particulares, es posible calcular la integral anterior. Por ejemplo, si f(z) = e_"‘Z, sabemos
que F(£)(€) = y/e€/4, por lo que
1[ree : I , 1
u(z,t) = Py . \/7;6_52/4€—§2tez§zd§ = 2\7 /_OO 6—52(t+1/4)ez£zd§ = ﬁ}-(e—g?(tﬂ/@)(_m) -
1 1 2 ae1) 6—12/(4t+1)

:2ﬁﬁ,/t+1/4e VIEFT

utilizando la propiedad de que si a > 0,

Flf(an)(€) = L7 <) (3.17)
cona=/t+1/4y f(z) = e=7".

En general, para invertir la expresion de U(,t), se tiene en cuenta que

et L ree ey — L F (o
e = ZFe)6V = o= F () ()

usando nuevamente l) pero ahora con a = 2%/5 Por lo tanto,
Ut = FIE) 5 =F (e7) (@)
2v/t

Utilizando ahora el producto de convolucion (respecto de la variable z) y la conclusion del Teorema
B-2] se sigue que

_% Foo v2 +oo z—y)2
wa) = f@)n S = o [ ey Fa = o [ e e ey

La funcién )

e~ i

)
2Vt
se denomina niicleo gaussiano y, como acabamos de ver, juega un papel destacado a la hora de resolver

la Ec. del Calor (de hecho, se le suele llamar por ello solucién fundamental de la Ec. del Calor).
Consideremos ahora el siguiente problema eliptico en un semiplano

E(x,t) = (3.19)

Uze (2,Y) + Uyy(z,y) =0, z€IR, y>0 Ec. de Laplace
(3.20)
u(z,0) = f(z), x € R. Condicién de Contorno

La primera observacion es que si u(x, y) es una solucion de este problema, entonces u(z, y)+Cy también
lo es para cualquier valor de C' € IR. Con el fin de quedarnos con una tnica solucién, vamos a determinar
aquella que estd acotada cuando y — +oo. De nuevo, vamos a suponer que estamos en condiciones de
poder llevar a cabo todos los célculos que siguen.
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Aplicando transformada de Fourier respecto de la variable z, llamando
+o0 )
Uy) = / u(z,y)e S da

y utilizando la propiedad vi) sobre la transformada de la derivada segunda respecto de z, se obtiene como
antes
7€2U(€,y) + Uyy(fay) = 07 f S IR? Yy > 0

U(&,0) = F(f)(©), ¢eRR.

Fijado &, la EDP anterior podemos resolverla como si fuera una EDO lineal de segundo orden, por lo que
integrando se llega a

(3.21)

U y) = C1(§)elf‘y + 02(5)6—\5\117

donde ¢1, c2 son funciones arbitrarias. Como queremos que u(x,y) esté acotada cuando y — +oo, también
debe estarlo U (€, y), por lo que debe ser ¢1(£) = 0. De otro lado, utilizando la condicién inicial, concluimos
que c2(§) =U(£,0) = F(f)(€), por lo que finalmente

U(&,y) = F(£)Ee™ .
Hemos visto en el Ejemplo que

1
- — eIl
F (x2 n 1) (&) = me para cada ¢ € IR,

asi que podemos escribir

e—\s\y:%; (33211) (g.y):wiyf (I)iH (5):]—'<y> (©),

usando de nuevo 1} ahora con a = % Por lo tanto,

U6 =FNE 7 (s ) ©

z? + y?)

y utilizando otra vez el producto de convolucién (respecto de la variable x) y la conclusion del Teorema

B:2] se sigue que
y e y

Ly) = ,y T = S —; P 3.22

’U,(.’E y) f(.’[}) x 7r(:v2+y2) /_OO f(aj Z)7T(2’2+y2) Z ( )

COMENTARIO 3.2 Haciendo y = 0 en la expresion anterior aparentemente resulta que u(x,0) =0, en

lugar de u(x,0) = f(x), como se indica en . La explicacion a esta aparente contradiccion es que la

condicion de contorno se verifica en el sentido de limite cuando y — 0T, porque el denominador también

se anula cuando z = 0. Para confirmar este hecho basta escribir la identidad , cuando y > 0, en la
forma equivalente

+oo % o0 dw
)= e= e = L, ey .

mediante el cambio de variable w = z/y y notar que

oo w x) [T dw x _
lim u(x,y) :/ f(x) d = /() / d = fgr )(arctan (W)|“=F% = f(x), (3.24)

y—0+ 7 (w? 4 1) T o w21 w=Tee

— 00

tal y como esperdbamos.
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3.3. Transformada de Laplace

DEFINICION 3.4 Dada una funcion f(t) definida (al menos) para cada t > 0, (si se prefiere se puede
suponer que f(t) = 0 para cada t < 0) la transformada de Laplace de [ es otra funcion (que designamos
por L(f) ¢ F) y que viene dada por

+00
LG =F6) = [ fte
0
para los valores s para los cuales la integral sea finita.

COMENTARIOS 3.1 i) Curiosamente, y a diferencia de lo que sucede con la transformada de Fou-
rier, la definicion de la transformada de Laplace mo presenta ningun tipo de controversia y estd
undnimemente aceptada en la literatura.

it) Supuesto que f(t) =0 parat <0 y que f0+oo |f(®)|dt < +o00, resulta inmediato comprobar la relacion
que existe entre la Transformada de Fourier y la de Laplace

L(f)(s) = F(N)(=is) y F()E) = L)),

i11) En general, la transformada de Laplace L(f)(s) existe cuando s > -y, donde 7y es una cierta constante,
que puede ser diferente para cada f.

EJEMPLO 3.4 1) Aplicando la definicion, es inmediato comprobar que si f(t) =1 para t > 0

st |[t=t00
+00 — = % si >0
L(1)(s) = / e Stdt = =0
0 +00 st s<0
2) Hemos visto que la transformada de Fourier de
et sit>0
1= { 0 sit<0 (3:25)
viene dada por
1
-F =
(DO = 137
Segiin lo que acabamos de ver, se tiene entonces que
1
L =F(f)(—is) = ,
(N)(s) = F()(=is) = 1
expresion que es vdlida si s > —1.
3) En general, dado « € R
+oo 1
L(e*")(s) :/ e =Mt = L(1)(s —a) = :
0 S —
siempre que s > Q.
4) Dada f(t) = t, integrando por partes, se obtiene
+oo —st [t=10o0 +oo
e 1 1 1
L(t)(s) = te”Sdt =t - “stdt = = L(1)(s) = —
@) = [ e e eme =
supuesto que s > 0. Por induccion, es sencillo comprobar que para cada n € IN, si s >0
n!
L(t")(s) = (3.26)

Sn+1'
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5) Dada f(t) = sin (t), se tiene
+oo +oo )
L(sin (t))(s) = / sin (t)e tdt = / Im(eU=))dt =
0 0

(i—s)t [t=Fo0
=Im e' Im( 1,) 21 ,
1= S |10 s—1 s2+1

supuesto que s > 0. Andlogamente, si s > 0

+oo +o00
L(cos (t))(s) = /0 cos (t)e *tdt = /0 Re(el=)dt =

(i—s)t t=+oc0 1
= Re 6. :Re< ,)z 28 .
1—S |0 s—1 s2+1

Al igual que sucede con la transformada de Fourier, tampoco la transformada de Laplace esta definida
para cualquier funciéon f(t). Sin embargo, la clase de funciones que admiten transformada de Laplace es
mucho més amplia que en el caso de la transformada de Fourier, razén que explica su mayor utilidad. En
este sentido, resulta interesante definir el siguiente tipo de funciones:

DEFINICION 3.5 Se dice que una funcién f(t) es de orden exponencial v cuando t — +o0, si
existen M >0 y T > 0 tales que se verifica

|f(#t)] < Me™ para cada t > T.

EJEMPLO 3.5 1) Toda funcién acotada es de orden exponencial v cuando t — 400, para todo v > 0,
dado que
If(t)] < M < Me" para cada t > 0.

En particular, las funciones constantes, seno y coseno son de orden exponencial v cuando t — +00,
para todo v > 0.

2) Si f(t)-e " — 0 cuando t — +oo, entonces f(t) de orden exponencial vy cuando t — +oo. En
particular, cualquier polinomio es de orden exponencial v cuando t — 400, para todo v > 0.

3) Sin embargo, la funcidn f(t) = et no es de orden exponencial v cuando t — 400, para ningin v > 0.

Supuesto que lo fuera, existirian v € R, M > 0 y T > 0 tales que et’ < Me" para cada t >
T. Entonces, !t~ < M para cada t > T y tomando limites cuando t — +oo, llegamos a la
contradiccion de que +o0o < M.

PROPOSICION 3.1 Supongamos que f(t) es una funcién continua a trozos en [0,T] para todo T > 0
y de orden exponencial v cuando t — +o00. Entonces, existe L(f)(s) para cada s > max{0,~v}. Ademds,
se verifica

L(f)(s) — 0, cuando s — +oo.

Dem. Por ser f(t) una funcién de orden exponencial 7 cuando t — +00, existen M > 0y T > 0 tales
que se verifica
|f(t)] < Me" para cada t > T.

Por otra parte, como f(t) es una funcion continua a trozos en [0, 7], en particular f esta acotada, luego
existe C' > 0 tal que
|f(#)] < C paracada t e [0,7].

Combinando ambas estimaciones, se sigue que si s > mdax {0, v},

“+o0 T “+00
—std — —std —std
/0 J(t)e t’ /0 F(t)etdt + / F(t)edt

<

1L(f)(s)] =

T
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T +o0 1— 875T 6(775)T
C/ e Stdt + M/ e~ Mg = ¢ +M < 4o0.
0 T s s—=7

Ademas, es evidente que el término de la derecha tiende hacia cero cuando s — +o0, por lo que L£(f)(s)
también.

EJERCICIO 3.1 1) Probar que no eziste la transformada de Laplace L(f)(s) de la funcidn f(t) = e’
para ningun valor de s. Indicacion: Probar que para cada s € IR se verifica

et st > e/ V> 0.

2) Probar que no eziste ninguna funcion f(t) funcion continua a trozos en [0,T] para todo T > 0 y de
orden exponencial v cuando t — +oo tal que

L(f)(s)

s
T 3s—1"

Las principales propiedades de la transformada de Laplace que vamos a utilizar son las siguientes:
i) La transformada de Laplace es lineal: dadas dos funciones f; y fa,

Lafi + Bf2) = al(f1) +BL(f2), Y a,B€R.

ii) Supongamos que f es continua en [0,+0c0), de orden exponencial v cuando t — +oo y que f'(t) es
continua a trozos en [0,7] para cada T > 0. Entonces, si s > 7,

L(f')(s) = sL(f)(s) = f(0).

Dem. Basta integrar por partes la definicion de £(f’) y utilizar las hipotesis

+o0 _ +oo
L(f)(s) = / Flt)e e = ft)e /=5 4 / F(t)estdt = sL(f)(s) — £(0),

dado que, si s > v,
|f(t)e ) < Me~®t - 0 cuando t — +oom

iii) Supongamos que f y f’ son continuas en [0,+00), de orden exponencial v cuando ¢ — +o00 y que
f"(t) es continua a trozos en [0, 7] para cada T > 0. Entonces, si s > 7,

L(f")(s) = s*L(f)(5) — sf(0) = f(0).
Dem. Basta aplicar la propiedad ii) a primero a f” y f' y luego a f'y f:
L(f")(s) = sLIf')(s) = £'(0) = s (sL(f)(s) — £(0)) — f'(0)m

EJERCICIO 3.2 1) En la propiedad ii) anterior, es fundamental que f sea continua en [0,+00) y no
basta que sea continua a trozos en [0,T] para cada T > 0. En el caso de que f sea sdlo continua a
trozos en [0,T] para cada T > 0 y se mantengan el resto de las condiciones, obtener la expresion de

L(f)(s)-

2) Partiendo de que L(1)(s) = %, si s > 0, y aplicando las propiedades anteriores, volver a obtener
que si s >0

LE(s) = o0 Llsin(1))(s) = y Llcos())(s) = 5

para cada n € IN.
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A continuacioén, recopilamos otras propiedades interesantes de la transformada de Laplace, suponiendo
que las funciones que aparecen son continuas a trozos en cualquier intervalo [0,T] y de orden exponencial

y:
1. Lle* - f(t)](s) = L[f()](s — a), si s > 7+ a, para cualquier a € IR.
2. L[f(at)](s) = LL[f(t)] (2), si § > v - a, para cualquier o > 0.

3. Dada una funcién f periédica de periodo w, se verifica

L) = —— / Y st 0yt si s >

Tl —esw

4. Dadoa >0y
0 i t<a
g(t):{ f(t—a) :i t>a,
se verifica
Llg(t))(s) = e LIfD)](s), si s> 1.
d"L[f(t)](s)
ds™

Anéalogamente a lo que vimos para la Transformada de Fourier, el producto de convolucién tiene gran
interés a la hora de calcular Transformadas inversas de Laplace. Veamos céomo se define en este caso:

5. = (=1)"L[t" f(t)](s), si s > =, para cualquier natural n.

DEFINICION 3.6 Dadas dos funciones f y g definidas en [0, +00), se denomina producto de con-
voluciéon de f 'y g (y se designa por f *g) a una nueva funcion que para cada t > 0 viene dada por

¢
(f*9)(t) = / F(t=y)g(y)dy.
0
Es facil comprobar que esta definicién de producto de convolucion coincide con la definicion[3-3] supuesto

que f(t) = g(t) = 0 para t < 0. Segtn la definicion

ft—y)g(y)dy =
—o0 0 si t<0

oo Iy ft—y)gy)dy si t>0
(f*g)(t) = /

A la vista del Teorema no sorprende que el producto de convolucién que acabamos de introducir
verifique la siguiente propiedad en conexién con la transformada de Laplace:

TEOREMA 3.3 Supongamos que f(t) y g(t) son funciones continuas a trozos en [0,T] para todo T > 0
y de orden exponencial v cuando t — +o0o. Entonces

L(f*g)(s) =L(f)(s) - L(g)(s), si s>7.
Dem. Una vez maés, basta utilizar las definiciones y un simple cambio de variable
400 +00 t
cirea@ = [ o a= [ ([ - natmay) et -
= /H>o /t ft = y)gly)e " dydt = /+oo /OO ft —y)gly)e " dtdy =
0 0 0 Y

—+oo ) et +oo —+oo
- / / F(t— g)e= 2=V g(y)e~Vtdy “L / / F(2)e™ gly)eVdzdy = L(f)(5) - L(g)(s) m

0 Yy
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3.4. Aplicaciones de la transformada de Laplace a las EDO

Vamos a considerar un problema de Cauchy muy sencillo, que sabemos resolver por métodos elemen-
tales. La idea es resolverlo aqui por otra via totalmente diferente, utilizando transformada de Laplace. Se
trata del siguiente problema

2/ (t) — 2x(t) = €5t
03 (3.27)

Procederemos como en casos anteriores, suponiendo que podemos utilizar la propiedad ii) que hemos
visto. Asi pues, aplicando transformada de Laplace, se tiene

L(e™)(s) = Lz’ — 22)(s) = L(2)(s) — 2L()(s) = sL(x)(s) — 2(0) — 2L(2)(s) = (s — 2)L()(s) — 3,
de donde deducimos que

L(e3)(s) + 3 1 3 8/3 13
s—2 ~ (s—2)(s—5) 8—2_3—2+s—5'

Teniendo en cuenta lo que sabemos,

£@e) = JEE(E) + 3L = £ (e + 3¢ ) 0),

de donde parece logico concluir que
8e2t 1 5t
(t) = %

Es sencillo comprobar ahora que (efectivamente) ésta es la solucion del problema (3.27).
La transformada de Laplace estd especialmente indicada para resolver problemas donde aparezcan
funciones definidas a trozos, como en el siguiente ejemplo:

' (t) = 2x(t) = f(1)

xz(0) =3

(3.28)

con
0 sitelo1]
f(t) =
2 sit>1

Razonando como antes, es sencillo deducir que

L)) +3

£(a)(s) = =L

Llegados a este punto es posible actuar de dos maneras:

1) Calculamos la transformada de Laplace de f e invertimos la expresion global que resulte:

f=teo 9e—s .
= , si o s>0.
s

L(f)(s) = /O+Oo Ft)estdt = /1+°° po—stgp— 9 "

—S

t=1

Por lo tanto,

L(z)(s) = e’ + 3 e’ < LI 1) + 5 _ e L(e* —1)(s) + L(3e*")(s).

s—2 s s—2
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Nos conviene mencionar aqui la siguiente propiedad: si f (t) es continua a trozos en cualquier intervalo
[0,T] y de orden exponencial v, a > 0 e introducimos la funcién definida por g(t) = 0 parat < a'y

g(t) = f(t — a) para ¢t > a, entonces L[g](s) = e~ *L[f](s), si s > 7.
Utilizando dicha propiedad con a = 1y f(t) = €2 — 1, resulta £(z)(s) = L(g(t) + 3e2")(s), donde
0 si telo,1]
g(t) =
=D 1 s t>1
por lo que llegamos finalmente a que
z(t) = g(t) + 32t
2) Utilizamos el producto de convolucién y el Teorema

L(f)(s)+3 1 3
T Rt A R

= L(f(t) * €*)(s) + L(3e™)(s) = LIS (1) * €' + 3e*)(5),

L(z)(s) = = L(f)(s) - L(*)(s) + L(3e*)(5) =

de donde
x(t) = f(t) * e* + 3e*.

Basta utilizar la definiciéon del producto de convolucién para comprobar que (como cabia esperar)
0 si teo,1]

0+ = f6) = [ F)e -y = )

t
/ 220y = 27N — 1 s t>1
1

Por supuesto, también es posible resolver el problema (3.28) mediante un enfoque clésico, a trozos.
En concreto, en el intervalo [0, 1], el problema queda

z'(t) — 2z(t) =0

(3.29)
xz(0) =3
por lo que es facil deducir que x(t) = 3e?, para cada t € [0, 1].
Por otro lado, si t > 1, s6lo contamos con la EDO
2/ (t) — 2z(t) = 2 (3.30)

y no tenemos condicién inicial, por lo que z(t) = Ce* — 1, con C € R arbitraria, para cada t > 1.
La constante C' se determina de manera unica si estamos interesados en la soluciéon continua: en
particular, para que las expresiones anteriores “peguencon continuidad en ¢ = 1, debe verificarse que
3e?2 = Ce? — 1, de donde C = 3 + e~ 2, por lo que nuevamente llegamos a que

3e%t si t€]0,]1]

x(t) =

(B+e2)e? -1 si t>1.

Para la resolucion de EDO lineales de segundo orden y coeficientes constantes, la transformada de
Laplace es una herramienta igualmente interesante. En general, dado el problema de Cauchy

apz” (t) + a1z’ (t) + asz(t) = f(¢)
z(0) = zo (3.31)
2'(0) = 1
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donde ag, a1, az,zo, 1 € IR son conocidos, al igual que la funcién f, aplicando transformada de Laplace y
utilizando las propiedades i)-iii), se sigue

L(f)(s) = L(apx” + a12" + as)(s5) = aoL(z")(s) + a1 L(2")(s) + asL(x)(s) =
= ap (s°L(z)(s) — sz(0) — 2'(0)) + a1 (sL(z)(s) — (0)) + azL(z)(s) =

= (aps® 4 a15 + a2)L(x)(s) — agzos — agry — a1,

de donde £0H)(s)
s agxoSs + agxry + a1xg
L(z)(s) = — 5
aps® + ais + as aps® + ai1s + as
Denotemos por hi y hs las dos funciones que verifican
1 s
L(h1)(s) = L(h2)(s) =

aos? + a1s+ as’ aos? + a1s+as

En virtud de la linealidad de la transformada de Laplace y utilizando de nuevo el producto de convolucién
y el Teorema [3.3] resulta

L(z)(s) = L(f)(s) - L("1)(s) + aozoL(h2)(s) + (aoz1 + a120)L(h1)(s) =
= ,C(f * hl)(S) + ﬁ(aoxohg + (aol‘l + a1$0)h1)(8),
por lo que llegamos a que la solucién del problema (3.31) viene dada por
z(t) = (f * ha)(t) + aozoha(t) + (aow1 + a1xo)h1(?).
Por ejemplo, la solucién del problema
() + 32’ (t) + 2x(t) = f(t)
z(0)=0 (3.32)
2'(0) = -1
vendra dada por la expresion
z(t) = (f * ha)(t) — ha(t),
donde hy(t) = e~t — e~ 2, debido a que

1 1 1
2+35+2 s+1 s+2 = L(h)(s)-

1) Si f(¢t) =1 en (3.32)), la solucién queda

i 1 3e
x(t) = / (eV—e)dy—e'+eH=_+ — 2t
0 2" 2
2) En cambio, si
0 site]o,5]
f(t) =

2 sit>5H

se tiene que
e 2t — et si te0,5]
t
x(t) = / f@hi(t—y)dy—e " +e = ' -
0 2/ (eyft - 62(94)) dy—et+e 2 s t>5
5
e 2t — et si te€]0,5]

1—(1+42e%)e t+ (e +1)e 2 si t>5.

EJERCICIO 3.3 Volver a calcular las transformadas de Laplace de sin (t) y cos (t), utilizando que son
soluciones de EDO de sequndo orden.
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3.5. Aplicacién de la transformada de Laplace a las EDP

Consideremos el problema de la vibraciones de una cuerda “infinitacolocada en el eje x > 0, supuesta
conocida la posicién del extremo x = 0 en cada momento, junto a las condiciones iniciales en cada punto

ugt(x,t) = uge(x,t), x>0, ¢t>0 Ec. de Ondas

u(0,t) = f(t), t>0 Condicioén frontera (3.33)
u(z,0) =0, x>0 Posicion inicial (en reposo)
ur(x,0) =0, x>0 Velocidad inicial (nula)

Desde un punto de vista fisico, nos interesan las soluciones u(x,t) que estén acotadas cuando x — +oc.
En lo que sigue, volvemos a suponer que todas las funciones que aparecen, verifican las hipotesis necesarias
para que tengan sentido los calculos que vamos a llevar a cabo.

Aplicando al problema la transformada de Laplace respecto de la variable ¢, llamando

“+o0
U(z,s) = L(u(z,1t))(s) = / u(x,t)e dt
0
y utilizando la propiedad iii) sobre la transformada de la derivada segunda respecto de ¢, se obtiene

s2U(x,s) — su(z,0) — us(2,0) = Upy(z,5), x>0, s>7

(3.34)
U(0,5) = L{f)(s), 5> 7.
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema (3.33)) nos queda
s2U(x,8) = Upe(x,8), x>0, 5>
(3.35)

U(0,s) = L(f)(s), s> .

Fijado s > 0, la EDP anterior podemos resolverla como una EDO lineal de segundo orden respecto de
x, por lo que integrando resulta

U(z,s) = c1(s)e®® + ca(s)e™ %,

donde ¢; y ¢y son funciones arbitrarias. Si u(z, t) esta acotada cuando 2 — +o0o, también debe estar U(z, s)
acotada cuando x — +o00, por lo que obligatoriamente ¢;(s) = 0. Por ello,

U(z,s) = ca(s)e™ 7,
y utilizando la condicion frontera, concluimos que ca(s) = U(0,s) = L(f)(s), de donde resulta
U(x,s)=L(f)(s) e *".

Queremos ahora aplicar transformada inversa y obtener la solucion del problema inicial (3.33)). Para ello,
volvemos a usar la propiedad indicada en el apartado anterior, pero ahora con a = x y f(t) = f(t),
resultando

0 si t<zx

u(x,t):{ fE—2x) sit>zx.

Esta solucién se puede interpretar del siguiente modo: la posicién del extremo = = 0 en cada instante
de tiempo t se transmite al punto xg > 0 de la cuerda en el instante t 4+ xg, lo cual significa en particular
que la onda se mueve hacia la derecha con velocidad 1.
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3.6. Transformadas integrales con Wolfram Alpha

La sintaxis para la transformada de Fourier es fourier y para la transformada de Laplace es laplace.
Para las transformadas inversas, la sintaxis también es natural: invfourier e invlaplace, respectivamente.

Una primera observacion importante (ver el comentario es que la definicién de transformada de
Fourier que esta implementada (por defecto) en Wolfram Alpha es

+oo
F(f)(w) = \/%T / f(@)e s da.

Consecuentemente,
[t :
Fg)(x) = —/ w)e " rdw.
D@ =7 | @)

Por ello, para obtener en Wolfram Alpha la transformada de Fourier que nosotros estamos manejando
tenemos que elegir el resultado con normalizacién 1 y factor de oscilaciéon —1, en el menua
desplegable. Bajo esta premisa, resulta que

fourier(exp(—x"2),z,w) = Ve w4,

fourier(1/(1+ z°2), z,w) = me~ I,
Para la transformada inversa, se tiene
inv fourier(1/(1+ix* w),w,z) = V2mre®0(—x),

donde 6(z) es la funciéon de Heaviside que vale cero para z < 0 y 1 para z > 0. Notemos que esta transfor-
mada inversa es la que corresponde a la implementacién por defecto y que para obtener la correspondiente
a nuestro caso hay que dividir la expresién anterior por v/27 y cambiar z por —z. Otro ejemplo es

2

inv fourier(exp(—w2/4), w,x) = V2e™* .

En el caso de la transformada de Laplace, ya sabemos que hay unanimidad en las definiciones, por lo
que no hay que tener ninguna precauciéon a la hora de comparar los resultados:

2 1
lapl t°2 in(t),t,s) = =+ ———.
aplace(t”2 + sin(t),t, s) e + 21

laplace(besselj (0, 1), 1, 5) = —
aplace(besselj(0,t),t,5) = ——.
P / s2+1

Observacion: Las funciones de Bessel se estudiaran en el siguiente capitulo.

o [ 4sin(v/5t) + /5 cos(v/5t)
V5

También se pueden calcular transformadas de funciones definidas a trozos

invliaplace((s +2)/(s"2 —4s +9),s,t) = e

sinh (s) — cosh (s) + 1

laplace(piecewise((1,t > 0 and t < 1),(0,t > 1)),t,s) =
s
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Recursos en Internet sobre Transformadas Integrales:
1. En Youtube, “But, what is the Fourier Transform? A visual introduction"
https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY&t=28s

2. https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform

https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform
3. http://www.thefouriertransform.com/

4. En Academia Khan,

https://es.khanacademy.org/math/differential-equations/laplace-transformi#flaplace-transform-tutorial

5. http://mathworld.wolfram.com/FourierTransform.html

http://mathworld.wolfram.com/LaplaceTransform.html
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http://www.thefouriertransform.com/
https://es.khanacademy.org/math/differential-equations/laplace-transform#laplace-transform-tutorial
http://mathworld.wolfram.com/FourierTransform.html
http://mathworld.wolfram.com/LaplaceTransform.html
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Capitulo 4

Funciones especiales de la Fisica
Matematica

Cualquiera de las funciones especiales de la Fisica Matematica que vamos a estudiar en este tema
merece un capitulo especifico, por su indudable interés, la variedad de sus aplicaciones y la larga lista
de propiedades que verifica: para confirmar este punto, basta echar un vistazo a la “Biblia.*™ este campo,
el libro de Abramowitz y Stegun. Aqui, vamos a presentar las funciones especiales mas conocidas y sus
principales propiedades en relacién con las aplicaciones de tipo fisico.

4.1. Funciéon Gamma

La funcion Gamma aparece de manera natural en el célculo de ciertas integrales multiples (ver el
comentario y en estadistica, como generalizacion de la funciéon factorial de un ntimero natural y en la
definicion de otras funciones especiales de la Fisica Matematica. Por ejemplo, al calcular la transformada
de Laplace de la funcién f(t) = /¢:

L(Vt)(s) = /000 Ve stdt.

Haciendo el cambio de variable » = st para s > 0, resulta que

LVE)(s) = 53% ~ Jrer.

0

. . 1 .
Cuando n es un namero natural, es conocido que L(t")(s) = —4r, ver l) Si queremos que la
expresion para v/t sea una generalizacion de ésta deberia cumplirse

h Vre Tdr = (1/2)!.

0

Vamos a ver que, efectivamente, esta definicién es completamente natural.

DEFINICION 4.1 Dado z > 0, se define la funcion Gamma de z como la integral

F(z):/ et at.
0

65
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Propiedades.

i) T'(z) esté bien definida:

1 o) 1 o] 1 N
I'(z) = / e 't at + / ettt < / t*~tdt 4+ ¢4 / e 2dt = = 420177 < +o0.
0 1 0 1 Z
Hemos utilizado en la deduccién anterior que existe una constante C7 > 0 tal que
el < CreTt? vt > 1.
ii) Notemos que para z = 0 la integral es divergente:
0 1 1
roh) = / et ldt > / et tdt > et / t~tdt = e (logt|i=p = +oc.
0 0 0
—+oo
iii) T'(1) = / etdt = [—e IZF> = 1.
0
iv) Integrando por partes, se obtiene que
—+oo +oo
M(z+1) = / e "t dt = [—e WIS + / ze W ldt = 2 - T(2),
0 0
para cada z > 0.
v) Utilizando repetidamente las propiedades anteriores, con z = n € IN| se tiene que
'n+1)=n-Tn)=n-(n—-1)- Tn-1)=...=n-(n—1)-...-1-T(1) =nl

vi) Razonando como antes, haciendo el cambio de variable r = st para s > 0, resulta que

e 1 r
ﬁ(tZ*l)(s)=/ tZ*lefstdtz—/ vy = L)
0

0 5% 5%

formula que extiende la mencionada expresion (3.26) y que es valida aunque z no sea un namero
natural.

+oo
vii) Siz>0,T(z) = 2/ e~ 227 1.
0
Para comprobarlo, basta hacer el cambio de variable ¢t = s? en la integral que define T'.

viii) T (;) = /7.

1 e |
Utilizando la propiedad vii), T (2> =2 / e~*"ds. Bl valor de esta integral impropia no se puede
0

calcular directamente, pero si utilizando el siguiente “truco":

1 1\1? too too too pfoo
= (e () e
4 2 0 0 0 0

+o0 w/2 —r2 r=+oo
- / / 67T27'd9dr = —z ¢

donde hemos utilizado el cambio a coordenadas polares t = r cos (6), s = rsin (6).

il
4 3

r=0
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ix) Como consecuencia de las propiedades iv) y viii), se tiene
3 1 1
I'i=-)=T|=-+1|==T"

(e =)

2
f(5)-r () -3 () -

Hemos visto que la definicion de I'(z), en principio, tiene sentido para z > 0. La propiedad iv), permite

extender su definicién a los nameros z € (—1,0):

DEFINICION 4.2 Dado z € (—1,0), definimos
I'(z+1)

I'(z) = —

LA/2) — _o, /x. También deducimos que

expresion anterior. Asi, por ejemplo, tendremos que I'(—1/2) = =y
—00. Por induccién, podemos extender la definicién de I' a todo IR, excepto los nimeros

Notemos que si z € (—1,0), entonces z + 1 € (0,1) por lo que I'(z + 1) esta bien definido en la

ro-)="r(-1%) =

enteros negativos:

DEFINICION 4.3 Dado z € (—n —1,—n), n = 1,2,... definimos
I'(z+1)

I(z) = —

En cada intervalo (—n — 1, —n), la definicién utiliza que T" ya tiene sentido en (—n, —n + 1)

Figura 4.1: Grdfica de la funcion Gamma.

Inspirandonos en la propiedad v) vemos en qué sentido podemos definir el factorial de casi todos los

nameros reales:
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DEFINICION 4.4 Dado z € R, z # —1,—2, -3, ..., definimos el factorial de z como
Zl=T(z+1).

Con la notacion anterior, las relaciones viii) y ix) se expresan en la forma

(- Gh-F (-2 (-5

4.2. Funcién Beta

DEFINICION 4.5 Dados z > 0 y w > 0, se define la funcién Beta de (z,w) como

1
B(z,w) :/ 271 — ) tdt.
0

Cuando z y w son numeros naturales, el calculo explicito de B(z,w) se reduce a la integraciéon de un
polinomio. Por ejemplo,

1 1 1
1 1 1
B(1,1) =1, B(2,1):/ tdt = =, B(3,1):/ 2dt = B(2,2):/ tl—t)ydt==,...
0 2 0 3 0 6

Propiedades:

Aunque no lo parezca a primera vista, existe una estrecha relacion entre esta funcion Beta que acabamos
de introducir y la funcién I'.

i) B(z,w) = w para cada z >0y w > 0:
w

+oo + o0 +o0 “+ o0
[(z)I(w) = (/ e_ttz_ldt> (/ e_ssw_lds> :/ / e~ T lgw—lggdt =
0 0 0 0

et +oo +oo +oo T
st / / e i — )Y drdt = / / e e — )Y dtdr =
0 t 0 0

u:t/r “+o0 1 400 1
= / / e " (ur)*Hr — ru)* " rdudr = / / e Mty 1 —w) U drdu =
0 0

0 0

_ (/Om e—w+w—1dr> (/01 w1 - u)w—ldu> — Tz + w)B(z, w).

Como consecuencia de esta propiedad y de la extension de I'(z) a valores z # 0,—1,-2,-3,... la
relaciéon anterior permite extender también la definicion de B(z,w) a dichos valores. Por otra parte,
utilizando las propiedades vistas para I', se sigue facilmente que

ii) B(z,w) = B(w,z).

iii) B(z+1,w) =

z
B .
——B(xw)

iv) B(z,w+1) = B(z,w).

Z+w
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COMENTARIO 4.1 La funcion I'(z) y su relacionada B(z,w) surgen de manera natural en el cdlculo
de algunos tipos de integrales mailtiples (dreas, volimenes, momentos de inercia,...) extendidas al interior
de ciertos recintos (tridngulos, tetraedros, circunferencias, esferas, elipses, elipsoides, ...) Por ejemplo, si
T es el tetradro situado en el octante positivo cuyos puntos verifican x +y + z < 1, se tiene que

///szflyqflzrfldxdydz = F(I]‘)(Tl;(j-)fi) 5

y si R es la parte del recinto
T\« Y B8 Z\Y
G +(G) +(C) =t
a b c

situada en el octante positivo, se obtiene mediante el correspondiente cambio de variable, la que se conoce
como Férmula de Dirichlet

ppar  L(E)D(LD(L
/// Py Y dpdydz = a"be ]Sa) q(ﬁ)T(v) .
R Oéﬂ’}/ F(a"’g'f';'f—].)

Mas detalles en las pdaginas 225-6 del libro “Cadlculo Integral”, P. Puig Adam, Biblioteca matemdtica, 1979.

4.3. Funciones de Bessel y asociadas

Surgen al resolver la EDO

22" (t) + tz' () + (£ — o®)x(t) = 0, (4.1)

llamada Ec. de Bessel de orden «a, donde « es un pardmetro real mayor o igual que cero.

El método que se utiliza para resolver este tipo de EDO se llama método de Frobenius y es una mezcla
entre el método de serie de potencias y el método para resolver la ec. de Euler, dado que la ec. de Bessel
puede considerarse un hibrido entre ambas EDO. Consiste en ensayar soluciones del tipo

oo oo
a(t) =t ant" = ant"™, >0,

n=0 n=0

donde hay que determinar A € IR y los coeficientes a,. En general, A no va a ser un ntimero natural,
por lo que, en principio, t* solo tiene sentido en IR para t > 0, tal como estamos suponiendo. Pensemos
por ejemplo en el caso A = —1/2. Claramente, la serie de potencias nos recuerda la resoluciéon de ec. con
coeficientes analiticos, mientras que t* tiene que ver con la resolucién de la ec. de Euler.

Teniendo en cuenta que (formalmente) la derivada de t* viene dada por pt?~!, independientemente de
que p sea un numero natural o no, resulta inmediato comprobar que

x/(t) = Z(n + )\)ant”+’\_1, x”(t) - Z(n + N+ — l)ant"+’\_2,
n=0 n=0

Sustituyendo estas expresiones en la ec. de Bessel y agrupando términos, se obtiene

0=2"(t) +t2'(t) + (2 — o®)x(t) = Y _(n+ N+ A= Dant" ™ + ) " (n+ Nant"™ + ) ant" ™24
n=0 n=0 n=0
- Z a,t"t = <Z[(n + )2 = a?lat" + Z angt"> t,
n=0 n=0 n=2

de donde
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0= Z[(n + 202 = a®lant" + Z Ap_ot™ =
n=0 n=2

=ao(N —a®) +ar[(A+1)° =’lt+ Y ([(n+A)* = a®Jan + an_2) ",

n=2
Igualando cada coeficiente de t" a cero, nos queda
ap(N?—a?) =0, si n=0 (4.2)
a[A+1)2—a? =0, si n=1 (4.3)
[(n+A)?—a?la, +an_2=0, si n=23,... (4.4)

Si ag # 0, la relacion (4.2) nos lleva a que A\? = o2, de modo que las raices son A} = a y Ay = —a.

En el primer caso (A = ), la igualdad (4.3)) se reduce a a1(1 + 2a) = 0 y como « > 0, necesariamente
ay = 0.

La formula de recurrencia (4.4) queda ahora

n(n+2a)a, +an—2 =0, si n=2,3,... (4.5)

Como a; = 0, esta férmula nos lleva a que ag = a5 = a7 = ... = agi+1 = 0. Por ello, nos centramos en
los coeficientes con subindice par (n = 2k). Podemos ver que

—ag " ap . —ag
ay = ————— = = PRI
2T 20+1) T 2MAa+D(a+2) " 263(a+ 1)(a+2)(a+3)
En general,
(=1D*ag
agk = .
T %k (a4 1) (a+2)(a+3)... (a+k)
Eligiendo ag = m y utilizando la propiedad iv) de la funcién Gamma, resulta que
(1)
a2k = 2k+a ]| :
22+ fIT(k+a+1)

Los célculos anteriores se pueden repetir en el segundo caso (A = —«) y nos conducen a la siguiente

DEFINICION 4.6 Dado a > 0, se define la funcién de Bessel de primera clase y orden o como

B 0o (_1)k t 2k+a
Ja(t)—;kw<2> , t>0.

Igualmente, se define la funcién de Bessel de primera clase y orden —a como

B 9] (71)]C n 2k—a

Utilizando el criterio del cociente, es facil comprobar que las series que definen J,, (t) y J_(t) convergen
si t > 0. Evidentemente, si a > 0, J_,(t) diverge en ¢t = 0, por las potencias negativas que contiene.

Sia#£0,1,2,..., se puede demostrar que las soluciones J,(t) y J_(t) son linealmente independientes
si t > 0, por lo que la solucién general de la ec. de Bessel de orden « viene dada por

x(t) = ClJa(t) + CQJ,a(f), A4 01702 € IR.
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Si =0, es claro que J,(t) = J_o(t). Ademas, si @« = n € IN, evidentemente se tiene que

%) C1\k 2k+n
Tn(t) =" klgki)n)' (;) , t>0 (4.6)

k=0

De otro lado, teniendo en cuenta que I'(0)~! =T'(=1)"! = ... =T(1 —n)~! =0, se sigue que

S S G VG 0 S S G VAR A R
T = 2 B D () - 2 i ()

—n

e

_ i =y (;)mﬂ = (1) (0).

! !
= ml(m + n)!
En particular,

Joa(t) = =h(t), Jos(t) = =J3(1), J-5(t) = —J5(t), J-7(t) = =J7(t), ...

Joa(t) = Ja(t), J-a(t) = Ju(t), Jo6(t) = Jo(t), Js(t) = Js(t), ...

Por tanto, si « = n € INU {0}, J,(t) y J—,(¢) son linealmente dependientes, por lo que necesitamos
calcular una segunda solucion (linealmente independiente con J,(¢)) para completar la resolucion de la ec.
de Bessel de orden n. Por analogia con la resoluciéon de la ec. de Euler, en el caso de raiz doble, se ensaya
una solucién del tipo

2(t) = boy(logt) Jn(t) + "> bit*, t>0, (4.7)
k=0

donde hay que determinar los coeficientes by, imponiendo que z(t) verifique la ec. de Bessel de orden n. No
estamos interesados en detallar el calculo de estos by (se puede encontrar en Coddington, pags. 175-178).
Nos basta destacar la forma que tiene la funcién resultante y el hecho de que diverge en ¢ = 0. Una manera
alternativa de definir esta segunda solucion es la siguiente:

DEFINICION 4.7 Dado n € INU {0}, se define la funcién de Bessel de segunda clase y orden n
como

Yo (t) = lim cos (am)J(t) — J_a(t)

- , t>0.
a—n sin (o)

Con el fin de relacionar ambas expresiones, merece la pena destacar que si se sustituye « = n en el
cociente anterior, se llega a una indeterminacion del tipo 0/0, por lo que el limite se calcula utilizando la
regla de L’Hopital, obteniendo

Ja(t)  9J_a(t)

Yo () = 1im —msin (am)Jo(t) + cos (am) =5y e _ L (&]aaoft) (1) &féz(t))

a—n 7 cos (am) 7r
Para el calculo de las derivadas respecto de a que aparecen, conviene fijarse en que « aparece en la
definicién de la funcién de Bessel en dos posiciones: como exponente de ¢ y en I'(k+a+1). Por ello, teniendo
en cuenta que (to‘) = t%logt, t > 0, al menos resulta clara la apariciéon del término logaritmico, tal
como vimos en (4.7). No entramos en los detalles del resto de los célculos.
Sia =n € NU{0}, se puede demostrar que las soluciones J,,(t) e Y;,(¢) son linealmente independientes

si t > 0, por lo que la solucién general de la ec. de Bessel de orden n viene dada por

a=n

{,C(t) = Cljn(t) + CQYn(t), \4 Cl, Cy e IR.
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Las funciones de Bessel verifican una larga lista de propiedades (ver Abramowitz, pags. 355-494) de
las cuales s6lo vamos a ver las méas importantes. Aunque nos interesan principalmente las funciones de
Bessel de primera clase y orden natural 6 cero, la mayoria de estas propiedades son vélidas también para
las funciones de segunda clase y/6 con orden no natural.

Para comenzar, detallamos la expresion de Jy(t) y Ji (¢) como funciones més habituales. Tomando n = 0

yn=1en (4.6) resulta

(=) e\ 2 6
= S R L L S 4.
Jo(t) kZ:O (kHZ \ 2 "o T or  wpe T (48)
0 (=DF e\ e £ t7
- = (2 = - — — 4.
N(t) kzzo kl(k+ 1)1\ 2 3”221 T 22476 2247678 (4.9)

Las figuras y contienen las graficas de estas funciones, junto a Yj(¢) e Y1(t). Ahi se aprecia con
claridad la divergencia de Yy(¢) e Y1 () cuando t — 01, mientras que Jo(0) =1y J1(0) = 0. En general,
notemos que J,(0) =0 paran=1,2,....

0.5

’ s t .
2 4 6 /8 19 1r2“ 1“4* 1§ 1??9

. St
* ot

~15-

Figura 4.2: Grdficas de las funciones Jy(t) (a puntos) e Yy(t) (continua).

Otro aspecto muy interesante que se aprecia en las gréficas es el cardcter oscilatorio de las funciones de
Bessel, asi como que los ceros (esto es, los puntos donde se anulan) de las funciones de Bessel se van
alternando. Ambas cuestiones recuerdan claramente las correspondientes propiedades para las funciones
Seno y coseno.

TEOREMA 4.1 Cada funcion de Bessel posee infinitos ceros en (0,+00). Ademds,

» si a« € INU {0}, entre cada dos ceros consecutivos de J,(t) en (0,4+00) eziste exactamente un cero
de J_o(t) y, viceversa, entre cada dos ceros consecutivos de J_.(t) en (0,400) ewxiste exactamente
un cero de J,(t).

v sin € INU{0},entre cada dos ceros consecutivos de J,,(t) en (0,400) eziste ezactamente un cero de
Y, (t) y, viceversa, entre cada dos ceros consecutivos de Yy, (t) en (0,+00) existe exactamente un cero
de J,(t).
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Figura 4.3: Grifica de las funciones Ji(t) (a puntos) e Y1(t) (continua)

Vamos a transformar ahora la Ec. de Bessel de dos maneras distintas que nos van a ser muy utiles para

probar diversas propiedades de las funciones de Bessel:
= El cambio de funcion incognita y(t) = v/tz(t) transforma la ec. de Bessel (4.1) en la EDO

i (4.10)

i )y(t)—O.

Para verlo, basta operar:
-1 1 / "
+ —a2/(t) + Vit (t)

V(0 = 5 alt) +Via' (), 1) = e+

y notar que
(@ =)
7421(25).

—x(t 1
13/ (1) = —Z( ) 4t () + £2a7(t) = (a2 2 4> o(t) =
= Dado p > 0 fijo, el cambio de funcién incognita y(t) = z(ut) transforma la ec. de Bessel (4.1) en la

Ec. paramétrica de Bessel
2y () + ty' (t) + (Pt — o®)y(t) = 0. (4.11)

22" (ut), por lo que se obtiene

Operando, y'(t) = pa'(ut), y"(t) = p
o’ (pt) + tpa! (pt) = (o — p?t)x(pt) = (o® — p?t)y(t).

2y (t) + ty'(t) = *p’x
A continuacién, enunciamos una propiedad de ortogonalidad que también nos recordara la correspon-
diente propiedad de los senos y los cosenos en las series de Fourier:

TEOREMA 4.2 Supongamos que p y i son dos ceros positivos (distintos) de una funcion de Bessel x(t)

Entonces, se cumple
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/1 x(pt)x(ft)tdt = 0. (4.12)
0

Vamos a centrarnos ahora en la Ec. paramétrica de Bessel de orden n € INU {0} (fijo), es decir,

2
(t/ (1)) + (u% - ’1) y(H)=0, te 0.1 (4.13)
Si se requieren las condiciones de que y(t) e y'(t) sean finitas cuando t — 0 y que y(1) = 0, llamando
A = p2, nos encontramos con un Problema de Sturm - Liouville, con p(t) = t, q(t) = 7”72, s(t) =t, ya que
p(t) >0y s(t) > 0site(0,1], pero p(0) = s(0) =0y ¢(¢) diverge cuando t — 0T,
Por lo que sabemos, la solucién general de (4.13)) viene dada por

y(t) = Olt]n(ut) + OQYH(,Ut)a te [O’ 1]

Si requerimos que y(t) esté acotada cuando ¢ — 0T, necesariamente tenemos que Cy = 0 (recordar que
Y,.(t) diverge en t = 0, debido a la presencia del término logaritmico). Adicionalmente, obtenemos ademés
que ' (t) estéd acotada cuando t — 0F. La condicion afiadida y(1) = 0 nos lleva a que C1J, (1) = 0, por
lo que (si Cy # 0) no queda més posibilidad que u sea un cero positivo de J,,(t). Por el teorema 4.1} se
sabe que J,(t) posee infinitos ceros {ux}rew en (0,400). En la terminologia del capitulo 2, los valores
propios del problema considerado vienen dados por {u%}kem, mientras que las funciones propias asociadas
son yg(t) = CJ,(ugt), k € IN.

La ortogonalidad de las funciones propias con respecto del peso s(t) = ¢ es consecuencia del teorema
aplicado con x(t) = J,(t), = pr y fr = pj, con k # k.

Destaquemos el absoluto paralelismo entre esta situacién y el caso mas sencillo, donde los valores
propios vienen dados por {k?7%}rew v las funciones propias asociadas son xy(t) = C'sin (krt), k € IN.

Finalmente, la propiedad de que dichas funciones propias forman bases en el espacio de las funciones
sigue manteniéndose, exactamente en los mismos términos que en el caso de las series de Fourier (ver el
Teorema. Tampoco aqui se incluye la demostracién.

TEOREMA 4.3 (Series de Fourier-Bessel) Sea n € INU {0} fijo y {ur}trew los ceros de J,(t) en
(0, +0).

i) Dada f una funcion C a trozos en [0,1], se verifica que
fE)+ ) ¢
= ;%Jn(ukt) Vite(0,1),

con

1
| #® 1ty
Y = =2 k=1,2,3,...

1
/ J2 (pxt)tdt

0
it) Dada f satisfaciendo
1
/ FA(t)tdt < +o0,
0
se verifica que

1
/ (f(t) — Sn(t)*tdt — 0  cuando N — +o0,
0

donde Sy (t) = E,JLI Vi dn (uxt), con v, dados como antes.
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+ _
En los puntos ¢t donde x es continua, se verifica w = f(¢). En particular, si f(¢) es continua

en [0,1] con derivada continua a trozos, el teorema anterior nos garantiza que

F@&) = dnluxt) Ve (0,1).
k=1

Sin=1,2,..., el valor de la serie de Fourier-Bessel es 0, tanto para t = 0 como para ¢t = 1, dado que
Jn(0) = J,(ur) = 0 para cada k € IN. Si n = 0, el valor de la serie sigue siendo 0 para t = 1, pero (a
priori) desconocemos su limite para t = 0, dado que Jy(0) = 1.

Para aplicar este teorema en casos concretos necesitamos poder calcular integrales que involucran a
funciones de Bessel de primera clase. Veamos algunos resultados ttiles en esta direccién:
PROPOSICION 4.1 Sean ;>0 yb > 0 cualesquiera. Dado o > 0, se verifica

202 _ o2

b b2 m
| 2ttt = S ay? + A
0

o J2(ub). (4.14)

Dem. Hemos visto que y(t) = J,(ut) es solucion de la Ec. paramétrica de Bessel (4.11). Multiplicando
dicha EDO por 2y'(t) y agrupando términos, se tiene que

((ty' (1)) + (1*t* — a®)(y*(#))" = 0.

Integrando esta expresion respecto de t entre t =0y t = b, se llega a
b

O+ [ 026~ )P0y dt =0,
0

Deshaciendo el cambio, resulta que
b
WL + [~ ) (T2 ) dt =0,
0

Integrando ahora por partes, concluimos que

b
0= 120 (L, (b)) + (£ — a?)J2 (ub)|\=h — 202 / T2 (ut)dt =
0

b
— Wb + (2~ 0?2 (b) + a22(0) ~ 2 [Tttt
0

Notemos que a?J2(0) = 0, bien porque o = 0 6 bien porque J,(0) = 0, cuando o > 0. Basta entonces
despejar la integral para llegar a (4.14]). m

PROPOSICION 4.2 (Férmulas de recurrencia) Dado o > 0, se verifica para t > 0 que

t‘]&(t) = aJa(t) - tJa+l(t)7 (415)

(™ Ja(t) = —t7"Jata (t), (4.16)

(taJa(t))/ :taJa—l(t)a (4-17)
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Dem. Partiendo de la definicion de J,(t), podemos escribir
1 2]€+Oé) (t>2k+o¢_a [e%e} (_1)k <t>2k+o¢+
prs 'F(k:+a+ 1) — ET(k+a+1) \2
o (71)kk ¢ 2k+a k t 2k+a—1
2 | 5 = o t =
* ];)k!r(k+a+1) 2 ata(t) + Z —1'Fk+a+1)

S e’} (71)m ¢ 2m—+a+1
= alda(t) -t E T+ a2 <2) = aJo(t) = tJay1(t).
m=0 '

o0

tJ! (t

M

(m+a+2)
Dividiendo la relacion (4.15) por ¢, se obtiene

To0) = S Ialt) = = o (1)

Multiplicando a ambos lados por el factor integrante t~<, se llega a (4.16)).
Finalmente podemos demostrar (4.17)) partiendo de nuevo de la definicion de J, (¢):

i —1)%(2k + 20tk +20—1 i F(2k + 20)t2kta-1
= KT (k+ a+1)22k+e prd k + a + 1)2%k+e

o) (—l)k ¢ 2k+a—1
—ey — 1], 1 (t)m
kz:ok!l“(kJra) (2) 1®)
COROLARIO 4.1 Sea i1 un cero positivo de J,(t) con a > 0. Entonces,

/1 JQ(/ﬂf)tdt (J/(2 )) _ (Joc+12(lu’>>2. (418)
0

Dem. Basta aplicar primero la relacion (4.14) con b = 1 y tener en cuenta que J,(u) = 0. En virtud
de (4.15) con t = u se llega a que J/ (1) = —Jq11(1) v, por lo tanto, a la segunda identidad. ®

COROLARIO 4.2 Sea n € NU{0} fijo y {ux}rew los ceros positivos de J,(t). Entonces, la expresion
de los coeficientes ~yi, del Teorema [[.3 queda

/ F() T (urt)tdt

(Snt1(px))?

k=1,2,3,... (4.19)

Dem. Basta sustituir el denominador de la expresion de 7y en el Teorema por su valor, aplicando
el corolario[fI]con a =ny p = py. W

COROLARIO 4.3 Se verifican las siguientes relaciones, frecuentemente utilizadas:
i) Jyt) = — i ().
i) (tJ1(t)) = tJo(t).
i) (t2Ja(t)) = t2J1(2).
w) (B3J3(t)) = t3Ja(t).
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Dem. El apartado i) se sigue de (4.15) con o =0 y el resto de (4.17)) con « = 1,2y 3, resp. B

EJEMPLO 4.1 Suponiendo que {uy}32, son los ceros positivos de Jo(t), desarrollar en el intervalo [0, 1]

la funcion
2 tel0,1/2)
f@®) { 1 te[y2] (4.20)

en serie Fourier-Bessel del tipo > po | viJo(urt). Para ello, ver el Teorema y el corolario basta
calcular

) 1
e = W/O f@)Jo(uet)tdt  k=1,2,3,...

Haciendo el cambio de variable s = it y utilizando el corolario ii), se sigue que

9 1/2 1
Tk = W (2/0 Jo(pkt)tdt + /1/2 JO(Mkt>tdt> =

2 e M ) B Hi/2
m (2/0 Jo(s)sds + /uk-/2 Jo(3)$d5> = W </0 Jo(5)8d5+/0 Jo(s)sds> —

- Mk(J12(Nk))2 (Jl(uk) - %Jl <u2k))

Entonces, aplicando el Teorema[].3, resulta que

2 si te(0,1/2)

—  2Jo(uxt) 1 N _ y
,; e (J1 () )? (Jl(’uk) + 2J1 ( 2 )) B 175 g7 ii(ll//;’l)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 4.4: Aprozimacion de Fourier-Bessel con diez términos para el ejemplo [{.1]
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.5: Aprozimacion de Fourier-Bessel con cien términos para el ejemplo [{.1]

Notemos que para t = 1, la serie vale 0, ya que Jo(ug) = 0 para cada k € IN.

En las figuras y se comparan las graficas de la funcién original z(¢) (a puntos) con sus apro-
ximaciones (sumas parciales) de Fourier-Bessel Z,ICVZI YiJo(prt) para N = 10 y N = 100, apreciandose la
convergencia a medida que N crece. Para t = 0, no sabiamos en principio cuél seria el valor de la serie: en
este caso, a través de las figuras vemos que la suma vale 2.

EJEMPLO 4.2 Suponiendo que {p}72 ;1 son los ceros positivos de J1(t), desarrollar en el intervalo [0, 1]
la funcion f(t) =t — Tt3 en serie Fourier-Bessel del tipo > po, viJ1(uxt). En este caso, basta calcular

2 1
= —— | B =1HJ(ut)dt k=1,2,3,...
W= Ty, (= T )

Haciendo el cambio de variable s = uit y utilizando el corolario m) y ) e integrando por partes,
se obtiene

_ 2. M 262 _ 75N (s 3:72 4 — Mk3232 s5))ds ) =
= sy L G = T s = s (k) =7 [ )
_ W (ugjz(uk.) 7 Ty (s) S 4 14 /O " 53J2(5)ds) _

2
= R (=62 (pe) + 14T5(pr)) -

En virtud del Teorema[.3, resulta que

oo

> e i(ukt) =t =T, si te[0,1).
k=1

Aqui, el valor de la serie es O tanto para t = 0 como para t = 1, dado que J1(0) = J1(ur) = 0 para
cada k € IN.
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4.4. Polinomios de Legendre

Surgen al resolver la EDO

(1 —tHa"(t) — 2t (t) + a(a+ 1)z(t) = 0, (4.21)

llamada Ec. de Legendre de orden «, donde « es un parametro real. Esta EDO surge en distintas
partes de la fisica; en particular, al resolver la ec. de Laplace en coordenadas esféricas.
Cuando t? # 1, diviendo la EDO por 1 — t2 podemos escribirla en la forma

2t ala+1)

1" !/
x (t)+t2_1x(t)+ 2

z(t) =0,

por lo que los coeficientes son analiticos en ¢ = 0 y convergentes si |¢| < 1.
Para resolver esta EDO utilizamos el método de serie de potencias, ensayando soluciones analiticas en

t=20
oo
Y
n=0

donde los coeficientes a,, son desconocidos y hay que determinarlos.
Derivando dos veces, resulta inmediato comprobar que

oo

= Z na,t" ', 2’ (t) Z n(n — 1)a,t" 2.

n=0 n=0

Sustituyendo estas expresiones en la ec. de Legendre y agrupando términos, se obtiene

0=(1—tHa"(t) —2ta'(t) + a(a+ 1)z Z n(n —1a,t" 2 — Z n(n — apt™ — 2 Z nant"+
= n=0 n=0

[ee) (o)
(a+1) Z ant" = Z n+2)(n+ a2t + Z(a(a +1) —n?® —n)a,t" =
n=0 n=0

Z (n+2)(n+1)apse + (a+n+ 1) (a—n)a,)t"

Igualando cada coeficiente de t™ a cero, llegamos a la férmula de recurrencia

(a+n+1)(a—n)

nto = — n, sin=0,1,23,... 4.22
Ao CFSICES) a sin=0 3 (4.22)
Dando valores a n vamos obteniendo
a—+ 1o a+2)(a—1
SNCES T L [T
(et 3)(a—-2)  (a+3)(a+l)ala—2)
“EmTTT Ly ® T 41 o
(a+4)(a—3) (a+4)(a+2)(a—1)(a—23)
as = — as = ay
5.4 5!
(a+5)(a—4) (a+5)(a+3)(a+ a(a —2)(a —4)
a6:7Ta4:— 6' aO

(a+6)(a—5)a _ (a+6)(a+4)(a+2)(a—1)(a—3)(a—5)
7.6 ’ 7l

a7 = — ai
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Por induccion, no es dificil obtener la formula general para los coeficientes

L@+ 2k —1)(a+2k—3)...(a+Dafa—2)...(a—2k+2)
(2k)!

agp — (71) ap

u :(_1)k(a+2k)(0¢+2k—2)...(a+2)(a—1)(a—3)...(a—2k—|—1)
2k+1 Ok + 1)

ai

Agrupando por un lado los términos que dependen de ag y por otro los que dependen de a1, podemos
escribir la expresion de la solucién como

_ > (a+2k—1)(a+2k—3)...(a+Dafa—2)...(a — 2k +2)

oy <t . ,;(_1)k (o + 2K) (o + 2k — 2) .. (a(;fl(?)!_ (a—3)...(a—2k+ 1)t2k+1> _

d
e/ apx1(t) + a1z2(t), Vap,a; € R

Las soluciones z1(t) y x2(t) forman una base del espacio de todas las soluciones de la ec. de Legendre,
sea cual sea el valor del parametro «.

Utilizando el criterio del cociente, es facil comprobar que las series que definen x1(t) y z2(t) convergen
(en principio) si |t| < 1. No obstante, cuando o toma valores naturales podemos observar que o bien x; (%)
6 bien x2(t) contienen s6lo un namero finito de términos: es decir, son polinomios y por lo tanto convergen
para todo t € IR. En concreto, si @« = 2m, con m € IN, z1(t) es un polinomio de grado «, ya que en
la expresion del coeficiente correspondiente a t2"+2 aparece el factor (o — 2m), que es nulo y anula al
resto de los coeficientes de orden méas alto. Mientras tanto, x2(t) es realmente una serie de potencias con
infinitos términos, dado que los factores (ov—2k+1) nunca se van anular, porque « es par. Analogamente, si
a =2m+1, con m € IN, entonces z2(t) es un polinomio de grado «, mientras que ahora 1 (¢) tiene infinitos
términos, dado que los factores (o — 2k) no se anulan nunca, porque « es impar. Estas observaciones dan
lugar a la siguiente

DEFINICION 4.8 Dado n € INU{0}, se define el polinomio de Legendre de grado n como el tinico
polinomio P, (t) que es solucion de la ec. de Legendre de orden n y verifica P, (1) = 1. Concretamente,

(2m + 1)2mt2 N (2m + 3)(2m + 1)2m(2m — 2)

4
5 1 [ N

Po(t) = ].7 Pgm(t) = Qg (1 —

(4m —1)(4m —3)--- (2m +3)(2m + 1)2m(2m — 2)(2m —4)---4 - 2t2m)

D" 2m)!

(2m + 3)2mt3 N (2m +5)(2m + 3)2m(2m — 2)

5
30 ] P+ .+

P1 (t) = t7 P2m+1(t) = ai (t —

1y (Adm+1)(dm—-1)---(2m+3)2m(2m —2)(2m —4)---4 - 2t2m+1>

(2m+1)!

1-3---(2m—1)
2-4---(2m)

1-3--(2m+1)
2-4---(2m)

con ag = (=1)™ ya =(—-1)™ ,sim=1,2,...
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Las constantes ag y a1 se han elegido de manera que se cumpla la condicion P, (1) = 1.

De la forma que tienen los polinomios de Legendre se pueden deducir algunas primeras propiedades
interesantes: si n es par, P, (t) sélo contiene potencias pares de ¢ y, por tanto, es una funcién par, mientras
que si n es impar, P,(t) contiene s6lo potencias impares de ¢ y, por tanto, es una funciéon impar. Ademaés,
Py, (0) = ag y Poype1(0) =0 para cadam =1,2,. ..

Una forma alternativa de generar los polinomios de Legendre es a través de la Formula de Rodrigues

_ 1 a
ol dtn

Dando valores a n en esta férmula, se obtienen las expresiones de los primeros polinomios de Legendre:

P.(t) t? —1)" (4.23)

32 —1 5¢3 — 3t 35t* — 302 + 3
Py(t) =1, Pi(t)=t, Py(t)= TR Ps(t) = — Py(t) = —s

_63t5 — 70t + 15t 231t% — 315¢* 4+ 105¢2 — 5
B 8 N 16

Otra expresion equivalente de los polinomios de Legendre, en este caso con las potencias de t ordenadas
de forma decreciente, viene dada por

P5(t) » Be(t)

1 [n/2]

2n — 2k)! n—2
Pu(t) = 55 ;;)(_l)k(” - k(); L (72 o) "

donde [n/2] =n/2,sinespary [n/2] = (n—1)/2, si n es impar.
Llamando A = a(a + 1) en la Ec. de Legendre, nos encontramos con el problema

(1= )2’ (1)) + Az(t) = 0,

con p(t) =1—12,q(t) =0, s(t) =1, ya que p(t) > 0sit € (—1,1), pero p(—1) = p(1) = 0.
Sabemos que la solucién general viene dada por

x(t) = apx1(t) + a1z2(t), te€ (—1,1)

Si requerimos las condiciones de que x(t) y 2/(t) sean finitas cuando ¢ — +1, necesariamente tenemos que
A =n(n+1) (en general, x1(t) y x2(t) divergen en ¢ = —1 y ¢t = 1, salvo si son polinomios, es decir,
salvo si & € IN). Adicionalmente, obtenemos ademas que z’(t) esta también acotada cuando ¢ — +1. En
la terminologia habitual, los valores propios del Problema de Sturm-Liouville considerado vienen dados
por {n(n + 1)},=0,1,.., mientras que las funciones propias asociadas son z,(t) = c¢P,(t), n € INU {0}. Se
explica entonces que los polinomios de Legendre verifiquen la siguiente lista de importantes propiedades

1
TEOREMA 4.4 i) Dados n,m € INU {0} distintos, se verifica / P, (t) Py, (t)dt = 0.
-1

2
2n+1°

1
i) Para cada n € INU {0}, se verifica / P2(t)dt =
-1
ii) Series de Fourier-Legendre. Dada f una funcion C! a trozos en [—1,1], se verifica que
FED+ )
= ;anPn(t) Vite(-1,1),

con
2n

1 1
5, = 2t / FOP.(Hdt n=0,1,2.3,...
1

2
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i) Dada f € L*>(—1,1), se verifica que

/1 (f(t) = Sn(t))*dt — 0 cuando N — 400,

1
donde Sy(t) = ZnN:o 0nPn(t), con 6, dado como antes.

v) Todo polinomio f(t) de grado N se puede escribir como combinacion lineal de Py(t), Pi(t),
Pn(t). Concretamente, f(t) = Sn(t) para cada t € R, con Sy(t) definido en iv).

vi) Todas las raices de cada P,(t) se encuentran en el intervalo (—1,1).
EJEMPLO 4.3 Desarrollar en el intervalo [—1,1] la funcién

f@) ={ _} igfﬂfy}g))’ (4.24)

en serie Fourier-Legendre. A la vista del Teorema[{.]), basta calcular
2n+1 [*
— n; / FOPL()dt n=0,1,2,3,...
-1

En primer lugar, como f(t) es una funcidn impar, notemos que si n es par, entonces P,(t) es una
funcion par, por lo que f(t)P,(t) es una funcion impar y 6, = 0. Ademds en el caso n impar, f(t)P,(t)
es una funcion par, por lo que

1
6n:(2n+1)/ Pot)dt n=1,3,5,...
0

Para determinar estos coeficientes vamos a utilizar la siguiente propiedad de los polinomios de Legendre
PTIH-I() P7/L 1(t):(2n+1)Pn(t)a ’I’L:O,l,2,37...

con lo que sim =1,3,5,...

1

571:/ (P’I'IL-'rl() P7/z 1( ))dt n+1(1)_Pn+1(0)_Pn—1(1)+Pn—1(O):Pn—l(o)_Pn+1(0)
0

Aplicando entonces el Teorema[{.]), resulta que

1, si te(=1,0),
1, si te€(0,1),

Z Py (0) — Payy2(0)) Popy1(t) =
paard 0, i t=0.

EJEMPLO 4.4 Desarrollar el polinomio f(t) =3+t en Serie de Fourier-Legendre. Al tratarse de un
polinomio sabemos que el desarrollo va a tener sélo un nimero finito de términos: en concreto, aqui

3t2 -1 5t3 — 3t
_ 43 2 P — .
f(t) =3+t Z(S =G0+ 01t + 0 ——— + 05—

En este caso, es facil determinar (por simple inspeccion) que deben ser

2 2 3 1
dp =5, 01 = do = 5

0y = = 2
3Ty 3 5’ 3
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-1 -08-06-04-02 | 02 04 06 08 1
| t

~0.5/]

Figura 4.6: Aprozimacion de Fourier-Legendre con diez términos significativos para el ejemplo [{.3

4.5. Otros polinomios ortogonales: Hermite y Laguerre

Los polinomios de Hermite surgen al resolver la EDO

2" (t) — 2tx' (t) + 2cx(t) = 0, (4.25)

llamada Ec. de Hermite de orden «a, donde « es un paradmetro real. Entre las ramas de la fisica
donde surge esta ecuaciéon podemos citar, por ejemplo, la mecanica cuantica, al investigar la ecuacién de
Schrédinger para un oscilador arménico.

En esta EDO, es claro que los coeficientes son analiticos en todo IR, por lo que para resolverla volvemos
a utilizar el método de serie de potencias, ensayando soluciones del tipo z(t) = ZZOZO ant™, donde los
coeficientes a,, estan por determinar.

Derivando dos veces, sustituyendo las expresiones en la ec. de Hermite y agrupando términos, se obtiene

0=2a"(t) —2tx' (t) + 20z(t) = Z n(n —1)a,t" % -2 Z na,t" + 2« Z ant" =
n=0 n=0 n=0

= Z (n+2)(n+ Dapsa — 2(n — a)ay,) t"

n=0

Igualando cada coeficiente de t™ a cero, obtenemos la formula de recurrencia

—2(a—n) .
Upio = ————"—an, si n=0,1,2,3,... 4.26
T m+2)(n+1) (4.26)
Dando valores a n vamos obteniendo
20 2(a—1)
ay = ———a a3 = ———F/——4a
2 5 @0; 3 3.9 @

2(a — 2 220 — 2
e 207, Pale)

ao
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-1 -08-06-04-02 | 02 04 06 08 1
t
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Figura 4.7: Aprozimacion de Fourier-Legendre con cincuenta términos significativos para el ejemplo [{.3

2(a—3) 22(a — 1)(a — 3)

BETT o BT 51 “
o 2(a—-4) 2Pa(a—2)(a—4)
“WETT6 s M 6! a0
2(a—5) 23(a —1)(a — 3)(a — 5)
=g BT 7 o
Por induccion, se obtiene la formula general para los coeficientes
e — (—2)ka(a—2)...(a—2k+2)a . (-2 (a—1)(a—3)...(a—2k+ 1)@
2%k = (2h)! 0, Q241 = 2k 1 1) 1

Agrupando por un lado los términos que dependen de ag y por otro los que dependen de ay, podemos
escribir la expresion de la solucién como

= (- kOéCY— ol =
x(t)za()(l—l-I;(Q)( 2()%)!( 2k+2)t2k>+

(=2 (a—1)(a=3)...(a« —2k+1 e
tay (H‘Z( )" (c )(ék+)1)l (a + )t2k+1> L o (t) + arza(t), Y agar € R
k=1 ’

Las soluciones x1(t) y x2(t) forman una base del espacio de todas las soluciones de la ec. de Hermite,
sea cual sea el valor del parametro a. Utilizando el criterio del cociente, es facil comprobar que las series
que definen x4 (t) y x2(t) convergen en todo R. Al igual que sucedia para la ecuacién de Legendre, cuando
a toma valores naturales podemos observar que o bien z(t) 6 bien xz5(t) son polinomios. En concreto,
si @« = 2m, con m € IN, z1(t) es un polinomio de grado «, mientras que z2(t) es realmente una serie de
potencias con infinitos términos, dado que los factores (« — 2k + 1) nunca se van anular, porque « es par.
Anéalogamente, si « = 2m + 1, con m € IN, entonces x2(t) es un polinomio de grado «, mientras que ahora
x1(t) tiene infinitos términos, dado que los factores (o — 2k) no se anulan nunca, dado que « es impar.
Estas observaciones dan lugar a la siguiente
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DEFINICION 4.9 Dado n € IN, se define el polinomio de Hermite de grado n como el inico
polinomio H,(t) que es solucion de la ec. de Hermite de orden n y cuyo coeficiente de t" es igual a 2™.

Las constantes ag y a1 se eligen de manera que se cumpla la condicion H,(t) = 2™" + .. ..
Los polinomios de Hermite verifican algunas propiedades comunes a los polinomios de Legendre; en
particular, H,,(¢) es una funcién par, si n es par, mientras que H, (¢) es una funcién impar, si n es impar.
También para los polinomios de Hermite existe una Féormula de Rodrigues que en este caso queda
n
H,(t) = (—1)"et25t—ne_t2
Dando valores a n en esta formula, se obtienen las expresiones de los primeros polinomios de Hermite:

Ho(t) =1, Hy(t)=2t, Ho(t)=4t*> -2, Hs(t) =8t —12t, Hy(t) = 16t* — 48> + 12,
Hs(t) = 32t5 — 160> 4+ 120t, Hg(t) = 64t° — 480t* + 720¢% — 120, ...

Otra expresion equivalente de los polinomios de Hermite con las potencias de ¢ ordenadas de forma
decreciente, viene dada por

(4.27)

[n/2] ,
(_1)kn! n—2k
k=0
donde [n/2] =n/2,sinespary [n/2] = (n—1)/2, si n es impar.
Llamando A = 2« en la Ec. de Hermite, nos encontramos con un problema que se puede escribir en la
forma autoadjunta

2 / 2
(e_t x'(t)) +XxeFz(t)=0, teR

con p(t) = et q(t) =0, s(t) = et ya que p(t) > 0sit € (—oo,+00), pero donde el intervalo (—oo, +00)
no esta acotado. Resulta claro que si requerimos las condiciones de que e’t2/2x(t) y (e*t2/2:c(t))’ sean finitos
cuando t — £o00, entonces {2n},—¢,1,... son valores propios del Problema de Sturm-Liouville que estamos
considerando, mientras que las funciones propias asociadas son x,(t) = cH,(t), n € INU {0}, por lo que
se entiende entonces que los polinomios de Hermite verifiquen algunas de las siguientes propiedades:

+oo
TEOREMA 4.5 i) Dados n,m € INU {0} distintos, se verifica H, (t)Hm(t)e*tht =0.
o0 5
i) Para cada n € INU {0}, se verifica H2(t)e " dt = 2"n\\/7.

ii) Series de Fourier-Hermite. Dada f una funcion C' a trozos en cada intervalo [—L, L] tal que
+oo 5
/ fA(t)e " dt < +oo,
—00

se verifica que
+ — o0
w _ T;ann(t) Yt € (oo, +00),

con

1 +oeo 2
v fOH, (e P dt n=0,1,2,3,...
2"n!\/77/_oo
i) Dada una funcién f tal que

+o0 5
/ fA(t)e " dt < +oo,
se verifica que

+oo
/ (f(t) - SN(t))2e_t2dt — 0 cuando N — 400,

— 00

donde Sy (t) = Zﬁ;o pnHn(t), con p, dado como antes.



86 Introduccién a las EDP Luis A. Fernandez Universidad de Cantabria

v) Todo polinomio f(t) de grado N se puede escribir como combinacion lineal de Hy(t), Hy(t),
Hn (t). Concretamente, f(t) = Sn(t) para cada t € R, con Sn(t) definido en iv).

EJEMPLO 4.5 Desarrollar el polinomio f(t) = t3 +t? en Serie de Fourier-Hermite. Al tratarse de un
polinomio sabemos que el desarrollo va a tener sélo un nimero finito de términos: en concreto, aqui

ft) =6 +12 = an W (1) = po 4 p12t + pa(4t? — 2) + p3(8t — 121).

Por simple inspeccion, se concluye que

L r 3 _1
P3—87 p2—4» P1—47 Po—2
EJEMPLO 4.6 Podemos desarrollar ahora la funcion
1, t>0,
f(t) - { 717 t < 0, (428)

en serie Fourier-Hermite. Por el Teorema basta entonces calcular p,. Nuevamente, como f(t) es una
-, - . 42 ., .

funcidn impar, notemos que si n es par, entonces H,(t)e " es una funcidon par y se tiene que p, = 0. Por

otro lado, en el caso n impar, el integrando es una funcion par, por lo que

,t o
Pn = 5o 1n'f/ dt, n=135,...

Para determinar estos coeficientes vamos a utilizar la igualdad
o0 5
H,(t)e " dt = H,_1(0),
0
que se deduce de la propiedad 22.13.15 del libro de Abramowitz y Stegun (pdgina 786), con lo que
_ H,_1(0)
P 2n—1nly/m’

Aplicando en este caso el Teorema[{.5, resulta que

n=135,...

-1, st t <0,
st t>0,
st t=0.

i Ha(0)Hapia (t)
2 PRkt DIVr 0

Finalmente, los polinomios de Laguerre surgen al resolver la EDO

tz" (t) + (1 — t)2'(t) + ax(t) = 0, (4.29)

llamada Ec. de Laguerre de orden o, donde a es un parametro real. La aplicacién mas importante de
esta ecuacion aparece al resolver la ecuacion de Schrodinger para el &tomo de hidrogeno.
Aqui, volvemos a utilizar el método de Frobenius, ya usado con la Ec. de Bessel, ensayando soluciones
del tipo z(t) = " Y 2, ant™, para t > 0, donde los coeficientes a,, y r € IR estan por determinar.
Derivando dos veces, sustituyendo las expresiones en la ecuacién y agrupando términos, se obtiene

0=ta"(t)+ (1 —t)2'(t) + ax(t) =" (i(n +7)2ant™ !t + i(a -n— r)ant"> :

n=0 n=0
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Dividendo por t" y arreglando los indices, resulta
o0
r2agt™ + > (0414 7)2ans + (@ —n—1)ay) t" =0
n=0

Igualando cada coeficiente de t" a cero, vemos que debe ser r = 0 (salvo si ag = 0) y llegamos a la
férmula de recurrencia

—(ar—n) :
Ap4+1 = maru S1 N = 0,1,273,... (430)
Dando valores a n, se sigue que
(a—1) ala—1) ala—1)(a—2)
a; = —&ag, a2 = —TCH = Ta()a az = —Wao

Por induccién, se deduce la féormula general para los coeficientes

(-D"a(a—1)...(a —n+1)
(n!)2

Obtenemos asi una solucién de la Ec. de Laguerre dada por

Ay = ap

ny =143 EDlos (12&!5 o=+,

Utilizando el criterio del cociente, es facil comprobar que la serie anterior converge en todo IR. Al igual
que sucedia en casos anteriores, cuando « toma un valor natural observamos que z1(t) es un polinomio de
grado precisamente a.

De la misma manera que ya vimos para la Ec. de Bessel (caso o = 0), puede encontrarse una segunda
solucion (linealmente independiente con z1(t)) de la forma

zo(t) =log (¢) - z1(t) + Z bnt",
n=0

donde hay que determinar los coeficientes b,, a través de la ecuacién. Aunque no vamos a detallar el calculo
de estos coeficientes, notemos que esta segunda solucion z5(t) no va a estar definida en ¢ = 0, debido a la
presencia del término logaritmico.

Evidentemente, la solucién general de la Ec. de Laguerre vendra dada en la forma

x<t) = C1LL‘1(t) + 02-732(t>7 V c1,c0 € R.
Las consideraciones anteriores nos permiten plantear la siguiente

DEFINICION 4.10 Dado n € IN, se define el polinomio de Laguerre de grado n como el tinico
polinomio L, (t) que es solucion de la ec. de Laguerre de orden n y verifica L,(0) = 1.

La expresion de los polinomios de Laguerre queda entonces

s —1)kn!
Ln(t) = Mtk. (4.31)

k=0

En este caso, también existe una Formula de Rodrigues que viene dada por

et dv . _
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Dando valores a n en la formula de Rodrigues (4.32)), se obtienen las expresiones de los primeros
polinomios de Laguerre:

1
Lo(t) =1, Li(t)=—t+1, La(t)= 5(t2—4t+2),

1 1
(—t3 +9t2 — 18t 4+ 6), Lu(t) = — (t* — 16> + 72t> — 96t + 24), ...

Lalh) = 5 4l

Haciendo A = a en la Ec. de Laguerre, nos encontramos con un problema de Sturm - Liouville, que se
puede escribir en la forma autoadjunta

(te™t2' (1)) + Ae"tx(t) =0, te (0,00)
con p(t) =te™t, q(t) =0, s(t) = e, ya que p(t) > 0 si t € (0,+00), pero p(0) = 0 y el intervalo (0, +o00)
no estd acotado. En la terminologia del capitulo 2, resulta claro que si requerimos las condiciones de que
x(t) sea finita cuando t — 0% y e *z(t) también sea finita cuando t — +oo, entonces {n},cnu{o} son
valores propios del problema de Sturm-Liouville que estamos considerando, mientras que las funciones

propias asociadas son z,(t) = c¢L,(t), n € INU{0}, por lo que no sorprende que los polinomios de Laguerre
verifiquen algunas propiedades como las que siguen:

+oo
TEOREMA 4.6 i) Dados n,m € INU {0} distintos, se verifica / L, (t)Ly,(t)e dt = 0.
0

+oo
it) Para cada n € INU {0}, se verifica / L2 (t)e tdt = 1.
0

iti) Series de Fourier-Laguerre. Dada f una funcién C' a trozos en cada intervalo [a,b] C (0,+0o0)
tal que

+oo
/ F2(t)e tdt < o0,
0
se verifica que

fED)+HE) &
f7;)%%(15) Y t € (0,400),

con

+oo
On :/ f®)Ly(t)e tdt n=0,1,2,3,...
0

iv) Dada una funcion f tal que
+o00
/ fA(t)e tdt < 400,
0
se verifica que
“+o0
/ (f(t) = Sy(t)?e7tdt — 0 cuando N — +o0,
0
donde Sy(t) = ZQLO onLy(t), con o, dado como antes.

v) Todo polinomio f(t) de grado N se puede escribir como combinacion lineal de Lo(t), Li(t), ...,
Ly (t). Concretamente, f(t) = Sn(t) para cada t € IR, con Sn(t) definido en iv).

vi) Todas las raices de cada L,(t) se encuentran en el intervalo (0, +00).
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EJEMPLO 4.7 Desarrollar el polinomio f(t) = t3+1t? en Serie de Fourier-Laguerre. De nuevo, sabemos
que el desarrollo va a tener sélo un nimero finito de términos: en concreto,

3
1 1
fO =+ => opLn(t) =00+ 01(1—t) + 025@2 — 4t +2) + 035(—5’ +9t* — 18t + 6).
— ! !

Por simple inspeccion, se concluye que

0'3:—6, 0'2:20, 01 :—227 00:8

Los polinomios de Legendre, Hermite y Laguerre (entre otros) son tutiles en calculo numeérico, concre-
tamente en integraciéon numeérica mediante formulas de Gauss. En este area las raices de estos polinomios
ortogonales juegan un papel fundamental.

4.6. Aplicaciéon a las EDP en dimensidén tres

El caso de las vibraciones de una membrana rectangular ya fue resuelto en el Capitulo 2. Nos planteamos
ahora el mismo problema de las vibraciones de una membrana en el caso de que tenga forma circular (y
radio 1, por ejemplo). El resto de las condiciones se mantienen: esté sujeta por el borde y conocemos la
posicion f y la velocidad inicial g en cada punto. Para simplificar los célculos, supondremos que tanto f
como ¢ so6lo dependen de la distancia al origen. La formulaciéon matematica del problema quedaria

U (2, Y, 1) = Uge (T, Y, 8) + uyy(x, ¥, 1), si 2249y?><1,t>0 Ec.de Ondas

u(z,y,t) =0, si 22+4y?>=1,t>0 Condicién de Contorno
u(z,y,0) = f(Va2 +y?), 2®+y* <1,
ut(xayvo):g(\/x2+y2)7 I2+y2<1.
(4.33)

Si tratamos de utilizar el método de separacion de variables como en el caso anterior, nos encontramos
con el problema de que los intervalos en que varian = e y son dependientes: para cada z € (—1,1) fijo, y
se mueve en el intervalo (—v/1 — 22, 4/1 — 22), lo cual nos imposibilita seguir la argumentacion standard.

Una manera de solventar esta dificultad es realizar el cambio de variables a coordenadas polares

Condiciones iniciales

x=rcos(f),y=rsin(f), rel0,1], 6 € [-m,m),

porque ahora las nuevas variables r y 6 si que se mueven en intervalos independientes y fijos. Si llamamos
u(z,y,t) = U(r,6,t), basta utilizar la regla de la cadena y las relaciones

r=v22+ 2, tan(0) =2,
T

para obtener la expresion de la Ec. de Ondas en términos de las nuevas variables. En realidad, basta obtener
la expresion de la Ec. de Laplace en dos variables, porque la variable temporal ¢ no se esta cambiando. Asi
pues, si u(x,y) = U(r,0) se puede comprobar que

+ UT(T, 9) + Ugg(r,@)

b
r 72

Uz ((E, y) + Uyy (:L’, y) = Uy, (T, 0)

por lo que el problema (2.40) se puede escribir en la forma
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i UT(T,G,t) + Ugg(?",o,t)

Utt(’l”,g,t) = Urr(lr’e’t) , 7’2

, re€j0,1),0¢e[-mm), t>0
U(1,0,t) =0, 0el[-mm), t>0 Cond. de Contorno

U(T7970) = f(r)v S [07 1)7 0 e [77-(’ W)a
Cond. iniciales

Uy(r,0,0) =g(r), rel0,1), 0¢€[-mm).
(4.34)
Desde un punto de vista fisico, parece plausible esperar que si las condiciones iniciales son indepen-
dientes del angulo 6, la solucién mantenga esta propiedad a lo largo de todo el proceso. Por ello nos
planteamos resolver el siguiente problema

U,(r.t
Utt(’l", t) = UTT(T‘, t) + (: ), re [0, 1), t>0

U(l,t) =0, t>0 Cond. de Contorno
(4.35)

U(r,0) = f(r), r€l0,1),
Cond. iniciales

Ut(T,O):g(T), S [071)

Resulta inmediato comprobar ahora que la solucién de lo es también del problema (4.34).

El método de separacion de variables nos conduce en este caso a buscar soluciones basicas (no idénti-
camente nulas) del tipo U(r,t) = R(r) - T(t), que al ser sustituidas en la EDP de y divididas por U,
se transforman en

T//(t) R"(r) + R'(r)
= ' =-XelR 0,1}, t > 0.
() R(r) €R, relod] t>

Se obtienen asi las siguientes EDO

T'(t)+AXT(t)=0, t>0 (4.36)
r?R"(r) 4+ rR (r) + \*R(r) =0, r€[0,1] (Ec. paramétrica de Bessel de orden 0)
donde hemos multiplicado la segunda EDO por 2. Incorporando ahora la condicién de contorno, resulta,
0=U(1,t)=R(1)-T(t), t>0,

por lo que debe ser R(1) = 0. Segin hemos visto, para A > 0, las soluciones de la Ec. paramétrica de
Bessel de orden 0 vienen dadas por

R(r) = e1Jo(VAr) + e2Yo(VAr).

Desde un punto de vista fisico, nos interesan las soluciones acotadas (notemos que las vibraciones de una
membrana circular sobre la que no actian fuerzas externas van a estar acotadas, sin ningin género de
duda: en particular, R(0) debe ser finito). Teniendo en cuenta los puntos anteriores, podemos asegurar que
(al menos) nos aparecen las soluciones R, (r) = CJo(unr) con C € Ry A, = p2, donde {u,}, . son los
ceros positivos de Jy(s) (de hecho, esas son las tnicas soluciones no nulas y acotadas que aparecen). Para
cada A = p2 > 0, las soluciones de la EDO vienen dadas por

T, (t) = é1 cos (unt) + Co sin (pnt),
por lo que cada solucién basica se expresa como

Un(r,t) = (ap cos (nt) + by sin (unt)) Jo(penr)
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y la solucién mas completa que se obtiene por este método queda
oo
U(r,t) = (an cos (pint) + by sin (pnt)) Jo(pnr), (4.37)
n=1

donde {un}, .y son los ceros positivos de Jo(s).
Formalmente, para que U satisfaga ademaés las condiciones iniciales, debe suceder que

F)=U(r,0) =" anJo(unr), € (0,1) (4.38)
g(r) = Up(r,0) = > bupnJo(ptnr), 7€ (0,1). (4.39)

Estas expresiones nos plantean la necesidad de utilizar las Series de Fourier-Bessel (ver el Teorema

y el Corolario[4.2)), por lo que ya hemos visto que los coeficientes a,, y b,, pueden determinarse (de manera
tinica) sin mayor dificultad:

1
2/0 F(r)Jo(pnr)rdr
ap = I (i)? , n=12,...
1
2/ g(r)Jo(penr)rdr
b, = 29 ., n=1,2,...
pin (T (pn))?

EJEMPLO 4.8 La solucion del problema con f(z,y) =1— (2% +y?) y g(z,y) = 0 viene dada por

u(z,y,t) = Z m%(unm) cos (pnt).

Figura 4.8: Posicidon inicial de la membrana circular (Ejemplo )

Andlogamente, la solucion del problema con f(z,y) =0y g(x,y) = 1 — (22 +y?) viene dada por
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Figura 4.9: Posicion aprozimada de la membrana circular cuando t = 0,68 (Ejemplo )

u(w,y,t) = Z %Jo(um/ﬁ + y?) sin (unt),

donde {pn}, N son los ceros positivos de Jo(s).

Para terminar este capitulo, nos planteamos la resolucién de la Ec. de Laplace en la esfera de centro
el origen y radio 1, conocido el valor g de la funcion sobre la superficie de la esfera. Mateméaticamente, se
trata de resolver el problema

U (T, Y, 2) + Uyy (2,9, 2) + usz (2,9, 2) =0, si 224+ y?+22<1 Ec. de Laplace

u(z,y, 2) = g(x,y, 2) si 22+ y?+22=1 Condicién de Contorno
(4.40)
Una vez maés, si tratamos de utilizar el método de separacion de variables en las variables (x,y, z), nos
encontramos con que los intervalos en que varian son dependientes y no estan fijados.
En este caso, solventamos la dificultad realizando el cambio de variables a coordenadas esféricas

x = rcos (0)sin (¢), y = rsin () sin(¢), z =rcos(¢), r€[0,1), 6 €[0,27), ¢ € [0,7].

Si llamamos u(x,y, z) = U(r, 0, ¢), tras algunos desarrollos, utilizando la regla de la cadena y las relaciones

Yy z
r=+224+9y2+22, tan(f) ==, cos(§) = —m-—-——,
v 0 =L eosio) = =

podemos obtener la expresiéon de la Ec. de Laplace en términos de las nuevas variables:

U (T, Y, 2) + Uyy (2,1, 2) + Usz (2,1, 2) = (12U (r Upo(r,0,0)  (sin(9)Us(r,0,9)) 4
oo (000,2) -ty (04, 2) + s (0,9, 2) = (PU0,0)), + S+ ——— e,

Ademas, aplicando también el cambio a la condicién de contorno, resulta
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. . . def .
U(1,6,9) = g(cos (8) sin (¢),sin (9) sin (¢), cos (¢)) = §(6, ).

Para simplificar los calculos, vamos a suponer que g sélo depende del angulo ¢. Nuevamente, desde un
punto de vista fisico, parece plausible esperar que si la condicién de contorno es independiente del angulo 6,
la solucién conservaré esta propiedad (es decir Uy(r, 8, ¢) = 0), por lo que el problema que nos planteamos
resolver finalmente es el siguiente

En@Usr s 0 se o
) (4.41)

U1, ¢) = g(¢), ¢ €(0,m)

El método de separacion de variables nos conduce en este caso a buscar soluciones basicas (no idénti-
camente nulas) del tipo U(r,¢) = R(r) - F(¢), que al ser sustituidas en la EDP de (4.41) y divididas por
U, se transforman en

r2R"(r) + 2rR'(r) (sin (¢)F'(¢))
= - . :OZ(OL+1)€IR, T€[071]a¢€[03ﬂ']7
R(r) sin (¢)F'(¢)
donde hemos llamado a la constante a(a+ 1), y no —A como otras veces, por conveniencia, como veremos
a continuacién.
Se obtienen asi las EDO siguientes

(r?U.(r,9)), +

r?R"(r) + 2rR'(r) — ala+ 1)R(r) =0, r € (0,1), (Ec. de Euler) (4.42)

(sin (9)F'(9)) + e + 1) sin (¢) F(¢) = 0, ¢ € (0,m). (4.43)
La solucién general de la ec. de Euler (4.42) se obtiene facilmente, resultando aqui

R(r) = e1r® + cor—(@F D),

Sin embargo, la EDO (4.43) no es tan facil de reconocer. Para ello, hay que realizar un nuevo cambio
de variable s = cos (¢). Si F'(¢) = F(s) se obtiene entonces

F'(¢) = E(S)% = —Sln(¢)g( )
(5 (0)F"(9)) = 7 (—@m(@fﬁ@)) = —25in (6) cos (6) () + (sin (6)) T o (5).

Sustituyendo en el EDO (4.43)), dividiendo por sin (¢) y usando que s = cos (¢), llegamos a

(1 —s2)F"(s) — 2sF'(s) + a(a+ 1)F(s) =0, se (-1,1). (4.44)

Esta es la Ec. de Legendre de orden «. Hemos visto que sus soluciones vienen dadas en forma de serie de
potencia alrededor de s = 0. El radio de convergencia de dichas series es exactamente igual a 1, divergiendo
(en general) si |s| = 1, debido a la presencia del término 1 — s? en la EDO. No obstante, y de nuevo desde
un punto de vista fisico, nos interesan las soluciones acotadas cuando |s| = 1, ya que este caso corresponde
con la condicion ¢ = 0y ¢ = 7, (es decir, los polos norte y sur de la esfera). Teniendo en cuenta estas
consideraciones, podemos asegurar que (al menos) nos aparecen las soluciones F,(s) = CP,(s) y o = n,
donde P, es el polinomio de Legendre de orden n € INU {0}. Ademaés, para que estén acotadas si r = 0,
debe ser R, (r) = Cyr™. Deshaciendo el cambio, las soluciones bésicas se expresan como

Un(r, @) = anr™ Ppy(cos (¢))
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con a, € IR y la solucién més completa que se obtiene por este método viene dada por

Z anr" Pp(cos (¢)), (4.45)

donde P, es el polinomio de Legendre de orden n € INU {0}. Para que U satisfaga ademaés la condicion de
contorno, debe suceder que

(o) = Z anP,(cos(9)), ¢ € (0,m). (4.46)

Volviendo a introducir la variable s = cos (gi)) y llamando ¢(s) = g(¢), podemos re-escribir la relaciéon
anterior como

s) = ZanPn(s)7 s e (-1,1),
n=0

expresion que nos conduce de manera natural a las Series de Fourier-Legendre (ver el Teorema [4.4)), por
lo que ya hemos visto que los coeficientes a,, vienen determinados por

2n+1

1
tn =" / (5) Pa(s)ds = 21
-1

/Tr G(P) Py (cos (¢)) sin (¢)dp, n=0,1,2,... (4.47)

0

Deshaciendo el cambio a coordenadas esféricas resulta finalmente que la solucién del problema (4.40)
(cuando g(6, ¢) = g(cos (0) sin (@), sin (8) sin (), cos (¢)) solo depende de ¢) viene dada por

n z
u(z,y, z E an(x 2124 22) 2p, (W) , (4.48)
con a, dado en (4.47)).

EJEMPLO 4.9 Resulta inmediato comprobar que la solucion del problema @) con g(z,y,z) =1—2
viene dada por u(x,y,z) =1 — z para cada (v,y,2) tal que x> +y? + 2% < 1.

Si aplicamos la férmula llegamos a la misma conclusion, dado que en virtud del cambio a coor-
denadas esféricas g(¢) =1 — cos (¢), por lo que p(s) =1 — s y se verifica

(s) = aoPo(s) + a1 Pr(s +Zan n —ao+a15+Zan (s), s € IR,
n=2

de donde (por simple igualacion de términos) tenemos ag =1, a1 = -1y a, =0, sin=2,3,.... Porlo
tanto,

u(w,y, 2) = ag + a1 (z* + y* + 22)1/2P1 (

— = )=1-=
/$2 _|_y2 + 22
Andlogamente, podemos ahora encontrar la solucion del problema con g(x,y,z) = 222 — 1. Aqui,
3(¢) = 2(cos (¢))? — 1, por lo que p(s) = 25> — 1 y se verifica

3 2
©0(8) = agPy(s) + a1 Pi(s) + az Pa(s +Zan . a0+a15+a2< 32

-1 0
> + ZanPn(s), s €1R,
n=3

de donde (por simple igualacion de términos) tenemos ag = f%, a1 =0, ag = % ya,=0,sn=34,....

Por lo tanto,
z 2 2, .2 z
+ax(z” +y" +2°) P, =
«/x2+y2+22> ( ) («/x2+y2+22>
_422—2x2—2y2—1
= 3 .

u(@,y, z) = ao + ar(«® + y* + 2%) Py (
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4.7. Funciones especiales con Wolfram Alpha

Funcién Gamma. I o .
La sintaxis para I'(z) es gamma(z). También existe z!.

gamma(5) = 24,

gamma(2 — 7i) = —0.0006488334052 — 0.00044486533931,
(—1/2)! = /.

Obviamente, este valor coincide con gamma(1/2). También existe

(5 — 3i)! = 28.38008928 + 47.11834080i.

Funcidén Beta. I .
La sintaxis para B(z,w) es beta(z,w).

1
beta(3275)—718849607

7+ 112
beta(2,5 — 3i) =
eta(2,5 — 3i) 210

Funciones de Bessel. I o )
La sintaxis para J,,(t) e Y, (t) es J(v,t) e Y(v,t), respectivamente.

También son validas besselj(v,t) y bessely(v,t). La coordenada del m-ésimo cero positivo de J,(t) 6
Y, (t) se obtiene mediante besseljzero(v,m) 6 besselyzero(v,m).

J(0,3) = —0.2600519549,

besselj(0,3) = —0.2600519549,
Y (0,4.5) = —0.194705,
bessely(0,4.5) = —0.194705,
J(1/2,0.2) = 0.354451,
J(2,180) = 0.05876652675,

besseljzero(0,1) = 2.404825558,
besselyzero(1,2) = 5.429681041,
besselyzero(0,4) = 10.22234504,

besseljzero(0,4) = 11.79153444,
J(1,besseljzero(1,4)) =0,
J(1,besseljzero(0,4)) = —0.2324598313.

Veamos cémo aparecen las funciones de Bessel al resolver las ec. de Bessel:

22" () + ta' (t) + (7 = Ta(t) = 0 = 2(t) = c1J = (t) + 2Y = (1).
22" (t) + ta' (t) + (2 — 16)2(t) = 0 = x(t) = c1J4(t) + c2Ya(t).

2 (t) + tx' (1) + (262 — 9)z(t) = 0 = 2(t) = c1J5(V2t) + e Ya(V/2t).
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Polinomios ortogonales. I
La sintaxis para los polinomios de Legendre, Hermite y Laguerre

(Pn(t), Ho(t) v Ly(t)) es legendrep(n,t), hermite(n,t) (6 hermiteh(n,t)) y laguerre(n,t) (6 lague-
rrel(n,t)), respectivamente.

legendrep(1,t) = t,
legendrep(3,1,2) = 2.52,

1
legendrep(b,t) = §(63t5 — 70t + 15¢),

hermite(3, sqrt(2)) = 4v/2,

hermiteh(3, sqrt(2)) = 4v/2,
hermite(5,t) = 32t° — 160t> + 120t,
hermiteh(5,t) = 32t°> — 160> 4+ 120¢,

23
l 2.5/4) = ——
aguerre(2,5/4) 35’
23
l 1(2,5/4) = ——
aguerrel(2,5/4) 32’

1
laguerre(4,t) = ﬂ(lt‘* — 161> + 72t% — 96t + 24),

1
laguerrel(4,t) = ﬁ(t4 — 16t3 + 72t% — 96t + 24).

Para generar algunas de las otras gréficas de este capitulo es conveniente pasar a Wolfram Alpha Open
Code. Por ejemplo, para la figura 4.7

flt] := Sum[LegendreP|2 x k + 1,t] x (LegendreP|[2 % k,0] — LegendreP[2 x k + 2,0]), {k, 0,50}]

glt] :== Piecewise[{{—1,t < 0},{1,t > 0}}]
Plot[{ f[t], g[t]}, {t, —1,1}]

Bibliografia sobre Funciones especiales de la Fisica Matematica:

1. “Handbook of mathematical functions", M. Abramowitz e I. A. Stegun, Dover, 1965.

2. “Férmulas y tablas de la matemaética aplicada", M. R. Spiegel, J. Liu y L. Abellanas, Mc Graw Hill,
2000.

3. “Matematicas avanzadas para ingenieria", Peter V. O’Neil, Ed. Thomson, 2004.

4. “Special functions and their applications", N. N. Lebedev, Dover, 1972.

5. “Special functions for scientists and engineers", W. W. Bell, Van Nostrand Reinhold, 1968.

6. “Ecuaciones diferenciales con aplicaciones y notas his “téricas", G. F. Simmons, Mc Graw Hill, 1993.

7. “Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado", D. G. Zill, International Thomson Editores,
1997.

8. “Fourier analysis and its applications", G. B. Folland, Wadsworth and Brooks, 1992.
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9. “Mathematical methods for physicists", G. B. Arfken y H. J. Weber, Harcourt-Academic Press, 2001.

10. “Métodos matematicos avanzados para ciencias e ingenierias", M. Gadella y L.M. Nieto, Univ. de
Valladolid, 2000.

11. “An introduction to Ordinary Differential Equations", E. A. Coddington, Dover, 1961.

12. “Linear methods of applied analysis", A. M. Krall, Addison-Wesley, 1973.

Recursos en Internet sobre Funciones especiales de la Fisica Matematica:

1. https://personal.math.ubc.ca/" cbm/aands/

Versién electronica completa de “Handbook of mathematical functions"de Abramowitz y Stegun.

2. http://www.sosmath.com/calculus/improper/gamma/gamma.html

3. https:
https:
https:
https:
https:
https:
https:

//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.
//mathworld.wolfram.

com/GammaFunction.html
com/BetaFunction.html
com/BesselFunctionoftheFirstKind.html
com/BesselFunctionoftheSecondKind.html
com/LegendrePolynomial.html
com/HermitePolynomial.html

com/LaguerrePolynomial.html

http://mathworld.wolfram.com/topics/SpecialFunctions.html


https://personal.math.ubc.ca/~cbm/aands/
http://www.sosmath.com/calculus/improper/gamma/gamma.html
https://mathworld.wolfram.com/GammaFunction.html
https://mathworld.wolfram.com/BetaFunction.html
https://mathworld.wolfram.com/BesselFunctionoftheFirstKind.html
https://mathworld.wolfram.com/BesselFunctionoftheSecondKind.html
https://mathworld.wolfram.com/LegendrePolynomial.html
https://mathworld.wolfram.com/HermitePolynomial.html
https://mathworld.wolfram.com/LaguerrePolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/topics/SpecialFunctions.html
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Capitulo 5

Teoria elemental de distribuciones

5.1. La Delta de Dirac

En general, las magnitudes fisicas tienen una naturaleza distribuida, es decir, estan definidas sobre un
cierto dominio espacial y/6 en cada instante de un cierto intervalo temporal. No obstante, esta regla tiene
excepciones: existen sistemas donde puede haber pardmetros, acciones o condiciones iniciales que estan
localizados en partes muy pequenas (casi puntuales) del dominio. Por ejemplo, una carga concentrada en
una seccién muy pequena de una viga o una fuente térmica localizada en una zona también muy pequena.
Existen también procesos en los que se ejercen acciones con valores significativos tinicamente en intervalos
de tiempo muy cortos, como fuerzas producidas por impactos y aportaciones de calor u otras magnitudes
en forma impulsiva (“chispazos", destellos,...). Surge asi la necesidad de representar en un mismo esquema
tanto variables distribuidas en el espacio y el tiempo como concentradas Gnicamente en puntos o instantes
de tiempo especificos. Pensemos, por ejemplo, en la acciéon de una fuerza “instantanea". Supongamos que
un cuerpo de masa unidad, en reposo en el instante inicial ¢ = 0, experimenta la accién de una fuerza
impulsiva en un instante tq > 0, que le comunica una velocidad v = 1, después de lo cual la accién de la
fuerza termina. Nos interesa determinar la fuerza F'(t) que actua sobre el cuerpo en el instante ¢. Segun la
Segunda Ley de Newton, si a(t) designa la aceleracion del cuerpo en el instante ¢

F(t) = a(t) (5.1)

En este caso,

o +00 Sit:to
a(t)_{ 0 si t # to,

dado que la velocidad del cuerpo es constante todo el tiempo, salvo en t = ¢y, donde pasa de valer 0 a
valer 1 instantaneamente. Desde el punto de vista clasico, es evidente que la expresion que resulta no tiene
sentido matematico, ya que no existe una funcién de ¢ asi definida.

Todavia mas, si integramos formalmente la expresion entre 0 y 7 > tp, teniendo en cuenta que la
aceleracion es la derivada de la velocidad, resulta que

donde v(t) designa la velocidad del cuerpo en el instante t. De nuevo, es facil darse cuenta que la igualdad
anterior no tiene sentido clasico: como F'(t) = 0 cuando t # to, la integral que figura en el término de la
izquierda es igual a cero, mientras que el segundo miembro no lo es. A partir de los razonamientos fisicos,
cabria esperar que dichas igualdades tuvieran algin sentido. Estas aparentes contradicciones se pueden
superar mediante una nueva nocién matematica: las distribuciones o funciones generalizadas.

Sin duda, la distribucién mas conocida es la Delta de Dirac. Este ente matematico fue manejado con
gran habilidad por Oliver Heaviside a finales del siglo XIX y ha sido usado por los fisicos desde 1920. En
particular, fue utilizado sisteméaticamente por el fisico teorico inglés Paul A. M. Dirac en su libro “Principios
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de Mecanica Cuéntica", obteniendo muchas de las propiedades que veremos més adelante. Dirac gano el
Premio Nobel de Fisica en 1933 (a los treinta y un afos !) por su trabajo sobre la formulacion teodrica
de la mecéanica cuantica. Pero, para los matemaéticos la Delta de Dirac era una monstruosidad: Heaviside
fue atacado y muchos de sus trabajos no fueron aceptados para su publicacién por los editores de revistas
alegando falta de rigor matematico, a lo que él respondia: “;Deberia renunciar a mi cena porque no
entiendo completamente el proceso de la digestion?". Entre 1945 y 1948, Laurent Schwartz publico una
serie de articulos exponiendo una teoria mateméaticamente coherente y completa de esta nueva herramienta,
lo que le valio la Medalla Fields en 1950. De manera independiente, la escuela rusa (I. M. Gelfand, G.
E. Shilov, S. L. Sobolev) también trabaj6 en el mismo campo, por lo cual estd considerada igualmente
responsable de esta nueva teoria. En la actualidad, el estudio de las Ecuaciones en Derivadas Parciales no
puede entenderse fuera del &mbito de las distribuciones, como se puede ver por ejemplo en los libros de
Casas, Folland y Renardy-Rogers de la bibliografia.

Figura 5.1: Paul A. M. Dirac.

Segun acabamos de ver, intuitivamente, la Delta de Dirac en el punto ¢y (que se suele representar por
d(t —to)) debe verificar
_ —+00 sit= to
se-w={ 5 S

Por supuesto, no existe una tal funcién entre las clésicas, pero si es posible definir una “funcién generalizada
6 distribuciéngomo limite de la siguiente familia de funciones clasicas: si € > 0,

= sit € [to—€,to+ €]
_J 2 )
fs(t) —{ 0 sit g [to —6,t0+6].

Notemos que
, | +o0 sit =ty
el—1>I(I)1+ fe(t) o { 0 sit 7é to-

El uso de este procedimiento no es una novedad en matematicas: por ejemplo, ha sido utilizado para
construir los nimeros reales a partir de los numeros racionales (“todo ntmero real es limite de una sucesiéon
de nameros racionales"). Paul Dirac utilizo esta técnica para trabajar con la Delta y definir sobre ella
diversas operaciones de interés. Por ejemplo, la integral: teniendo en cuenta que para cada € > 0,

+oo tot+e 1
(t)dt = —dt =1,
R / -

o0 def +o0
/ 5(t — to)dt = h’m/ fo(t)dt =1,

o e—0t ) _

definio
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tal y como precisamos en el caso de la fuerza “instantanea". De la misma forma, para cada funcién ()
de clase C'* en un entorno de tg

e—0t

b
/a(t—to) t)dt < 1m /fe =0, sitod[ab] (5.2)

b b o+te
/ S(t — to)w(t)dt < 1fr51+/ F(OY(t)dt = lim 1/t i bt = ¥(t), si to € (a,b),  (5.3)

gracias al Teorema del Valor Medio para el Céalculo Integral.
Existen muchas otras familias de funciones clésicas que pueden ser utilizadas para definir la Delta de
Dirac en un punto tg, en diferentes situaciones segin convenga. Algunos ejemplos son:

. 1 _t—tol
1) fe(t) = 2766 <
€

w((t—t0)? +¢2)’
iii) fo(t) = ! sin(t_to).

iV) fe(t) =

i) fe(t) =

Comprobemos, por ejemplo, la familia ¢): en primer lugar, se observa que
1 +
fe(to) = % — 400, cuando € — 0T,
€
y si t # tg, no es dificil comprobar que

fe(t) =0, cuando € — 0.

Ademas, haciendo el cambio de variable y = (t — tg)/e:

+oo Rl BT oo o=yl

lim fe(®)y(t)dt = lim —e” < ¢Y(t)dt = lim

e—0t J_ e—0t J_ 2e e—0t J_

Y(to +ey)dy =

+oo —ly| +oo
= [ Sttt = i) [ vy = wit)

El resto se comprueban de manera similar.

5.2. Extension del concepto de derivada

Veamos ahora cémo se puede extender la nocién de derivada para que sea aplicable a las distribuciones
6 funciones generalizadas como la Delta de Dirac, pero de manera que siga coincidiendo con la nocién
habitual sobre las funciones conocidas. Para ello se utiliza la siguiente idea: supongamos que tenemos dos
funciones regulares f y ¢ de clase C! en el intervalo [a,b]. En virtud de la féormula de intregracion por
partes, sabemos que se verifica

b b
/ F(Oelt)dt = Fb)p(®) — Fla)p(a) — / F(t)¢ (Bt
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Figura 5.2: Dos aprozimaciones diferentes de la Delta de Dirac en el origen.

Si la funcién ¢ verifica ademas que ¢(a) = ¢(b) = 0, resulta que

b b
| roei=- [ 0w (5.4)

Notemos que el término de la izquierda de la expresion ([5.4) solamente tiene sentido si f es regular.
Sin embargo, el término de la derecha tiene sentido, aunque f no sea derivable en el sentido clésico (por

ejemplo, es vélido si f es continua a trozos en [a,b]). Teniendo este hecho en cuenta, introducimos la
siguiente

DEFINICION 5.1 Dada f una funcion (cldsica o generalizada) en [a,b], se define la derivada primera
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicacion lineal

f :D(a,b) — IR,
dada por

b b
def
[ rwewa™ - [ roe o,
donde
D(a,b) ={p € C*(a,b) : p =0 fuera de un subintervalo compacto de (a,b)},
siempre y cuando la integral de la derecha esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).

Notemos que en la definicién anterior estamos cometiendo un abuso de lenguaje al escribir fab ' (®)e(t)dt,
aun cuando esta expresion (en principio) sélo tiene sentido para funciones regulares.

EJEMPLO 5.1 Para empezar, vamos a celcular la derivada en el sentido de las distribuciones de la
funcion de Heaviside H(t) dada por

1 stt>0
H(t)_{() sit<0

Eligiendo por ejemplo el intervalo de trabajo (a,b) = (—1,1), resulta que para cada ¢ € D(—1,1)
1 1 1

| mwema™ - [ mawd=- [ o od=o0 -
—1 —1 0

Por otro lado, teniendo en cuenta lo que conocemos sobre la Delta de Dirac en el origen (to = 0), sabemos
que

1
t[guwmmzwm»
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de donde concluimos que
1 1
[ swewar= [ mop
-1 -1

para cada p € D(—1,1).
Se dice entonces que la derivada (en el sentido de las distribuciones) de la funcion de Heaviside coincide
con la Delta de Dirac en el origen, es decir, H'(t) = §(t).

En el contexto de la teoria de distribuciones, cada f funcién continua a trozos en [a, b], se identifica
con la aplicacién lineal
f:D(a,b) — IR,
definida por
b
o — [ et
EJEMPLO 5.2 Dada la funcion

=2 site (0,1)
fl(t)‘{ t2 sitell,?2),

sabemos que es derivable (en el sentido cldsico) en todos los puntos, salvo ent = 1 donde es discontinua.
Vamos a calcular ahora su derivada en el sentido de las distribuciones. En este caso, tomando (a,b) = (0,2),
por definicion, tenemos que para cada ¢ € D(0,2)
2 2 1 2
/ HOPOLE / fi(t)g' (t)dt = / t%! (t)dt — / 1! (t)dt.
0 0 0 1

Integrando por partes en cada integral y usando que ©(0) = p(2) = 0, resulta

/O Fl(t)pt)dt < t%(t)\é—/o 2t<p(t)dt—t2<p(t)|f+/1 2t<p(t)dt=2<p(1)—/0 2t<p(t)dt+/1 e (t)dt =
=2 [de-newa+ [ aweod

[ =2t site(0,1)
gl(t)_{ 2t site(1,2).

con

Por ello, tenemos finalmente que

fit) =20(t = 1) + g1(t).
Es decir, la derivada de f1 en el sentido de las distribuciones viene dada por la suma de g1 (derivada de
f1 en el sentido cldsico en los puntos donde existe) mds la Delta de Dirac ent =1 (porque ése es el punto
donde f1 posee una discontinuidad de salto finito) multiplicada por 2 (porque ése es el salto de fr ent =1).

COMENTARIOS 5.1 i) En general, es posible utilizar la misma técnica del ejemplo anterior para
demostrar que para cada funcién f de clase C' a trozos en un intervalo (a,b), se verifica que la
derivada de f en el sentido de las distribuciones viene dada por

f1t) = (F(E) = fED)I(E = ta) + .o+ (f(6) = f(t,))(t — ta) + g(t),
siendo t1,...t, los puntos de (a,b) donde f presenta discontinuidades de salto finito y

) site (ah)
f/(t) sit e (tl, t2)
g(t) = R
(@) sit € (tp—1,tn)
P site (tnb)

donde f'(t) designa la derivada de f en el sentido cldsico en los puntos donde existe. Para verlo,
basta integrar por partes en cada subintervalo donde la funcion [ es derivable.
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ii) Por supuesto, en los casos en que f es C1[a,b], su derivada en el sentido de las distribuciones coincide
con la derivada cldsica, ya que al no tener f discontinuidades las Deltas de Dirac no aparecen.

i11) Una propiedad interesante de la derivacion en el sentido de las distribuciones es que sigue siendo
una operacion lineal, esto es, la derivada de la suma es la suma de las derivadas y la derivada de una
funcion multiplicada por una constante, viene dada por la constante que multiplica a la derivada de
la funcion. Por ello podemos ahora combinar los ejemplos — y concluir (por ejemplo) que la
derivada en el sentido de las distribuiciones de 5H (t)+7 f1(t) viene dada por 50(¢)+145(t—1)+7g1 ().

iv) Otra cuestion muy interesante de la nueva nocion es que puede aplicarse a funciones generalizadas,
como por ejemplo, la propia Delta de Dirac en un punto, obteniéndose que viene dada por

400
/.

o(t — to)' (t)dt

+oo
/.

—¢'(to)-

1 08-06-04-02 % 04 06 08 1
t
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Figura 5.3: Dos aprozimaciones diferentes de la derivada de la Delta de Dirac en el origen.

De la misma manera que hemos introducido la derivada primera en el sentido de las distribuciones es
evidente que podemos definir la derivada segunda, sin méas que tener en cuenta que para funciones f y ¢

de clase C? en el intervalo [a, b], se verifica

b b
/ Pty = f(b)p(b) - - / F(t)g (1)t =
b
— —fO)Fb) + / F(t)e" (t)dt = / £t (1)t
siempre que ¢ verifique p(a) = ¢(b) = ¢'(a) = ¢’'(b) = 0.

Teniendo en cuenta esta identidad, planteamos la siguiente

b
- / F(t)g (1)t =

"

DEFINICION 5.2 Dada f una funcién (cldsica o generalizada) en [a,b], se define la derivada seqgunda
de f (en el sentido de las distribuciones) como la aplicacion lineal

#":D(a,b) — R,

dada por

/a NZ0r

t)dt =

def

[0

siempre y cuando la integral de la derecha esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).
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En general, dada f una funcion (cldsica o generalizada) en [a,b], se define la derivada n—ésima de f
(en el sentido de las distribuciones) como la aplicacion lineal

f™:D(a,b) — R,

[ rewewa e [ g

siempre y cuando la integral de la derecha esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).

dada por

COMENTARIOS 5.2 i) Teniendo en cuenta que las funciones ¢ son de clase C*° y, por lo tan-
to, derivables infinitas veces, una conclusion muy importante de las definiciones anteriores es que
las distribuciones (o funciones generalizadas) se pueden derivar infinitas veces en el sentido de las
distribuciones.

ii) Por ejemplo, podemos derivar la Delta de Dirac tantas veces como queramos, obteniendo sitg € (a,b),

que
b
/ 85" (t — to)p(t)dt < / S(t "(#)dt = ¢ (to)
y sucesivamente

/%Wu—m) < ( /5t—m (1)t = (~1)" ™ (1)

para cada n € IN.

En principio, las igualdades anteriores se verifican para ¢ € D(a,b), pero usando un argumento de
densidad (y paso al limite) se pueden verificar también para toda ¢ regular sin necesidad de que se
anule en a 0 b ni ella ni sus derivadas. FEste es una cuestion delicada que requiere una demostracion
matemdtica rigurosa que excede el nivel técnico de este curso.

it1) Combinando los resultados anteriores y volviendo a los ejemplos (5.1 (n (-) se pueden comprobar sin
mucha dificultad las identidades siguientes:

H'(t) =&(t),..., H"(t) = 6 L(1),
T#)=28(t—1)+45(t — 1) + g2(t)

con ( )
-2 site (0,1
92(t) = { 2 site(1,2),
() =28"(t—1)+48(t—1)+46(t — 1),
ysin>4

A =267t — 1) + 402t — 1) + 4603 (1 — 1),

5.3. Transformadas integrales y la Delta de Dirac

Uno de los temas centrales de la teoria de distribuciones desarrollada por Schwartz es ampliar el uso
de la Transformada de Fourier a distribuciones y funciones clasicas que no cumplen los requisitos vistos en
un capitulo anterior. Veamos cémo hacerlo, a partir de las definiciones vistas alli, entendidas en el sentido
generalizado del apartado anterior:

a) F(5(t —a))(&) = e~%. Tomando o = 0, resulta que F(5(¢))(¢) = 1.
+oo

Fo(t - a))(e) / 5(t — a)e—i€tdt = e—i€o. (5.5)

— 00
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Sia >0, L6(t —a))(s) = e . Por paso al limite cuando o« — 0 en particular tenemos que

L(5(1))(s) = 1.

“+o0
L= a))(s) /O 5t — a)etdt = e, (5.6)

Notemos que las Transformadas de Fourier y Laplace de §(¢) no verifican la propiedad de tender
hacia 0 cuando || — +o0 (resp. s — +00) que, segin vimos en un capitulo anterior, verifican las
funciones clasicas.

F(8'(t — a))(€) = ife™%*. Tomando o = 0, resulta que F(&'(t))(§) = i€.

FO'(t—a))€) ™ [ o 5 (t — a)eistar < [ - 5(t — a)%(e*ift)dt -
+o00 ) )
g / St — a)e—tdt — ige—Ee. (5.7)

Anélogamente, para cada n € IN, se obtiene la expresion F(6("(t — a))(€) = (i€)"e~**. Tomando
a = 0, resulta que F(5((t))(&) = (i&)™.

400 +oo dm

F(M(t—a))(€) = [ St — a)e "t dt = (71)”/7 ot —a)— (e ) dt =
+oo
— (1) / (i&)"8(t — a)e~i€tdt = (1€)==, (5.8)
Con la misma filosofia, F~1(6(¢ — a))(t) = e;::, o equivalentemente, F (%) (¢) = 2w (€ — ).
+oo ) ita
Frae-apn o [ s ajettas = 5o (5.9

En particular, haciendo oo = 0, se llega a F~1(6(£))(t) = 5= 6 F(1)(§) = 2m6(€). Usando la expresion
integral de la Transformada de Fourier, estas identidades se pueden expresar como

+o0 Foo
[ e amanic—a) v [ e tar=20006) (510)

— 00 — 00

Concretamente, estas expresiones ([5.10) son muy usadas en Fisica Cuantica en el contexto de ondas
de electrones y de vibraciones.

Es bien conocido que para poder calcular la raiz cuadrada de un nimero real negativo hay que salirse
del conjunto de los nameros reales, porque su valor es un ntimero complejo. De una manera similar,
para poder calcular la transformada de Fourier de la funcién constantemente igual a 1 debemos
salirnos del conjunto de las funciones clasicas (ya vimos al principio del Capitulo 3 que ahi no existe)
e irnos al espacio de las distribuciones.

F L —)(t) = —zi—fre“a 6 F(te®™) (&) = 27mid' (€ — ). En particular, F~1(6"(€))(t) = g—jf 6
F(t)(€) = 2mid" (€).

2 J_ o

o 1 +oo , ; 1 +oo d ;
FrEe-an® 5o [ ae-aetas=—g [ e — )i -
it

+oo ;
_ 5(&€ — )ite™de = fﬂeim. (5.11)

—5- -
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Analogamente, para cada n € IN, se deduce la expresion

FHM(E—a))(t) = (’;;)n et 6 F(the®) (&) = 2mi"6" (€ — a). (5.12)

+00 +oo n
FREC - ) Y o / 50 (€ — a)ei®dg = (~1)" 5 /, B(E — o) S (c€)de =

= (_l)n% /_—i_OC 5(5 _ a)(it)neitfdf _ (_it)neita

Nuevamente, considerando el caso particular a = 0, llegamos a que

(—it)"

o 0 F(t")(©) =2mi"a"(g).

FH™E)) =

Usando la linealidad, podemos obtener entonces la Transformada de Fourier (generalizada) de cual-
quier polinomio:

Flag+ a1t + ...+ ant™)(€) :2772%2'1“5(’“(@“). (5.13)
k=0

5.4. Cambio de variables y la Delta de Dirac

Queremos ver ahora cémo podemos aplicar la nociéon de cambio de variables a otras funciones genera-
lizadas o distribuciones como la Delta de Dirac. Supongamos que tenemos dos funciones regulares g y ¢
de clase C* en el intervalo [a,b], de forma que g : (a,b) — (c,d) es estrictamente creciente y otra funcién
f de clase C* en el intervalo [a, b]. Utilizando el cambio de variables s = g(t), se verifica

b d = ds
[ rtatonewi = [ reele6) oS

Si la funcién g es estrictamente decreciente, la expresion anterior solo varia en el signo, por lo que
ambas pueden agruparse en la forma

b d » ds
/a Fg(t))p(t)dt = / 1)~ ) (5.14)

Teniendo en cuenta esta igualdad, resultan razonables las siguientes “definiciones":

a) Para cada k € R, k # 0,

Skt — to) = ﬁ(s (t— t}j) .

Tomando g(t) = kt — to en la expresion (5.14]), se sigue

/ Skt to)p(t)dt = / T s(s)e (”,j‘)) o T (;) -

1 [t t
= l<;|/ s <t - k?) o(t)dt.

En particular, §(—t) = §(¢t).
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b) Supongamos que g(t) es una funcién con un nimero finito ¢;, j =1,..., N de ceros reales y simples.
Entonces,
N
ot —ty)
S(g(t) =D T (5.15)
2 g'(ty)

Notemos que si algin ¢; es un cero multiple de g(t), la expresion anterior no tiene sentido, porque
g'(t;) = 0. En particular, si t; # to,

5((t—t1)(t—t2)) = (5(t—t1)+5(t—t2)).

|ta —t1]

5.5. Otras propiedades de la Delta de Dirac

1. Para cada funcion ¢ € C*°(IR), se verifica ¢(t)6(t — to) = ¢(to)0(t — to). En particular, ¢(¢)d(t) =
$(0)5(t) y (t—to)"6(t —to) =0,s8in > 0.

—+oo

+o0
| owste— (e = sta)ettn) = [ otta)dt - to)e(i.

—00 —00

Como casos particulares se obtienen por ejemplo

t5(t) = 0, eto(t) =d(t), (5t3+2t—3)5(t—1) =45(t —1), cos(t)6(t +m) = —6(t + ).

2. Para cada funcion ¢ € C(IR), se verifica §(t — tg) x ¢(t) = ¢(t) % d(t — to) = ¢(t — to). En particular,
5(t) * d(t) = ¢(t) x 6(t) = ¢(t), es decir, la Delta de Dirac en el origen es el elemento neutro para el
producto de convolucién segun la Definicién

+oo

(6(t—t0)*¢(t))(s):/_ St — 5 — to)d(s)ds = B(t — to),
+oo

((i)(t)*é(t—to))(s):/— B(t — $)3(s — to)ds = Bt — to).

Notemos ademads que si to > 0y ¢(t) = 0 para cada t < 0, se verifica

sit >t
sit <t

ottty o) = { 0

3. Se verifica la identidad
to'(t) = =o(t),

ya que para cada ¢ € D(—1,1), se satisface

/_fél / a(t) (o (t) / o(t +t<P())dt:—¢(0)=—/_115(t)<p(t)dt
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5.6. Series de Fourier y la Delta de Dirac

Para empezar, podemos utilizar las expresiones vistas anteriormente (ver (2.19)-(2.21)) para obtener
el desarrollo en serie de Fourier de la Delta de Dirac en un punto ¢t =ty € (—m, 7):

1 /" 1

ap = — d(t — to) cos (nt)dt = — cos (nty), n=0,1,2,... (5.16)
T ) _r 7r
L [" : 1.

by, = f/ 0(t —to)sin (nt)dt = —sin(ntg) n=1,2,..., (5.17)
T ) _x T
de donde se llega a la identidad

5t~ t0) = o+ 1 3 (cos ) cos () + sin (nt) sin (1)) =

0) =5+ (cos (ntg) cos (nt) + sin (ntg) sin (n

n=1
+ Zcos (t—to)), te(—mm). (5.18)

Notemos que los coeficientes a,, y b, no verifican (en general) la propiedad de tender hacia 0 cuando
n — +o0o, porque la Desigualdad de Bessel deja de tener sentido en este contexto.
Como consecuencia de (5.18)) extendida por 2r—periodicidad, se llega a que

Z6t—to+2lm —+ Zcos (t—t9)), telR. (5.19)

k=—o0

Utilizando las formulas analogas a (5.16))-(5.17)) para ¢’(¢t —to), obtenemos otras identidades igualmente
interesantes

1 (o]
"t—to)=— E n (sin (ntg) cos (nt) — cos (ntg) sin (nt)), te€ (—m,m), (5.20)
T
n=1
1 o0
E 8 (t — (to + 2km)) = — E (sin (ntg) cos (nt) — cos (ntg) sin (nt)), t € R. (5.21)
7
k=—o00 n=1

Figura 5.4: Aprozximacion de Fourier para la Delta de Dirac y su derivada en el origen.

La figura muestra las sumas parciales (con cincuenta términos cada una) de las series de Fourier
asociadas a la Delta de Dirac en el origen y su derivada en [—, 7], aunque representadas en el intervalo
[—3m, 37]. Por supuesto, se pueden obtener expresiones andlogas para la derivadas de orden superior.
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Otra cuestion interesante tiene que ver con la relacion que existe entre la serie de Fourier de f'(t) y la
derivada de la serie de Fourier asociada a f(t). Vamos a ver que en ocasiones coinciden y que en otros casos
no. Para fijar ideas, supongamos que f(t) es una funcién C! a trozos en [—m, 7], que tiene eventualmente
una discontinuidad de salto finito en un punto ¢; y que existe f’(¢) para cada t # t;. Como hemos hecho
anteriormente, denotamos

(@) site (t1,m)

Vamos a estudiar la relaciéon existente entre los coeficientes de Fourier asociados a f y g, que designaremos

por (an,by,) y (al,bl), respectivamente. Integrando por partes las expresiones iniciales se sigue que

g(t){ fl(t)  site(—mty)

=2 [“awar=2 ([ pwaes [ pwa) = 260 - w10 - 6. 622

™

—T

al, = 1 /7T g(t) cos (nt)dt = % ( _1 f'(t) cos (nt)dt + tﬂf'(t) cos (nt)dt) =

—T

1
™

1 f(t)sin (nt)dt + f(t) cos (nt)|f, +n tﬂ f(t)sin (nt)dt) =

—T

(f(t) cos (nt)|"" +n

((f(tl_) — f(ti")) cos (nty) + (f(n7) — f(—=n")) cos (mr)) +nb,, n=12,... (5.23)

b= L /W gt sin (nt)it = (

—Tr

2=

tq

J'(t) sin (nt)dt —I—/ 1(t) sin (nt)dt)

—T

t1

_ 1 (f(t) sin (nt)|", —n f(t) cos (nt)dt 4 f(t)sin (nt)|f, — n/tw f(t) cos (nt)dt) =

Q0 —7

= D) (7)) ~nan, m=12,. (5.24)

Teniendo en cuenta las expresiones (5.22))-(5.24]), se llega a las siguientes conclusiones:

1. Si f es continua en t; y f(—nT) = f(7x~), la serie de Fourier de g coincide con la derivada (término
a término) de la serie de Fourier asociada a f, ya que

:?0 Z:: ap, cos (nt) + by sin (nt)), Vit e (—m, ),

mientras que

o oo 00
_?0 Z a;, cos (nt) + b/, sin (nt)) Z —nay sin (nt) + nby, cos (nt)), Vit e (—m,m),t #t1,

n=1 n=1
dado que af = 0,a;, = nb, y b, = —nay,.

2. Si f no es continua en t1, pero f(—n") = f(7 ™), la serie de Fourier de la derivada de f en el sentido
de las distribuciones coincide con la derivada (término a término) de la serie de Fourier asociada a f
en (—m, ), ya que

() site€[—m 7]t #t
FUD ()
2

} = % + Z (an cos (nt) + by, sin (nt)),

Sit:tl
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mientras que usando (5.18) se tiene
!

o0
6120+; al cos (nt) + b, sin (nt)) =

= (f(ty) = f@t)) 6@t — t1) Z —nay, sin (nt) + nby, cos (nt)),

o equivalentemente,
F@)=g)+ (ftT) = ft1)) d(t —t1) = Z (—nay, sin (nt) + nb, cos (nt)) .
n=1
3. Si f no es continua en t; y f(—7") # f(7~), aparece ademés otra Delta de Dirac:

g(t) = %6 + Z (a!, cos (nt) + bl sin (nt)) =

n=1

=(ft7) = fEN)) 6@t —t1)+ (f(m) = f(=7T)) 6(t —7) + Z —nay, sin (nt) + nb, cos (nt), ) .
que se corresponde con la discontinuidad de salto finito que aparece en los multiplos de 7, cuando se
extiende la funcién f por periodicidad.

EJEMPLO 5.3 1. Es sencillo comprobar que
2
T Z

Como f(t) = % es de clase C' en [—m, 7] y ademds f(m) = f(—n), se sigue del desarrollo anterior
que podemos obtener el desarrollo en serie de Fourier de la funcion f'(t) = t, sin mds que derivar
término a término la serie de la derecha, llegando a

t  site(—mm) } _ i 2(—2)”+1

0 site{—mm}

cos (nt), Vte[—m,mnl.

sin (nt).

n=1

2. Otro caso similar seria
T o= 2((-1)"—1)
|t| = 5 + ; TCOS (’I’Lt)7 Vite [—7T,7T].

Como f(t) = |t| es continua y de clase C' a trozos en [—7, 7] y ademds f(r) = f(—n), obtenemos el
desarrollo en serie de Fourier de la funcidn g(t) = signo(t), sin mds que derivar término a término
la expresion anterior:

-1 site€ (—m,0) oo

: 2(1— (—1)"
0 site{-m 0,7} ;= ZMSin(nt).
) ™m
1 site (0,m) =

A partir de esta identidad extendida por 2w—periodicidad a todo IR, se llega a que

oo oo n)

Z( DES(t — kn) Z

k=—oc0 n=1

cos (nt), en TR.

Y si seqguimos derivando

oo

Z (—1)*'(t — k) = Z n(=D)" =1 sin (nt), en IR.

k=—o0 n=1
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5.7. EDO y la Delta de Dirac

En correspondencia con las propiedades que vimos en la seccién 5.5, es facil convencerse que el conjunto
de las soluciones de algunas EDO también puede ampliarse con respecto de lo que estamos acostumbrados
en el campo clésico. Por ejemplo:

1. la EDO 2/(t) = 0 admite como soluciones z(t) = C; para cada C; € R,
2. la EDO tz’'(t) = 0 admite como soluciones x(t) = C1 H(t) + Cy para cada C1,Cs € IR,
3. la EDO t22/(t) = 0 admite como soluciones z(t) = C1H(t) + C2d(t) + C3 para cada C1,Co, C3 € IR.

Se observa aqui que el nimero de constantes arbitrarias que aparecen al integrar una EDO lineal en el
espacio de las distribuciones puede no coincidir con su orden, como sucede siempre en el caso clasico. Esta
discrepancia viene motivada por la presencia de coeficientes de z’(t) que se anulan en algin punto (el
origen, en este caso), pero no se produce cuando los coeficientes son constantes (entonces el conjunto de
soluciones clasicas y generalizadas coincide).

Vamos a considerar ahora un sistema masa-muelle sobre el que acttia una fuerza externa f(t) que
depende del tiempo. La situacién se puede modelizar usando la EDO de segundo orden

ma’” (t) + c'(t) + ka(t) = f(t),

donde z(t) es el desplazamiento de la masa respecto del punto de equilibrio, m es la masa que cuelga del
muelle, £ es una constante positiva que mide la rigidez del muelle y ¢ es otra constante positiva que mide
la amortigiiacion del sistema y que depende del medio donde se desplaza. Supongamos que en el instante
inicial la masa se encuentra en reposo en su posiciéon de equilibrio (es decir, z(0) = 2/(0) = 0). Si en
un instante ¢ = tg > 0 aplicamos un fuerte martillazo “instantaneo.? la masa, el modelo matematico del
sistema, quedaria,

ma” (t) + ¢z’ (t) + kz(t) = §(t — to), =(0) = 2'(0) = 0. (5.25)

Para determinar la solucion del problema, vamos a aplicar transformada de Laplace. Teniendo en cuenta
las propiedades vistas para la transformada se llega a que

(ms® 4+ es+ k) L(z)(s) = L(5(t — to))(s), (5.26)

de donde
Lt —to))(s)

5.27
ms2+cs+k’ ( )

L(z)(s) =

Dependiendo ahora de los valores de m,c y k, podemos determinar z(t), invirtiendo la transformada
anterior. Por ejemplo, sim =1,k =2 y ¢ = 3, se tiene

£oe) = S0P — 260 - 1)) () — L0006 (7 - 33) -
= L(5(t—t0))(s)L(e T —e2))(s) = L(6(t—to)* (et —e %)) (s) = L </0 0t —to—r)e " — ezr)dr> (s).

Usando (5.2))-(5.3) se llega finalmente a que

t —(t—to) _ ,—2(t—to) :
— I —r =27 _ ) € e sit >ty
2(t) = /0 St —to — )(e~" — e~ )dr = { ‘ ezt
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5.8. EDP y la Delta de Dirac

En un capitulo anterior, se estudiaron algunas aplicaciones de la transformada de Fourier a la resolucién
de distintas EDP, cuando el dominio espacial es IR. Mas concretamente, resolvimos el problema de difusién
del calor en un alambre “infinito", supuesta conocida la temperatura inicial en cada punto (ver (3.14]))

ug(x,t) = uge(x,t), x€R, t>0 Ec. del Calor

(5.28)
u(z,0) = f(z), reR Condicién inicial
obteniendo que la solucion viene dada por (ver (3.18)))
@)= xSt L [ et (529)
u(z,t) = f(x) ¥ —— = —— T —y)e Tdy. .
2vmt 2Vt J oo Y Y

Como se aprecia, en la expresion anterior tiene un protagonismo destacado la funciéon
22
e 4t

20/t

que se denomina nicleo gaussiano ¢ solucién fundamental de la Ec. del Calor. Considerando que
t juega el papel del parametro que tiende hacia 0, no es dificil identificar la funcién anterior como una de
las familias de la seccion 5.1 que definen la Delta de Dirac en & = 0 en el sentido de que

E(z,t) =

E(x,t) = 6(z), cuando t— 0.
Otro tanto puede decirse de la solucién del problema eliptico en un semiplano (ver (3.20)))

Uzz (T,Y) + Uyy(z,y) =0, 2 €IR, y>0 Ec. de Laplace

(5.30)
u(z,0) = f(z), z € IR. Condiciéon de Contorno
cuya solucién se puede expresar (ver ([3.22)) como
y e y
u(z,y) = fx)* Py ) = /_OO flx— z)wdz (5.31)
En este caso, la funcién
E(z,y) = #_’_yQ)a

es la que juega un papel fundamental en la resolucion del problema y de manera similar a lo que pasaba
en el caso anterior, considerando ahora que y es el pardmetro que tiende hacia 0, se puede identificar esa
funcién como otra de las familias de la seccién 5.1 que definen la Delta de Dirac en = 0, en la forma

E(z,y) — 6(z), cuando y — 0F.

Para profundizar en la teoria de distribuciones desde un punto de vista riguroso, incluyendo sus apli-
caciones al estudio de los problemas de contorno generales asociados a EDP en dimensién mayor o igual
que uno, se pueden utilizar los libros de Casas, Folland y Renardy-Rogers citados en la bibliografia.

5.9. Distribuciones con Wolfram Alpha

Es posible operar y calcular derivadas e integrales, en el sentido de las distribuciones, usando la misma
sintaxis que para las funciones clésicas e incluso mezcladas con ellas:

dirac(—t) — dirac(t) = 0,
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t x dirac(t) =0,
(t°2 + 3) x dirac(t) = 3 x dirac(t),
(t"2 4+ 3) x dirac(t) + t = 3 x dirac(t) + t,
dif f(heaviside(t),t) = dirac(t),
dif f(dirac(t),t) = dirac (t),
dif f(dirac (t) + cos(t),t) = dirac” (t) — sin (t),
dirac' (—t) — dirac (t) = —2dirac (t),
dirac”(—t) — dirac” (t) = 0,
int(dirac(t —2) % t"3,t =0..1) =0,
int(dirac(t —2) xt°3,t = 0..6) = 8,
int(t"2 + dirac(t — 2)t"3,t = 0..6) = 80,
int(dirac’ (t) = (t —1),t = —1..1) = —1,
int(dirac” (t) x°2,t = —1..1) = 2,

(
(

También se pueden calcular transformadas de Fourier y sus inversas.

Por ello, Bajo esta premisa, resulta que

Conviene recordar de nuevo que para obtener en Wolfram Alpha la transformada de Fourier que nosotros
estamos manejando (ver el comentario tenemos que elegir el resultado con normalizaciéon 1 y
factor de oscilacién —1, en el ment desplegable. Bajo esta premisa, resulta

fourier(dirac(z — 2),z,w) = e~ 2™,
fourier(dirac(z), z,w) =1,
fourier(dirac' (x — 5),x,w) = iwe >,
fourier(dirac (z), z,w) = iw,
fourier(dirac” (z), z,w) = —iw?,
fourier(1+3*x —5*x°2,x,w) = 27 (dirac(w) + 3idirac (w) + bdirac’ (w)),

De la misma forma,
6727;1

V2T
Notemos de nuevo que esta transformada inversa es la que corresponde a la implementacion por defecto en

Wolfram Alpha y que para obtener la correspondiente a nuestro caso hay que dividir la expresién anterior
por v/2m y cambiar x por —z. Igualmente

inv fourier(dirac(w — 2),w,x) =

Z'l.ef?)iz

Vor

inv fourier(w 4, w, ) = \/ﬂdirqc’”’(m)

inv fourier(dirac’ (w — 3),w, z) =

En el caso de la Transformada de Laplace no se precisa hacer ningiin cambio:

laplace(dirac(t — 2),t,s) = e~ 2%,

laplace(dirac(t),t,s) =1,
invlaplace(1, s,t) = dirac(t).
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Figura 5.5: Solucion del Problema de Cauchy con la Delta de Dirac.

Wolfram Alpha permite resolver EDO con Deltas de Dirac, exactamente igual que en el caso de funciones
clasicas:

y"(t) + 3%y (t) + 2% y(t) = dirac(t — 1),y(0) = 0,y'(0) = 0,
y(t) = e " (¢! — €) heaviside(t — 1).
Se observa claramente en la figura [5.5] que la solucion del problema es derivable en todos los puntos,
en el sentido clésico, salvo en t = 1, aunque verifica la EDO en el sentido de las distribuciones.
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3. Los origenes de la Teoria de Distribuciones (Fernando Bombal, UCM)

http://personales.unican.es/lafernandez/0Origenes.de.la.Teoria.de.Distribuciones.pdf
4. https://en.wikipedia.org/wiki/Paul _Dirac

5. Laurent Schwartz, el matemético que queria cambiar el mundo (Fernando Bombal, UCM)

http://gaceta.rsme.es/abrir.php?id=57
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Apéndice A

Método de separacion de variables

A.1. Ecuacion del Calor (dimensiéon espacial uno)

ug(x,t) = uge(x,t)

o]

u(0,t) = u(L,t) = u(z,t) = Z by, sin (nLﬂ) exp (—@)

e 2_2
ao nmwT nem“t
Uz (0,t) = uyp(Lyt) =0 | u(x,t) = ?-5- E Gy, COS (T) eXp( L2>
n=1

A.2. Ecuacién de Ondas (dimensién espacial uno)

Ut (X, 1) = gy (x, 1)

u(0,6) = u(Z.t) = 0 u(e.t) = i ("F) (encon (7F) +0usn (°71))

_ _ _a  boy N (T nt o (7
Uz (0,t) = uz(L,t) =0 | u(z,t) = 5 + Qt—&—nz:lcos( 7 )<ancos< T >+bnsm( T ))

A.3. Ecuacion de Laplace

22 (T, Y) + uyy(2,y) =0

u(0,y) = u(L,y) =0 Zsm( )(a,mosh( 17 )+b smh( LZJ))

ag bo

ug(0,y) = ux(L,y) =0 | u(z,y) = ——1—— +Zcos( )(ancosh( Ly)—l-b s1nh(

7))
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A.4. Ecuacion del Calor (dimension espacial dos)

(T, Y, t) = Uga (2, Y, 1) + uyy (2,9, 1), si x€(0,L), ye (0,K), t>0,
u(0,y,t) = u(L,y,t) =0, si ye (0,K), t>0,

u(z,0,t) = u(z, K,t) =0, si z€(0,L), t>0,

u(z,y,0) = f(z,y), st x€(0,L), y€(0,K).

La solucién general viene dada por

u(w,y,t) Z Qnm Sin ( ) sin (mﬂy)e_(z%Jr%;)ﬂzt.

K

n,m=1

Los coeficientes a,,,, se calculan utilizando el desarrollo en serie de Fourier doble de senos de la funcién

f(z,y) en (0, L) x (0, K).

A.5. Ecuacion de Ondas (dimensién espacial dos)

U (2,Y, 1) = Uga (T, Y, t) + uyy(x, ¥, t), si x€(0,L), ye(0,K), t>0
u(0,y,t) = u(L,y,t) =0, si ye(0,K), t>0,

u(z,0,t) = u(z, K,t) =0, si z€(0,L), t>0,

u(z,y,0) = f(z,y), si x€(0,L), ye€(0,K),
u(z,y,0) = g(z,y), si z€(0,L), ye (0,K)

La solucién general viene dada por
= . /nmz\ . /mmy n2 m?2 ) n2 m?2
u(x, y,t) = n;lsm (T) sin (7) (anm coS ( F + K2> + by Sin ( ﬁ + ﬁ

Los coeficientes any, v bnm se calculan utilizando el desarrollo en serie de Fourier doble de senos de las
funciones f(z,y) y g(z,y) en (0,L) x (0, K).
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A.6. Ecuacion del Calor (geometria circular)

ut('r7y)t) = Um(%yat) +Uyy(xvyat)7 Si $2 +y2 < 1) t > 07
u(z,y,t) =0, six?4+9y?=1,t>0,

u(z,y,0) = f(v/22 +y?), sia?24+9y?<1.

Las soluciones acotadas en el circulo vienen dadas por
u(z,y,1) ZanJO nV 2?2 + y?) exp (*Nit)v

donde {Mn}ne]N son los ceros positivos de Jy y los coeficientes a,, se calculan utilizando el desarrollo en
serie de Fourier-Bessel (con Jy) de la funcion f.

A.7. Ecuacion de Ondas (geometria circular)

utt(xay7t) = umw(xay7t) + Uyy($,y,t), Si xZ + y2 < 17 t > Oa

u(z,y,t) =0, si 22 +92=1,1t>0,
u(z,y,0) = f(v/2% +y?), sio2® +y? <1,
w(z,y,0) = g(va* +y?), sio2® +y? < 1.

Las soluciones acotadas en el circulo vienen dadas por
u(z,y,t) Z Jo (ki /22 + y2) (an €08 (pint) + by sin (pnt)) |

donde {“"}ne]N son los ceros positivos de Jy y los coeficientes a,, y b, se calculan utilizando el desarrollo
en serie de Fourier-Bessel (con Jp) de las funciones f y g, resp.

A.8. Ecuacion de Laplace (geometria circular)

Upe (7, Y) + uyy(z,y) = 0, si 2?2 +y? <1,
u(z,y) = f(z,y), si a® +y?=1.

Las soluciones acotadas en el circulo vienen dadas por
u(z,y) = % + ; 7" (ay cos (n) + by, sin (nd)) ,

donde r = /22 +y? y 6 = arctan (y/x) y los coeficientes a,, y b, se calculan utilizando el desarrollo en
serie de Fourier de la funcion f(#) = f(cos (6),sin (0)).
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Apéndice B

Tablas de Transformadas

B.1. Transformadas de Fourier

/() F(N© = J-J fla)e ®dx
() i§F(f)(€)
of(@) iR
flz—a) e F(f (x)](é“)
el f () FLf(@)](§ — )
Floz), a0 @)
(fx9)(x) F(f)(E) - Flg)(€)
e’ Ve~ €%/4
J A1
w‘%ﬂ re—lél
5(x—a), aeR C
5(x) 1
sz —a), a€R (i&)ne— it
8 (x) i€
5 (z) (i€)"
1 276 (€)
e aeR 210(€ — )
sin (za), a € R in(0(§ +a) —8(§ —a))
cos (za), @ € R m(6(§ —a) + (S +a))
e o e R 27Tin5("<f —a)
z" 2min5 (™ ()
ao +a1x + ...+ apx™ | 2w (aod(€) + arid’ (&) + ... + ani"6™(€))
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B.2.

Introduccién a las EDP

Luis A. Fernandez

Transformadas de Laplace

Universidad de Cantabria

f(t) L(f)(s) = [ f(t)e*tdt
F(#) sL(f)(s) = 1(0)
e f(t), a e R LIf)](s — a)
flat), a>0 LLlrm)e)
(f *9)(t) L(f)(s) - L(9)(s)
£ f(t) (71)ndn£[f(t)](5)

f(t), w—periddica

gt)=0sit<ayglt)=f(t—a)sit>a, a>0

t" Sl
e sin (ﬁt), a,BeR G—a)21p2
et cos (Bf), Q, ,8 eR (5—2;720;‘62

S(t—a), a>0 e %
3(t) 1
d(t+a), a>0 0
5 (t—a), a>0 -
o' (t) s
s (t) s"
st +a), a>0 0




Apéndice C

Suma de algunas series numéricas
notables

Serie Suma Funcién | Intervalo | Punto / Parseval
o (—1)" 2
anl ( 712) 12 12 [717 1] z=0
St % 22| [-11] r=1
Sk g—; z? [-1,1] Parseval
o0 (—1)” o . _ _ 1
Y omet S T signo(x) [-1,1] r=;
S ﬁ %2 signo(x) [-1,1] Parseval

Donet (71_‘22: Ssmh (m) 3 e” [—m, 7] z=0
P n21+1 Stanh (m) 3 e’ [—7, 7] r=T7
Siemy | B #-z | [-11] z=1}
P % % 23—z [—1,1] Parseval
Shlidwt | 3-F | eos(@/2) | [-ml r=0
Do ﬁ % cos (x/2) | [—m, 7] =7
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