Polinomios ortogonales

» Polinomios de Legendre
» Polinomios de Hermite

» Polinomios de Laguerre



Ec. de Legendre de orden «

(1 — 2)x"(t) — 2tx'(t) + a(a + 1)x(t) = 0.

« es un parametro real.
Surge al resolver la ec. de Laplace en coordenadas esféricas.

Se resuelve por el método de series de potencias.
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Dado n € NU {0}, se define el polinomio de Legendre de grado n
como el anico polinomio P,(t) que es solucién de la ec. de Legendre
de orden ny verifica P,(1) = 1.

v

También se utilizan en integracion numérica (férmulas de Gauss).



Propiedades de los polinomios de Legendre
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» Si nes par, Py(t) es una funcion par.
> Si n es impar, P,(t) es una funcién impar.

» Se pueden generar usando la Férmula de Rodrigues
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~ 21l dtn

P,(t) (t2 —1)".



Problema de Sturm-Liouville

Llamando A = a(« + 1), escribimos la Ec. de Legendre en la forma
autodjunta

(1= 2)x'(t))" + Ax(t) = 0.

Se trata “casi" de un PRSL con p(t) =1 —t2, q(t) =0y s(t) = L.
Notar que p(t) > 0sit € (—1,1), pero p(—1) = p(1) = 0. Por ello
se requieren las condiciones de que x(t) y x’(t) sean finitas cuando
t— %1

Los valores propios vienen dados por A, = n(n+1) con n=0,1,...,
mientras que las funciones propias asociadas son

Xn(t) = cPn(t),

con ne NU{0}y ceR.



Series de Fourier-Legendre

1
i) Dados n,m € NU {0} distintos, se verifica / Pa(t)Pr(t)dt = 0.
-1
1
2
P2(t)dt = :
1 n(t) 2n+1

ii) Para cada n € NU {0}, se verifica /

i) Dada f una funcién cualquiera C! a trozos en [—1, 1], se verifica que
FEN) +F(t7)
% =3 " 6uPa(t) Vite(-1,1),
n=0

con

2n+1 (!
5y = "2+ / F(t)Pa(t)dt n=0,1,2,3,...
-1

iv) Todo polinomio de grado N se puede escribir como combinacién
lineal de Po(t), Pi(t), ..., Pn(t).



Ec. de

v

Hermite de orden «

x"(t) = 2tx'(t) + 2ax(t) = 0.

« es un parametro real.

Surge en Mecanica Cuantica, al resolver la ecuacién de Schrodinger
para un oscilador arménico.

Se resuelve por el método de series de potencias.

» Dado n € NU {0}, se define el polinomio de Hermite de grado n

como el anico polinomio H,(t) que es solucién de la ec. de Hermite
de orden n 'y con coeficiente de t" igual a 2",

También se utilizan en integracion numérica (férmulas de Gauss).



Propiedades de los polinomios de Hermite

Ho(t) =1, Hyi(t) =2t, Ho(t) =4t —2, Hs(t) =8t —12t,

Hy(t) = 16t* — 4812 + 12, Hs(t) = 32t° — 160> + 120¢,
He(t) = 64t° — 480t* + 720t — 120, ...
> Si n es par, Hy(t) es una funcién par.

> Si n es impar, H,(t) es una funcién impar.

» Se pueden generar usando la Férmula de Rodrigues



Problema de Sturm-Liouville

Llamando A\ = 2a, escribimos la Ec. de Hermite en la forma autodjunta

(e77X(0) + e Cx(t) =0,

Se trata “casi" de un PRSL con p(t) = e%*, q(t) =0y s(t) = e *.
Notar que p(t) > 0si t € R, pero R no es un intervalo acotado. Por
ello se requieren las condiciones de que e=t/2x(t) y (e=*/2x(t))’ sean
finitos cuando t — +o0.

Los valores propios vienen dados por A, = 2n con n = 0,1,..., mientras
que las funciones propias asociadas son

xa(t) = cH, (1),

con ne NU{0}y ceR.



Series de Fourier-Hermite
i) Dados n,m € NU {0} distintos, se verifica

“+oo
/ Ho(£)Ho(£)e~C dt = 0.

oo .
ii) Para cada n € NU {0}, se verifica / H2(t)e " dt = 2"nly/7.

i) Dada f una funcién cualquiera C! a trozos en cada intervalo [—L, L]
tal que

+oo R
/ f2(t)e "t dt < 400,

— 00

se verifica que
F(t+) + F(t~ =
W) EAET) _ 5= ) M) vt e (—o0, +00)
con
1 +oo 2
= — f H - = 1 2 oo
o 2"n!\/E/_OO ()Ha(t)e~Cdt  n=0,1,2,3,

iv) Todo polinomio de grado N se puede escribir como combinacién
lineal de Ho(t), Hai(t), ..., Hn(t).



Ec. de

v

Laguerre de orden «

tx"(t) + (L — t)x'(t) + ax(t) =0

« es un parametro real.

Surge en Mecanica Cuantica, al resolver la ecuaciéon de Schrodinger
para el atomo de hidrégeno.

Se resuelve por el método de Frobenius.

» Dado n € NU {0}, se define el polinomio de Laguerre de grado n

como el anico polinomio L,(t) que es solucién de la ec. de Laguerre
de orden ny verifica L,(0) = 1.

También se utilizan en integracion numérica (férmulas de Gauss).



Propiedades de los polinomios de Laguerre

1
Lo(t) =1, Li(t)=—t+1, Ly(t)= E(tz — 4t +2),
1
L3(t) = g(—t3 + 9t — 18t +6),

1
Ly(t) = H(t4 —16t% + 72t% — 96t + 24),

1
Ls(t) = a(—t5 + 25¢* — 200t> + 600t> — 600t + 120),

1
Le(t) = a(t6 — 36t> + 450t* — 2400t> + 5400t% — 4320t + 720), ...

» No tienen simetria (par ni impar).

» Se pueden generar usando la Formula de Rodrigues

et d" .
Ln(t):mdt" (t € t)'




Problema de Sturm-Liouville

Llamando A\ = «, escribimos la Ec. de Laguerre en la forma autodjunta

(te*tx’(t))/ +Xe 'x(t) =0.

Se trata “casi" de un PRSL con p(t) = te™*, g(t) =0y s(t) = e~ "
Notar que p(t) > 0si t € (0, +00), pero (0,400) no es un intervalo
acotado. Por ello se requieren las condiciones de que x(t) sea finita
cuando t — 0" y que e~ *x(t) también sea finita cuando t — +o0.

Los valores propios vienen dados por A, = ncon n=0,1,..., mientras
que las funciones propias asociadas son

xn(t) = clLn(t),

conneNU{0}yceR.



Series de Fourier-Laguerre
i) Dados n,m € NU {0} distintos, se verifica

+oo
/ Lo(t)Lm(t)e~"dt = 0.

+oo
ii) Para cada n € NU {0}, se verifica / [2(t)e tdt = 1.
0

i) Dada f una funcién cualquiera C! a trozos en cada intervalo
[a, b] C (0, +00) tal que

+0oo
/ f2(t)e tdt < +oo,
0
se verifica que
F(tr) + f(t~ el
% - ;mn(t) ¥ t € (0, +00),

con Yoo
o :/ (DL (H)e~tdt n=01,2.3,...
0

iv) Todo polinomio de grado N se puede escribir como combinacién
lineal de Lo(t), L1(t), ..., Ln(2).



Abramowitz and Stegun:

Handbook of Mathematical Functions
Mucha mas informacién en el Capitulo 22. Versién online:. @9
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http://people.math.sfu.ca/~cbm/aands/

o 3
[ Tommre
22.2. Orthogonality Relations—Continued
o z "
Goneraized =
nan |50 o of - | tn
S P P Al | )
. | "
224 | Han) Hermite — - e Vezea!
. Heulx) Hermite —- - ‘ = VEen! |
e page 1 22.3. Explicit Expressions
»
S =40 3 eagale)
1
Ll o (2] Remarks.
{ #alz) E
- 1 mta) (nts 1 (2ntats g
mar | pen o [ a) N g
N Fatnin) A | (ntats i s A
e ()t 2mm | o H
n3s om(3) g ! oo 2
234 | o0 (20)+-0= L E
nas | cow @ 2
216 [T (e
na1 | v (e
nis | Po = y--8




