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Definicion de traslacion, rotacion y vibracion

Traslacion: las posiciones de todas las particulas del
cuerpo se desplazan una misma cantidad.

Rotacién: el movimiento de cambio de orientacion de
un sélido extenso de forma que, dado un punto
cualquiera del mismo, este permanece a una
distancia constante de un punto fijo.

Vibracion: oscilacion en torno a una
posicion de equilibrio




Particula en un movimiento de rotacion.
Posicion angular o posicion de rotacion

Supongamos una particula que gira sobre si misma.

La manera mas facil de describir su posicién en ese movimiento de
rotacion es describiendo su orientacién con respecto a alguna direccion
de referencia fija.

Podemos utilizar un angulo, medido a partir de una direccion de referencia, como
una medida de la posicion de rotacion o posicion angular.




Particula en un movimiento de rotacion.
Posicion angular o posicion de rotacion

Supongamos un objeto plano que gira alrededor de un eje fijo
perpendicular al objeto y que pasa por un punto O.

La particula indicada por el punto negro se
encuentra a una distancia fija » del origen y gira
Reference alrededor de O describiendo un circulo de radio r.

line

Todas las particulas del objeto describen un
movimiento circular alrededor de O.

Hay una estrecha relaciéon entre el movimiento de
Reference a2 . T o
line rotacion del objeto y el movimiento de una particula
a lo largo de una trayectoria circular.




Particula en un movimiento de rotacion.
Coordenadas polares

Resulta conveniente representar la posicion de una particula mediantes
sus coordenadas polares

Se elige como centro del sistema de coordenadas
polares un punto que coinida con el centro de las
Reference trayectorias circulares de las particulas

line

En este sistema de referencia, la unica coordenada
de una determinada particula que cambia con el
tiempo es 6, permaneciendo » constante

Reference A medida que un particula del objeto se mueve a lo largo del
fine circulo de radio r desde el eje x positivo (8 = 0) hasta el punto
P, se esta moviendo a lo largo de un arco de longitud s, que

esta relacionado con el angulo 6 por la expresién

S
s=rb 0= -
-




Particula con movimiento circular:
definicion de radian

Un radian representa el angulo central en una circunferencia que
subtiende un arco cuya longitud es igual a la del radio.
Su simbolo es rad.

arc length = radius

Equivalencia entre grados y radianes

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
Radianes 0 17/6 4 /3 /2 m 3m/2




Particula con movimiento circular:
definicion de velocidades angulares

Mientras la particula se mueve desde A hasta B en un
tiempo At =t; —t; , el vector correspondiente al radio barre
el angulo A0 = 0; — 0, que equivale al desplazamiento
angular durante ese intervalo de tiempo




Vector velocidad angular

Vector velocidad angular
Maédulo: celeridad angular
Direccion: perpendicular al plano del movimiento

Sentido: tornillo a derechas

Como R =17 slno = ¥ = Wr SIn &«

—

Podemos escribir ?7 — (D X Tr

Derivando el vector velocidad, obtenemos la aceleracion

dv d do _ _ dr _ _
— X r+wX —=aXr+w

primieriCRkd At dt

a =




Cinematica de rotacion:
cuerpo rigido con aceleracién angular constante

En el caso de movimiento de rotacién alrededor de un eje fijo, el movimiento
acelerado mas simple es el movimiento bajo aceleracién angular constante

d
a:—wédw:adt
dt

Y ademas w = w; en el instante t; = 0

Podemos integrar esta expresion directamente para calcular la velocidad angular final

wf t
/ dw—/adtﬁwf—wmtozt
wj 0




Cinematica de rotacion:
cuerpo rigido con aceleracién angular constante

Integrando una vez mas obtenemos el angulo en funcién del tiempo

w:d—9:>d(9:wdt
dt

con 8 = 6; en el instante ¢;, =0

Qf t t 1
/ d9:/ wdt:/(wi—l—ozt)dt—>9f:9i—i—wit+§ozt2
0; 0 0




Cinematica de rotacion:
cuerpo rigido con aceleracién angular constante

1
W =w; +at Hf:&-—l—wit#—ioth
Si eliminamos el tiempo de

wi = w; + 2065 — 6;)

Y eliminando la aceleraciéon angular

1
(9]0 = 91 = 5((,4}@ +wf)t




Cinematica de rotacion:
cuerpo rigido con aceleracién angular constante

Kinematic Equations for Rotational and Linear
Motion Under Constant Acceleration

Rotational Motion
About Fixed Axis Linear Motion

wp = w; + at v = v, + at
9f= 0, + wit+%at2 Xp= x; + vit+%at2
wf2 = w2 + 20:(607 — ;) vf2 = v? + 2a(xr — x;)

0f= 0; + %(wi + wf)t Xf= X; + %(v,ﬁ+ 'Uf)t

Las expresiones cinematicas para el movimiento de rotacion bajo aceleracién
angular constante tienen la misma forma matematica que las del movimiento de
traslacion bajo aceleracion de traslacion constante, sustituyendo

T — 0
V— W

a—




Relaciones entre las magnitudes de
rotacion y traslacion

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo, cada particula del cuerpo
se mueve alrededor de un circulo cuyo centro es el eje de giro

Una particula de un cuerpo rigido en rotaciéon se
mueve en un circulo de radio r alrededor del eje z

Dado que la particula se mueve en una trayectoria
circular, su vector velocidad es siempre
perpendicular a la trayectoria

El médulo de la velocidad tangencial viene dado por

_ds
dt
Donde s es la distancia recorrida por la particula a lo

largo de la trayectoria circular

El médulo de la velocidad tangencial de la particula ds  d(rf) do
es igual a la distancia de la particula al eje de giro i T UV=TW
multiplicada por la velocidad angular de la particula

()




Relaciones entre las magnitudes de
rotacion y traslacion

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo, cada particula del cuerpo
se mueve alrededor de un circulo cuyo centro es el eje de giro

Una particula de un cuerpo rigido en rotaciéon se
mueve en un circulo de radio r alrededor del eje z

El médulo de la velocidad tangencial de la particula
es igual a la distancia de la particula al eje de giro
multiplicada por la velocidad angular de la particula

UV =TW

Aunque cada punto del sélido rigido tenga la misma velocidad
angular, no todos los puntos tienen la misma velocidad
tangencial, puesto que » cambia de punto a punto.

La velocidad tangencial de un punto en un objeto que rota
aumenta segun nos separamos del eje de giro




Relaciones entre las magnitudes de
rotacion y traslacion

Podemos establecer una relacion entre la aceleracién angular de la particulay su
aceleracién tangencial a; , cuya componente es tangente a la trayectoria del movimiento
d(rw) dw

—_— = J=——=

dt dt

a; = ro

La componente tangencial de la aceleracion de traslacion de una
particula que experimenta un movimiento circular es igual a la
distancia de la particula al eje de giro multiplicada por la
aceleracién angular

Pero la aceleracidn de traslacién también tiene una componente centripeta

2 P
A, — ? = (rw) — TC()Q
r

Aceleracidn de traslacidn total Médulo de la aceleracion de traslacion total

a = 1/a? + a2 = Vr2a? + r2wt = rva? + wt




Energia cinética rotacional

Supongamos que podemos considerar el objeto
como un conjunto de particulas que rotan
alrededor del eje z con una celeridad angular w

Cada una de esas particulas tiene una energia
cinética caracterizada por su masa y el médulo
de su velocidad tangencial

1 p)

Ki = —mivi
2

Aunque todas las particulas tengan la misma celeridad
angular, las celeridades tangenciales individuales
dependeran de su distancia al eje de rotacion

U, = W

La energia cinética total del sélido rigido vendra dada por la suma de las energias
cinéticas de todas las particulas que lo componen

K:i[( Z mm —Zmz % En:mlrf w2:%[w2
1=1 i=1




Momento de inercia

El momento de inercia se define como

n
_ E 2
=0

Tiene por dimensiones ML2, siendo sus unidades en el Sl (kg * m?)




Energia cinética rotacional

2 axis La energia cinética rotacional toma el valor

1
K = —[w?
2

La energia cinética rotacional no es una nueva
forma de energia.

Simplemente se trata de energia cinética
ordinaria (se ha calculado como la suma de la
energia cinética de las particulas contenidas en
el solido rigido).

Sin embargo, la nueva expresion matematica es
mas conveniente cuando tratamos con
rotaciones (siempre que sepamos como calcular
el momento de inercia)

Ahora, en el lado correspondiente al almacenamiento, dentro de la ecuacién de conservacion de
la energia, deberemos ahora considerar que el término de la energia cinética es la suma de los
cambios tanto en la energia cinética de traslacion como de rotacion.




Energia cinética rotacional

La energia cinética total de un cuerpo que rota es la suma de la energia
cinética de rotacioén y la energia cinética traslacional del centro de masas

Si las fuerzas que actuan sobre un sistema son conservativas,
la energia mecanica del sistema se conserva
(es una constante)

1 1
§MU(23M + §]CMw2 + M gycy = constante




Analogia entre la energia cinética asociada con las rotaciones y
la energia cinética asociada con movimiento lineal

La energia cinética de traslacion La energia cinética rotacional

1
K = —mw K:—]w2
2 2

El papel de ... ... lo juega

Esto va a ocurrir cada vez que comparemos una ecuacion del movimiento
lineal con su correspondiente analogo en el movimiento rotacional

El momento de inercia es una medida de la resistencia de un objeto a cambiar su
estado de movimiento rotacional




Analogias y diferencias entre masa y momento de inercia

Es una medida de la resistencia de un objeto a
cambiar su estado de movimiento lineal

Es una propiedad intrinseca del objeto
(asumiendo velocidades no relativistas)

Es un escalar

Momento de inercia

Es una medida de la resistencia de un objeto a
cambiar su estado de movimiento rotacional

Depende de la eleccion del eje de rotacidon
(no hay un valor unico del momento de inercia
de un objeto).

No sélo depende de la masa, sino de cédmo esta
distribuida la masa alrededor del eje de giro.

Es un tensor




Calculo del momento de inercia
en un sistema discreto

n
Sistema discreto = E m@-r?
=

Ejemplo: cuatro pequenas esferas estan unidas a las cuatro esquinas de un marco de masa
despreciable que esta situado sobre el plano xy.
Si la rotacion se produce alrededor del eje y con celeridad angular w, calcular:
- el momento de inercia /, con respecto al eje y
- la energia cinética de rotaciéon con respecto a dicho eje.

Las dos esferas de masa m que estan situadas en el
eje y no contribuyen a /,

i— Zm@fr’f = Ma* + Ma® = 2Ma*

1 1
K = — wa — (2Ma2) w? = Ma’w?
2 2
Las dos esferas de masa m no se mueven alrededor

del eje y y, por tanto, no tienen energia cinética




Calculo del momento de inercia
en un sistema discreto

n
Sistema discreto = E m@-r?
=

Ejemplo: cuatro pequenas esferas estan unidas a las cuatro esquinas de un marco de masa
despreciable que esta situado sobre el plano xy.
Si la rotacién se produce alrededor del con celeridad angular w, calcular:
- el momento de inercia
- la energia cinética de rotaciéon con respecto a dicho eje.

Dado que r, representa la distancia perpendicular al
eje de giro

1. = Zmﬁf = Ma® + Ma? + mb®> + mb®> = 2Ma? + 2mb?

1 1
K = 5 W= 5 (2Ma2 + 2mb2) w? = (]\4@2 + me) w?
El momento de inercia y la energia cinética de rotacién asociada a una

celeridad angular determinada cambia con respecto al eje de giro




Calculos de momentos de inercia

Sistema discreto

=

Sistema continuo

[Z:/dmRQZ/dm (x2+y2)

Placa plana

} [Z:/dm(xQ—I—yQ):]y—l—]x




Calculo del momento de inercia
en un sistema continuo

En el caso de un objeto continuo:
1. Se divide el objeto en muchos elementos infinitesimales de masa Am;

2. Aproximamos el momento de inercia del sélido continuo a partir de la expresion para un

sistema discreto
I = E r2 Am;
2

donde T’? es el cuadrado de la distancia entre el elemento de masa finita y el eje de giro

3. Tomamos el limite de la suma cuando Am; — 0. En este caso, la suma se
convierte en una integral.

Am;—0 “—
i

I = lim r2Am; = /r2dm

4. Generalmente es mas facil calcular momentos de inercia en términos de volumen de
los elementos, mas que en sus masas. Podemos hacer la transformacién ya que p = m/V

dm = od . 2 Si el sistema es homogéneo p es contante y la
m=pdV = I= [ prdV integral se puede evaluar para una geometria dada.




Momentos de inercia de diferentes sélidos rigidos con respecto
a determinados ejes

Table 10.2

Moments of Inertia of Homogeneous Rigid Objects

with Different Geometries

Hoop or thin
cylindrical shell
Iom = MR?

2

Solid cylinder
or disk

1
Ioy = 3 MR?

Long thin rod

with rotation axis
through center /J
1 oag2 L
Iem = is ML

Solid sphere
Ton = %MRQ

Hollow cylinder

1
Iem = EM(RF +Ry?)

Rectangular plate

Ton = 1L2 M(a® + b?)

Long thin
rod with
rotation axis
through end

_ 1 g2
]—3ML

Thin spherical
shell

Ton = %MRQ

=]

L/L




Teorema de Steiner

Los momentos de inercia de sélidos rigidos con una geometria simple (alta simetria) son
relativamente faciles de calcular si el eje de rotacion coincide con un eje de simetria.

Sin embargo, los calculos de momentos de inercia con respecto a un eje arbitrario puede ser
engorroso, incluso para sélidos con alta simetria.

El Teorema de Steiner (o teorema del eje-paralelo) a menudo simplifican los calculos.

Supongamos que conocemos el momento de inercia con respecto a
un eje que pase por el centro de masas de un objeto, /o

Entonces podemos conocer el momento de inercia con respecto a cualquier otro eje
paralelo al primero y que se encuentra a una distancia D

]:]CM+MD2




Teorema de Steiner: demostracion

Supongamos que un objeto rota en el plano xy alrededor del eje -.
Supongamos ademas que las coordenadas del centro de masas son xc\ € Yowm

Tomemos un elemento de masa dmsituado en las coordenadas (z,y)

La distancia desde este elemento al eje de rotacion (eje z) es r = /22 + 2

Y el momento de inercia con respecto al eje zvale [, = /r2dm = / (:1:2 + y2) dm




Teorema de Steiner: demostracion

Tomemos un elemento de masa dmsituado en las coordenadas (x,y)

Si ahora escogemos un sistema de coordenadas con origen en el centro de masas del
- = / /
objeto, las nuevas coordenadas del elemento de masa seran (z ,y )

T=1 + Tom y:y/+yCM

/ 2 / 2
<:13 -I—ZCCM> o <y -|—yc1\/[) ]dm

[ / 2 / 2 / /
(x) -+ (y) ]dm+2xCM/$dm+2yCM/ydm+(a:%M+y%M)/dm

= Icy + M D?




Definicion de momento angular o cinético

Consideremos una particula de masa m, con un vector de posicion 1~
y que se mueve con una cantidad de movimiento D

El momento angular instantaneo /. de la particula relativo al origen O se define como el
producto vectorial de su vector posiciéon instantaneo y del momento lineal instantaneo

L=7xp




Definicion de momento angular o cinético

Consideremos una particula de masa m, con un vector de posicion 1~
y que se mueve con una cantidad de movimiento D

Tanto el médulo, la direccion como
el sentido del momento angular
dependen del origen que se elija

L
perpendicular al plano formado por 7 y ﬁ

regla de la mano derecha
|L| = m||5] sin ¢
kg * m?/s




Momento angular o cinético:
Casos particulares

v)

L = 0 cuando 7’ es paraleloa D .Es decir, cuando la particula se mueve a lo largo de una linea
recta que pasa por el origen tiene un momento angular nulo con respecto a ese origen

|L| cuando 7~ es perpendiculara P .En ese momento la particula se mueve
exactamente igual que si estuviera en el borde de una rueda que gira alrededor del origen

en el plano definido por 77 y ¢

L = mor = mwr?

L|&




Conservacion del momento angular

Ecuacion analoga para las rotaciones de las segunda ley de Newton para las traslaciones

Esta ecuacion es valida:

- soOlo si los momentos de todas las fuerzas involucradas y el momento angular se
miden con respecto al mismo origen.

-valida para cualquier origen fijo en un sistema de referencia inercial.




Conservacion del momento angular

ap
— =0

dt dt dt

—

d.L -
Si F:O:>E:O:>chorlstante

Esto se verifica si:
La fuerza se anula (caso, por ejemplo, de la particula libre)
La fuerza es paralela a la posicion (fuerzas centrales)

2 12 (ley de Gravitacion Universal)




Analogias entre rotaciones y traslaciones

Traslaciones

. dp
E:F—jg

Una fuerza neta sobre una particula
produce un cambio en el momento
lineal de la misma

Una fuerza neta actuando sobre una
particula es igual a la razén de cambio
temporal del momento lineal de la particula

Rotaciones

—

L dL
-4

Un torque neto sobre una particula
produce un cambio en el momento
angular de la misma

Una torque neto actuando sobre una particula
es igual a la razén de cambio temporal del
momento angular de la particula




Momento angular de una particula en un
movimiento circular

Supongamos una particula que se mueve en el plano xy en un movimiento circular de radio r.
Hallar la magnitud y direccion de su momento angular con respecto al origen O si su velocidad
lineal es v

Como el momento lineal de la particula esta en
constante cambio (en direccion, no en
magnitud), podriamos pensar que el momento
angular de la particula también cambia de
manera continua con el tiempo

Sin embargo este no es el caso

Magnitud Direccion

I i1 90° — mur Perpendicular al plano de la pantalla y saliendo
= mur = :
hacia fuera (regla de la mano derecha)
Una particula en un movimiento circular uniforme tiene un momento angular
constante con respecto a un eje que pase por el centro de la trayectoria




Momento angular total de un sistema de particulas

El momento angular total de un sistema de particulas con respecto a un determinado
punto se define como la suma vectorial de los momento angulares de las particulas
individuales con respecto a ese punto.

Lit=Li+Lo+...+L,=) L
1=1

En un sistema continuo habria que reemplazar la suma por una integral




Momento angular total de un sistema de particulas

dLiy d [~ =
— L
(2

1=

A priori, para cada particula ;i tendriamos que calcular el torque asociado con:
- fuerzas internas entre las particulas que componen el sistema
- fuerzas externas

Sin embargo, debido al principio de accioén y reaccion, el torque neto
debido a las fuerzas internas se anula.

Se puede concluir que el momento angular total de un sistema de
particulas puede variar con el tiempo si y sélo si existe un torque neto
debido a las fuerzas externas que actuan sobre el sistema

Z 7—_)ext — dg:;)t




Momento angular total de un sistema de particulas

Z 7—_)ext — dg;()t

EL torque neto (con respecto a un eje que pase por un origen en un
sistema de referencia inercial) debido a las fuerzas externas que actuan
sobre un sistema es igual al ritmo de variacién del momento angular
total del sistema con respecto a dicho origen




Momento angular de un solido rigido en rotacion

Consideremos una placa que rota alrededor de un eje perpendicular y
que coincide con el eje z de un sistema de coordenadas

Cada particula del objeto rota en el plano xy
alrededor del eje z con una celeridad angular W

El momento angular de una particula de masa %
que rota en torno al eje z es

L =7 x mg; = my [F; X (@ X 7))

= m; W (5 - 75) — 75 (

Y el momento angular del sistema angular (que en este
caso particular sélo tiene componente a lo largo de z)

n
E myr? | & = Id
i=1




Momento angular de un solido rigido en rotacion

Y el momento angular del sistema angular (que en este
caso particular sélo tiene componente a lo largo de z)

ZL _Z mzrw = Zmz
1=1

Donde se ha definido el momento de inercia del objeto
con respecto al eje z como

n

2

= g m;r;
i=1

En este caso particular, el momento angular tiene la misma direccién que la velocidad angular

L|&




Momento angular de un solido rigido en rotacion

En general, la expresion [ || J no siempre es valida.

Si un objeto rigido rota alrededor de un eje arbitrario, el momento angular y la velocidad angular
podrian apuntar en direcciones diferentes.

En este caso, el momento de inercia no puede ser tratado como un escalar.

Estrictamente hablando, L H W se aplica sélo en el caso de un sélido rigido de cualquier forma
que rota con respecto a uno de los tres ejes mutuamente perpendiculares (denominados ejes
principales de inercia) y que pasan por su centro de masa.




Ecuacion del movimiento para la rotacion
de un solido rigido

Supongamos que el eje de rotacion del sélido coincide con uno de sus ejes principales,
de modo que el momento angular tiene la misma direccion que la velocidad angular

—

L=1u
Derivando esta expresidén con respecto al tiempo

S




Ecuacion del movimiento para la rotacion
de un solido rigido

Supongamos que el eje de rotacion del sélido no coincide con uno de sus ejes principales,
de modo que el momento angular tiene la misma direccion que la velocidad angular

L+ I3

—

si M =0= L = constante

Pero como el momento angular ya no es paralelo a la velocidad angular,
ésta no tiene por qué ser constante

W No es constante




Conservacion del momento angular

El momento angular total de un sistema es contante, tanto en direccién como en
maodulo si el torque resultante debido a las fuerzas externas se anula

== Etot = constante EZ — f

Tercera ley de conservacion: en un sistema aislado se conserva:
- energia total
- el momento lineal
- el momento angular

El principio de conservacion del momento angular es un resultado general que se
puede aplicar a cualquier sistema aislado.
El momento angular de un sistema aislado se conserva tanto si el sistema es un
cuerpo rigido como si no lo es.




Conservacion del momento angular

El momento angular total de un sistema es contante, tanto en direccién como en
maodulo si el torque resultante debido a las fuerzas externas se anula

== Etot = constante EZ — f

Para un sistema aislado consistente en un conjunto de particulas, la ley de
conservacion se escribe como

n
E — Z l_:l = constante

1=1




Conservacion del momento angular

Si la masa de un sistema aislado que rota sufre un redistribucién,
el momento de inercia cambia

Como la magnitud del momento angular del sistema es

L=1w

La ley de conservacion del momento angular requiere que el
producto de / por ® permanezca constante

Es decir, para un sistema aislado, un cambio en / requiere un cambio en w

liw; = [fwy = constante

Esta expresidén es valida para:

- una rotacion en torno a un eje fijo.

- una rotacion alrededor de un eje que pase por el centro de masas de un
sistema que rota.
Lo unico que se requiere es que el torque neto de la fuerza externa se anule




Comparacion de los movimientos lineales y
movimientos rotacionales

Table 8-2 Comparbon of l.lnw Modon and Rohtioml Molion
Displacement Y jl:-"'_,»-t":

Ve]mity ! ',V A X J’_ -dx

Constant- . =vptat “Constant-  w=ay+at
scclersion  Ar=vg Al angular A0t
W=} +2a80

Force - :
Kinetic energy |
Power :

Newton's
second law - -




