-
Momento angular

LX)
CITIMAD

Javier Junquera

UNIVERSIDAD
DE CANTABRIA




Bibliografia FUENTE PRINCIPAL
Fisica, Volumen 1, 3° edicion
Raymod A. Serway y John W. Jewett, Jr.

Ed. Thomson
ISBN: 84-9732-168-5

Fisica para Ciencias e Ingenieria, Volumen 1, 7° edicion
Raymod A. Serway y John W. Jewett, Jr.

Cengage Learning
ISBN 978-970-686-822-0

Tips on Physics
R. P. Feynman, R. B. Leighton, y M. Sands
Ed. Pearson Addison Wesley
ISBN: 0-8053-9063-4



Jefinicion de momento angular o cinético

Consideremos una particula de masa m, con un vector de posicién 7
y que se mueve con una cantidad de movimiento P

El momento angular instantaneo [, de la particula relativo al origen O se define como el
producto vectorial de su vector posicion instantaneo y del momento lineal instantaneo

L=7Fxp
o



Jefinicion de momento angular o cinético

Consideremos una particula de masa m, con un vector de posicién 7
y que se mueve con una cantidad de movimiento P

Tanto el moédulo, la direccidon como
el sentido del momento angular
dependen del origen que se elija

L=7Fxp=7Fx(md) =m(Fx7)

perpendicular al plano formado por 7 y ¢
regla de la mano derecha
L] = m|7|7 sin ¢
kg * m?/s



Viomento angular o cinético:
Casos particulares

—

L=Fxp=7x(md)=m(Fx7

—

, = () cuando 7 es paraleloa P .Es decir, cuando la particula se mueve a lo largo de una linea
recta que pasa por el origen tiene un momento angular nulo con respecto a ese origen

L’ cuando 7~ es perpendiculara P .En ese momento la particula se mueve
exactamente igual que si estuviera en el borde de una rueda que gira alrededor del origen

en el plano definido por 77 y ¢

L = mur = mwr?

L|@




conservacion del momento angular

dl dFX B dp AN
— = — X — =10 r =7
i at F dt p

En general, si sobre la particula actuase mas de una fuerza

. dL
7=

Ecuacién analoga para las rotaciones de las segunda ley de Newton para las traslaciones

Esta ecuacion es valida:

- sOlo si los momentos de todas las fuerzas involucradas y el momento angular se
miden con respecto al mismo origen.

-valida para cualquier origen fijo en un sistema de referencia inercial.




conservacion del momento angular

S¥
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=sto se verifica si:

La fuerza se anula ﬁ — 0 (caso, por ejemplo, de la particula libre)
La fuerza es paralela a la posicion F H r (fuerzas centrales)

= miyms

Fio = -G 12 (ley de Gravitacion Universal)

r2




Analogias entre rotaciones y traslaciones

Traslaciones Rotaciones

= dp _dL
ZF:@ ZT:E

Una fuerza neta sobre una particula Un torque neto sobre una particula
produce un cambio en el momento produce un cambio en el momento
lineal de la misma angular de la misma

Una fuerza neta actuando sobre una Una torque neto actuando sobre una particula
particula es igual a la razén de cambio es igual a la razén de cambio temporal del
temporal del momento lineal de la particula momento angular de la particula



Viomento angular de una particula en un
movimiento circular

Supongamos una particula que se mueve en el plano xy en un movimiento circular de radio r.
Hallar la magnitud y direccion de su momento angular con respecto al origen O si su velocidad
lineal esv

Como el momento lineal de la particula esta en
constante cambio (en direccién, no en
magnitud), podriamos pensar que el momento
angular de la particula también cambia de
manera continua con el tiempo

Sin embargo este no es el caso

Magnitud Direccién

7 < 90° — Perpendicular al plano de la pantalla y saliendo
- T - T hacia fuera (regla de la mano derecha)

Una particula en un movimiento circular uniforme tiene un momento angular
constante con respecto a un eje que pase por el centro de la trayectoria



Viomento angular total de un sistema de particulas

El momento angular total de un sistema de particulas con respecto a un determinado
punto se define como la suma vectorial de los momento angulares de las particulas
individuales con respecto a ese punto.

Etot:E1+E2+...+Zn:ZEi
1=1

En un sistema continuo habria que reemplazar la suma por una integral




Viomento angular total de un sistema de particulas

Wl e Al
dt _dt<ZLi>_Z it &

=1l

A priori, para cada particula ;i tendriamos que calcular el torque asociado con:
- fuerzas internas entre las particulas que componen el sistema
- fuerzas externas

Sin embargo, debido al principio de accién y reaccioén, el torque neto
debido a las fuerzas internas se anula.

Se puede concluir que el momento angular total de un sistema de
particulas puede variar con el tiempo si y solo si existe un torque neto
debido a las fuerzas externas que actuan sobre el sistema




Viomento angular total de un sistema de particulas

Z/izxt — %

El torque neto (con respecto a un eje que pase por un origen en un
sistema de referencia inercial) debido a las fuerzas externas que actuan
sobre un sistema es igual al ritmo de variaciéon del momento angular
total del sistema con respecto a dicho origen



Viomento angular de un solido rigido en rotacion

Consideremos una placa que rota alrededor de un eje perpendicular y
que coincide con el eje z de un sistema de coordenadas

Cada particula del objeto rota en el plano xy
alrededor del eje z con una celeridad angular W

El momento angular de una particula de masa 7%
que rota en torno al eje z es

L =75 x my%; = my [ X (& X 7)]

= [ (7 7) — 7 (@ 7)) = i

Y el momento angular del sistema angular (que en este
caso particular sélo tiene componente a lo largo de z)

n n
L = g L;, = (mzrf@’) — E mirf w= 1w
i=1 ' i=1

S




Viomento angular de un solido rigido en rotacion

Y el momento angular del sistema angular (que en este
caso particular sélo tiene componente a lo largo de z)

ZL Z(mzrw = Zmz

=1

l

= [w

Donde se ha definido el momento de inercia del objeto
con respecto al eje z como

n

2

I = g m;r;
i=1

En este caso particular, el momento angular tiene la misma direccion que la velocidad angular

L|@



Viomento angular de un solido rigido en rotacion

En general, la expresion [ || (J no siempre es valida.

Si un objeto rigido rota alrededor de un eje arbitrario, el momento angular y la velocidad angular
podrian apuntar en direcciones diferentes.

En este caso, el momento de inercia no puede ser tratado como un escalar.

Estrictamente hablando, L || & se aplica sélo en el caso de un sélido rigido de cualquier forma
que rota con respecto a uno de los tres ejes mutuamente perpendiculares (denominados ejes
principales de inercia) y que pasan por su centro de masa.




Ecuacion del movimiento para la rotacion
de un sélido rigido

Supongamos que el eje de rotaciéon del soélido coincide con uno de sus ejes principales,
de modo que el momento angular tiene la misma direccion que la velocidad angular

L=1&
Derivando esta expresion con respecto al tiempo

dl  d dl dg  dI

ZTeXt:E:a(l(ﬂ):aw+[%:%w+[@

Si asumimos que el momento de inercia no cambia con el tiempo
(esto ocurre para un cuerpo rigido)

§ 7_-)\extzlc_v)

El torque externo neto que actua sobre un soélido rigido que rota alrededor de
un eje fijo es igual al momento de inercia con respecto al eje de rotacion
multiplicado por la aceleracion angular del objeto con respecto a ese eje

Si Zfext — 0= a=0= w = constante



Ecuacion del movimiento para la rotacion
de un sélido rigido

Supongamos que el eje de rotacién del sélido no coincide con uno de sus ejes principales,
de modo que el momento angular tiene la misma direccion que la velocidad angular

L+ I3

—

si M =0= [, = constante

Pero como el momento angular ya no es paralelo a la velocidad angular,
ésta no tiene por qué ser constante

W NO es constante




Conservacion del momento angular

El momento angular total de un sistema es contante, tanto en direccion como en
modulo si el torque resultante debido a las fuerzas externas se anula

—

ALy, . .
ZTeXt — # = 0 = Li,t = constante 0 L;=L¢

Tercera ley de conservaciéon: en un sistema aislado se conserva:
- energia total
- el momento lineal
- el momento angular

El principio de conservacion del momento angular es un resultado general que se
puede aplicar a cualquier sistema aislado.
El momento angular de un sistema aislado se conserva tanto si el sistema es un
cuerpo rigido como si no lo es.



Conservacion del momento angular

El momento angular total de un sistema es contante, tanto en direccion como en
modulo si el torque resultante debido a las fuerzas externas se anula

—

ALy, . .
ZTeXt — # = 0 = Li,t = constante 0 L;=L¢

Para un sistema aislado consistente en un conjunto de particulas, la ley de
conservacion se escribe como

Etot = Z sz = constante

=il




Conservacion del momento angular

Si la masa de un sistema aislado que rota sufre un redistribucion,
el momento de inercia cambia

Como la magnitud del momento angular del sistema es

L =1w

La ley de conservacion del momento angular requiere que el
producto de / por m permanezca constante

Es decir, para un sistema aislado, un cambio en / requiere un cambio en w

l;w; = Irywy = constante

Esta expresion es valida para:

- una rotacioén en torno a un eje fijo.

- una rotacion alrededor de un eje que pase por el centro de masas de un
sistema que rota.
Lo unico que se requiere es que el torque neto de la fuerza externa se anule



Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:
(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

Before Como el disco y la barra forman un sistema aislado
y la colision es elastica:
v;=3.0m/s ) - Se conserva la energia total

- Se conserva el momento lineal
- Se conserva el momento angular

Tenemos tres incégnitas y tres leyes de conservacion




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:
(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

Before Como el disco y la barra forman un sistema aislado
y la colision es elastica:

V= 3.0 m/S

Pi = Df
MaUgi = MgUqr + MpUps




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:
(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

Before Como el disco y la barra forman un sistema aislado
y la colision es elastica:

V= 3.0 m/S

La componente del momento angular del
disco a lo largo de la direccién
perpendicular al plano del hielo es negativa
(regla de la mano derecha)

—TrMglg; = —TMqUgr + lw




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.

Encontrar:

(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision

(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién

(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon

El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

Before Como el disco y la barra forman un sistema aislado
y la colision es elastica:

V= 3.0 m/S

Solo tenemos energia cinética (tanto en su
forma translacional como rotacional



Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:
(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

MqVq; = MgUgf + MpUps

Before — rMylg; = _devdf + ]—w
1 1 1 1
2 _ = 2 - 2 = 2
vai = 3.0 m/s y §mdvdi _ devdf + mevbf + QIW
1
Upp = — (Mava; — MqVay)

my

—TMqVg; + TMqVqr)

7 (

W

2 2002 2

9 my - remg 9 9 1 r
v, = [ myg + + Vo —2mivg | — + — | v,
)dl (d mp I)df dd(mb f)




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es
elastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:
(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

1
Upr = Eb (mdvdz’ — mdvdf)

1
Before = f (—devdi + devdf)
m2  r’m?2 1 r?
Vgi=3.0m/s ) ' mg + mz - 7 d) vﬁf — szvdi (Eb + 7) )
vgr = 2.33 m/s
vpr = 1.34 m/s

w=—2.0 rad/s




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es

perfectamente inelastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:

(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

¢ Qué pasaria si la colisidén fuera perfectamente inelastica?

Before En este caso, el disco se adhiere a la barra después
de la colision

V= 3.0 m/S

Pi = Py
Mmavai = (Mg + mp) vom

vem = 2.0 ms




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es

perfectamente inelastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:

(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

¢ Qué pasaria si la colisidén fuera perfectamente inelastica?

Before

V= 3.0 m/S

Tomamos el centro de la barra como origen
Justo en el instante de la colision, la posicion Y
del centro de masas estara en

~ (2.0 kg)(2.0 m) + (1.0 kg)(0)
pow = (2.0 kg + 1.0 kg) =L

Es decir, a 0,67 m del borde superior de la barra




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es

perfectamente inelastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:

(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

¢ Qué pasaria si la colisidén fuera perfectamente inelastica?

Before LZ — Lf

—rmyvg; = lqw + [yw

V= 3.0 m/S

T ahora es la distancia del disco al CDM (0.67 m)

El sistema va a rotar con respecto al centro de
masas, asi que tenemos que calcular los nuevos
momentos de inercia de la barra (teorema de Steiner)

1= MD? I, = Iy + M D?
= (2.00 kg)(0.67 m)* = 0.90 kg m” — 1.33 kg - m? + (1.00 kg)(1.33 m)? = 3.10 kg - m




Problema de conservacion del momento angular

Un disco de 2.0 kg que vuela con una celeridad de 3.0 m/s golpea una barra de 1 kg y longitud
4.0 m que se apoya sobre una superficie de hielo sin rozamiento. Asumimos que la colision es

perfectamente inelastica y que el disco no se desvia de su trayectoria original.
Encontrar:

(a) La celeridad de traslacidon del disco después de la colision
(b)La celeridad de traslacién de la barra después de la colisién
(c)La velocidad angular de la barra después de la colisiéon
El momento de inercia de la barra con respecto a su centro de masas es de 1.33 kg m?

¢ Qué pasaria si la colisidén fuera perfectamente inelastica?

Before LZ — Lf

—rmyvg; = lqw + [yw

V= 3.0 m/S

Despejando la velocidad angular y sustituyendo los
valores anteriores

w=—1.0rad/s




Movimiento de precesion de los giréscopos

cuerpo simétrico que gira alrededor de un eje de simetria mientras un punto
de este eje permanece fijo (una peonza)
caso particular de un trompo en el que el punto fijo pasa por el centro de masas

Supongamos el movimiento de una peonza que gira rapidamente entorno a su eje de simetria

Precessional motion

La peonza actua como un giréscopo y cabria
esperar que su orientacion en el espacio
permaneciera invariable

Sin embargo, si la peonza esta inclinada, se observa que su
eje de simetria gira alrededor del eje 2, formando en su
desplazamiento la figura de un cono.

A este movimiento se le denomina movimiento de precesion

La velocidad angular del eje de simetria alrededor del eje vertical es normalmente lenta con
respecto a la velocidad angular de la peonza alrededor de su eje de simetria




Movimiento de precesion de los giréscopos
Origen del movimiento de precesion

¢ Por qué la peonza no mantiene su direccion de giro?

Como el centro de masas de la peonza no se encuentra
directamente sobre el punto de pivote O, hay un par neto

con respecto a () que actua sobre la peonza.

Precessional motion

El par esta producido por la fuerza de la gravedad M g

Si no estuviera girando, la peonza caeria

Como esta girando, la peonza tiene un momento angular |,
cuya direccion coincide con el eje de simetria de la peonza

El par provoca un cambio en la direccidon del eje de simetria que a la postre es el responsable del
movimiento de este eje de simetria con respecto al eje <




Movimiento de precesion de los giréscopos
Origen del movimiento de precesion

¢ Por qué la peonza no mantiene su direccion de giro?

Las dos fuerzas que actuan sobre la peonza son:
- Su peso: Mg actua hacia abajo
- Lanormal: 7; actia hacia arriba en el punto de pivote ()
del pivote
porque su brazo de palanca con respecto a dicho
punto es cero

Precessional motion

Par con respecto a () debido a la gravedad

T=rXx Mg
T YMg
Obligatoriamente el vector 7 se encuentra en el plano horizontal
(perpendicular al peso) perpendicular al vector momento angular

(que lleva la direccién de la posicién del centro de masas con
respecto a() )




Movimiento de precesion de los giréscopos
Origen del movimiento de precesion

¢ Por qué la peonza no mantiene su direccion de giro?
El par neto y el momento angular estan relacionados por

Z L dL
Precessional motion T —= ——
dt

El cambio en el vector momento angular 4L producido por el par
va en la misma direccion del par.
Por ello d. también tiene que ser perpendiculara L

En un periodo de tiempo determinado /\¢{ el cambio en el
momento angular es

AL=L;—L;=) 7At
Dado que A/, es perpendicular a [, el médulo de I, no cambia
| Li| = [ Lyl

Lo que cambia es la direccion de L .
Puesto que el cambio en el momento angular AL va en la direccién de ) _ 7 (situado en el plano z),
la peonza experimenta un movimiento de precesién




Movimiento de precesion de una peonza
Descripcion cuantitativa

En el intervalo de tiempo ({ el vector momento angular

rota un angulo d¢ que es también el angulo que rota el eje.
A partir del triangulo que define d¢ en la figura (b)

Precessional motion

[dL| = Lsin6dg

Por otra parte, el médulo del momento del peso viene definido por

17| = Mgrsin6
Como
L d
T = Ccli_t = Mgrsinf = Lsin@d—f
" : > dg
Definiendo la velocidad angular de precesion como w, = o

_do rMg rmg

dt L Tw

Wp

El resultado es valido siempre que Wy << W




Movimiento de precesion de los giréscopos
Descripcion cuantitativa

Repitiendo el proceso anterior para el caso de un giréscopo

En el intervalo de tiempo ({ el vector momento angular
rota un angulod® que es también el angulo que rota el eje

Del triangulo formado por los vectores L., L;, Yy (I

L M
sindgmdqﬁ:dL :Tgt:( th)dt

Donde hemos utilizado que para angulos pequefios sin ¢ ~ ¢

Dividiendo entre dt y utilizando la expresion [ = [w

d¢p  Mgh
dt Tw

Wp

A esta velocidad angular se la conoce como frecuancia de precesion.
El resultado es valido siempre que w, << w



