VECTORES: OPERACIONES BASICAS

Hallar grafica y analiticamente la resultante de los siguientes desplazamientos: A (10 m
hacia el Noroeste), B (20 m Este 30° Norte) y C (35 m Sur)

Solucion: I.T.I. 94, L.T.T. 05

La representacion grafica de los desplazamientos viene dada en la figura. La magnitud
del desplazamiento final y su orientacién sera:

D=\D-D=[[A+B+C)-(A+B+C)-

A + B+ C? + 2ABcos105°+2AC cos135°+2BC c0s120° = | 20.65 m

D-C =DCcos

= (ACcos135°+BCcos120°+C?)

(D

0 = arccos l\

Acos135°+Bcos120°+C - =
=arccos( )= 29.8 ' D=A+B+C




Un automévil recorre 3 km hacia el Norte y luego 5 km hacia el Norte 40° Este, representar
estos desplazamientos y hallar el desplazamiento resultante grafica y analiticamente.

Solucién: I.T.I. 04, 1.T.T. 04

La representacion grafica de los desplazamientos viene dada en
la figura. La magnitud del desplazamiento final y su orientacién
sera:

d=Nd-d = (c—ll+c?2)-(3,+c?2)= R
= Jd? +dZ +2d,d, cos40° =| 755 km | 2
d-d, =dd, cos . (ﬁﬂ]\_
—arccosl\ dd,)_
d'd1=(d1+d2)'d1= - d, + d, cos40°
=arccos( P )= 25108 I

= (d? + d,d, cos 40°)

Hallar el dngulo formado por los vectores A=27+ 2}' —k y B=6i- 3] +2k.

Solucién: I.T.I.94,1.T.T. 05

El angulo lo obtenemos a partir del producto escalar:

A-B=ABcosh = 9=arccos( A'5)= 79.0°

S




Dados los vectores: d = (1,1,2) y b= (1, 3,4). Calcular: a) el producto escalar de ambos

vectores, b) el dngulo que forman, c) la proyeccién de b sobre a.

Solucién: I.T.I. 04

a) El producto escalar sera: ab=11+1-3+2-4

b) El dngulo que forman entre si sera:

= 16.1° |

¢) La proyecci6n del vector b sobre el vector @ seré:

G-b=abcosh = 0= arccos(%
a

~———

I

mj
/

d =| bcos6 | = ‘M‘ =| 2v6 unid. de long.
a




Entre los cosenos directores de un vector unitario existen las siguientes relaciones:

cosa 2 cos 3 .
—==, cosp = —. Calcular el producto escalar y vectorial de este vector con el que
cosff 3 cosy 4

tiene por componentes: \/29(1,1, 1). (Qué dngulo forman entre si ambos vectores?

Solucién: I.T.I1.92,1.T.T. 95, 04, 1.1. 94

El valor de los cosenos directores lo podemos obtener a partir de las dos ecuaciones del
enunciado y de la relacion entre los tres cosenos:

cosa 2 2
== cosSQ = +——
cosff 3 29
cosp =i = cos[3’=:i
cosy 4 29
2 2 2 4
cos“a+cos  fB+cosy =1 cosy=:79

2 5 3 4 4 -
Nuestro vector unitario serd por lo tanto: if = = (—i +——j+ —k)
P V29 V29 / V29

Los productos escalar y vectorial de este vector unitario por el vector del enunciado

serdn:

2 3 4
s VB VB e B) - [
R R
j i
2 3 4

:(—f+ 2}— 12)

ﬁxﬁ=:E T il
V29 V29 V29

El dangulo que forman entre si los dos vectores serd:

2

u-v=vcos = 0=arccos(ﬂ)= 152° 6 167.8°
v




A . 1 2
Demostrar que el vector unitario u , CUYOS COSenos directores son: cosa = 5 s COS/3 = g y

cosy >0, es perpendicular al vector b= (6, -9, 6).

Solucién: I.T.I. 04, 1.T.T. 05

El valor del tercer coseno director lo podemos sacar a partir de la relacion entre los tres
cosenos:

2
cos’a+cos’B+cos’y =1 = cosy =+/l-cos’a-cos’ -3
realizando el producto vectorial entre 1 y b :

b=

6+

W N

-(—9)+%~6=0

W | -

lo cual demuestra que son perpendiculares.

La suma de dos vectores a y b es un vector cuyo médulo es 24 y sus cosenos directores son
(1/3,-2/3, 2/3). Sabemos también que 3a — 2b =(9, 7, 3). Determinar ambos vectores.

Solucién: 1.T 1. 99, 02, 05, 1.T.T. 99, curso cero de fisica

Segtn los datos nuestras dos ecuaciones seran:

a+b=24(1/3,-2/3,2/3)=(8,-16,16)
3 -2b=(9,7,3)

|

Multiplicando la primera ecuacién por dos y sumandole la segunda:

5a=(25-25,35) = | 4=(5-5.7)

Sustituyendo esta solucién en la primera ecuacién y despejando : . (3’ - 9)




Descomponer el vector V= (1, 2, 3) segun las direcciones de los vectores: a =(0, 0, 1),
b=(,1,1)yc =(1,0,1).

Solucién: I.T.I. 92, 1.T.T. 95,1.1. 94

Llamemos I, m, n a los coeficientes de V como composiciénde @, b y ¢:

m+n=1 [=2
V=Ild+mb+né = m=2 = m=2
l+m+n=3 n=-1

Sabiendo que el vector a tiene de médulo 6 y dos de sus cosenos directores son cosa=1/2,
cosf = 1/3. Calcular las componentes del vector @,y las componentes de un vector b tal que

N|§|
[O¥]

Solucion: I.T.I. 01, I.T.T. 01, curso cero de fisica

. . .z 2 2 2
Los cosenos directores de un vector verifican la ecuacién: cos a +cos ff+cos y =1,
con lo que podemos calcular el valor del tercer coseno director:

2 2 J2_3
cosy =‘/1—cos a-cos’f =:T

El vector a vendré dado por: a= a(cos a,cosf, cosy) = (3,2,1 J2_3)

Para encontrar el vector b tenemos que:

V23

a-5=@ = 3b,+2b,+23b, =~
2 TR T2
2b, 723b, =1 =

A 3
axb=i-—j =
2]

i\/ﬁbx_—3bz=—%

a=(32+433) y 5=(00] 6 a=(32-v23) y B=(@£i)

I 12 718 " 36




Hallar el volumen del paralelepipedo formado por los vectores a (2, -3, 4), b a,2,-yc
3,-1,2).

Solucién: I.T.I1.93,1.T.T. 04

El volumen del paralelepipedo viene dado por el valor absoluto del produco mixto de
los tres vectores:

2 -3 4
Volumen=|ﬁ-l;x5|= 1 2 -1|[=|-7|=| 7 unid.long’
3 -1 2

Hallar el volumen del tetraedro formado por los vectores a (1, 1, 1), b 1,1,00y ¢ (1,0, 1),
asi como su doble producto vectorial.

Solucion: I.T.I. 94, 1.T.T. 05

Sabiendo que el volumen de una pirdmide es un tercio del
drea de la base por la altura y teniendo en cuenta que la base
del tetraedro es un tridngulo y que por lo tanto su drea serd la
mitad de la base del paralelepipedo formado por los tres
vectores, el volumen del tetraedro serd una sexta parte del
volumen del paralelepipedo:

1 1/1
VOlumen/etmedm = Sbasemlraedm ' altura = 5 Ebasepm‘alelep[pedn : allura =

1 1
= gbaseparalelep[pedo : altura = EVOZumen[)amM@pipedﬂ
1 1 1
= Volumen —l|&'l;><5|—l 1 1 0= lunid long’
tetraedro 6 6 6 . g.
1 0 1

En cuanto al doble producto vectorial como no nos dicen en que orden calculemos una
de las posibles combinaciones:



(0,2,-2)




Hallar el vector unitario paralelo al plano XY y perpendicular al vector A= 4,-3,1).

Solucién: I.T.I.93,1.T.T. 05
Si el vector unitario estd contenido en el pano XY serd de la forma:
12=(cosa,cosﬁ,0) cos’a+cos’ B =1

donde a y b son los dngulos que forma con los ejes Xy Y.
Por otro lado si es perpendicular al vector A tenemos que:

u-A=0 = 4cosa-3cosff=0

. . 3 4
De estas dos ecuaciones se obtiene que: coso = 3 y cosf= 5 con lo que nuestro

vector unitario sera:

a=(§,f,o
55

-

Hallar el vector unitario con la direccién y el sentido de la resultante de los vectores
A=(2,4,-5)y B=(1,2,5)

Solucioén: I.T.I. 98, I.T.T. 01, curso cero de fisica

La suma de los vectores serd: C= A +B = (3,6,0)

dividiendo por el médulo obtendremos el vector unitario:

Hallar un vector unitario en la direcciéon y sentido de la resultante de los vectores
R =(2,4,-5)y R, =(1,1,3).

Jose Javier Sandonis Ruiz 6/10/04 08:58

Eliminado: .

Jose Javier Sandonis Ruiz 6/10/04 08:58
Eliminado: .

Solucién: I.T.I. 04

La suma de los vectores sera: C = Rl + Iéz = (3, 5,- 2)

dividiendo por el médulo obtendremos el vector unitario:



3s5.-2) | J;_8(3,5,-2)

e C.
C 35 4(-2)

Encontrar el vector unitario perpendicular a los vectores A= 2,-6,-3) y B= 4,3,-1)

Solucién: I.T.I.94,1.T.T. 04
El vector A xB es un vector perpendicular a A y B, si lo dividimos por su médulo
tendremos un vector unitario. Este vector, o el vector de sentido contrario, es solucion

del problema:
Al 229
- 7’ 7 9

Encontrar el vector unitario perpendicular a los vectores A= “4,-1,3) y B= (-2,1,-2)

Solucién: 1.T 1. 95, 96, 00, I.T.T. 96, 00, curso cero de fisica

El vector A xB es un vector perpendicular a A y B, si lo dividimos por su médulo
tendremos un vector unitario. Este vector, o el vector de sentido contrario, es solucion

del problema:

Hallar el valor de a de modo que A =(2,a,1) y B= (4,— 2,—2) sean perpendiculares

Obtener el vector unitario perpendicular al plano formado por los dos vectores.

Solucién: I.T.I. 04
Si A y B don perpendiculares su producto escalar debe ser nulo:

A‘B=8-2a-2=0 = a= 3|

El vector A xB es un vector perpendicular a A y B, si lo dividimos por su mddulo
tendremos un vector unitario. Este vector, o el vector de sentido contrario, es solucién

_n2-4
B

del problema:

S| S

PN IS




Determinar los dngulos @, By y que el vector 7= xi+ y} +zk forma con los ejes
coordenados. Verificar que la suma de los cosenos al cuadrado de dichos dngulos es igual a la
unidad.

Solucion: 1.T.I. 94

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: r-i =r-1-cosa
Realizando la misma operacién con componentes: 7 i =x-1+y-0+z:0=x

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

Igualando las dos expresiones tenemos que:

Razonando de igual forma con los otros ejes:

-

cosf3 =

Y y
p

\,Xz + y2 + Zz

7
QML= = T
X +y +2

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos f+cosy =1

Determinar los dngulos que el vector de componentes (3, —6, 2) forma con los ejes
coordenados.

Solucién: I.T.I. 94, I.T.T. 05
El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v i =v-1-cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v i =v_-1+v -0+v -0=v,
Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

v 3
Igualando las dos expresiones tenemos que: cosa = 7* =3
. .. , =6 VA
Razonando de igual forma con los otros ejes: | cosf=—== E cosy === =
v

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos f+cosy =1



Determinar los angulos que el vector de componentes (3, 4, 5) forma con los ejes
coordenados.

Soluciéon: 1.T.I. 92, 1.T.T. 95,1.1. 94

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v-i=v-1-cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v -1 = v, l+v -0+v, -0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

3

52

=

G

Igualando las dos expresiones tenemos que: cosa =

<|
[\

<

(o)
IN
[\S)

z

v~.

1
v \2

Razonando de igual forma con los otros ejes: | cosf =—=
v

cosy =

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos f+cosy =1

Determinar los dngulos que el vector de componentes (1, 4, 3) forma con los ejes
coordenados.

Solucién: 1.T 1. 96, 00, I.T.T. 96, 00, curso cero de fisica

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v-i=v-1-cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v-i=v_-1+v 0+v -0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

. A 1
Igualando las dos expresiones tenemos que: cosa = - 72?
Razonando de igual forma con los otros ejes: B % 4 Y 3
. CoOSp=—= cCosy = — =
v~ 26 ="

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos B+cos y =1




Determinar los dngulos que el vector de componentes (2, —1, 5) forma con los ejes
coordenados. Verificar que la suma de los cosenos al cuadrado de dichos dngulos es igual a la
unidad.

Solucién: 1.T.I. 97,03, 1.T.T. 97, 02

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v-i=v-1cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v -1 = v, 'l+v -0+v,-0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

v 2
Igualando las dos expresiones tenemos que: coso = —* =
gu XP: qu > E
Razonando de igual forma con los otros ejes: | cos B= Y - ] cosy = ' . 5
v 30 v~ 30

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos B+cos y =1

Determinar los dngulos que el vector de componentes (3, 12, 4) forma con los ejes
coordenados.

Solucioén: 1.T.I. 02, 06, I.T.T. 03, 06

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v i = v-1-cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v -1 = verl+v -0+v, -0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

v 3
Igualando las dos expresiones tenemos que: cosa = TX =3
. . e 1 v, 4
Razonando de igual forma con los otros ejes: | cosf=—= B cosy === o
v v

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos a+cos f+cos y =1

Determinar los dngulos que la recta x =y = z forma con los ejes coordenados.

Solucién: 1.T.I. 99, 05, I.T.T. 99, curso cero de fisica



El origen O (0, 0,0) y el punto P (1, 1, 1) pertenecen a la recta, luego el problema es
equivalente a determinar los dngulos que el vector v = OP de componentes (1, 1, 1)
forma con los ejes coordenados.

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v-i=v-1cosa
Realizando la misma operacién con componentes: v 7 = v, -1 + v,:0+v -0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccién
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

. v, 1
: cosa=—*=
Igualando las dos expresiones tenemos que 3 7?
Razonando de igual forma con los otros ejes: B % 1 cos Y !
. COSh=—= = — =
v oA =35

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos’a+cos f+cos y =1

Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos A (3,2,-4)y B(1,-1,2).

Solucién: I.T .I. 95,01, L.T.T. 01

El problema es equivalente a determinar los &dngulos que el vector v = E de
componentes (-2, -3, 6) forma con los ejes coordenados.

El producto escalar de este vector por el vector unitario i serd: v-i=v-1cosa
Realizando la misma operacién con componentes: ¥ 7 = v, 1 + v,-0+v -0=v,

Esto se corresponde con la idea de que las componentes de un vector son la proyeccion
de dicho vector sobre los ejes coordenados.

. v, -2
Igualando las dos expresiones tenemos que: coso = —* = -
v
1 ieaQr vv _3 v, 6
Razonando de igual forma con los otros ejes: | cosf=—= = cosy === 7
v v

Estos cosenos reciben el nombre de cosenos directores y se puede verificar que:

2 2 2
cos’a+cos f+cos y =1



Hallar la proyeccion del vector A (1,-2, 1) segtin la direccién del vector B 4,-4,7).

Solucién: I.T.I.93,1.T.T. 05

La proyeccidn del vector A sobre el vector B serd:

d=|Ac0s0|= %

19 ” - /
5 = dades de 1 tud
5 unidades de longitu 9 :

B
d \\»‘

Hallar la proyeccion del vector A (4,—4,7) segun la direccidn del vector B 1,-2,1).

Solucién: 1.T.I. 94

La proyeccién del vector A sobre el vector B serd:

d=|Ac050|= %

1
= 72— unidades de longitud

B
d \\> _

Hallar la proyeccién del vector A (3,-1,4) segtin la direccidn del vector B (1,1,2).

Solucién: I.T .I. 97, 00, 03, 05, 06, I.T.T. 97, 00, 03, 06

La proyeccion del vector A sobre el vector B ser:

d=|Ac050|= %

10
= 76- unidades de longitud

Un vector tiene por mddulo 36 y sus cosenos directores son proporcionales a 2, -3, —1. Otro
vector b tiene por componentes (2, =3, 4). Determinar: a) el producto escalar de ambos
vectores, b) el dngulo que forman los mismos, c) el drea del tridngulo que forman y d) el
vector proyeccion del primero sobre el segundo.

Solucién: I.T 1. 99, 02, 03, 1.T.T. 99, 02, 04

a) EI vector unitario a tiene que tener la misma direccion y sentido que el vector (2, —
3,-1) por lo tanto:



b)

<)

d)

(2,-3,-1)  (2,-3-1)

a= 2-3-1)]" 4

(72.-108,-36)

Con lo cual el vector a tomard el valor: a=36a= T

El producto escalar de los dos vectores sera:

108 36 324

- 72
ab= ) .3 4=
R VR VIR 7Y " ]

Por otro lado @b = a bcos 6, siendo 0 el angulo entre los dos vectores. Despejando:

cosf = ﬂ = 324/‘/]7 = 9
T ab 36329 - ;?406

Sabemos que el producto vectorial de dos
vectores es un vector cuyo mddulo es igual al
area del paralelogramo formado con ayuda de
esos dos vectores. El drea del tridngulo serd
justamente la mitad:

Qy

1 -
Lo [325
Area = 2| axb |— 18 5T unid. de long.”

La proyeccién del vector a sobre el b serd
un vector de longitud:

ab

c=acosO=T=Zz~l;

1}

Por otro lado su orientacién es similar a la del vector b: ¢ =b

A~

. - A (=21 324
Con lo que finalmente: ¢ =cc = ( 'b) b= T
2014

(2,-3,4)




Dados los vectores a = (1, S,Z)LI; = (1, 1,0). Calcular: a) su producto vectorial, b) el drea

del paralelogramo que tiene a los dos vectores como lados, ¢) un vector¢ . de médulo 6,

perpendicular al plano en que se encuentran @ y b.

Solucion: 1.T.1. 04

a) Su producto vectorial sera: <
Jose Javier Sandonis Ruiz 5/10/04 17:27
N A ~ Con formato: Numeracion y vifietas
i j k
axb=|1 3 2|=| =2i +2j-2k
1 1 0
b) Sabemos que el producto vectorial de dos =0 g —————————— ’
vectores es un vector cuyo moédulo es igual al - — ,’
area del paralelogramo formado con ayuda de a ‘a xb ‘ y
esos dos vectores: ,’
= >
Area = | axb | =| 23 unid. de long? b

¢) El vector @ x b _es un vector perpendicular al plano que contiene a élé El vector

¢ _que nos piden serd proporcional:

¢=a(axb)

—
Ql
X
S

~——

c=| =£243(-1,1,-1)

ST
X
S

c=)»|dxl;|

(Qué angulo forma el vector (3, 12, 4) con la recta que pasa por los puntos (3,2,-4) y (-2, 1,
—2)? Determinese el vector proyeccion de dicho vector sobre la citada recta.

Solucion: 1.T.I. 02

Si Qy P son los dos puntos de la recta, el dngulo que nos piden es el mismo que forman

—_
entre si nuestro vector v con el vector PQ:

3l
<\
v

vecos = cosO= ST =

—_ —_—
PQ-v=|PQ
PO |v

Q




(Si hubiésemos cogido para el célculo el vector aﬁ el resultado cambiarfa de signo y el

angulo que nos resultaria serfa 180°-6 , los dos dangulos son soluciones vélidas)

La proyeccién del vector v sobre la recta serd
un vector ¢ cuya longitud serd:

\J

—
PQ~v_

c=vcosl=T—=T7=V"0l g \\
PO —

S

donde # es un vector unitario con la misma

direccién y sentido que P_Q

Por otro lado la orientacién de ¢ es similar a la del vector u: ¢ =t

19
30

Con lo que finalmente: ¢ =c¢=(v-i)i= (5,1,_ 2)

Demostrar las siguientes desigualdades:|g +B |s | A |+| B | , |A— B | = | A |—| B

Solucion: 1.T.I. 97,00,1.T.T. 97, 99, 00, curso cero de fisica

Para demostrar las desigualdades utilizamos el hecho de que el producto escalar de un
vector por si mismo es el cuadrado de su médulo y que el coseno de cualquier dngulo

nunca €s superior a uno:

|A+1§ |="(A+§)-(A+I§)=JA2+BZ+2ABcos6 s\/A2+Bz+2AB= A+B=|A|+|é|

“A—é|=‘/(§—)§)'(ﬁ—l§)=JA2+BZ—2ABc0s9z\/A2+Bz—2AB=A—B=|A|—|I§H

Demostrar que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Solucién: 1.T.I. 98,1.T.T. 99, 01, curso cero de fisica

El rombo tiene todos sus lados de igual longitud. Cojamos
dos de esos lados que tengan en comun un vértice del
rombo y representémosles por un vector. Como se indica en
la figura, las dos diagonales estardn asociadas a los vectores
suma y resta respectivamente. Demostrar que las dos -
diagonales son perpendiculares es equivalente a demostrar B
que estos dos vectores que las representan son
perpendiculares: A

oV
> |

oo

N



BrafB-A)=2-a G A0 (5e3)2(5-4)



