CCBol98 “Sistemas no lineales. Conceptos, algoritmos y aplicaciones”

V CONFERENCIA NACIONAL DE CIENCIAS DE LA
COMPUTACION
CCBOL'98
Del 16 al 20 de Noviembre 1998 en Potosi

Tutorial T2

SISTEMAS NO LINEALES. CONCEPTOS,
ALGORITMOS Y APLICACIONES

Prof. José Manuel Gutiérrez
Dpto. de Matematica Aplicada y Ciencias de la Computacion
Universidad de Cantabria (Espafa)
http://ccaix3.unican.es/~gutierjm

ResUmen

La aparicion de la geometria fractal y el estudidodesistemas ntineales han permitido
analizar y caracterizdendmenos irregulares que escapaban aéasicas de analisis
clasicas. En losiltimos afios han sido presentadas numeragéisaciones practicas que
muestran el amplio abanico de aplicaciones de @is@plina. Algunasaplicaciones
especialmente destacables concéaacterizacion de atractorextrafios de sistemas
dinamicos cadticos, el andlisis de algunos tipos irregulares de dsengmwrales
(meteoroldgicas, econdémicas, etc.), el andlisis de la estructura de las secuefbibls de
etc. Eneste tutorial se presentdos conceptos basicos de de@ometria fractal y los
sistemas no lineale@lesde un punto de vistadrico y computacional) y se describen
algunas aplicacionegracticas. Conobjeto de ilustrar nuevas posibilidades en la
programacion cientifica, se mostrara la forma de implematganos de loslgoritmos
que se describen en el tutorialediante elprogramaMathematica Este programa
incorpora eficientes herramientas de programatidcional, quepermiten realizar los
calculos de forma sencilla, y herramientas de representgcidica, para observar los

resultados directamentatroduccion
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Durante muchos afos los sistemas y modelos lineales han sido utilizados sistematicamente
para describir y modelar la dinamicarmechos sistemas fisicos, quimicos, econémicos,

etc. Sin embargo, en ladtimos afios se ha comprobado que los sistemakneales

pueden presentar dinamicas muy complejas que no pueden aproximarse mediante modelos
lineales.Quizas el mas clarejemplo este fendmeno lo constituylrs conjuntos de
Mandelbrot y deJulia. Estos conjuntos son tapresentacion grafica des infinitos
comportamientos que se obtienen al iterar una ecuaciotineal (una ecuacion
cuadratica). Por el contrario, la iteracion de una ecuacion lineal sélo puede dar lugar a dos
situaciones distintas: puede converger a un valor constante, o divergir a iEfitola

gran variedad de comportamientos posibles de un sistent@ealoel conocido porcaos
deterministadestaca por su complejiddds sistemagadticosson sensibles a pequefas
perturbaciones externas y, por tanto se comportan de forma impredecible, a pesar de estar
definidos por ecuaciones deterministas.

La geometria fractal y la teoria fes sistemaslinamicos estamntimamenteligadas, ya
gue la region del espacioacia laque tiende asintéticamente una Orhitdtica tiene
estructura fractalafractoresextrafio. Por tanto, layeometria fractal permite estudiar el
soporte sobre el que skefinenlos sistemaglinamicos cadticod.os objetosfractales
tienen propiedades muy particulares, como la autosemejanzay la aparegular, que
permiten caracterizarlos en base a medidas cuantitativas relativas gaadw de
irregularidad. La mas popular de estas medidastitativas es la dimension fractal, una
extension de la dimensién euclidea para objetos autosemejantes.

Geometria Fractal

La geometria tradicional (euclidea) se encarga dertgsedades y de las mediciones de
objetos tales compuntos, lineas, planos y volumenesdiferencia deestos objetos
geomeétricos clasicos, que poseen propiedades de continuidad y diferenciabilidad, existen
otros objetos geométricos irregulares que presentan estructura a cualquier tsoafa y

un namero infinito de singularidadépuntos no diferenciablesEjemplos deestos
objetos sorlas formas encontradas en la naturaleza, corantafias, franjasosteras,
sistemas hidrograficos, nubes, hojas, arboles, vegetales, copos de nieve, y un sinnimero
de otros objetos que no son facilmente descritos por la geometria tradicional. La geometria
fractal provee una descripcidmatematica destas formas irregulares que se denominan
fractales Una de lagrincipales caracteristicas dies fractales es la invarianza a los
cambios de escala; dgcir, unobjeto fractalposee estructura a cualquescala formada

por copias de si mismo a menor escala. La siguiente figura muestra tres fonjtEes

tipicos (el helecho dBarnsley, ekistema de funciones iteradéig-Zag, y triangulo de
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Sierpinsky). Podemos ver que, por ejempldriéhgulo de Sierpinskgsta formado por
tres copias de si mismo (a escala 0.5).

Los fractales fueron concebidos aproximadamente en 1890 por el francés Henri Poincaré,
gue fue pionero en el estudiaalitativo delos fenébmenos no lineales. Sideas fueron
extendidas mas tarde fundamentalmente por dos matematicos Gaston Juliafyakierre

hacia 1918. El estudio fue renovado en la década de los 70 gracias al fuerte impulso dado
por el desarrollo de la computadora digital. Benoit Mandelbrotsaeexperimentos de
computadora, es considerado como el padre dedmetridractal. El acufié lgalabra

fractal derivandola del adjetivo latfractus. Elcorrespondiente verblatino: frangere,
significa romper, crear fragmentos irregulares.

Gaston Julia Benoit Mandelbrot

El desarrollo de la geometrfeactal ha permitido obtener pardmetros cuantitativos para
definir el “grado de irregularidad” de un determinadijeto. Uno de loparametros mas
representativos es el @mensionfractal, una generalizacion de la dimensiéuclidea
para objetos autosemejantes.

Dimension Fractal

El concepto de dimensibauclideaasigna un numero natural las distintos objetos
geométricos que pueden definirse en un espacio dado. Por ejempémjumto contable
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de puntodienedimensioncero,una curva dimensiéono, una superficie dimension 2,
etc. Este concepto de dimensidiene diversasinterpretaciones intuitivagomo, por
ejemplo, el nimero de grados de libertad que son necesarios para definir el objeto.

D=0 D=1 D=2
DIMENSION

Otra forma de entender el concepto de dimension esiglaiente. Si partimos de un
segmento de longitudl, y lo partimos en segmentos de longitudbtendremosN(L)
partes, de manera qdEL).L"1 = 1, cualquiera que sda

Si el objeto inicial es urtuadrado de superficié, y lo comparamos con unidades
cuadradas, cuytado tenga de longitud, el nUmero de unidades que es necegaia
recubrirloN(L), cumpleN(L).L"2 = 1

De todo esto podemos generalizar que la dimension de un objeto geométrico es el nimero
D que cumple:

N(L).L"D=1 = D= log (N(L))/log(1/L) (1)

dondeN(L) es el nimero de objetos elementales, cudiglades, ddamafoL que
recubren el objeto.

Asociado al concepto de dimension esté deglede potenciad.a “medida”(longitud y
area erlos ejemplos anteriores) de un objeto de dimen8idmedido a escala=1/L se
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calcula comom = sP. Como se vera mas adelante, las leyes de potesuridipicas de
objetos con autosemejanza.

En el caso de fractales, que no poseen una escala caracteristica, el concepto de longitud no
estd claramente definidiCuando se quierenedir unalinea fractalcon una unidad
determinada, siempre habra objetos mas finos que escaparan a la sensibilidad de la regla o
el instrumento utilizadgpor tanto, anedida quewumenta lasensibilidad del instrumento
aumenta la longitud de la linea.

Tomemos, por ejemplo, la curva de Koch.

Cada paso en la génesis de la curva aumenta un tercogsud. Asi,cuando medimos
este objeto a escalas cada vez mas finas nos vamos encontrando con:
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La longitud de cada curva es 4/3 la de la anterioddes, lacurva deKoch (construida
en el limite del proceso anterior) tiene longitud infinita.

El concepto de dimension fractal extiende la idedidensioneuclidea dada efi) para
abarcar a este tipo de objetos. Ahdid,) es el nimero de conjuntos de longitudjue
hacen falta para cubrir el objeto (una definicion méas rigurosa de la diméasidhes la
dimensién deHausdorff, definida por Felix Hausdorff en 1919). Poejemplo, la
dimension fractal de la curva de Koch es

D = log(4)/log(3) = 1'2618...

Se suele aceptar, e includefinir, que unobjeto es fractab6lo cuando su dimension
fractal es mayor que su dimension euclidea. A continuacion se muestran algunos objetos
fractales y su ubicacion comparativa, en relacion a sus dimensiones.

® O *—O0—O0—0

Cantor Set Koch Curve

D =0.625 D =1.260

Sierpinsky Triangle
D =1.585

Modelos Fractales

En la actualidad existenumerososmodelo matematicogue permiten definir objetos
fractales asociados con problemas particulares. Por ejemplo, se puede construir una curva
de interpolacion fractal asociada a un conjuntopdetos; tambiénson populares los
paisajes fractales creadpsr ordenador y qusimulan paisajes reales de continentes,
islas, etc.; otroobjetos fractales popularesn los atractores extrafios asociados a
sistemas dindmicos no lineales (como el atractor de Lorenz mostrado en la siguiente
figura).
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FRACTALS

Fractal
Landscapes
Fractal
Interpolating
curves
Strange
Attractors

Uno de los modelos matematicos mas populares para crear objetos fractales es el conocido
por sistema dduncionesiteradas (IFS). Enestecaso, elfractal esta definido como el

unico subconjunto invariante a la unién de un conjunto finito de transformatieass

que forman elFS (por tanto, efractal se pueddescomponer en un conjunto finito de
copias afines de si mismo). Estos modelos se analizan con detalle en Barnsley (1988).

Aplicaciones

Como ejemplos de aplicaciones degEometriafractal, a continuacion se describe una
simulacion de un proceso erosivo y un método de compresion.

Modelo de Erosion

En la figura siguiente se muestra un paisaje fractal recrpadoordenador (figura
superior) y una version erosionada de esisaje (figura inferior) creada con un modelo
fractal deerosion en el que las irregularidaddsl terreno se van incrementando en
funcion de parametros que simulan la erosion fluvial.
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Algoritmos de Compresion Fractal

Las técnicas de compresifractal estarbasadas en los sistemas de funcidteradas

antes descritos. Aun cuando una imagen nposeeaparentemente la propiedad de
autosemejanza, es posible que algunas partes de ella sean semejantes a otras. Por tanto, si
encontrasemos las transformaciones lineales necesarias para que distintos subconjuntos de
la imagen setransformen enotros, podriamos reemplazar la imagerpor las
transformaciones que la definen (cada transformdiéal en elplano viene dadaor 6
parametros). De esta forma se puede comprimir eficientemente una imagen.

A continuacion se muestrdns resultados obtenidos tras dos compresidraesales

distintas, de distintas calidad, en las quieagen se descompone leloques de distinto

tamanfo, segun la calidad de compresion deseada.
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Fractal Image Compression

Lenna 256 colors (gray scale)

BMP Fractal Fractal
66330 bytes 24619 bytes 2852 bytes

Iteracion (los conjuntos de Julia y Mandelbrot)

Anteriormente ya se mencioné quedladmica iterativa de ecuaciones no lineales puede
dar lugar a una gran variedad de comportamientos. Por ejemplo, consideremos la funcion

7 +c, para distintos valores de Paraiterar estaecuacion, comenzamos con lo que

2

llamaremos unaemillapara la iteracionzy. Aplicando la funciénz® + ¢ a Zyobtenemos
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71 = 75° + ¢, y asi sucesivamente. lista deniimerosz, z, z,,..., generadaoor esta
iteracion se denominada orbita gg Cabe preguntarse:

» ¢ Cudl es el destino de estas orbitas?

» ¢Convergen o divergen?

» ¢ Son ciclicos o se comportan erraticamente?

Comencemos con unos ejemplos. Consideremos elwaldr. Si elegimos la semillg,
la 6rbita es: z0=0, z1 =1, z2 = 2, z3 = 5, z4 = 26; es decir, la 6rbita diverge.

Si ahora suponemos que ¢ = -1, para la semilla O la érbitaes z0=0,z1=-1,2z2=0, z3 =
-1, z4 = 0. Vemos que la 6rbita oscila entre los valores 0 y -1 (un ciclo de periodo 2).

2

-2

Para valores distintadel parametro, la érbita puede oscikemtre un nimero mayor de
valores (c = -1.3)

2

=2
o incluso oscilar de formaparentemente erratica (c-%£.9). Este Ultimocaso es el
conocido por caos determinista.

10
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En general, labrbita asociada a un nuimero complgera una O6rbita de numeros
complejos, pero lalinamica es lamisma. La figurasiguiente muestrdos procesos
iterativos asociados a tres condicionegiales distintas(los numeros complejos
0.27+0.28i, -0.52+0.24i, y -1.01+0.54iespectivamente). Podemos ver quaentras
las oOrbitas de los primeros valorpermaneceracotadas, larbita de la tercera semilla
diverge.

“1.01+0.54i

" ey
0.27+0.281

| I
' I
05 1.0

~

Asimismo, no todas las Orbitas quegermanecen acotadas presentan el mismo
comportamiento: mientras unas convergen a un valor conste (como en la figura anterior),
otras oscilarentre un numero finito deuntos(como en la figura siguiente) ancluso,

oscilan en un dominio acotado de forma aparentemente erratica.

log—/—

® 0,20+0.50i

1

=

1
1
I

-1.0 ——
El conjunto de Mandelbrot es una version gréfica de los posibles comportamientos de este
proceso iterativo. El conjunto ddandelbrot estd formadpor aquellos valores del
plano complejo tales que la oOrbita de 0 esta acotada. La siguiente figura muestra la
complejidad de este conjunto que esta formamlocopias anenor escala de si mismo
(autosemejanlaEsta es una caracteristica propia de los objetos fractales.

11
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La compleja estructura de estenjunto se puede apreciar ampliando distintas regiones
consecutivamente como se muestra en la siguiente figura

12
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De la secuencia de ampliaciones puelservarse la estructuautosemejante de este
conjunto (contiene copias de si mismo a escalas menores).

A continuacién se muestraios formas posibles denplementar un comando para
representar el conjunto de Mandelbrot: utilizando el lenguaje C y utilizando el programa
Mathematica (ver Wolfram, 1996).

Implementacion del conjunto de Mandelbrot en C

Para lamplementacion de un algoritmo para representar el conjunto de Mand@éllorot

es necesario responder a la siguiente pregunta: ¢Como sabemos si la Orpiaaden
valor de ¢ dado realmente escapa ahfinito?. El criterio de escape (facilmente
comprobablenos dice que una érbita diverge si alguna vez sale del circulo de radio 2
centrado en el origen.

#include <graphics.h>
#include <conio.h>

void main()

int sx=320; /IScreenwidth

int sy=240; /IScreenheight

double xmin=-2;  //smallest real value (x-axis)

double xmax=1.25; /flargest real value (x-axis)
double ymin=-1.25; //smallest imaginary value (y-axis)
double ymax=1.25; //largest imaginary value (y-axis)
int maxiter=96;  //Max number of iterations

double old_x; /temporary variable to store x-value
double fx,fy;
int m; /Ivariable to store number of iterations

int gd=VGA,gm=2; //MS-DOS spesific graphics-init.

double dx=(xmax-xmin)/sx; //how much to add for each x-pixel?
double dy=(ymax-ymin)/sy; //how much to add for each y-pixel?

int px; /Nariable storing current x-pixel
int py=0; /Nariable storing current y-pixel
double x; /\Variable storing current x-value

double y=ymin; /Nariable storing current y-value
initgraph(&gd,&gm,"c:\tc\ogi\\"); //code. Update the path!!!

while (py<sy) {
px=0;
X=Xmin;
++;
while (px<sx) {
px++;

fx=0;

13
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fy=0;

m=0;

do{
old x=fx;
Ix=ffx-fyrfy+x;

fy=2*old_x*fy+y;
m-++;

} while (At fx+Hy*fy)<4) && (m<maxiter));
putpixel(px,py,m); //MS-DOS spesific code to give pixel(x,y)
[lthe color (m)
X+=dx;
y+=dy;
}
getch();

closegraph(); /IMS-DOS spesific code to close
graphicscreen

Este es el programa que se ha utilizado para obtener los gréaficos antesgeesicando

el tamafio del dibujo (variableg y sy ), los valores maximoy minimo de las partes
reales (xmin y xmax) y de las partes imaginarias (ymin e ymax), asi como el maximo
numero de iteraciones realizado para comprobar si la orbita converge o diverge
(maxiter ). Notese que cuanto mayor sea este ultimo valor, mejor sera la precision del

grafico.
Implementacion del conjunto de Mandelbrot con Mathematica

La implementacion del algoritmo anterioon el programaViathematica esnucho mas
sencilla e intuitiva.

mandel = Compile[{{n,_Integer},{c0,_Complex}{r, Real},
{lim,_Integer}{i,_Integer},{j,_Integer}},
Module[{dx=r/(n-1),dy=r/(n-1),z=l,c=l,k=1},
Z=0; c=c0+(2*-1-n)*dx+(2*-1-n)*I*dy; k=0;
While[Abs[z]<2 && k<lim, z=z"2+c; k++]; K] ];

n=50; ans=Table[mandel[n, -0.5+.0*1, 1.5, 60, i, j}.{i,1,n}, {j,1,n}];

ListPlot3D[ans, ColorFunction->Hue, ViewPoint->{1.317, -1.859, 2.502}]

14
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ListDensityPlot[ans//Transpose, Mesh->False];
50F

40+

30

20

10

Los Conjunto de Julia

Paracalcular el conjunto de Mandelbnobs interesabamos soélo por dabita de 0 para
cada valor de. Para los conjuntos Juliiiamos un valor de y luego consideramos el
destino de todas las posibkamillas para ese valor fijo de Aquellas semillas cuyas
orbitas no escapan, forman el conjudtdia. Portanto obtenemos un conjunto Julia
diferente para cadadiferente. En la siguiente figura se muestiaa conjuntos ddulia
distintos para dos valores de

15
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c = -1.037 + 0.17 i c=0.295 + 0.55 i

Uno de losteoremas mas sorprendentes degdametria fractal data dE919 y fue
comprobado por Gaston Julia y Pierre Fatou. La Dicotomia Fundamental panad&n

Z +ces: para cada valor deel conjunto de Julia es o un conjunto conexo (una pieza) o

un conjuntocompletamentelisconexo (infinitagpiezas). Sorprendentemente, esrlaita

de 0O la cual determina si wonjunto de Julia es 0 no conexo: si la orbite8dd&Ende a
infinito entonces el conjunto de Julia es un conjuntccolexo, y si ladrbita de0O no
tiende alinfinito, entonces es un conjuntmnexo. Por tanto, $omamos valores de
dentro del conjunto dMandelbrot, tendremos un conjunto de Julia conexo y, en caso
contrario, el conjunto sera totalmente disconexo.

Sistemas Dinamicos

La teoria de sistemas dinamicos estudia aquellos modelos que evolucionan en el tiempo y
gue pueden ser descritos o breadiantefunciones o mapas (sistemgiscretos), dien
mediante ecuaciones diferencial@istemas continuos). Por ejemplas conjunto de
Mandelbrot y Julia anteriores resultan del sistema dindmico distaelm por elmapa

Z+c.

Uno de los sistemas dinamicos mas populares y simpé&syegpalogisticq dado por el
mapa cuadratico(y+1 = f(r,x,) =r X, (11— X,), donden juega el papel delempo. Este

mapa esté definido en el intervalo unidad (0,1), para valores del paréimg@gal], y en

16
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el intervalo(—%,g) parar (] [-2,0]. En Mathematica estaapa puedeéefinirse como una

funcion, que depende del parametro
Logistic[r_]:=Function[x, r x (1-X)];

Este sistema fue propuesto originalmente para simutae@miento de poblaciongser
May, 1976).Dadauna poblacionnicial Xy, la poblacion del afio siguiente se obtiene
mediantex; = f(r, Xg) donde el parametnoes la tasa de crecimiento deplablacion.
Repitiendo este procesterativo se obtienesucesivas poblaciones correspondientes a
afios consecutivos. Como yaencionamos anteriormente, la secuencia obtenida se
denomina ladrbita del punto xg. Las herramientas de programacion funcional de
Mathematicapermiten definir de forma sencilldiversosalgoritmos iterativos para el
calculo y tratamiento de 6rbitas asociadas anapaarbitrario. Por ejemplo, @omando
Orbit[map, x0, n] utiliza lafuncion NestList ~ de Mathematicpara obtener una
oOrbita den puntosasociada con la condicidnicial x0. Por otra parte, elcomando
IterativeProcess[map, x0, {min,max}] ilustra el procesdterativo obtenido

(X0 Xn+1) = Xn+1,Xn+1) = (Xn+1,Xn+2) €n el espacio de retrasos correspondiente

(Xn s Xn+1)-
Orbitfmap_,x0_,n_]:=NestList[map, x0, nJ;

IterativeProcess[map_,x0_,{min_,max_}]:=
Module[{fr,orb},
orb=0Orbit[map,x0,50];
fr=MapThread[Line[{{#1,#1},{#1,#2} {#2,#2}}]&,
{DropJ[orb,-1],Drop[orb,1]}];
Show[Plot[{map[x],x},{x,min,max}],Graphics[{fr}]]

Con laayuda de este comando podenanslizarlos distintoscomportamientos de las
orbitas, dependiendo del valor de la tasa de crecimieRtra ciertos valores deste
pardmetro, la poblacion convergesintéticamente a un ciertealor. Este valor se
denomina un punto fijo del sistema:

Show[GraphicsArray[
{ListPlot[Orbit[Logistic[2.6],0.1,2100]],
IterativeProcess|[Logistic[2.6],0.1,{0,1}]}]

17
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Xn 4l
1 1
0.5 0.5
0.6 0.6
0.% 0.4
0.2 0.2
I:ll:l loon El:ll:ll:ln I:ll:l Ou.20.20.6 0.5 1:':11_

Cuando se incrementa el valor galrametro, el sistema oscéatredos puntos distinto.
Esta drbita se denomiperiodica de periodo:2

Show[GraphicsArray|
{ListPlot[Orbit[Logistic[3.2],0.1,2100]],
IterativeProcess[Logistic[3.2],0.1,{0,1}]}]]

Xn Xn4l
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.
0.2 u.zz
% 1000 zooo™ I:ln:u 0.20.20.60,5 1:':1'l

Si se sigue incrementando el valla parametro, slega auna zona donde las o6rbitas
evolucionan de forma aparentemente aleasmiae un conjuntifinito de puntos.Este
comportamiento se conoce cogams determinista

Show[GraphicsArray|
{ListPlot[Orbit[Logistic[3.9],0.1,2100]],
IterativeProcess[Logistic[3.9],0.1,{0,1}]}]]

Xn X4l
g 1
£
0.5 0.5
0.6 0.6
0.4 0.4 ,|l1
i T Pasel ey 0.2
B A A A1) 1".
IL 0 Xn
u} loon 2000 000 0 0.20.20.,60,5 1

18
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Los distintoscomportamientos del sistema para diferentes valores del parametro se
pueden observaualitativamente en el llamadtiagrama debifurcacién que se obtiene
representando en un eje (eje y) las oOrbitas asintéticanaged (parainacierta condicion
inicial), para distintos valores del paramdige x). El comandoBifurcation[map,
{p,pi,pf,np},n] dibuja el diagrama deifurcacion delmap considerando 6rbitas de
n-puntos y rechazando el comportamiento transitorioicial (para obtener el
comportamientoasintético). Este comando considenp valores distintos de los
parametros en la regifor pi apf.

Bifurcation[map_, {p_, pi_, pf_, np_}, n_]:=
Module[{pp},ListPlot[ Flatten]
Table[({pp,#})& /@ Drop[Orbitimap /. p->pp][0.5,n+50],50],
{pp,pi,pf,(pf-pi)/np}],1], Axes->False,Frame->True,
PlotStyle->{PointSize[0.003]}]]

Por ejemplo, lasiguiente figura muestra el diagrama de bifurcacién completondpa
logistico, considerando valorelel parametro de crecimiento en el intervé®,4). El
mapa logistico se define normalmente paakores del parametro en el intervd®,4),
pues la poblacion estad normalizada en ese intervalo y el parametroaiom@spositivos.
Una vision detallada de esta zona se muestra en la siguiente figura.

Show[Graphics[{Rectangle[{0,0},{1,1},
Bifurcation[Logistic([r],{r,-2,4,250},0.5,200,]],

Rectangle[{0.3,0.5},{0.7,1},
Bifurcation[Logistic][r],{r,0,4,100},0.5,200]]}]]

0.5
0.5
0.4
0.2 P |
- _,—'-'"'-_ |

. 2 2.5 5 3.5 ‘]:f.-_____,.-' H““-"j
-

- -

. ..-"

=_
.-":

! r

-1 o 1 2 ] g

19



CCBol98 “Sistemas no lineales. Conceptos, algoritmos y aplicaciones”

El diagrama de bifurcacién ayuda a entender los distintos comportamiensistetelb. A
medida que se incrementa el valor del paranmegb sistema sigue una secuencia de
comportamientos periddico$; 2, 4, ..., que se denominaita al caos por doblamiento

de periodosesta ruta tiene propiedades universales parammpiia gama denapas (mas
detalles en Schuster, 1989). Cuando se incrementa el valor del parapwtemcima de

un valor critico r.=3.569..., elsistema se vuelve impredecible y presenta caos

determinista. Por tanto, en mlapa logistico etaosaparece como consecuencia de la
acumulacion de un numero infinito de Obitas periddicas inestables que resultan de la ruta
de bifurcacion de periodos. Es decir, la érbita impredecible descrita por un sistema caético
evoluciona en un espacio lleno de 6rbitas periddicas ines{alé3s)que influencian la
dinamica delsistema.Esta interesante propiedad lds sistemasadticos se denomina
complejidad de 6rbitag se utiliza, por ejemplo, para controlar la evolucion de un sistema
cadtico atrayéndolo hacia una de las orbitas inestables (Ott, Grebogi, y Yorke, 1990)

Como ya se ha mencionado, los sistemasaeportamiento regular s caoticos se
diferencian en los efectos que pequefios cambios en las condiciones ipiodieen en

las orbitas; es decir, se diferencian en su sensibilidad frente a perturbaciones externas. En
la siguiente figura puede verse como una Orbita periddica es insensible a perturbaciones
(incluso grandes) introducidas en las condiciones iniciales. Sin embargistema

cadtico es muy sensible incluso a pequefios cambios.

MultipleListPlot[Orbit[Logistic[3.2],#,40]& /@
{0.8, 0.8+0.02, 0.8-0.02}]
MultipleListPlot[Orbit[Logistic[3.9],#,40]& /@

{0.8, 0.8+107(-8), 0.8-107(-8)}]
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Xns¥nosEn

Figura. Tres orbitas distintag,, yn, Y Z, correspondientes a un mapa logistico
periddico con condiciones iniciales 0.8, 0.8+0.02, y 0.8-0.02 (figura superior) y un

mapa cadtico con condiciones iniciales 0.8, 0B, y 0.81078 (figura inferior).

Los exponentes de Lyapunsen una medida cualitativa de la sensibilidad de un sistema a
los cambios en las condiciones inicialéSstos exponentesniden la separacion
exponencial de orbitas cercanas desigtema. Por tanto, si ekponente es negativo las
Orbitas seacercan (comportamientegular), mientras que si es positivo las orbitas se
alejan exponencialmente (comportamiecgmdtico). EI comandayapunovExp[map,

x0,n]  permite calcular el exponente de Lyapunov de un mapa 1D a partir de una orbita
de n puntosdel mismo. Eneste caso, elexponente se obtiene de forma simple
promediando lodogaritmos de las derivadas delapa a lo largo de la orbitgver
Schuster, 1989). En general,célculo delos exponentes de Lyapunov de miapa n-
dimensional secalcula deforma analoga a partir des valores propios de Imatriz
jacobiana del mapa a lo largo de la 6rbita.

LyapunovExp[map_,x0_,n _]:=Plus @@ (
Function[x,Evaluate[Log[Abs[D[map[x],x]]]]] /@
Drop[Orbitfmap, x0, n+500],500])/n

Por ejemplo, la siguiente figura muestra el diagrama de exponentes de Lyapunov del mapa
logistico para valores del parametro en el inter{@Jé). Sicomparamos este diagrama
con el de bifurcacion se puede ver que los regimenes periddicos estan asociados a valores

negativos del exponente, mientras que regimenes caodticos tienen exponentes positivos.

Plot[Lyapunov[Logistic[r],0.5,500],{r,0,4}]
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1e

La rica estructura del diagrama de bifurcacion pgr tanto, del sistema es una
consecuencia de los cambios de estabilidad de las distintas Orbitas periddicas del sistema
en funcién del parametro Una orbita periddica de periodo uno (o punto fi@) se dice

estable si atrae 6rbitas cercanas, es decir,

[ f (), | <1,
y se dicdnestableen caso contrario.
Los comandosPeriodicPoints[map,x,n] y Stability[map,x,r,fp,n]

permiten analizar la estructura analitica del diagrama de bifurcacion de forma sencilla:
FixedPoints[map_,x_,n_]:= Simplify[Solve[Nest[map,x,n]==x,X]];

PeriodicPoints[map_,x_,n_J]:=
x/. Complement[FixedPoints[map,x,n],FixedPoints[map,x,n-1]];

Stability[map_,x_,r_,fp_,n_]:=
Module[{equ,s1,s2},
equ=D[Nest[map,x,n],x] /. x->fp;
{s1,s2}=Solve[equ==#, r|& /@ {-1,1};
Iff[s1!'={} && s2!={}, Sort /@
MapThread]List, {Flatten[r/. s1],Flatten[r/. s2]}].{}]

Por ejemplo, los puntos fijos del mapa son
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pl=PeriodicPoints[Logistic[r],x,1]

o

Como se muestra a continuacion, estos puntosggasianecen estables en las regiones
(-1,2) y (1,3), respectivamente.

Stability[Logistic[r],r,#,X,1]& /@ pl

{{-13}.{{13}}

Por tanto, si -1 « < 1, el punto fijorT_1 es inestable, mientras que el cero es estable.

Esto implica que todas las trayectorias del sistema convergeran asintéticamente a cero. Sin
embargo, cuando sicrementa el valor del pardmetro el sistema presenta una

bifurcacion tangentalonde el cero pierde la estabilidad y el punto ﬁ[& se vuelve

estable. Para valores mayordsl parametro, el punto fijor—_1 también pierde la
r

estabilidad y se vuelven estables dos puntos periédicos de periodo 2:
p2=PeriodicPoints[Logistic[r],X,2]

%l+r—\f—3—2r+r2 1414y ~3-2r +r2

E 2r 2r

MO

cuyas regiones de estabilidad son
Stability[Logistic[r],r,#,X,2]& /@ p2

{{{-11-6} {31+/6}} {{-11- 6} {31+~/6}}}

En este caso se tiene dos regiones de estabilidad para cada uno de los puntos. Para valores

de r >1++/6 se tienen cuatrpuntos periddicos de periodo 4, y asi sucesivamente.
Obsérvese que el célculo dstos puntos periddicasvolucra polinomios de gradgeis,

gue no pueden resolverse de forma simbdlica. En este, sepuede obtener una
aproximacion numérica destos puntos con ebmandoNFixedPoints[map, X,

n] . Este comando permite ilustrar [@opiedad de complejidad de 6rbitas antes
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mencionada. Poejemplo a continuacién se muestréodas las Orbitas periddicas
inestables hasta periodo ocho que coexisten con el atractor cadtico del mapa logistico:

NFixedPoints[Logistic[3.9],x,8]

{0.,0.00570386,0.00717971,0.0636502,0.0656863,0.0691803,0.0750764,
0.0917974,0.0919389,0.0974435,0.100562,0.104305,0.111837,0.114523,
0.121947,0.124823,0.132653,0.156816,0.180986,0.213536,0.237367,
0.289332,0.301209,0.358974,0.358974,0.385122,0.388375,0.413084,
0.43037,0.448718,0.465846,0.467459,0.476801,0.578097,0.619508,
0.697677,0.71665,0.74359,0.74359,0.74359,0.74359,0.75911,0.801914,
0.803777,0.827517,0.848259,0.897436,0.897436,0.9193,0.951213,0.964744}

El fendmeno de creacion y destruccionpmlmtos fjioscomo transicion al caos no es
exclusivo de este tipo deapas, sin@uetambién esta presente en mapas de dimension
mayor e incluso se ha observado ramimerosos sistemas continuos (gobernados por
ecuaciones diferenciales). Consideremos ahora el mapa de Hénon (Hénon, 1976):

1
(Xn+1:Yn+1) = F(r Xn,yn) = @-r X% +Yn’§Xn)

Henon[r_] :=
Function[x,{1-r x[[1]]"2+x[[2]], 1/3 Xx[[1]]}]

Igual que en el caso anterior, dependienddodevaloresdel pardmetrar, el sistema
presenta distintos comportamientos asociados con dinacaédsas (transienthaos,
interior crisis, etc.). Poejemplo, para = 1.282 elsistema es caotico. El diagrama de
bifurcacion de la variable x se muestra en la siguiente figura:

Bifurcation[Henon[r],{r,0,1.3,250},{0.5,0.5},150]

24



CCBol98 “Sistemas no lineales. Conceptos, algoritmos y aplicaciones”

En este castambién podemos obtenelos puntos periddicos que forman rata de
bifurcacion al caos y estudiar su estabilidadr ejemplo, los puntos de periodos uno y
dos del mapa de Hénon se pueden obtener mediante:

pl=PeriodicPoints[Henon[r],{x,y},1]

1+,1+9r 1+\/1+9r 2+,/4+36r —2+,/4+361
3r - 18r

p2=PeriodicPoints[Henon[r],{x,y},2]

+,/=3+9r -1+, -3+9r ~1+,/=3+9r 1+,-3+9r
3r or 3r ' or

En estecaso, laestabilidad depende dbs autovalores de lamatriz jacobiana
correspondiente:

ev=Eigenvalues[D[Henon[r][{x,y}].#]& /@{x,y}]
{é(—Gr x—\/12+36r2x2),é(—6r x+\;““‘12+36r2x2 )}

El siguiente comando muestra que los puntos periodicos anteswresestablegpues al

menos uno de los valores propios es positivo (es decir, las Orbitas se separan
exponencialmente en alenos una direccion). Los puntos periddicos corawtovalor
positivo y otro negativéienen una direccion principal qudrae orbitas cercanas y otra

gue las rechaza. Estqmintos, denominadossaddle nodes juegan un papel muy
importante en la dinamica del sistema.

(ev /l. {x->#[[1]],r->1.282})& /@ Union[pl,p2]
{{-0.2218,1.503},{-2.736,0.1218},{-0.1064,3.134},{-1.872,0.1781}}
La siguiente figura muestra el atractor extrafio (la Odatatica asintética) del mapa de

Hénonparar =1.282 y (Xg, Y9)=(0.5,0.5). Esta figuratambién muestrdos puntos
periodicos anteriores.

MultipleListPlot[OrbitfHenon[1.282],{0.5,0.2},2000],
pl/.r->1.282,p2/.r->1.282]
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Figura. Atractor cadtico del mapa de Hénon con dos puntos periédicos de periodo 1y
dos de periodo dos etiquetados como x y +, respectivamente.

El caos determinista también esta presente en sistemas continuos, descritos por ecuaciones
diferenciales. Uno de los sistemas continuodineales magamosos es el oscilador de
Duffing, que considera términos dazamiento y una fuerzexterna.Este sistema esta
definido por el siguiente sistema de ecuaciones de segundo orden (ver Moon, 1992):

3

X" +ax' +x° —x = fcos(wt)

0, de forma equivalente, por el siguiente sistema de tres ecuaciones de primer orden

X' =V

|]I
vV =-av-Xx

%’:w

dondev =x', z=wt, aes la constante de rozamientof y w son laamplitud y la

3+x+fcos(z)

frecuencia de la fuerzexterna. En lo siguiente seantienen constantes la constante de
rozamiento y la frecuencia exterra< 0.5 yw = 1) y se considera la amplitud de la

fuerza externbcomo el parametro del modelo.

Duffing[f_,w_]:={v, -1/2*v-x"3+x+f*Cos[z], w};
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Los puntos fijosdel sistemason aquellos en los que sanula el vector jacobiano
(x',v',Z') y pueden calcularsmedianteFixedPointsFlow[flow,vars] . En el
caso del oscilador de Duffing, en ausencia de fuerza extern@)( elsistema tiendres
puntos fijos erx=-1, 0,y 1.

fp=FixedPointsFlow[Duffing[0,w], {X,v,z}]
{{v->0,x—>-3 {v—->0,x->0 {v—->0,x—->1}
La estabilidad de estos puntos viene dada por los autovalores de matriz jacobiana:

ev=Eigenvalues[D[Duffing[0,w],#]& /@{x,v,z}]

L0 474201004 17— agy2
ﬁ),ml \17-48x2 57 H14 17 - 48 %

Los tres autovalores correspondientes a los puntos anteriores son:

Re[ev /.fp]
fo-2-Holm it mpfo-i-)

Por tanto,x = -1 y x = 1 son dos puntos fijosstable (la parte real dedos sus
autovalores es negativaxy 0 es un punto fijo inestable. La figura inferior mueba

la etiqueta "f=0" una drbita atrapada en el puntaxfigol.

Cuando se aplica una fuerza externa al sistema, éste oscila alrededor de uno de los puntos
fijos estables (figura inferiolf=0.3"). Para valoreslel parametrd > 0.321 elsistema

recorre una ruta al cag®r doblamiento dgperiodos quéiene supunto deacumulacion

en f, = 0.3586. Por tanto, valores mayores del parametro dan lugar a dinamicas caoticas.

Para f, < f < 0.386,las orbitas caoticas permanecen atrapadas oscilartdonena un

s6lo punto. Poejemplo lafigura inferior (f=0.37) muestra una érbitaasticaoscilando
alrededor depunto fijox = -1. Cuando sencrementa el valor del parametro la orbita
caodtica salta de un lado a otro del espacio, oscilando entre los dos puntos fijos ("f=0.39").

El comandaoOrbitFlow[flow, x, x0, {t0,t1,dt}] implementa un algoritmo

de Runge-Kutta de cuarto orden para resolver un sistema de ecuatamites Por
ejemplo, permite obtener las siguientes orbitas del oscilador de Duffing.
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Show[GraphicsArray[Show][
OrbitFlow[Duffing[#,1],{x,v,z},{0.,1.,0.},{0,160,0.05},
Show->Plot]& /@{0.,0.3,0.37,0.39}]
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