m REDES BAYESIANAS NORMALES
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En una red bayesiana normal, las variables X son
normales N (u, ) con funcién de densidad:

(2m) 2|5 exp {—1/2(z — p) SN @ — p)},

donde u es el vector n-dimensional de medias, X es
la matriz n x n de covarianzas, |3| es el determinante
de ¥, y u! es la traspuesta de .

Como en toda red Bayesiana, la funciéon de densi-
dad conjunta puede escribirse como producto de las
funciones de probabilidad condicionadas:

i—1
f(xi|m) ~ N (/iz' +j§1 Bij(xj — y), U@') , (1)
donde (;; es el coeficiente de regresion de X, en la
regresion de X; sobre los padres, II;, de X, y
vi =% — S X S

es la varianza condicionada de X;, dado II;, = m,
donde X; es la varianza incondicional de X;, >, son
las covarianzas entre X; y las variables de II;, y >,
es la matriz de covarianzas de II,.
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Obsérvese que 3;; mide el grado de relacién existente
entre las variables X; y X;. Si 8;; = 0, entonces X
no sera un padre de X;.

Una red Bayesiana normal depende de los parame-
tros {1, - -y tnts {01, o}, vy {Bi |7 < i}

Una funcién de probabilidad normal puede definirse
de forma alternativa mediante su vector de medias
1y su matriz de precision W = X~!. La trans-
formacién recursiva para pasar de {vy,...,v,} ¥y

{Bij:7<i}aW es:

n Bi+18i1 —Bin

W (i) " "
W(i+1) = _.Tj“ L (2)
1+
Vi+1 Vi+1

donde W(1) = 1/vy, W (i) es la matriz superior
izquierda ¢ X ¢ de W y [3; es el vector columna
Wiy 2 J <i} | |

Por tanto, se tienen dos representaciones alternativas

de la funcién de probabilidad de una red Bayesiana
normal.
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Considérese la red bayesiana de la figura sobre
{A,B,C,D} con f(a,b,c,d) ~ N(u,>), que puede
factorizarse como:

f(CL, b, c, d) — f(a’)f(b)f(c‘a)f(d‘a? b)? (3)

Universidad
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donde
fla) ~ N (pa,v4),
f(b) ~ N (up,vp)
f(cla) ~ N (uc + Boala — pa),ve),
f(dla,b) ~ N (up + Bpala — pa) + Bpp(b — ps),vp) .
Los parametros de esta representacién son

{:uAv 123292768 ,UD},

{UA, vB,vC, UD}) Y

{Bca, Bpa, Bos}-
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Una representacion alternativa la da W':

1 +5%A+512)A BpalBps  Bca  Bpa

VA (Yo UD UpD (Yo UD
9
Bpa BpB 1 n BHa 0 B Bpp
Up UB Up UpD
Bca 1
_red 0 = 0
(Ve vC
_ Ppa _Pbs 0 1
UD UD UD
La matriz de covarianzas resulta:
VA 0 Bcava Bpava
0 Up 0 BpBUB
Beava 0 B%  va +ve Bca Ppava

Bpava Bopvs Boafpava Lhiva+ PBhzvs+vp

Considerando nulas las medias, uno las varianzas,
Boa=1, Bpa=0.2y Bpg = 0.8, se tiene

1.0 0.0 1.0 0.20
0.0 1.0 0.0 0.80 (4)
1.0 0.0 2.0 0.20|°

0.2 0.8 0.2 1.68

—
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Teorema 1 Distribuciéon normal multivariada.
SeanY y Z dos conjuntos de variables aleatorias con
funcion de distribucion normal multivariada cuyo
vector de medias y matriz de covarianzas son

Ly 2yy ZYZ)
p— P— ,
3 ( Hz ) Y ( 2zy 277

donde py y Xyy son el vector de medias y la ma-
triz de covarianzas de Y, uy y Xzz son el vector
de medias y la matriz de covarianzas de Z, y Xy
es la matriz de covarianzas de Y y Z. FEntonces,
la funcion de probabilidad condicionada de Y dado
Z = z es una funcion normal multivariada con vec-
tor de medias py|z—, y matriz de covarianzas Ly z—.,

donde

Wy|z=: = Hy T+ Eyzzélz(z - MZ)a (5)

2yiz—r = Zyy — YyzY Y2y (6)

é;onvemente actualizar de uno en uno los nodos
evidenciales
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(x Definicién de la funcién de probabilidad *)

M={0,0,0,0};

v={{1.0, 0.0, 1.0, 0.2},
{0.0, 1.0, 0.0, 0.8},
{1.0, 0.0, 2.0, 0.2},
{0.2, 0.8, 0.2, 1.68}};

(*x Nodos y evidencia *)

X={A,B,C,D};Ev={A,B,C};ev={1,3,2};

(* Actualizacién de M y V *)

NewM=Transpose [List [M]];

NewV=V;

For[k=1, k<=Length[Ev], k++,

(* Posicién del elemento i—ésimo de E[[k]] en X %)
i=Position[X,Ev[[k]]]1[[1,1]1];
My=Delete [NewM,i];
Mz=NewM[[i,1]];
Vy=Transpose [Delete[Transpose[Delete [NewV,i]],i]];
Vz=NewV[[i,i]];
Vyz=Transpose[List[Delete[NewV[[i]],i]]];
NewM=My+(1/Vz)*(ev[[k]]-Mz) *Vyz;
NewV=Vy-(1/Vz)*Vyz.Transpose [Vyz] ;

(* Eliminar el elemento ¢—-ésimo *)
X=Delete[X,i];

(* Imprimir los resultados *)

.0,
0

Print["Iteracion = ",k];Print["Nodos restantes = ",X];
Print["M = ",Together [NewM]];

Print["V = ",Together [NewV]];
Print["------—m——em—e o "];]
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Teorema 2 Considérese una red Bayesiana normal
definida en X = {X1,...,X,} con vector de media

1y matriz de covarianzas . Particionemos X, 1 y
Y en la forma X ={Y, 7},

[y 2yy EYZ)
o P— ;
2 ( 2% ) Y ( Yy 27z

donde puy y Xyy son el vector de medias y la matriz
de covarianzas de Y,y Xyyz es la matriz de covari-
anzas de Y y Z. Supongase que Z es el conjunto de
nodos evidenciales. Entonces la distribucion condi-
cional de cualquier variable X; € Y dada Z, es nor-
mal, cuya media y varianza son cocientes de fun-
ctones polinomziales en las variables evidenciales y
los correspondientes parametros en p y . Los poli-
nomios son como mucho de grado uno en las vari-
ables condicionantes, en los parametros de medias
y varianzas, y son de grado dos en los pardmetros
de covarianzas. El polinomio del denominador es el
mismo para todos los nodos.
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(* Vector de medias y matriz de covarianzas *)
mean={m,0,0,1,0};
var={{a,1,1,2,1},{1,2,1,-1,1},{1,1,b,-1,c},
{2,-1,-1,4,-2},{1,1,¢c,-2,6}};
(* Orden de conocimiento de la evidencia *)
evidencia={3,5}
(*x Probabilidades Marginales *)
For [k=0,k<=Length[evidencia] ,k++,
For[i=1,i<=Length[mean] ,i++,
If [MemberQ[Take[evidencia,k],i],
cmean=x[1i];
cvar=0,
meany=mean[[i]];
meanz=Tabla[{mean[[evidencial[j1]111},{j,1,k}]1;
vary=var[[i,i]];

cmean=Together [meany] ;
cvar=Together [vary],
varz=Tabla[Tablal[
var[[evidencial[[t]],evidencial[jl]]],
{t,1,kx}1,{j,1,k}1;
covaryz=Tabla[{var[[evidencia[[t]]]1][[i]1},{t,1,k}];
zaux=Tabla[{x[evidencia[[t]]]},{t,1,k}];
aux=Inverse[varz] ;
cmean=meany+Transpose [covaryz] .aux. (zaux-meanz) ;
cvar=vary-Transpose[covaryz] .aux.covaryz;]];
Print["Nodos evidenciales ",k," Nodo ",i];
Print["Media ",Together[cmean],"Var ",Together[cvar]];]]
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Considérese el conjunto de variables
X ={Xy,..., X5}
con vector de medias y matriz de covarianzas

m a 1 1 2 1

1 2 1 -1 1

u=10] vy X=]1 1 b —1 cl. (7)
1 2 -1 -1 4 -2

1 1 c —2 §

Notese que la media de X4, la varianza de X; y X3,
y la covarianza de X3 y X5 estan especificadas en
forma, simbdlica.

Se desea conocer las probabilidades marginales ini-
ciales de los nodos (no evidencia) y las probabili-
dades condicionales de los nodos dadas cada una de
las evidencias { X3 = x3} v {X3 = x3, X5 = x5}. Las
medias y varianzas condicionadas son expresiones
racionales, es decir, cocientes de polinomios en los
parametros.
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No Evidencia
X; Media Varianza
X4 m a
X5 0 2
X3 0 b
X4 1 4
X5 0 6
Evidencia X3 =z
X (bm + x3)/b (ab—1)/b
X, (z3)/b (26 —1)/b
X3 T3 0
Xy (b—ﬂf?,)/b (4b—1)/b
X5 (cx3)/b (6b —c?)/b

Evidencia X3 =3y X5 = T5

6bm — c*m + (6 — ¢)xs + (b — c)x5

6ab + 2c —ac* —b—6

6b — c?

(6 —c)xs+ (b—c)zs
6b — c2

x3

6b — c® + (2¢ — 6)x3 + (c — 2b)x;5
6b — 2

X5

6b — 2

1164+ 2¢ —2¢2 — 6
6b — 2

0

200+ 4¢c — 42 — 6
6b — 2

0
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