m SISTEMAS EXPERTOS

e cal BASADOS EN PROBABILIDAD

En las aplicaciones, la incertidumbre es lo comuin y
no la excepcion. Por ejemplo, una pregunta tipica en
diagnéstico médico es: dado que el paciente presenta
unos sintomas, jcual de las enfermedades posibles
es la que tiene el paciente? Esta situacion implica
incertidumbre puesto que:

e L.os hechos o datos pueden no ser conocidos con
exactitud. Por ejemplo, un paciente puede no
estar seguro de haber tenido fiebre. Hay incer-
tidumbre en la informacion asociada a cada pa-
ciente (subjetividad, imprecisién, errores, datos
ausentes, etc.).

e [l conocimiento no es determinista. Las rela-
ciones entre las enfermedades y los sintomas no
son deterministas, puesto que un mismo conjunto
de sintomas puede estar asociado a diferentes en-
fermedades.

Por ello, son necesarios los sistemas expertos que
traten situaciones de incertidumbre.
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m SISTEMAS EXPERTOS

e cal BASADOS EN PROBABILIDAD

Inicialmente, se eligié la probabilidad como medida
para tratar la incertidumbre, pero se encontraron
problemas, debidos al uso incorrecto de las hipdtesis
de independencia, utilizadas para reducir la com-
plejidad. Consecuentemente, surgieron medidas al-
ternativas a la probabilidad (factores de certeza,

credibilidades, plausibilidades, necesidades o posibil-
idades).

Lindley

“La unica descripcion satisfactoria de la in-
certidumbre es la probabilidad. FEsto quiere
decir que toda afirmacion incierta debe es-
tar en forma de una probabilidad, que varias
incertidumbres deben ser combinadas usando
las reglas de la probabilidad, y que el cdlculo
de probabilidades es adecuado para manejar
situaciones que implican incertidumbre. En
particular, las descripciones alternativas de la
incertidumbre son innecesarias.”
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Ui ver sidad PROBABILIDAD
de Cantaixia

Definiciéon 1 Medida de Probabilidad. Una
funcion p que proyecta los subconjuntos A C S en
el intervalo [0,1] se llama medida de probabilidad si
satisface los siguientes axtomas:

e Axioma 1 (Normalizacién): p(S) = 1.

e Axioma 2 (Aditividad): Para cualquier

suceston infinita, Ay, Ao, ..., de subconjuntos dis-
jJuntos de S, se cumple la iqualdad
0 0
b (191 Ai) - i§1p (4s). (1)

El Axioma 1 establece que, independientemente de
nuestro grado de certeza, ocurrird un elemento del
conjunto universal S (es decir, el conjunto S es ex-
haustivo). El Axioma 2 es una formula de agregaciéon
que se usa para calcular la probabilidad de la union
de subconjuntos disjuntos. Establece que la incer-
tidumbre de un cierto subconjunto es la suma de las

incertidumbres de sus partes (disjuntas). Notese que
esta propiedad también se cumple para sucesiones
finitas.
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Universidad PROPIEDADES DE LA PROBABILIDAD
de Cantabria
e Propiedad 1 (Normalizacion): p(¢) = 0.

e Propiedad 2 (Monotonicidad): Si A C B C
S, entonces p(A) < p(B).

e Propiedad 3 (Continuidad-Consistencia):

Para toda sucesién creciente 4; € A4, C ... o
decreciente A1 O Ay D ... de subconjuntos de S
se tiene

lim p(A;) = p(lim A;).

72— 00 1—00

e Propiedad 4(Inclusién-Exclusion) :

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB). (2)

La Propiedad 1 establece que la evidencia asociada
a una ausencia completa de informacién es cero. La
Propiedad 2 muestra que la evidencia de la perte-
nencia de un elemento a un conjunto debe ser al
menos la evidencia de cualquiera de sus subconjun-
tos. La Propiedad 3 puede ser considerada como
una propiedad de continuidad. La Propiedad 4 es-
tablece que p(A),p(B),p(AU B) y p(A N B) estan
relacionadas.
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m PROBABILIDAD CONDICIONAL

d%ﬂ:?hgrg?a%'aija E INDEPENDENCIA

Definicion 2 Probabilidad condicional.
La probabilidad condicional de X dado Y =y viene
dada por

YV — ) — oy — P Y)
p(X =z|Y = y) = p(z]y) o) (3)

Definicion 3 Independencia de dos variables.
Se dice que X es independiente de Y si y solamente
51

p(zly) = p(z), (4)

para todos los valores posibles x ey de X e Y; en
otro caso, X se dice dependiente de Y .

Si X es independiente de Y, resulta

p(z,y)/ply) = p(x),

que implica

p(z,y) = p(@)p(y). (5)
que es una definiciéon alternativa de independencia,
pero menos intuitiva.
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Lniver sidad
deﬂ::hgﬁama CONDICIONAL

Definiciéon 4 Dependencia e independencia
condicional. Sean X, Y y Z tres conjuntos dis-
jJuntos, entonces X se dice condictonalmente inde-
pendiente de Y dado Z, st y sdlo si

p(z|z,y) = p(z|2), (6)

En otro caso X e Y se dicen condicionalmente de-
pendientes dado Z.

Cuando X e Y son condicionalmente independientes
dado Z, se escribe I(X,Y|Z). Similarmente, cuando
X e Y son condicionalmente dependientes dado Z,
se escribe D(X,Y|Z2).

La definicion de independencia condicional lleva en
si la idea de que una vez que es conocida Z, el co-
nocimiento de Y no altera la probabilidad de X. Es
decir, si Z ya es conocida, el conocimiento de Y no
anade informacién alguna sobre X.

Una definicién alternativa, pero equivalente, de in-
dependencia condicional es

p(z,ylz) = p(x|2)p(y|2). (7)
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Ui ver sidad TEOREMA DE BAYES
de Cantaixia

El teorema de Bayes afirma que:

p(sl, Ceey Sk|€i)p(ei)
i oo ey — . 8
p(eils1 ) ezip(sl, ..., Sklei)p(e;) &

e La probabilidad p(e;) se llama probabilidad
marginal, prior, “a priori” o inicial de la enfer-
medad E = e; puesto que puede ser obtenida
antes de conocer los sintomas.

e La probabilidad p(e;|sq,. .., si) es la probabilidad
posterior, “a posteriori” o condicional de la en-
fermedad E = e;, puesto que se calcula después
de conocer los sintomas S| = s1,...,5, = s;.

e La probabilidad p(si, ..., sile;) se conoce por el
nombre de verosimilitud de que un paciente con
la enfermedad E = e; tenga los sintomas 57 =
S1y ..., O = Sk.

Por ello, se puede utilizar el teorema de Bayes para
actualizar la probabilidad.
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LI vt 5 dad ADENOCARCINOMA GASTRICO
de Cantaxia

Adenocarcinoma gastrico

e Probabilidad “a priori”: 440 de 1,000 pacientes
vomitan: p(v) = 0.44.

e Verosimilitud: El 50% de los pacientes con la
enfermedad vomitan: p(v|g) = 350/700 = 0.5,
mientras que sélo 30% de los pacientes sin la en-
fermedad vomitan: p(v|g) = 0.3.

e Verosimilitud: El 45% de los pacientes con la
enfermedad vomitan y pierden peso, p(v,plg) =
card(v,p, g)/card(g) = 315/700 = 0.45, mientras
que soélo el 12% de los que no tienen la enfermedad
vomitan y pierden peso, p(v,p|g) ~ 0.12.
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de Cantaixia

Sintomas: vémitos y pérdida de peso:
e Probabilidad inicial: p(g) = 0.7.

e Tras observar que V = v:

p(g)p(v|g)
p(g)p(v|g) + p(g)p(v|g)
0.7 x 0.5

p(glv) =

(0.7 x 0.5) + (0.3 x 0.3)
e Tras observar que V =vy P = p:
p(9)p(v,plg)

= = 0.

0.795 x 0.9
(0.795 x 0.9) 4 (0.205 x 0.389)

Bayesian Networks: Simulation
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795.

Plgo.P) = e ot plg) + p(@)p(o, PI3)
- 0.7 x 0.45 09
~ (0.7 % 0.45) + (03 x 0.12) ~
o también:
B p(glv)p(plg, v)
Plglo.P) = o (plg o) + p(G10)p(plg, o)

= 0.9,
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de Cantaxia

En un caso de diagnéstico médico, por ejemplo, los
posibles errores son:

e Error de Tipo I: Un paciente no tiene la enfer-
medad pero el doctor concluye que la tiene.

e Error de Tipo I1: Un paciente tiene la enfermedad
pero el doctor concluye que no.

Decision Estado de la naturaleza
médica S1

Si Decision correcta

No | Decisién incorrecta (Tipo II)

Decision Estado de la naturaleza

médica No
ST Decision incorrecta (Tipo I)
No Decision correcta

Las consecuencias de un error pueden ser mucho mas
graves que las consecuencias del otro. Por ejemplo, si
la enfermedad sospechada es cancer, se puede argiiir
que el error de Tipo II es mas serio que el error de

Tipo I.

Bayesian Networks: Simulation
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Uriver sidad REGLAS GENERALIZADAS
de Cantaxia

Implicacion fuerte (6 = 1): En la ldgica clésica:
Si A es cierta, entonces B es cierta,

se puede decir que A implica B con probabilidad 1.
Esto se ilustra en la Figura (a).

Implicacién débil (0 < 6 < 1): La regla an-
terior puede ser vista en un sentido generalizado
cuando A implica B sdélo en algunas ocasiones. En
este caso, se dice que A implica B con probabilidad
p(B = cierto|A = cierto) (Figura (b)).

No implicacién (# = 0): El caso en que A no im-
plica B puede considerarse como que A implica B
con probabilidad 0. Esto se ilustra en la Figura (c).

0 || Cp][(He

@pB|A)=1 () 0<p(B|A)<1 ©pB|A)=0

Bayesian Networks: Simulation
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de Cantaxia

Artritis
Ep

Adenoma

Ea

Neumonia
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e Cantabria

DIAGRAMA CONJUNTO
SINTOMAS Y ENFERMEDADES

=

K

Enfermedad | Sintomas
Paciente E S1 159 |S3
1 es, 1111

2 €9 110 1

3 €3 11110

4 €5 0/0 |1

5 €3 0/ 1]0

§ €1 1 110

7 e1 1111

8 es3 110]0
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de Cantabia

El modelo mas general posible se basa en especificar
directamente la funciéon de probabilidad conjunta;
es decir, asignar un valor numérico (pardmetro) a
cada una de las posibles combinaciones de valores
de las variables. Desgraciadamente, la especificacion
directa de la funcién de probabilidad conjunta im-
plica un gran nimero de parametros.

Por tanto se usan los siguientes modelos simplifica-
dos:

1. MSD: El Modelo de Sintomas Dependi-
entes.

2. MISI: El Modelo de Sintomas Independi-
entes.

3. MSRI: El Modelo de Sintomas Relevantes
Independientes.

4. MSRD: El Modelo de Sintomas Relevantes
Dependientes.

Bayesian Networks: Simulation
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universdad MODELO DE SINTOMAS INDEPENDIENTES
de Cantaxia

Debido a la complicacién del modelo DSM, es nece-
sario simplificar. Una simplificacién posible consiste
en suponer que los sintomas son condicionalmente
independientes dada la enfermedad, lo que conduce
al modelo ISM, en la que los sintomas no estan lig-
ados (independencia).

(9)

por lo que
p(dz)p(Sh ’ Sn|dz)
di S1y...4,5p)=—
p( ‘ : ) p(sla 78n)
p(di)jﬁlp(sj’di) a) " (s:1d) (10)
= X ; si\d;
p(si,osn) S P
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m MODELO DE SINTOMAS

G Cantein INDEPENDIENTES

La ecuacion anterior muestra que la probabilidad ini-
cial de la enfermedad d; es p(d;), y que tras cono-
cer el sintoma s;, es proporcional a p(s;|d;). Notese
que cada sintoma conduce a un nuevo factor y que
p(s1,...,8,) es una constante de normalizacion, que
no necesita calcularse.

Los parametros necesarios para la base de conoci-
miento del modelo ISM son

e Las probabilidades marginales p(d;), para todos
los valores posibles de la enfermedad D.

e Las probabilidades condicionales p(s;|d;), para
todos los valores posibles de los sintomas S; y
la enfermedad D.

Por ello, con esta hipdtesis se reduce considerable-
mente el nimero de parametros. Con m enfer-
medades posibles y n sintomas binarios, el nimero
total de parametros es

m(n+1) — 1.

Bayesian Networks: Simulation
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m MODELO DE SINTOMAS RELEVANTES

LIni jidad
e Copiopin INDEPENDIENTES

Se puede conseguir una reducién aun mayor del
numero de parametros si para cada valor e; de la
enfermedad E se seleccionan algunos sintomas rele-
vantes S1, ..., S, y los restantes sintomas se suponen
independientes para ese valor de E.

Supoéngase que Si,...,.S, son relevantes para la en-
fermedad e; y que los restantes sintomas S, 41,...,5,
son irrelevantes. Se supone p; = p(s;le;) idéntica
para todos los sintomas que son irrelevantes para la
enfermedad e;. Entonces:

. JE— p(ei)p(Sb...,Sn‘ei)
p(62|817 Tt Sn) T P(S15e--58n)

TZ' n
ple;) I1 p(sjle;) 11 p(sjle;)
7=1 Jj=r;+1

p(sla'“asn)

(e) I p(siler) T
e. . . .
pié; jzlp 71% j:TZ'—I—lpJ

P(815e-458n) j=

Bayesian Networks: Simulation
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G Cantein DEPENDIENTES

Es necesario almacenar las probabilidades siguientes
en la base de conocimiento del MSRI:

e Las probabilidades marginales p(e;), para todos
los valores posibles de la enfermedad F.

e Las probabilidades condicionales p(s;|e;), para
cada valor posible de E y cada uno de sus co-
rrespondientes sintomas relevantes.

e Las probabilidades p;, para cada valor posible de
E que tiene al menos un sintoma irrelevante.

Por ello, si se tienen m posibles enfermedades y n

sintomas binarios, el nimero de parametros en el

MSRI es .
m—1+n—a+i21n, (11)

donde r; es el nimero de sintomas relevantes para la
enfermedad e; y a es el nimero de sintomas que son
relevantes para todas las enfermedades.

Bayesian Networks: Simulation
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m NODELO DE SINTOMAS RELEVANTES

G Cantein DEPENDIENTES

Aunque el MSRI reduce el nimero de parame-
tros, desgraciadamente, es poco realista, ya que los
sintomas suelen producirse en grupos o sindromes.
Por ello, es poco razonable suponer que los sintomas
relevantes son independientes.

Supdngase que Sy, ..., son relevantes para la en-
fermedad e; y que los restantes sintomas S, 41,...,5,
son irrelevantes. Entonces:

p(e)p(si, ..., syle)) 1 p(sjle;)

plei|sty ..., 8n) = p(Sb.“’;n)”H
) p(ei)p(s1,-- -, Srle:) j:fgﬂpj
B p(S1,--.,8n)
o plep(st,- - splen) M ;.
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Para este modelo, es necesario almacenar las siguien-
tes probabilidades en la base de datos:

e Las probabilidades marginales p(e;), para todos
las posibles valores de la enfermedad F.

e Las probabilidades p(si,...,s,|e;)), para todos
los posibles valores de la enfermedad E y sus
sintomas relevantes 5y, ...,S,,.

e Las probabilidades p;, para cada valor posible
de E que tenga al menos un sintoma irrelevante.
(Como en el MSRI, esto implica que p; = p(s;|e;)
coincide para todos los sintomas irrelevantes para
62'.)

En consecuencia, para m enfermedades binarias y n
sintomas binarios, el nimero total de parametros en

el MSRD es
m—l—i—n—a—l—'gl(Q”—l):n—l—a—l—gle”.
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de Cantaxia

La Tabla muestra una comparacién de los ntimeros
de parametros requeridos para especificar los diferen-
tes modelos en el caso de m = 100 enfermedades bi-
narias, n = 200 sintomas binarios, y » = 10 sintomas
relevantes por enfermedad.

Numero de parametros

Modelo Foérmula Valor
DSM m2" — 1 > 102
ISM m(n+1) —1 20,099
IRSM |m(r+1)+n—-1| 1,299

DRSM m2"+n—1 102,599

En el DRSM el nimero de parametros se reduce no-
tablemente comparado con el DSM, aunque el mo-
delo es todavia realista por considerar dependencias
entre los sintomas relevantes para cada enfermedad.
Una reduccion extra se consigue dividiendo el con-
junto de sintomas relevantes en bloques, que son in-
dependientes entre si.
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de Cantakria CONDICIONADA

850

P (Cancer) =100/ 1000 =0.1

P (Cancer y Dolor
P (Céncer / Dolor) = yDalo) _70/100=07

P (Dolor)

P (Cancer / Dolor y Pérdida Peso) =

_ P (Cancer, Dolor y Perdida Peso)

= — =50/50=1
P (Dolor y Pérdida Peso)
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