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MATEMATICAS
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1° Bachillerato

A+Au

1. Triangulos rectangulos

Hallar los elementos de un tridngulo B N
): '
rectangulo ACAB a partir de otros ele- ! s=Brpy
. CIENCIAS
mentos es muy sencillo:
= Para los angulos se tiene ]\ 1 a
A=90° a+pj3=090° a s

luego, si se conoce un angulo agudo
el otro es su complementario.

= Con un angulo agudo y cualquier o
lado conocido, se pueden hallar los
demas lados. C b

/

TRIANGULOS

Basta para ello usar las razones trigonométricas de los angulos « o 3

c b @
sena = — cosa = — tana = -
a a b
b c b
sen (3 = — cosf = — tanfp = -
B " B o B . << »»>
|
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4 MATEMATICAS
1° Bachillerato

Seccién 1: Tridngulos rectdngulos

Ejemplo 1.1. Resuelve el tridngulo conocidos a@ = 60° y AB = 3.
Solucion: = 90° — a = 30°

3 B [
sen 60° = @ — (CB =~ 3,46 4 C’lEN("‘:AS
B

3
tan60° = — — CA =~ 1,73 3 /\ /la

CA
/A 60°
C A
Ol
Ejemplo 1.2. Resuelve el tridngulo conocidos § = 30° y CB = 5.
Solucion: o = 90° — 3 = 60°
sen 60° = ATB — AB ~ 4,33
CA
cos60’° = — — CA=2,5 5
5
/N
C A
Ol
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Seccién 1: Tridngulos rectdngulos
1.1. Ejercicios

EJERCICIO 1. Hallar los elementos del triéngulo que faltan

(d)

E/ Ma

i
o Y
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Seccién 1: Tridngulos rectdngulos 6

A+Au

EJERCICIO 2. Los siguientes graficos estan formados con tridngulos rectangu-
los. Hallar las incégnitas que aparecen en ellos.

Ejercicio 3. Dos puentes levadizos tienen la misma longitud y estan elevados
33°, jqué distancia separa los puntos Ay B 7

A B
\ /7
\ 7
" << »»
330 i 330
1
i <
< 18 >

<« Doc Doch

(a) (b) %
B =Btpy
B CIENCIAS
//3\ Ma/ [
Y
30° 42 8
C A Y D
A 50 -
C A D
: o
>
D <8
-
ot
-
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1° Bachillerato

Seccién 1: Tridngulos rectdngulos 7

EJERCICIO 4. Resolver los siguientes ejercicios:

(a) Desde lo alto de una torre se (b) Para calcular de la torre Eif-

ven las almenas de otra torre
separada 20 m bajo un dngu-
lo de 70°. Si estas a una al-
tura de 40 m, jcudl es la lon-
gitud de una escalera apoya-
da en ambas y la altura de la
torre vecina?

fel, una persona se sitia en
B a una distancia de 74 m
de la base de la torre. Si ob-

serva la torre bajo un adngu-
lo a = 75°.;Cuédnto mide la
torre Eiffel 7

/
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Seccién 1: Tridngulos rectdngulos 8

EJERCICIO 5. Resolver los siguientes ejercicios:

(a) Una persona de 2 m se (b) Para calcular la altura
sitia a 10 m de una es- de la montana, desde dos
tatua de longitud m sobre puntos A y B separados
un pedestal de altura p. Si una distancia AB = 80 m,
calcula los dngulos o = 20 se miden los angulos a = M
y # = 15, hallar la longi- 40° y B = 35° ;Cual es la a
tud de la estatua. altura de la montana?
/,,,, m
”/:’ K‘——a
! p
2
l 10 80ﬁ f\B
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Seccién 1: Tridngulos rectdngulos

MATEMATICAS
9 1° Bachillerato
Ejercicio 6. En el grafico siguiente calcular el valor de = y h —
C
S~ 3
n'ﬁ\\,‘
420 s=B+py
CIENCIAS
h
Ma
A x \\720
D B
-----—---- 18 - - - - - -—-—-—- >
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera 10

2. Triangulos cualesquiera

2.1. Teorema de los senos

Teorema 2.1. Sea el tridngulo ABC'y la altura h. correspondiente al vértice
C. Como los tridngulos AHC' y BHC' son rectangulos, se tiene que:

he= bsenA _
h. = asenB = bsen A =asen B
luego
a b

sen A senB
De forma andloga si se traza la altura h, cor-
respondiente al vértice A

En todo triangulo la proporcién de los lados y los senos de sus
angulos respectivos es constante.

a b c

(1)

senA  senB  senC

<« Doc Doch
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1° Bachillerato

A+Au

Nota de interés Si construimos la circunferencia de radio r circunscrita
al tridngulo ABC y trazamos el didmetro C'D, se tiene:

En ABC se cumple B
a b e
senA  senB  senC
El tridngulo DBC tiene un lado
comun a, el lado DC' = 2r pues
es un didmetro y el B= 90°, pues

abarca un didmetro,luego:

CIENCIAS

a 2r
senD  sen90°

/

TRIANGULOS ,f

Como los dngulos A = D son iguales, ya que abarcan el mismo arco,
al sustituir en la primera expresion se obtiene que la proporcion es igual al
didmetro de la circunferencia circunscrita al triangulo.

a b @
= = = 2’,"
senA senB senC << P>
|
<4 Doc Doc
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera 12

Ejemplo 2.1. De un tridngulo se conocen el lado b = 5 y los 4ngulos A=35°
y B = 100°. Hallar los otros dos lados.

Solucion: Por el teorema de los senos

a _ 5 e
sen35°  senl00° senC
5 o
despejando a, a = Wsen 35° =

Como A+ B+C =180°=C = 45°) y despejando c

5
= — 4 @ ~
son 100° sen45° = | c ~ 3,59

Ejemplo 2.2. De un tridngulo se conocen el lado ¢ = 4 y los dngulos B =35°
y C = 120°. Hallar los otros dos lados.

Solucion: Por el teorema de los senos

a b 4
sen A sen35°  sen120°
4 o
despejando b, b = son 120° sen 35° = | b =~ 2,65

Como A+ B+C =180° = A= 25°, y despejando a

4
= ———sen25° = | a ~ 1,952
@ = oigge 20
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera

Ejemplo 2.3. Resuelve el tridngulo dados a =4,b=5y A = 45°.

Solucion:

Por el teorema de los senos
4 _ 5 c

send5° senB  senC
despejando sen B

sen 45°

sen B =5 = 0,88

— [ B, = 117,89° V By = 62,11°

Como

A+ B+ C=180° =

©h — il il
Cy = 72,89°

c1 = 1,66
Cy = 5,41

En el dibujo se aprecia por qué tiene dos soluciones .
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera 14

2.2. Teorema del coseno

Teorema 2.2. Sea el tridngulo ABC'y la altura h,. correspondiente al vértice
C. Como los tridangulos AHC' y BHC' son rectdngulos, se tiene que:

a’>= n?+h?
b2 = m2+h?

a2-v =n>-—m

restando

2
Sustituyendo n = ¢ — m, se obtiene
-’ =c—-2cm

y teniendo en cuenta que m = b cos A

e
oy

a>=b>+c®—2bccos A

TRIANGULOS

b =a>+c®—2accos B

A=a’>+b>—2abcosC

<4< > >
Con estas expresiones, a partir de dos lados y el &ngulo comprendido se puede <
calcular el tercer lado.

<4 Doc Docp
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera 15

Ejemplo 2.4. Hallar el lado ¢ de un tridngulo, conociendo los lados a = 5,
b =4y el angulo comprendido C' = 60°.

Solucion: Del teorema del coseno se tiene:

A =a>+b>—2abcosC
= (5)? 4 (4)® — 2(5) (4) cos60° = 21 = | c = 4,5826
O

Ejemplo 2.5. Hallar los angulos de un tridangulo conociendo sus lados a = 5,
b=4yc=T.

Solucion: Del teorema del coseno se tiene:

a>=b>4+c%—2bccos A

a? —b> —¢? 5
A=—-— — — = —— A =135,58°
cos 5he 7:> 5

Ahora con el teorema de los senos calculamos otro angulo
5 4 7
senA  senB senC

sen A 0,7
sen 5 5 0,56 — 30,05
Como A+ B+ C =180° = | C = 14,37° O
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera

2.3. Ejercicios

EJErciciO 7. Hallar los elementos del tridangulo que faltan

C
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Seccién 2: Tridngulos cualesquiera

EJERCICIO 8. Resolver los siguientes ejercicios:

(a) Se quiere calcular la distancia

AC entre una casa y un arbol
separados por un rio.
Para ello nos separamos una
distancia AB = 80 m, midi-
endo los dngulos a = 60° y
0 = 35°.

(b) Se quiere calcular la
distancia CD entre dos
arboles inaccesibles. Para

ello nos separamos una
distancia AB = 100m,
midiendo los  angulos

a,B,vy 6

MATEMATICAS
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r=A+Au
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Ejercicio 9. Para calcular la altura de la torre Eiffel sin acceder hasta su
base, una persona efectia las medidas de los dngulos del dibujo en dos puntos
Ay B separados 180 m. ;Cuanto mide la altura OP de la torre Eiffel?

B <
s=B+py
CIENCIAS

/

TRIANGULOS !

Ejercicio 10. En los siguientes ejercicios se dan tres elementos de un triangu-
lo. Se piden los elementos que faltan.

a) a=10,b=9,C = 70° b) a=12,A =30° B =100°
¢) a=4,b=8,B=40° d) a=6,b=7,c=8
e) a=8b=12c¢=20 f) b=10,c¢=6,C = 45° << >>
g) a=10,4A =45°,C = 75° h) a=1,¢c=+3,B=30° <
<« Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1(a) Al ser un tridngulo rectdngulo P\
A P
CIENCIAS
b c
Mal
279 '
C 10 B
B+C=90° — C =63°
¢ =10 cos 27° —c~8091

b =10 sen 27° =—b~4,54
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1(b) Al ser un tridngulo rectdngulo

A c
B
b
4

61°

C

B+C=90° —  B=29°

¢ =4 sen61° — ¢c~35
b =4 cos61° —b~194

20
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Soluciones a los Ejercicios
. o e .z ’ A+iu
Ejercicio 1(c) Al ser un tridngulo rectdngulo

A

+py

4 @ CIENCIAS
o7’ Ma
C a B
B+C=90°= B =33
4 =a cos b7’ = a~1734
tan 57° :2 — c~616
O
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1(d) Al ser un tridngulo rectdngulo

C 6 A
40° [
C
a
B

~

B+C=90° —  B=50°
6 cos 40° —a ~ 7,83

- c~5,03

22
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Ejercicio 2(a)

10

P Mal

C A Y D
En el tridngulo rectdngulo ACAB se tiene

z = 10 sen 30° :

y en el tridngulo rectdngulo ADAB se tiene

x
tan42° = — = |y ~ 5,55
y = Ly=555]

<4 Doc Doch
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1° Bachillerato

Ejercicio 2(b)

, r=A+u

B

s=B+u;

CIENCIAS

50° B

C

60240

D
En el tridngulo rectdngulo ADC A se tiene

CA =40 sen60° =

y en el tridngulo rectangulo AC AB se tiene

tan 50° = % — [y ~41,28

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 25

Ejercicio 3.

Como la distancia total es 18 A B

cada puente mide 9 m.

Del dibujo se aprecia que dos N 0

veces la proyeccién horizontal Y

del puente mas AB es igual a 330 ' 33¢

18. Es decir —— 1§ —48M»

9 x cos33° + AB + 9 x cos 33° = 18

luego
AB = 18 — 18 x c0s 33° ~ m.

Ejercicio 3

MATEMATICAS
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 4(a)

Sea e la longitud de la escalera,
se tiene

20
cos 70° = - e
Por otra parte
h — 40
20

tan 70° =

h =40 + 20 tan 70° ~ 90,95

MATEMATICAS

26 1° Bachillerato
A+iu
+py
CIENCIAS
Mal
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 4(b)

Siendo a = 75° , y considerando un
tridngulo rectdngulo con angulo recto
en A, se tiene

h
tana = —

74
luego

h =74 x tan 75° ~ 276 | metros

27
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 5(a)

Siendo o =20y 5 = 15,

-2
tana:p—:>

10 )
[p =2+ 10 tan20° ~ 5,64 b
Por otra parte se tiene que s 3’: S—"&
m4p—2 f
tan(a + 8) = i e )
10
| 10

despejando la altura m de la estatua

|m =2—p+10 tan(20° + 15°) ~ 3,36 |

28
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 5(b)

Sea la altura OP = h, a = 40°
y 8 =35° En OAP se tiene

tan40° = L
OA
y en OBP se tiene
tan 35% = _L
0OA+380 _
Resolvemos el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, h y OA:
h=0,84, OA = 0,70 = M
OA+80

Despejando OA, se obtiene | OA = 400 | m.

Sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene la altura | h ~ 336 | m.

MATEMATICAS

1° Bachillerato
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1° Bachillerato

, r=A+u

Ejercicio 6. Primero calculamos el valor de A

Como LZADB = 180° — 72° C \ ¥

A+442°+ /ADB = 180° =
o~ 420 CIENCIAS
A442°4(180°—72°) = 180° —

h
A =30° Mal

Por otra parte

h 6v/3 6v/3
20 — = =
fan 72 = e =g 5 38 =g,

55,4 — 3,082 = 10,4 —>

Ejercicio 6

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 31

1° Bachillerato
Ejercicio 7(a) L e=At+hu
De la regla de los senos C ,
8 10 ¢ S-nens
sen A send7°  senC 1 3 CIENCIAS
47°
5 - S Mal

sen A =% sen B

:i send7? = (0,585 — A ~ 35,8°

10
A+ B+ C =180° — C ~97,19°
c - sen C

= sen97,19° — ¢~ 13,56
sen 47°

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 32

Ejercicio 7(b)

1° Bachillerato
A+Au

De la regla de los senos
72 100 c

senA  sen7l° senC

B
s=B+py

CIENCIAS

sen A :% sen B

22 sen71? = 0,68 —= A ~42,9°

100
A+ B+ C =180° = C ~66,10°
c - sen C
= 100 sen 66,10° — ¢ ~ 96,69
sen 71°

<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios 33 -
1° Bachillerato

, r=A+u

Ejercicio 7(c)

De la regla de los senos 9

5 b 9
senA  senB  sen110°

<

s=B+u\:
CIENCIAS

a
sen A =—senC
c

zg sen 110° = 0,52 = A ~ 31,5°

A+ B+ C =180° = B ~ 38,5°
C
b e~ sen B
9 o
—m sen 38,5 = b ~597

<4<
A |
<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 7(d)

De la regla de los senos
a 12 7

senA  sen96°  senC

12
96°
B
A 7
c

sen C' =3 sen B
:% sen 96° = 0,52 — C ~ 35,46°
A+ B+ C =180° = A~ 48,54°

b
a e~ sen A

= sen48,54° = a ~ 9,04

sen 96°

34
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, r=A+u

S %
s=B+py
CIENCIAS
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios .
1° Bachillerato

, r=A+u

Ejercicio 8(a)

)

Siendo o = 60° y 8 = 35, el Bos
éngulo C = 85°. CIENCIAS
AC  AB
sen8  senC
AB
C= wonC sen (3

sustituyendo se tiene
80
C= 35°
sen 85° sen

<« Doc
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 8(b)

Primero calculamos AC en CAB con
el teorema del seno

AC AB <
senﬁ:sen(w—'y—,@’):> ~m
AC = A—Bsenﬂ

son(r —— )

Ahora en el tridngulo rectangulo ABD calculamos AD,

AD AB AB
send  sen(m —a — 9) — AD = sen(m —a — 9) sen.d

Por 1ltimo con el teorema del coseno hallamos C'D con el tridngulo AC D
CD? = AC? + AD? — 2 AC AD cos(y — a)

36
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, r=A+u

3\
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s=B+py
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 9.

Primero calculamos AP en
ABP

AP 180
sen85  sen 25

P = 180 sen 85 ~ 424,3
sen 25

Ahora en el tridngulo
rectangulo AOP se tiene,

h=OP = AP x sen40,6 ~ 2761 |

MATEMATICAS
37 .
1° Bachillerato

, r=A+u

B

s=B+u;

CIENCIAS

Ejercicio 9
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Soluciones a los Ejercicios 38 .
1° Bachillerato

, r=A+u

Ejercicio 10.
a) a=10 b=9 ¢=1093 A=593" B=507 C=70°

-

b) a=12 b=2363 c=1838 A=30° B=10° C =50 o
¢c)a=4 b=8 c=1064 A=1874° B=40° C=12125° EIENGIES
d)a=6 b=7 ¢c=8 A=14656° B=579° C =155 WES
e) a=8 b=12 ¢=20=> no tiene solucién.

f) b=10,¢=6,C = 45° = no tiene solucién.

g) a=816 b=10 c=11,15 A=45° B=60° C=715°

h)a=1 b=1 ¢=+v3 A=30° B=30° C=120°

Ejercicio 10

<4 Doc Doch
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