AMPLIACION DE MATEMATICAS. 2° GRADO EN INGENIERIA CIVIL.

SOLUCIONES
Hoja 2 de Problemas

Curso 2011/2012.

1.- Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) (122 + 5y —9)dz + (5 + 2y — 3) dy = 0.

Y
b) v = — .
() y x+y3

(c) (e*seny + tany)dzx + (e:E cosy + x sec? y) dy = 0.

(d) 2%y =2y +3 (:):2 + y2) arctan 2.
x

Apartado a: (12z + 5y —9)dz + (bx + 2y —3)dy = 0.
Solucién:
Una forma de hacerlo es observar que es una diferencial exacta, ya que

0 (12z + 5y —9) 0 (5x + 2y — 3)
dy Oz

La funcién potencial la podemos determinar del modo siguiente

=5

Z,Yo
Ulx,y) = / (122 + 5y —9)dz + (bz + 2y — 3) dy+

0,90

x?y
—I-/ (122 + 5y —9)da+ (bx +2y —3)dy =
Z,Yo

= 6x2+5xy—9x‘i’y00+5xy_|_y2_3y|x,yo _

0, Y L0, Yo

= 62+ bzyg — 9z — 6:03 — 5x0yo — 90 + bxy + v — 3y — Sryg — yg —3yp =

= 62% + 5wy +y? — 3y — 92 — 62§ — Swoyo — 970 — ¥§ — 3yo

Luego la solucién es
622 + 5xy +y> — 3y — 9r = C

Observacién: Al resolver la primera primitiva, si el resultado es funcién de x e yg, se va a

simplificar, ademas:
el segundo sumando de la primera primitiva es nulo, y = yo — dy =0,

el primer sumando de la segunda primitiva es nulo, x = x — dx = 0, podiamos haber escrito

Z, Y0

Ulx,y) = / (122 + 5y — 9)dz + (bx + 2y — 3) dy+

0, Y0

x?y
—|—/ (122 4+ 5y —9)da + (bx + 2y — 3)dy =

, Y0
= /(12x—9)dx+/(5x+2y—3)dy:

= 622 -9z +bzy+y?—3y+k



Otra forma de abordar este ejercicio es la siguiente: podemos escribir, si bax + 2y — 3 # 0,

dy _ o _ _12z2+5y—9
d:c_y - b +2y—3

Si no existieran ni el “—9”, del numerador, ni el “—3”, del denominador, seria una ecuacién
homogénea. Para hacer desaparecer esos nimeros hallamos la interseccion de las rectas:
120 4+5y—9=0y 5+ 2y —3=0:

122+ 5y —9=0 24x +10y — 18 =0 = -3
Sr+2y—3=0 25x 4+ 10y —15=0 Yy = 9

Si trasladamos el origen al punto (—3, 9)

u=z+3 du=dz _)d_yigi_12(u—3)+5(v+9)—97_12u+5v
v=y—-9 dv=dy dz du 5(u—3)+2w+9)—3 5u + 2v

La expresion obtenida

12 u + 5\ 12u + 5v 0
g(uv); g0 d) = — TS o ST\, 0)

(1

[

es homogénea de primer orden, por lo que

v
a 12u + 5v 12"’_55
v = — —_

ou + 2v 5_|_23

Hacemos un nuevo cambio

gzz—w):zu—w)(l:uz(l—i—z
por lo tanto
12 + 5-
54 2= 5+ 2z 5+ 2z
U
(1 222 4+ 10z + 12 5+ 2z q 1d
U\ = —————— — —————dz=——du
5+ 22 222 4102 4+ 12 u

luego

/ 54 2z d 2/1d / 1 n 1 d 2/1d
—  dz=-— —du— z = — —du —
22 4+524+6 U z+2 z4+3 U

— log|z + 2|+ log |z + 3| = —2log |u| + log C —

C
— log|(z +2) (2 + 3)| = log 3

Deshaciendo los cambios

(v +2u) (v+ 3u)
w2

C
log|(z +2) (2 + 3)| = log 3 — log = log 2

(w+2u)(v+3u)=C—(y—9+22+6)(y—9+3x+9)=C —

— (y+22x-3)(y+3z)=C



Apartado b: y(! = — —Ey?"
Solucién:
1 3 _
Y BT (z+y’)dy+ydz=0

Como es

9 (z+y°) dy

7 =21

ox dy

se cumple la igualdad de las derivadas cruzadas, luego es una diferencial exacta. Calculemos
la funcién potencial

Z, Yo x,y
U(xvy)_/ ydx+(x+y3)dy+/ ydz+ (z+y*)dy =

0,%0 , Yo
, Yo T,y 5
— / ydx—i—/ (z+y°)dy =
0, Yo , Yo
417y y yi
_ , Yo _
= Yl y T Y+ xyo—yox—yoonrwarz—yox—Z
luego la solucién es
4
xy+yzzk—>y4+4xy:C

Observacién: La misma que en el apartado anterior

;Yo T,y
U(ﬂij)—/ ydx+($+yg)dy+/ ydz+ (z+y°)dy =

0, Y0 T, Yo

, Y0 @,y .
= / yd:c+/ (z+y’)dy =

0, Y0 » Yo

1
= /(:r—l-yg)dy—y:):—l—yz—l—C

Apartado c: (e*seny + tany)dz + (em cos iy + x sec? y) dy =0.

Solucioén:
(e"seny +tany) dz + (e” cosy +zsec’y) dy =0
Como es
O (e cosy + x sec? o (e” t
( y@ ) = e” cos y + sec? y; (e senay +tany) = e®cosy +sec’ y
b Y

se cumple la igualdad de las derivadas cruzadas, luego es una diferencial exacta. Calculemos



la funcién potencial

Z, Yo
Uz, y) = / (exseny—l—tgy)dx—i—(excosy—kxsech)dy—k
€T

0,Y0
z,y
+/ (e“seny +tgy)dz + (e“cosy + xsec’y) dy =
x?yo

Z, Yo
Zo, Yo

Yy _
z,Y0

= e"seny+ xrtgy| + e“seny + ztgy| e“seny +rtgy — k

luego la solucién es
e“seny +axtgy =k
Observacion: Con las mismas consideraciones que en los apartados anteriores

Z, Yo
Uz, y) = / (e‘”seny—l—tgy)dx—l—(e‘”cosy—l—xsech)dy—l—
X

0, Y0

x7y
+/ (e"seny + tgy)dz + (e“ cosy + xsec’ y) dy =
x7y0

:/(excosy—i—:csech)dy:e‘”seny+xtgy+0

Apartado d: 2%y = zy + 3 (x2 + y2) arctan 2.
x
Solucién:
:1:23/(1 =xy+3 (:1:2 + y2) arctan J
x

2 = 0 no es solucién, dividiendo por z2

u:y —>xu(1 —I—U:y(l
x
luego
2
y(1 _ +3 <1+ <y> )arctang — zul +u:u+3(1—|—u2)arctanu—>
x x x
du d / au / d
(14 w?)arctanu =« (14 u?)arctanu x
— log|arctan u| = log |x3| +log |C| —
— |arctanu| = ‘Cm3| — ‘arctany‘ = !C’:c?"
x
|

2.- Resolver los siguientes problemas:



(a) v =e*7Y, y(0) =log2.

b) ()= 9", y<%> :%,yGC(E,oo>>.

;) TY+y
(@) y'=——9(0)
Apartado a:
Solucién:
Yyl ="V ¥yl —e® S eVqy=e"da — e’ =" +C

Tomando logaritmos
y =log (e” 4+ C)

Con la condicion
y (0) =log2 — log2 = log (eo +C) —-C=1

luego la solucién es
ey =€e"4+1—-y=1log(e®+1)

|
Apartado b:
Solucién:
2 (1 1 1
1 4 1 _ 2 Y dy _ _ _
(y(> =9yt — ¢y = +3y —>?—:|:3—>?—j:3d:c—>—§—j:3x+0—>y—Cligx

Con la condicién

las posibles soluciones son

y(z) =

por lo que la solucién buscada es

1
y(@) = 1+ 3z
|
Apartado c:
Solucion:

(1
o_rty Y-

z+1 dy z+1 dy
= — — = ——dzx —> — =
z—1 Y z—1 Y z—1

=
1+ ——|dz—
r—1

— logly| =+ 2logle — 1| + C — |y| = "8Iy = e (2 — 1)



Con la condicién
y(0)=2—-2=e%"0-1)* -2=¢"

por lo que la solucién buscada es
y = 2e" (x —1)°

|
3.- Sea la ecuacién:
f(y)dz — (2zy +y*) dy = 0

(a) Determinar para qué funciones f (y) es exacta y resolverla para esas funciones.
(b) Calcular un factor integrante de la forma p = p (y) para cada f.

(c¢) Resolver la ecuacién si f (y) = v.

Apartado a:
Solucién:
f@dr— (2zy+y*)dy=0
Ha de ser
) 0 — (2zy + y?
—];;y) — 0 () = % =2~ fO @) =2~ f(y) =+ C

La funcién potencial es

T, Yo
U(zx,y) = / (—y2+C)d:c—(2:cy+y2)dy+

0, Y0

,y
+/ (—y2+C)dx—(2xy+y2)dy=

» Yo

T,y y?
=—ay?— = +Cr—k
Z, Yo 3

3
= (—ycy2 + Cm) rt’yo — <:cy2 + y_)

0, Yo 3

La solucién es 5

C’:c—%—nyZK

Apartado b:
Solucién:
Si el factor integrante es de la forma pu = p (y)

p() fy)de —p(y) 2oy +y*)dy =0

Ha de ser
Olu) fw)]  0[-nly) 2xy+y*)]




es decir

Py )+ 2
1 (y) ()

—loglp (1)] = —1og | () =2 [ 7y

_o [ Y
o, 2/f(y)dy
log | (y)| = —log|f (y)| + loge T = og f ()

/%dy

)
ply) = m

Apartado c:
Solucién:
Si f (y) = v, el factor integrante en este caso es

_Q/Qdy
e Y e~

ply) = " -

v la ecuacién a resolver es
2 e e 2
) fy)de—puy) ey +y’)dy=0— =y vdr - (2zy +y*) dy =0
es decir
eWdr —e 2z +y)dy =0

La funcién potencial es

T, Yo T,y
Uz, y) = / e_2ydx—e_2y(2x+y)dy+/ e Wdr—e ¥ (2z+y)dy
Z0, Yo Z,Yo
resolviendo las primitivas
" _ =2y Yy 6—2y
Ulz,y)= ze 2v[0% _ (1+2y) = [1+4s+2] - K
Zo, Yo 4 — 4

La solucién final es )
-2y

GT[1+4x+2y]:K

4.- Resolver las siguientes ecuaciones encontrando un factor integrante que dependa de una
sola variable.

(a) (4:c + 3y3) dx + 3zy*dy = 0.

(b) (4zy® +y)dz+ (6y° —z) dy = 0.

(¢) 2xdx — 22 cot ydy = 0.



(d) 2z +y)dz + (2* + 2y +z) dy = 0.

Resumen tedrico: En un caso general supongamos que el factor integrante, u, depende de
una funcién, g, que a su vez lo es de z e y, tenemos

P(r,y)dr+Q(z,y)dy =0, p=pu(g(z,y))

Suponemos que se cumple la igualdad de las derivadas cruzadas de

p(g) Pz, y)dz+pu(9) Q(z, y)dy =0

resultando

Ap(g) P(z,y)  9u(g)Q(z,y)]

oy ox

operando

1 () gy P + 1 (9) Py = n (9) 9.Q + 11 (9) Qz —

Apartado a: (4:c + 3y3) dz + 3zy*>dy = 0.

Solucién:
En este caso la consideracién general nos lleva a
pl ) QP ' (g) _ 3y° — 9y° Gy”

1(9) 9P —90.Q  ulg)  gy(dx+3y2) — g.32y> g, (4o + 3y?) — g.3uy>

si g depende solamente de z,

W) 6 6y 2
K (g) _g:v?’ny g:vgny TGz
si hacemos g =«
p () 2

== S loglu(z)] = 2log |z| — p = 22
Ty = 5 el ()] = 21oge

por lo tanto la ecuacién a resolver, que obviamente es una diferencial exacta, es

2? (4z 4+ 3y*) dz + 32°y*dy = 0

luego la funcién potencial es

T, Yo T,y
U(x,y) = / x2(4x+3y2)dx+/ 3x3y?dy =t + 2% — k
X

0,90 Z, Yo

luego la solucién es
z3 (x + y3) =k



Apartado b: (4xy2 + y) dx + (6y3 — ac) dy = 0.

Solucién:
En este caso la consideracién general nos lleva a
u(l (9) Qz—P, —1—1—8ay —2 — 8y

w(g)  gyP—9.Q  gy(day?+y) —g. (6y° —x) gy (day? +y) —g. (6y° — )

- 2 (day + 1)
gyy (4xy + 1) — g, (6y — 1)

Si observamos la tultima fraccion, si no tuviésemos el segundo sumando del denominador,
podemos simplificar el numerado con uno de los factores que nos quedan en el denominador,
lo dicho lo podemos obtener si g, = 0, obteniéndose

pl ) 20ey+1)  pl(g) 2

ple) — gzy+1)  ule) gy

Si tomamos como g =y

(1 2 2

it (y _
W _ 2 _ 2 oglul = —2logly — p=y?

w(y) 9yy Yy

por lo tanto la ecuacién a resolver, que obviamente es una diferencial exacta, es
1 2 1 3
— (4zy —|—y)dx—|—y—2(6y —z)dy=0

luego la funcién potencial es

luego la solucién es

Apartado c: 2z dz — z?cotydy = 0.
Solucién:
En este caso la consideracién general nos lleva a

1t (g) Q- Py 2z coty —0 2z cot y

1 (9) 9yP — 9:Q  gy2x — g5 (—a?coty)  gy2z — gy (—a?coty)

Si observamos la tultima fraccién, si no tuviésemos el segundo sumando del denominador,
podemos simplificar uno de los factores de numerador con otro de los factores que nos quedan
en el denominador, lo dicho lo podemos obtener si g, = 0, obteniéndose

w* (g) 2x cot y w* (g) 2x cot y cot y
— = — = —

w(g)  gy2x — gu (—x?coty)  p(g) 2xgy 9y

Si tomamos como g =y

(a t
p(y) _ coty = —coty — log |u| = — log |seny| — p =

w (?/) 9y sen y




por lo tanto la ecuacién a resolver, que obviamente es una diferencial exacta, es

1 cos
2:cdx——:c2cotydy20—> 2 2y
seny sen y sen y sen® y

dy=0

luego la funcién potencial es

LYo ¢ LY, cos x2
Uz, y) = / df’f—/ z? gydy: —k
20,50 SENY zyo  SENY seny

luego la solucién es

512‘2

=k —a2?=kseny
sen y

Apartado d: (2x +y)dz + (gc2 +xy + x) dy =0.
Solucién:
En este caso la consideracién general nos lleva a

1t (g) Q. — P, 20 +y+1-1 2z +y

n(g) 9P —9.Q gy2x+y)—g. (@2 +ay+z) g,2r+y)— g (22 +ay+2)

Si observamos la tultima fraccién, si no tuviésemos el segundo sumando del denominador,
podemos simplificar el numerador con uno de los factores que nos quedan en el denominador,
lo dicho lo podemos obtener si g, = 0, obteniéndose

1t (9) 2z +y pd(g) 2wy 1

19 9 QRrty) —g. @ ray+a)  ple) g rty) gy

Si tomamos como g =y

1 1
. (y)=—=1—>10glu|=y—>u=€y
w(y) Gy

por lo tanto la ecuacién a resolver, que obviamente es una diferencial exacta, es
e 2z +y)dz+e (22 +ay+az)dy=0

luego la funcién potencial es

T, Yo z,y
Uz, y) = / ey(2x+y)dx—|—/ ey(:c2+xy+:c)dy
X

0,9Y0 Z, Yo

De las primitivas a resolver la tinica que no es inmediata es

/:):yeydy—xyey—x/eydy—ey(xy—x)

luego
T, Yo T,y
Uz, y) = / ey(2x+y)d:c+/ ey(:c2+xy+:c)dy=

0,9Y0 Z, Yo

= e¥ (x2+:cy—x+:c) —k
luego la solucién es
zed (x+y) =k



5.- Hallar un factor integrante para la ecuacién
(3y2 — ac) dr + 2y (y2 — 3:5) dy = 0,

de la forma: p = p (ﬂc + y2).
Solucién:
Tenemos ahora y = p (ac + y2) — g = & + 12, y segiin hemos obtenido en el ejercicio anterior

M(l (g) Qx - Py
w(g) gy P — 9.Q

) _ —6y — 6y _ —12y _
1 (g) 2y (3y? —x) —1-2y(y? —3z) 2y (3y? —x —y* + 3x)
6 3
— _ = —— —
292 + 2x g
log | (9)| = —3loglg| = p=g"°—

_ 2\ —3
w= (x +y )
La ecuacién a resolver, que obviamente es diferencial exacta,

1

e O DA

m%/ (92 - 390) dy =0,

luego la funcién potencial es

Ty 3,2 _ o =Y 2y (y? — 3x
Uz, y) = / I —— 23d:t:+/ 7y(y 23)dy:
zo,y0 (T +Y?) ey (T +Y?)

Z, Yo 32_x xvy2y y2+x_4x
_/ yfﬂdﬁ/ ( - ) 4y
z0,50 (T +1?) z, Yo (z +y?)

La tnica primitiva resolver es

2 R 2 2
[P [
(4 y?) (z +1?) (z +9?)

2

1 4x 1 20 —x —y
o 2+2 212 N2
z+y (x +y?) (x +v?)

luego la solucién es

(z+y?)?
|
6.- Dada la ecuacién diferencial P(z,t)dx + Q(z,t)dt = 0, se pide:

a) Hallar la condicién que han de cumplir P(z,t) y Q(x,t) para que la ecuacién diferencial
admita un factor integrante que sea funcién de t + .

b) Aplicar lo obtenido en el apartado anterior para resolver la ecuacién diferencial (2tz —
t2 —t)dx + (2tx — 2? — x)dt = 0.



Apartado a:

Solucién: Sea p = h(x +t). Si p es un factor integrante se verifica que:

O(uP) _ 0P O 0uQ) _ 0Q o
ot _'uat +P8t_ Oor _'uax—'_Q&c'

Por otra parte, si s =x + 1t

o _duos _dp op _dpds _dy
ot dsot ds’ Oxr dsdxr ds’
Luego

dp B 0Q 0P
%(P—Q)—M(%—a>a

de modo que:
dp/ds  0Q/0x — OP/0t
Iz P-Q
que es entonces la condicién que han de cumplir P y ) para que exista un factor integrante

funcién de x + t. Integrando a ambos lados de la ecuacion es posible determinar una solucion
formal del factor integrante:

= H(s),

:U'(S) _ efH(s)ds.

|
Apartado b:

Solucién: En la EDO que nos dan tenemos que P = 2tz —t2 —t y Q = 2tx — x> — x, por
lo que

opr 0Q
— =2 —2—1, =2 =2%—-2z—1
ot o " Ox o ’
de modo que:
0Q/0x — P[0t 2t —2x—1—-2x+2t+1  2t—2x—22+2t 4(t — ) 4 I
P-Q Ar —t2 —t—22x+a’ 4+ —t2—t+al+z (-t (e+t)+z—-t (z+t)+1

que es una funcién de s = x + t. Luego el factor integrante vendra dado por:

—4ds
u(s) = el HEds — o ST gtlog(s+) (s+1)%

Llevando este factor integrante a la EDO del problema, la ecuacién se convierte en exacta y
la solucién viene dada por:

(x+t+1)3 = kat.
|

7.- Integrar mediante un cambio de variables las ecuaciones del tipo:

dx

(a) i f (at + x).



dz ait +b1x 4+ 1
p) L p (T rTan)
(b) dt f(a2t+b2x+c2>
(¢) ¥ = (x4 y)?, aplicar el apartado “a”.
d) v rryt , aplicar el apartado “b”.
r—1y—=6

Apartado b: % = f(at + z).
Solucién:
Hagamos el cambio at + z = u — a + (' = 4| luego

(1
(1 — — 7/” = ]_ 7(1” == t
W=t s e T Tt
que es de variable separadas.
|
t+b
dt agt + bQCC + C2

Solucion:

Hallemos el punto de interseccion de las rectas

c1 b1 ay c1
{ at+biz+c; =0 o b az  Co )
—ty = — , Tog =, si
ast +box +cog =0 al bt a1 b1
ax by ay by

Si hacemos el cambio de variables

u=t-—tp . ay (u+to) + b1 (v+x0) + 1 = aru + biv + arty + bixg + ¢1 = aru + by
ag (u+tg) + by (v + ) + co = agu + bov + asty + bexg + c2 = agu + byv

V=0 — X
luego
b v
dz (a1t+b1$+61> dv (a1u+b1v> Lt o
—_— = e — —_— — = _ = B ——
dt agt +box +c2)  du agu + byv as + bQ%

hemos llegado a una ecuacién homogénea

a1+ b1z

v=zu—dv=udz+zdu—

du as + byz du

resultando finalmente una ecuacién de variables separadas,

dz _du

f a1+ b1z —z_ U
as + baz

ai b1

= 0, las rectas
as b2

En el caso

:—:)\

ait+bix+c; =0 _)% by
ast +box +cog =0 a2 by

udz+zdu <a1+b12) _)% - (a2+b22’

u




son paralelas y podemos escribir

(alt—l-bl:c—l-Cl) _ ()\(agt—l-ng)-i-cl)

ast + box + co ast 4+ box + ¢

Hagamos el cambio v = ast + bsx — dv = asdt + bad x, luego

dz ait +bix + ¢ 1 /dv AU+ ¢ dv
_:f —_— | = — | — — a9 :f — :det
dt ast + box + ¢ by \ dt v+ c f<)\v+cl>+a2

U+ c2

bo

que es de variables separadas.

Apartado c: y = (z + y)°.
Solucién:
Hagamos el cambio
r4+y=u—1+y* =ul

por lo tanto

(1
- 9 1 o U _ du
= +y) —ul —1=u _>u2—|—1_1_>u2+1_dx
Integrando
du
/ 2+1:/dx—>arctanu::c+C—>arCtan(l’+y):x+c
U
|
4
Apartado d: y(! = M
r—1y—=6

Solucién:
Hallemos la interseccion de las rectas

r+y+4=0 2¢—2=0 z=1
r—y—6=0 204+10=0 y=-5

Hagamos el cambio

r—1=u a_dy dv a1
y+5o=v dzx du
luego
a_rtytd o _utv
r—y—=6 uU—v
la ecuacion obtenida es homogénea,
)
14—
(1_U+U_)/U(1: "I[)L
U—v 12
U

. . v
haciendo el cambio z = —, uz! + z = v,
U

)
1+_ 1 2
+ z 14+2z—2+2 1—=z du
1 _ U 1 _ 1 _ _
=g el o= o —uell = e o e = T8

u



integrando
1
arctan z — 3 log (1 + 2%) =log Ju| + C

deshaciendo los cambios resulta,

5 1 5\
arctany+ ——log |1+ yro =loglz —1|+C —
r—1 2 z—1

+? = log {(x—1)2+(y+5)2}+0

— 2arctan y

8.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

(¢) (14 2?)dy+ (2zy — cotx) dx = 0.
(d) v +y=2xe™® + 22
(e) (2y —2?)dz = ady.

d
(f) o 2yxr = 6yey2.

dy
Apartado a: zy! — 3y = 2.
Solucion:
Tenemos y
(1 _ gy — 4 a1 _3¥% _ .3
Ty y=x xzo Yy L =C

La homogénea es

4y _ .Y dy 3

_:o_>—:3d—x—>10g!y\:310g’x’—’y:x
dzx T Yy z

Hagamos el cambio
y=2’v — y(1 = 3220 + 220!
Sustituyendo en la ecuacion de partida
xy(l —3y =2t —

— x<3x2v+x3v(1> 3t =2 52 =2t sv=2+C—

— y=23(z+0O)

|
Apartado b: y* +y = !
1+ e2®’
Solucién:
La homogénea es
dy dy @

——|—y:0—>—:—dx—>]0g|y|:—x—>y:e_
dx Y



Hagamos el cambio

y=e -yl = —e Tyt el

Sustituyendo en la ecuacion de partida

1+ e2x
—x —z, (1 —x 1 (1 e’ x
— —e vt e " et = — v = arctane® + C —

1+ e2 v 1+ e22

— y=-¢ *(arctane” + C)

Apartado c: (1 + xQ) dy + (2zy — cotz) dz = 0.
Solucién:
Tenemos
Yy cotx

1+ a2 2y — cot =0 42 =
(1+2%) dy+ (2zy — cotz) d = DR A S wre el s

La homogénea es

a ry %7_2:1:(1:5 _ 9 B 1
R e =l e I e
Hagamos el cambio
_ v 2xv n o
N T (1422’ 1422

Sustituyendo en la ecuacion de partida

(14 2?) y' + 22y — cotz) = 0 —

2
L T P = cotz — vl =cotz — v =log|senz| + C —
1422 1+ 22
_ loglsenz|+C
B 1422
|
Apartado d: y(! 4+ y = 2ze™" + 22,
Solucioén:
La homogénea es
yry=0—- = gz loglyl =~z —y=e
Y

Hagamos el cambio
y=ve ¥ — y(1 = —ve ol



Sustituyendo en la ecuacién de partida
Yy oy =2we™ 2% —
— —ve T4 ole® e = 2pe " 4 22 — vl =22 + 22" —
v=2a?4¢" [:1:2—2:1:—1—2] +C —

— y=e %22+ [w2 — 2:c+2] +e*C

Apartado e: (2y — xg) dex=xdy.

Solucion:
Tenemos y
(y—a)dw=zdy - ' -20=a
La homogénea es
s —2Y =0 Y =2 gy = 2l0gla] -y =
T Y x

Hagamos el cambio
y = 2’0 — y(l = 2zv 4 220

Sustituyendo en la ecuacion de partida

2020 — 23 ::1:(2:1:1)—1-9621)(1) —
- Wl=—lsv=—z+C—

— y= -2+ C2?

Apartado f: i—x —2yxr = 6yey2.
Y

Solucién:
Dada le estructura del enunciado, x es la variable dependiente e y la independiente. La ho-
mogénea es

ji_?yw:0—>2ydy:d—x—>10g!x\:y2ﬁx:ey2
x

Hagamos el cambio , , ,
r=veY — y(1 = o(le¥” 4 ve 2y

Sustituyendo en la ecuacion de partida
dr _ 2yx = 6yey2 —
dy
(1,92 Y29, _ v — GueY’ 1 _ — 32
— vV eY +weY 2y — 2yveY =6ye! — vV =6y - v=3y"+C —

- = (3y2+C) eV’



9.- Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli:

1
(a) ¥ + ~y- z3y? = 0.
(b) xy*y’ +y* = xcos x.
1
() ¥+ —y—y* =0

(d) (3y + 3xexy%) dz + zdy = 0.

Las de Bernouilli son del tipo:

Yy = yA(z) +y"Q (z), Cambio : z =y!™

1
Apartado a: y(' + —y — 23y = 0.
x
Solucion:
Identificando con las de Benouilli, el cambio es

1-2

2=y — =y

o 20

resultando

1 1
(1+—y—x3y2:0—>—z(1—|——z:x3
x

1
y(l Loy — a3 =0 — —yis
T T

que es una cuacién lineal, por lo que comenzamos resolviendo la homogénea

T z T
hagamos el cambio
z:vx—>z(1 *xv(l +v
resultando
1
—2 4 Zr =28 o ol —v 4 S =2 -0 = 22
x T
3
T
=——+C
— 3 =+
Deshaciendo los cambios
3 3
1
T



Apartado b: 2y2y" + 43 = zcosz.
Solucién:
La podemos expresar del modo siguiente

3
] T CoST 9

1
:ryQy(1+y3:xcosx—>y(1+x—y2: o —>y(1+5y:yf cosx

Identificando con las de Benouilli, el cambio es
z=1y —-(=2) — = y3 — z(l = 3y2y(1
resultando

1 ) A )

1
y(1_|__y:y_ COST — o5 + —y =y~ cosz — 2! +3=2=3cosx
T 3y T T

que es una cuaciéon lineal, por lo que comenzamos resolviendo la homogénea

z(1+31220—>%:—3d—x—>z:x_3
T z T

hagamos el cambio
z=ovz 3 = 20 = 273300 — 3574y

resultando

1 1
21 +3—z=3cosz — 230 — 324y +3-273% =3cosz — vt = 323 cosz —
T T

— ’U:3[3(—2+(L’2)COS$+IB(—6—|—$2)SGH$] +C —

v 3[3(—2+:c2)cosx+:c(—6+:c2)sen:c]+C
— 22—3: x3 —

T
_ 2 _ 2
. y_%_i/S[S( 2+x)cos:c+x( 6+:c)sen:c]+C

3

1
Apartado c: y' + -y —¢? =0.
x
Solucion:
Identificando con las de Benouilli, el cambio es

. — y172 = yfl 0 _y72y(1
resultando a
1 z 1 1
y(1 +-y=y*— — =5 +—y:y2—>—z(1 +—-z=1
T Y x T

que es una cuacién lineal, por lo que comenzamos resolviendo la homogénea

x z x

hagamos el cambio
z=vr — 2 =20 4o



resultando

a_1

1 1
T _pt-zv=1-01 ==
x x

— 4y Z=1— —av —
x

— v=logx+C —
z= xz(logx+C)—

1

v= z (logx + C)

Apartado d: (Sy + Sxe“:y%> dx+xdy=0.
Solucién:
Podemos escribirla del modo siguiente

3
(3?/ + 3»"3€xy§) de+ady=0—yl + Sy =—3e"y3
x
Identificando con las de Benouilli, el cambio es

1
z = y1_§ — = y% — z(l = —y_%y(l

resultando

3 3 1
y + 2y = —Sexyg — 3y%z(1 +-y= —3@“3/% — 204 2=
T x T

T

que es una cuacién lineal, por lo que comenzamos resolviendo la homogénea

1 1
x z x x
hagamos el cambio
v e v
z:——>z(1:———
T x a2
resultando
(1
z(1+12*—€x—>v——% 13:—e‘tﬁv( = —ze’ —
T x T
- v=—(x—-1)e"+C —
(x—1e*+C
z= -
T
[(x—neucr
Yy= -
x
|

10.- Resolver las siguientes ecuaciones de Ricatti, utilizando las soluciones particulares indi-
cadas:

(a) v +2zy =14+ 2>+ 92, yi(z) ==



(b) y =14+ 20z + 822 — (10 + 8z) y + 2y%, v1(x) = ax +b.

ar +b
x2

(€ ¥ +y*=a"t )=

Las de Ricatti son del tipo:

y' = By () + By (z) y + Bz (2) y”

Apartado a: y' + 22y =1+ 224942, yi(z) ==
Solucién:
Hagamos el cambio

1 2
luego
¢! 2 2 2! 1 2 1\
vy +2ry=1+2"+y - 1-—F+2z |+ - ) =1+2"+ |z + -] —
z z z
21 9 2z 9 9 2z 1 1
- 1- 42+ =142+ 2+ = 5 =1
22 z z 22
2= —x2+C—
n 1
=
Y C+zx
|

Apartado b: y(! = 14 + 20z + 822 — (10 + 8z) y + 2¢°%, yi(x) = az + b.
Solucién:
Determinemos a y b,

ylzax—l—b—>y§1 =a
Sustituyendo en la ecuacion diferencial

y" =14 4 20z + 8% — (10 + 8xz) y + 2% —

gt = 14 + 202 + 82 — (10 + 8z) y + 22 —

— a =14+ 20z + 8% — (10 + 8z) (azx + b) + 2 (azx + b)* —
— 0=14—a—10b+ 2b* + 2 (20 — 10a — 8b + 4ab) + 2* (8 — 8a + 2a%) —
8—8a+2a*=0 —a=2

- 20 —20 —8b+ 8 =0
14—-2—-10b+20>=0 —b=3,b=2



Eligiendo el valor b = 2, 1 cambio a realizar si y; = 2 (z + 1) es

1 1 P
y=y+-=2@+1)+- -yt =2
z z z

luego
y =14 + 202 + 822 — (10 + 8z) y + 2> —

(1

1 1\?
— 2—2—2:14+20x+8x2—(10+8x)(2x+2+—>+2(2x+2+—> —
z z z

(1 10+8  _2(2+22) 2 20 2 2
- — = — +2 +—_ —=—4+ = —
22 z z 22 22 z 22

— 2P =—2,42

Resolvemos la homogénea

(1
1:_22_)2_:_2_)%:_2(1%_)2:6—%
z z

2

Hagamos ahora el cambio

z=ve 2 5 0 = (120 _9ye=20
luego
z(l -2, 4+2 U(l 62T _ e — _9pe—2% +9
— ol =2 Ly =¥ 40 >
z = (629” + C’) e %
2(x+1)+ L
= x e —
Y (2 + C)e 2
|
A do c: ul 4+ 2 — g4 ar+0b
partado c: y“ +y* =27 y(z) = —
Solucion:
Determinemos a y b
ar +b (1 a 2b
NS TN T e



Sustituyendo en la ecuacion diferencial de la solucién particular

1 _
y oy =t o

a 2b+ ar +b 2 1
— - — — _ = — —
3 2 xt

— 2?(a® —a) +2(-2b+2ab) +b* —1=0

¥-1=0 —b=+l
—2b+2ab=0 —a=1

-1
Eligiendo el valor b = —1, el cambio a realizar, si y; = * 5 €s
x
Ll z—1 1 a Lo, 21
= - = - — = —— - — —
y=nTy x2 PR x2 3 22
luego

Resolvemos la homogénea

_ ¢
a2 g et 2 2 de (22
2 z x x? z

2
— logz =2log|z| + — — logz = 2log |z +loge% 2 =a2er
x

Hagamos ahora el cambio

2 2 2 2 —2
2z =vxler — 20 = (g2 +o (2:0636 + 22e 2)
T

luego
2(x—1 —2
—Z(l+Z¥+1—0—>’U(1{B2€%+U<2{B6%—1—322(3% 2>—vx
x x
— q)(lz%e_%—)qule_%—kC—)
T 2
1 _»2 9 2 9 2
z= |=zeTa4+C)axes =2 =+ Ces | —
z—1 1




11.- Estd nevando con regularidad. A las 12h sale una maquina quitanieves que recorre en la
primera hora 2km y en la segunda, 1km. ;A qué hora empezd a nevar?.

Solucion:

Tomamos como origen de tiempo las 12 horas, luego empezo6 a nevar a las “12—ty”. La velocidad
de la quitanieves serd inversamente proporcional a la altura de la nieve, y como estd “nevando
con reqularidad 7, la velocidad serd inversamente proporcional al tiempo transcurrido

k ds k

i dt irig ST Floa(ttto) +

(Y

Para ¢ = 0, (las 12 horas), es S =0

t+to
to

0=~Fklog(0+ty) +C — C = —klogty — s = klog(t + tg) — klogty = klog

introduciendo los valores de s, parat =1y t =2

1+ | 1+t

t=1 =2 2 =kl 0 3 2
— s — Oggiot 2 g2t0 _)(1+t0) :<2+t0>
t=2 — s=3 — 3=klog=— 2 3 o 2T to to

to to

de donde
(14+t0)® =to(2+1t0)* = —t2 —tg+1=0—tg

 —1EV/T+4
- 2

de las dos raices es valida la positiva

t=0,618h = 37min 5seg

12.- Una bola de nieve se derrite de tal manera que la razén de cambio de su volumen es
proporcional al drea de su superficie. El didmetro de la bola de nieve es inicialmente de 4cm
y al cabo de 30 minutos su didmetro pasa a ser de 3cm.

(a) ;Cuédndo serd su didmetro son 2cm.?

(b) {Cuando desaparecera la bola de nieve?.

Solucion:
El volumen es V = V (t) y, obviamente, la superficie es S = S (V').La “pérdida”, variacidn de
volumen, V', nos dicen que es proporcional a la superfecie

dV_ s
dt
Teniendo en cuenta que
4 Vv
V= I3 v _ g2
3 9 - dt dt
S = dmr=(t) S = 4mr?(t)

teniendo en cuenta como varia el volumen en funcién de la superfecie

dV . 2 dr . ) dr . .
TR kS — 4mr (t)dt_ kdmr (t)—>dt— k—r=—kt+rg
Con las condicioens

{t: 0 r=2 — 2= 70 +
3 3 —r=——%2
t = - — —

30 T 5 — 5



Sir=1yr=0,

t
1:—@4—2 —  t=60min
0 t + 2 t = 120ma
= —— — =
50 min

13.- De acuerdo con la ley de Torricelli, el agua escapard de un depdsito abierto por un
pequeno orificio a una velocidad igual a la que adquiriria al caer libremente desde el nivel del
agua hasta el del orificio. Un cuenco hemisférico de radio R esta inicialmente lleno de agua, y
en el instante t = 0 se le perfora un orificio circular de radio r en el fondo. ; Cudnto tarda en
vaciarse?.

Solucién:
Entre los tiempos t y ¢t + dt el volumen que sale, cuando hay una altura y de liquido es

v-dt-S:—\/2gy - dt-mr?
es volumen de agua serd igual a lo que ha descendido la superficie libre en el depésito
2
m [ R2—(R—y)2] dy
Como ambos valores han de ser iguales

5 2 (2Ry — y?) 2
mrey/2gydt = —m [\/2Ry—y2} dyHTdyz—@T dt

luego
2 2
2R§y% — gy% = —\/2¢9r%t + C
En el instante inicial
t=20 4 5 2 5 14 s
—Rz2—-R2=C—(C=—R?
{ y=R 3 5o TYTp
El depdsito se ha vaciado cuando y = 0
5
2 3 2 5 14 5 14R>
2R—y2 — —y2 :—\/29r2t+—R§ —t=—
3 5% |0 15 15r2,/2¢
|
14.- Demostrar que la aproximaciéon que proporciona el método de Euler explicito para de-
terminar la solucién del problema y’ = —5y, y(0) = 1, utilizando una particién equiespaciada

de paso h es

Yn = (1 —5h)".

Calcular el error absoluto cometido en ¢ = 1 utilizando h = 0,1.

Solucién:

En primer lugar, es muy sencillo obtener la solucién analitica del problema: y(t) = et

Por otra parte, el esquema del método de Euler explicito para una particiéon equiespaciada de
paso h es:



Yn+1 = Yn + hf(tn,Yn) = Yn — Shyn = yn (1 — 5h) .

Es decir, dado que yy = 1:

y1 = yo(1 — 5h) = (1 — 5h), yo = y1(1 — 5h) = (1 — 5h)?, ...

de modo que utilizando el principio de induccién y,, = y,—1 (1 —5h) = (1 — 5h)", que es la
expresion que queriamos demostrar.

El error absoluto Eqps = |Yaproz — Yteorico| 10 obtendremos utilizando la expresion analitica de
la solucién en t = 1: y(1) = 75, y el valor que nos proporciona el método de Euler siendo
n=10: y10 = (1 —0,5)'0: luego Eups = |Y10 — Ytcorico| = 0,006.

|

15.- Resolver el problema ¢y’ =y — 2 + 1, y(0) = 0,5, para t € [0, 1] utilizando el método del
punto medio explicito y un paso h = 0,2.

Solucién:

En primer lugar, podemos obtener la solucién analitica del problema: nuestra EDO es lineal de
primer orden, con término inhomogéneo. La solucién general de la EDO es y(t) = Kel+(1+t)2.
Como la condicién inicial que tenemos es y(0) = 0,5, el valor de la constante K resulta ser
K =-0,5.

El método del punto medio (un ejemplo particular de método de Runge-Kutta) es:

h h
5 Un + Efn) .

Yn+1 :yn+hf <tn+ 2

En nuestro problema, f(t,y) =y —t>+ 1 e yg = 0,5. En la siguiente tabla se muestran los
valores de las aproximaciones a la solucion de nuestro problema que se obtienen en los distintos
puntos de la particién del intervalo [0, 1] con espaciado h = 0,2, asi como el valor de la solucién
exacta en cada punto:

tn Yn Yezact
0,0 0,500000 0,5000
0,2 0,828000 0,8293
0,4 1,211360 1,2141
0,6 1,644659 1,6489
0,8 2,121284 2,1272
1,0 2,633167 2,6409




