1 Matrices Tema i

MATRICES Y DETERMINANTES

1.1 DEFINICION Y DESCRIPCION DE MATRICES

Una matriz es una ordenacion rectangular de elementos dispuestos en filas y

columnas encerrados entre paréntesis, por ejemplo

2 -1 0 1
A=-3 2 1 O
0 4 -2 2

Las matrices se nombran con letras mayusculas A, B, C, .... y sus elementos
con mindsculas con dos subindices aj, que indican respectivamente la fila y la

columna en la que se sitda el elemento

Columnas U

1> 2* ..m-€ésima
a

all a12 alm 1

a, a, .. a Da

21 22 2 .
A :{aij} = " < filas
aln1 anz anm n —ésima

Una matriz de n filas y m columnas se dice que es una matriz de orden nxm
y se representa por A,xm siendo n el n° de filas y m el n° de columnas. Definimos
dimension de una matriz como el niimero nx m de elementos que tiene; bien claro

que, no serd igual una matriz nxm que una matriz mxn, aunque tengan igual

dimension:
1 -3
1 4 2
A2><3= 3 0 5 A3><2= -4
2 5
Orden 2x 3, dimension 6 Orden 3x2, dimensién 6

Atendiendo al orden de una matriz, podemos definir:
i) Matriz cuadrada, matriz que verifica n = m, en este caso se escribe A, 0 A;X,

y se dice que es una matriz de orden n.

AN L A~
O o0 3
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2 Matrices Tema i

ii) Matriz rectangular, matriz en la que n#m

1 -4 0
Ayy= 3 0 0 Ay =

Casos notables:

—_— ) OO
W o0 1 W
N O RN

ii., ) Matriz fila: es una matriz de orden (1 xm):

(a“ AL eeenens alm)
.1y ) Matriz columna: es una matriz de orden (nx 1):
all
a21
a

nl
Atendiendo a sus elementos:
iii)

1ii_,) Matriz real, sus elementos son numeros reales a;e R

iii_y) Matriz compleja, sus elementos son nimeros complejos ajje C

1ii_.) Matriz nula, sus elementos son todos nulos

0 0 O
0 0O
0 0 0 0O 0 0 O
0= ,O0=/0 0 0|,0= , 0=
0 0 0 0O 0 0 O
0 00
0 0 O

1.2 OPERACIONES CON MATRICES
Sea M, xmn el conjunto de las matrices de orden nxm con elementos reales

1.2-1 Igualdad de matrices
Decimos que dos matrices del mismo orden A = {a;;}, B = {b;;} son iguales si

aj; = bj Vije N

Es decir, tienen todos los elementos iguales y en el mismo orden.

1.2-2 Suma y diferencia de matrices
Dadas las matrices A = {ajj}, B = {b;j} se define A+ B como la matriz C = {c;} tal
que

¢ij = ajj+ bjj
Para realizar estas operaciones, las matrices deben ser del mismo orden y el

resultado es una matriz de ese mismo orden.

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



3 Matrices Tema i

Ejemplo 1-1

Propiedades de la suma:
i) Asociativa:
VA,B,Ce Mixm: A+B+C)=A+B)+C

ii) Conmutativa
VA,BeMyxm: A+B=B+A
iii) Elemento neutro:
VA eMixm, IO eMyxm/ A+O0=0+A=A
iv)Elemento opuesto:
V AeMyxm 3-Ae Muxm/ A+(-A)=0
A la matriz —=A se denomina matriz opuesta de A y resulta de considerar la
matriz cuyos elementos son los opuestos de los elementos de A.
1.2-3 Producto de un escalar por una matriz
Dado un escalar ¢ y una matriz Ae M,xn, se define el producto «*A = A-«
como otra matriz del mismo orden, que resulta de multiplicar & por cada elemento
de A:

a, a, a,, oa, oa, .. oa,
a, a, .. a oa, oda, .. oa
21 22 2 21 22 2
aA=a- = "l=Aa
a, a, .. a, oa, oa, .. oa.

Ejemplo 1-2
5 1 -10) (51 5D 50} (5 -5 0
2 1 3)(52 51 53) (10 515
Propiedades del producto de un escalar por una matriz:
i) Asociativa respecto del producto por escalares: Vo,fc Ry ¥V AeM;xn

(a-f)A=a-(5-A)
ii) Conmutativa: VaeR y VAe Myxmn
a. A=A«
iii) Distributiva respecto de la suma de matrices: ¥ € R y VA, B e Myxn
a- A+B)=a-A+ a-B

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



4 Matrices Tema i

iv) Distributiva respecto de la suma de escalares: Vo,fc R y VY AeMyxn
A(a+ f)=A.a +A.p
1.2-4 Producto de matrices
Dadas dos matrices cualesquiera Ayxm Y Bmxp compatibles para el producto, es
decir, tales que el niimero de columnas de A coincide con el niimero de filas de B,
se define el producto de A -B como otra matriz C que tiene tantas filas como A y
columnas como B, siendo su elemento c;; el resultado de sumar los productos de los

elementos de la fila i de A por los de la columna j de B:

C=A-B={c;j}/ ¢ = zaik'bkj Vi, Vj
k

El algoritmo puede entenderse facilmente observando el siguiente esquema:
Columna j

Fila i T ET C : = ¢; =2, b;+...+a, b,

nxm_ mixp nxp

Ejemplo 1-3
i) Multiplicar las siguientes matrices
10
2 3 1
-1 2
0 -1 =2
-2 3
10
2 3 1 S| 23 EDA2) 2:0+3-2+41:3 )
0 -1 2)| , L0 14+ (=D- (=D +(=2)-(<2) 0-0+(=1)-2+(=2)-3)

2xB 3x2 2x2

ii) Multiplicar las siguientes matrices
1

12
A=[2], B=(1 2 3), c:(
3 4
3
1 -1 12 13
A-B=|2](1 2 3)=|21 22 23
3 31 32 33

3xl 13 33

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



5 Matrices Tema i

1
B-A=(1 2 3)-|2|=(1-1+2-243-3)=(14)
3

IMEN! 1x1

Los demas productos A- C, C- A, B-C, C-B no son compatibles y no se
pueden realizar.

Propiedades del producto de matrices:

i) Asociativa: VA,B,Ce Myxnm

A-B-C)=(A-B)-C
ii) Distributiva respecto a la suma de matrices: VA, B,Ce Muxm

A-B+C)=A-B+A-C
B+C)-A=B-A+C-A
iii) El producto de matrices no siempre es conmutativo: Y A, Be Mxn
A-B B-A

- Cuando dos matrices verifican que A-B = B- A se dicen conmutativas

Es condicion obligada aunque no suficiente que las matrices sean cuadradas
para que conmuten.

- Cuando dos matrices verifican A-B = - B- A se dicen anticonmutativas.

iv) El producto de matrices tiene divisores de cero: ¥V A, Be M;xn
Si AAB=0O no necesariamente A=0 o B=0

11 -3 2
Dadas las matrices A = 0 y B= 0
1 1 3 2
I 1) (-3 =2 0 0
A . B = . = = O
11 3 2 0 0

v) El producto de matrices no verifica la propiedad de simplificacion:
VA,B,Ce Myxm

Ejemplo 1-4

SiA-B=A-C no necesariamente B =C
Ejemplo 1-5

A-B=A-C B=C

(G SHOG )
3 2

H

Fundamentos Matemdticos 1
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1.3 MATRICES CUADRADAS

Definimos una matriz cuadrada como aquella que tiene igual niimero de filas
que de columnas.

1.3-1 Definiciones en las matrices cuadradas:

En una matriz cuadrada nxn se llama diagonal principal a la linea formada por
los elementos cuyos subindices de fila y columna coinciden: a;;, ay, a3, .....an.

Se llama fridngulo superior al formado por los elementos a;; situados por encima
de la diagonal principal.

Se llama tridngulo inferior al formado por los elementos aj;; situados por debajo
de la diagonal principal.

* A A A ] ]
A =Triangulo superior
A—{a }— V.raa * =diagonal principal
7y v ox oA —Cagona prneIbe
V =Triangulo inf erior
V V V =«
Se llama #raza en una matriz cuadrada, a la suma de los elementos de la diagonal
principal:
Tr(A) =) a,
i=1
1.3-1 Tipos de matrices cuadradas:

Matiz triangular: matriz cuadrada que tiene un tridngulo superior (matriz

triangular inferior) o inferior (matriz triangular superior) nulo.

2 0 0 O 2 1 0 =2
4 -3 0 O 0 -3 3 5
Minf erior = Msuperior =
31 0 O 0O 0 O
0O 6 5 1 0O 0 O 1
Matiz estrictamente triangular: es una matriz triangular cuya diagonal principal
es nula
O 0 0 O 01 0 2
4 0 0 O 00 3 5
Mestric.inferior = Meslric.su erior =

3 1 0 O P 0 0 0 4
0O 6 5 O 0 00 O

Matriz diagonal: es aquella matriz cuadrada que es triangular superior e

inferior a la vez.

1 0 00O
02 00
Mdiagonal = 0 0 4 0
00 0 3

Matriz escalar: es una matriz diagonal cuyos elementos son todos iguales.

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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2 0 00
1020 0
escalar_o 02 0
0 0 0 2

La mds usual de estas matrices escalares es la matriz identidad (unidad), cuya
diagonal estd formada por unos.

1

10
L=, | L=|0
0

Matriz inversa: Dada una matriz cuadrada A decimos que tiene inversa B si:
A-B=B-A=1
Ala inversa de A se le denota por A" = B y entonces la definicién se convierte
en A-AT=AT A=1

Hay matrices que tienen inversa, se les llama regulares o invertibles y otras

....etc

o = O
- O O
- O O O

]
]

0

que no tienen inversa, se dice singulares.

Propiedades:
A es tinica
A=A
(A-B)'=B"- A"

(1-A)!= %-A'l A120eR

Matriz simétrica: Se dice que una matriz cuadrada es simétrica, cuando sus

elementos son simétricos respecto a la diagonal principal.

1 21
2 0 4
1 43

Matriz antisimétrica: Se dice que una matriz cuadrada es antisimétrica, cuando
sus elementos simétricos respecto a la diagonal principal son iguales pero opuestos

v los elementos de la diagonal nulos.

0 -5 -1 4
5 0 3 2
I -3 0 1
4 -2 -1 O

1.3-2 Propiedades de las matrices cuadradas:
i ) El producto de dos matrices triangulares, ambas superiores o inferiores, es

otra matriz superior o inferior.

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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Ejemplo 1-6
I 2 1)(2 1 1 2 1 10
0 3 0[O0 O 4|=/0 0 12
0 )0 0 1 0 0 1
1 0 0)y(2 0 O 2 00
30 0(={8 00
2 33 2 1 16 6 3

ii)El producto de dos matrices diagonales, es otra matriz diagonal.

Ejemplo 1-7
1 0 0)(3 O O 300
0 2 0|0 2 0=]0 4 O
0 0 3,0 01 0 0 3
iti) Las matrices diagonales conmutan entre si.
Ejemplo 1-8
1 0 0)(3 0 O 300 30 0)(1 0 O
0 2 0-j10 2 0O|=|0 4 O0|=(0 2 OO 2 O
0 0 3,0 01 0 0 3 0 0 1){0 0 3

iv) Para la matriz identidad se verifican las relaciones siguientes:
Anxm Im = Anxm
In-Anxm = Anxm
Ejemplo 1-9

A LA 1 0 2
2x3-13=Azx3 0 2 3

oS o =
oS = O

0

10 2
0|=
(023}
1
A A 1 0Y(2 1 2) (21 2
PAPGEAS Ao 1)l 4 371 4 3

1.4 TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

Dada una matriz A, , se llama transpuesta de A y se escribe Al a la matriz

que resulta de cambiar ordenadamente las filas por las columnas.

A =Ayxm — transposicién — Apx, = A'

all a12 alm all 3.21 anl
A= Ay Ay e Ayy d, Ayn e Ay — Al
anl anz anm alm a2m anm

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



9 Matrices Temat

Ejemplo 1-10

1 0
1 2 4 ¢
A= — transpuesta —| 2 3 [=A
0 35
4 5
1
B=| 3 |—transpuesta—(1 3 -2)=B'
-2
Propiedades:
) AY=A

i) (1-A)=1-A' Ve R

iii) (A+B)'=A'+B!'

iv) (A-B)'=B' A'

v) Si A es simétrica < A = (A)"

vi) SiA es antisimétrica < - A = (A)"

1.4-1 Teoremas relativos a matrices simétricas:

Teorema 1.- Dada una matriz cuadrada A, A + A" es una matriz simétrica
En efecto, sea S = A + A' comprobemos que S es simétrica:

S'=(A+AY ' =A"+ A"=A"+ A=A +A'=S

Ejemplo 1-11

1 0
Hallar una matriz simétrica a partir de A :( 5 3 j

. 1 0 1 -2 2 =2
S=A+A = + =
-2 3 0 3 -2 6

Teorema 2.- Dada una matriz cuadrada A,,, A — A" es una matriz antisimétrica
En efecto, sea T= A — A' comprobemos que T es antisimétrica:
Tt=(A _ At)t=At_Att=At_A - _ (A _ At)= _ T
Ejemplo 1-12

1 0
Hallar una matriz antisimétrica a partir de A = [ 5 3 j

rean{ 20028 ]

Teorema 3.- Toda matriz cuadrada A se puede expresar como suma de una
matriz simétrica y otra antisimétrica:
A=S+T'
En efecto:

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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S= %(A +A') es también simétrica

=
T=A—-A" antisimétrica 1

S=A+A" simétrica
Sean
T= 5 (A—A") estambién antisimétrica

Sumando esas ecuaciones:

S+T = l(A + A+ l(A—A‘) =A
2 2
Ejemplo 1-13
. 2 1 C e
Expresar la matriz 5 como suma de una matriz simétrica y otra

antisimétrica.

A (LG S M
S=—(A+A")=— + =_ -
2 2[1\-3 5 1 5)| 2\-2 10) \-1 5§

2 -1 0 2 2 1
A = + =
-1 5 -2 0 -3 5
Teorema 4.- Dada una matriz cualquiera A = Ayxm, S=A-A" y R=A"A
son matrices simétricas.
SeaS =A- A' paraver que es simétrica  S'=(A-A")'=(AY-A'=A-A'=S
R = A" A simétrica R'= (At- A)t =A" (At)t =A"“A=R
Ejemplo 1-14

2 3
Hallar una matriz simétrica a partirde A=|1 0
4 -1
2 3 13 2 5
. 2 1 4
S=A-A=|1 0] =12 1 4
3 0 -1
4 -1 5 4 17
. 2 1 4 21 2
R=A" A= . =
3 0 -1 2 10

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



11 Matrices Tema i

1.5 DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA
1.3-2 Definicion:

A toda matiz cuadrada A, le asociamos un numero llamado determinante,

|A , simbolizado de la forma:
a, a, .. a,
|A| _ Ay, Ay ... A,
a, a, .. a,

Dicho ndmero es un resultado que se puede obtener de diferentes maneras. Segtin
el orden y tipos de determinantes estudiaremos ciertos métodos para hallar el
determinante.

1.5-2 Calculo de un determinante:

I) Método de Sarrus

Cuando el determinante es de orden dos o tres se usa la regla de Sarrus, que
consiste en sumar todos los productos que se obtienen al multiplicar dos o tres
elementos de la matriz de todas las formas posibles, con la condicién de que en cada
producto exista un elemento de cada fila y uno de cada columna, con sus signos
correspondientes y para ello se utiliza el esquema que sigue:

Para un determinante de orden 2:
a11 alZ

*

®
=43, —a, 3, & ®_
a Ay

Para un determinante de orden 3:
a, 4, ag
Ay Ay Ap| T Ay tAy Azt a5y 0a5 Fa), 850850
a3 ap  Agy
—(a;;-a, -2y, +a,,-ay-25 +a,,-3,,-ay)

La regla nos recuerda el desarrollo:

Con signo positivo , con signo negativo

Ejemplo 1-15

2 -1 1

2 =3
Calcular los determinantes ‘1 e 0 1 =2
-2 0 3

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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l=21-(=3)-1=5
11 (=3)

2 -1 1
0 1 =2 (=21-3+1-0-04(=1)-(=2)-(=2)—[1-1-(=2)+2-0-(=2) + (~1)-0-3] =
-2 0 3

=6+0-4-(-2+0+0)=0

II) Calculo del determinante de orden n, por los adjuntos:

Cuando el orden de los determinantes es superior a 3 la regla de Sarrus no es
facilmente aplicable y entonces utilizamos el método de los adjuntos, que reduce el
orden en una unidad cada vez que le utilizamos.

Para ello vamos a definir dos nuevos conceptos:

Menor complementario: Dada una matriz A, se llama menor complementario de
un elemento a;; al determinante de la matriz, que resulta de suprimir la fila i y la
columna j en la matriz A,: se llama m;;
i+j

Adjunto de un elemento: Al producto de (-1)™ por el menor complementario

mj de a;; se llama adjunto de un elemento a;;y se escribe Aj; .

Aij = ('1)i+j 1My
A partir de estas definiciones obtenemos otra forma de calcular un
determinante: el valor de un determinante de orden n es igual a la suma de los

productos de los elementos de una fila o columna por sus respectivos adjuntos.
n
|A| = z axA =a, Ay +a, Aptag A taata A=
ioj=1
a-Ajtay - Aytag Ay teta Ay

Ejemplo 1-16

1 0 2 0
) 1 2 0 1
Calcular el valor del determinante
-1 1 4 -1
3 -1 -3 =2

Elegimos la primera fila ya que tiene dos elementos nulos y eso va a

simplificar el cdlculo:

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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1 0 2 0
1 2 0
1 4 g [FUANEO A2 A0 A=
3 -1 -3 =2
2 0 1 1 2 1
=1- =D 1 4 —1|+0-m,+2-(-D"*-|-1 1 —1|+0-m, =
-1 3 =2 3 -1 =2

cuando llegamos a un determinante de orden tres, podemos aplicar Sarrus:

1-[(=16) +(=3) —[(—4) + 6]]+ 2-[(<2) + 1+ (=6) = [3+ 1+ 4]] = =51
IIT) Método del pivote o de Chio

Si a los elementos de una fila o columna se suman los correspondientes de otras
paralelas multiplicados por un niimero, el valor del determinante no varia. (Suma de
una combinacion lineal de otras filas o columnas)

Basandonos en esta propiedad, podemos obtener un determinante igual, pero
con una fila o columna todos nulos salvo uno, que al aplicar el método anterior, se

reduce su calculo a un solo determinante de orden menor.
Ejemplo 1-17

1 21 21
0 01 11
Calcular por el método del pivote el determinante |1 1 0 0 O
0011 2
1 221 1
1 21 21 1 2 1 2 1
0 0111 0O 0 1 1 1
1 1 0 0 0|=3fila-1"fila={0 -1 -1 -2 -1|=
0 011 2 0O 0 1 1 2
1 2 2 11 1 2 2 1 1
1 2 1 2 1
0O o0 1 1 1
=E-FE=/0 -1 -1 -2 -1
0O o0 1 1 2
0O O 1 -1 0

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



14 Matrices Tema i

desarrollamos el determinante por la 1* columna:

o 1 1 1]]o 1 1 1
VI e B M B B N
o 1 1 2/]0o 1 1 2

0 1 -1 O 0O 1 -1 0

repito el proceso desarrollando el determinante por la * columna:

11 11 1 21
D-Ay=(D-(-D*1 1 2|=[1 1 2|=E+E=|1 2 2
1 -1 0l 1 -1 0 1 0 0

y por dltimo si aplico el proceso por la 3* fila:

2
(-1)- Agy =1+ (=)
2 2

Antes de desarrollar el método siguiente, vamos a comentar las propiedades
mads singulares de los determinantes, para su calculo:
Propiedades:
a) Si los elementos de una fila o columna son nulos el valor del determinante
es nulo.
b) Un determinante con dos filas o columnas paralelas iguales es nulo
¢)Si un determinante tiene dos filas o columnas proporcionales su valor es nulo.
d)Si cambiamos dos filas o columnas el determinante cambia de signo.
e)Para multiplicar un nimero por un determinante se multiplica el nimero por
los elementos de una fila o columna cualquiera.(En un determinante se puede sacar
factor comun, siempre que exista un nimero que multiplique a todos los elementos
de una fila o columna)

f)
[At]=[A
-Al=2-[A
[A-B|=|A|{B]
SR
A

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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IV) Método triangularizante

Cuando calculamos el determinante de matrices triangulares o diagonales
observamos que se verifica que el resultado coincide con el producto de los
elementos de la diagonal principal.

Con las propiedades anteriores podemos llegar a obtener un determinante que
sea triangular y aplicar seguidamente el contenido expresado arriba:
Ejemplo 1-18

1 21 2 1
0011 1
Calcular el determinante |1 1 0 0 O
0011 2
1 2 21 1
1 21 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1
001 1 1 0O 0 1 1 1 O o 1 1 1
1100 O=E-E=0 -1 -1 -2 -1|=E-FE=|0 -1 -1 -2 -1
0011 2 O o 1 1 2 O o 1 1
1 2 21 1 1 2 2 1 1 O O 1 -1 0

cambiamos las filas 2* y 3* (cambia el signo)
1 2 1 2 1

1
0 -1 -1 -2 -1 0 -1 -1 -2 -1
-0 0 1 1 1|=F-E=-{0 0 1 1 1 |=

o 0 1 1 2 0 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 0 1 -1 0
1 2 1 2 1
0 -1 -1 =2 -1
=E-F=-0 0 1 1 1
00 0 0 1
0 0 0 —2 -1

cambiamos 4° y 5° fila para dejarle triangular(el determinante cambia de signo):

1 2 1 2 1
o -1 -1 -2 -1
=F4s=(-)-=) 0 0 1 1 1|=1-(-1)-1-(=2)-1=2
0O 0 0 -2 -1
0O 0 0 O 1

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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1.6 CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA DE UNA DADA
Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta, Adj(A)) a la matriz

que resulta de sustituir cada uno de los elementos de la matriz A, por sus adjuntos

respectivos.
Ejemplo 1-19

1 2 1
Hallar la matriz adjuntade A=| -1 -2 3
-3 1 -1
-2 3 2 1 2 1
I -1 I -1 |-2 3
-1 1 4
. -1 3 1 1 1 1
Adj(A))=| - - =|-10 -4 -2
-3 -1 -3 -1 -1 3
-7-7 0
-1 2 1 2 1 2
-3 1 -3 1 -1 2
Resultado:
A = AdiAY
Al
Una matriz tiene inversa siy solo si |A| #0
Ejemplo 1-20
1 -1 -3
Calcular la matriz inversade | 2 -2 1
1 3 -1
1 2 1 -1 1 4
|A|=-14 Al=|-1 =2 3 Adj(A)=|-10 -4 -2
-3 1 -1 -7 -7 0
agjay 1| oo
R (C DN ) T
A ~14
-7 -7 0

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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1.7 . OPERACIONES ELEMENTALES
Definicion 1:
Sobre una matriz A,x, decimos que efectuamos una operacién elemental
sobre una fila o columna, cuando realizamos cualquiera de estas transformaciones:
1) Cambiar entre si dos filas o columnas : Fj;
ii) Multiplicar una fila o columna por un niimero real k#0: k . Fj

iii) Sumar a la fila o columna i, la fila o columna j multiplicada por un niimero
real k#0: F; +K.F;j

1.7.1 Operaciones elementales inversas
Se llama operacion elemental inversa aquella operacion que nos anula la

accion de cada operacion elemental:

Estas operaciones se llaman operaciones inversas de las hechas en primer término.

Resumiendo:
OPERACION ELEMENTAL OPERACION INVERSA
Cambiar la fila i por la j Cambiar la fila j por la i

1
Multiplicar una fila por — k# 0
Multiplicar una fila por k# 0

Sumar alafilai, la j pork# 0 Sumar alafilai, la j por —k#0

1.7.2 Matrices equivalentes por filas

Si partiendo de una matriz A podemos llegar a otra B efectuando un niimero
finito de operaciones elementales sobre las filas y, de la misma manera, podemos
volver a A desde B, realizando las operaciones inversas y en orden inverso, se dice
que A y B son equivalentes por filas.
Ejemplo 1-21

Demostrar que las matrices A y B son equivalentes por filas.

2 0 -1 1 2 3
A=[1 2 3 y B=|2 0 -1
5 2 4 —4 =2
2 0 -1 1 2 3 1 2 3
A=[1 2 3|5EFE,=|2 0 -1|-> F-lLF=/2 0 -1|=B
5 2 1 5 2 1 4 -4 2

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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1.7.3 Calculo de la matriz inversa por matrices elementales
Si A es equivalente por filas a la matriz I, entonces A tiene inversa

Las operaciones elementales que nos sirven para convertir A en la matriz
unidad, efectuadas sobre la matriz unidad nos da la matriz inversa de A.

Ejemplo 1-22
-1
Hallar la matriz inversade A=| 0
1

O = =
—_— O =

-1 11]|100 1-1-1]-100 1-1-1|-100

010[010/»>-1'E={01 0] 010|>F-LF=010| 010

101|001 101|001 01 2] 101
1-1-1]-100 1-1-1|-1 0 0
1
— F-1F,=/0 1 0| 010%5-1@:01 0| 0 10
002 1-11 00 1| L 11
2 22
1-1 0|+ -1 1 oo+ 11
2 22 2 2 2
- F+F=010| 0 10|>F+LF,=010] 0 1 0
001 +-11 001 +-11
2 22 2 22
1
2 2 2
L0 1o
luego A~ =
111
2 2 2

1.8 FORMAS ESCALONADA Y REDUCIDA DE UNA MATRIZ
1.8.1 Forma escalonada

Se llama forma escalonada por filas de una matriz A ,x a aquella matriz que

se obtiene a partir de A mediante operaciones elementales y que verifica:
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19 Matrices Temat

i)Si tiene filas cuyos elementos son todos nulos, estdan en las filas inferiores.

ii)El primer elemento distinto de cero de una fila (empezando por la izquierda),
se llama elemento pivote y a su columna, columna pivotal.

iti)Dadas dos filas sucesivas, el elemento pivote de la 2 fila estd mds a la
derecha que el elemento pivote de la 1°fila.
Ejemplo 1-23

Formas escalonadas:

1 0 4 5 2 5 6
1 2 2350
10 3 1 21; ;10 1 4
0 3 0 0 01
0 0 0 O 0O 0 3
Formas no escalonadas:
1 4 5
1 0 6 7
2 5 6 0 2 3
0 0 0 0 2 4 8
;10 0 0110 O 1] ;
0 2 1 0 0 1 3
0 0 7 0O 0 2
0 0 5 2
0 0O

1.8.2 Forma reducida
Se llama forma reducida por filas de una matriz A,x, a toda matriz
escalonada con los pivotes unidad y los demds elementos de la columna del pivote,
nulos.

Ejemplo 1-24

1 0 3 1 3 00
1 2 0 3
012;0010;( j

0 01 4
0 00 0 0 01

1.8.3 Obtencion de una forma escalonada

El algoritmo para la obtencion de una forma escalonada se llama eliminacion
de Gauss o gaussiana y consta de los siguientes pasos:
1° Partiendo de la izquierda, buscamos en la 1* columna un elemento distinto de cero
que llevaremos a la 1* fila, si no le hay en la 1* fila, (mediante operaciones
elementales) y serd el 1% pivote. Seguidamente con las operaciones elementales
haremos ceros debajo del pivote.
2° Siguiendo a la derecha, buscamos en la 2* columna un elemento distinto de cero en
la 2* fila o siguientes filas. Se opera para tener un 2* pivote en la 2* fila, si esté en las
siguientes filas. Seguidamente con las operaciones elementales haremos ceros debajo
del 2% pivote.
3° Seguimos sucesivamente moviéndonos hacia la derecha hasta no encontrar mds

pivotes.

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



20 Matrices Tema i

Evidentemente, dependiendo de la manera de operar y el orden de actuacidn,
obtendremos diferentes formas escalonadas (hay infinitas), mientras que la forma
reducida solo hay una.

Ejemplo 1-25

1 21 21 0
] 1 2 4 -1 4 3
Hallar la forma escalonada de la matriz A =
2 4 5 1 5 =2
1 31 2 6 0
1 21 21 1 21 2 1 0
E -1-E
1 2 4 -1 4 0O 03 -3 3 3
—-<E-2-F=
2 45 1 5 - 0O 03 -3 3 =2
F,-1-E
1 3 1 6 01 0 O 5 0
1 21 2 1 0 1 21 2
0O 03 -3 3 3 01 0 O 0
_)F42_ _)F4—1‘F3:
0O 03 -3 3 =2 ' 0 0 3 -3 -2
01 0 0 5 0 0 0 3 -3 3
1 21 2 1 0
B 01 0 O 5 O
1003 -3 3 =2
O 00 0O 0 5

1.8.4 Rango de una matriz
Llamaremos rango de una matriz el niimero de filas con algiin elemento
distinto de cero que hay en cualquier forma escalonada por filas o también el

niimero de columnas pivotales que tiene.

Ejemplo 1-36

1 0
1 2 1 -1
1., 0 -1 4 3|=2 051_,
I =2:r - =2:r =
8o 3 & 8o o
0 0 0 0
0 0

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



21 Matrices Tema i

1.9 FACTORIZACION L .U DE UNA MATRIZ
A partir del método de eliminacién de Gauss, vamos a factorizar una matriz

en producto de una triangular inferior unitaria L y otra triangular superior U,

A=L-U
1 000 a b c d
*+1 0 0 0
- y U- e f g
* 1 0 0 0 h i
o 1 0 0 0 j

Veremos también su aplicacion a la resolucion de determinantes.
Distinguimos tres casos:
1.9-1 Factorizacion A =L-U de una matriz regular
Vedmoslo con un ejemplo:

2 8 1 1
) 4 13 3 -1
Sea la matriz A =
-2 -5 -3 3
-6 —-18 -1 1

Para hallar la matriz triangular superior U transformaremos A en una matriz

escalonada, triangular superior, mediante operaciones elementales:

1° paso
2 8 11 2 8 1 1
F,-2-F
4 13 3-1 : ! 0 -3 1-3
= F+1-F =
-2 -5-33 0 3-2 4
F,+3-F
-6-18 -1 1 0 6 2 4
La matriz triangular inferior L se puede calcular mediante el siguiente
algoritmo:
1 0 00
2 1 00 .. .
L= L 10 donde los multiplicadores{-2, 1, 3 } se han cambiado de
-3 % x 1

signo y colocados en la primera columna.

2° paso

1 1 2 81 1

1 -3 F,+1-F, 0-3 1-3
- ) =

2 4 F,+2-F, 0 0-1 1

2 4 0 0 4-2

S O O N
AN W W oo
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1 0 0O

2 1 00
L_

-1 -11 0

-3 -2 = 1

colocados en la segunda columna.

3° paso
2 8 1 1
0-3 1-3
0 0-1 1
0 0 4-2
1 0 0O
2100
-1 -1 10
3 -2-4 1

colocado en la tercera columna.

Luego ya tenemos :

2 8 1 1

4 13 31 |

-2 =5 -3 3 |
—6 -18 -1 1

Temat

donde los multiplicadores{1, 2 } se han cambiado de signo y

= F, +4-F

S O O N
S O W
ODLHr—A
N = =

donde el multiplicador{ 4 } se han cambiado de signo y

1 0 0 0 2 8 1 1
2 1 00 0-3 1-3
=L-U
-1 -1 1 0 0O 0-1 1
-3 -2-4 1 0O 0 0 2

Factorizacion de forma dnica para toda matriz que cumpla los requisitos de

salida, es decir para matrices regulares y sin intercambios.

1.9.2 Factorizacion P- A = L- U de una matriz regular con intercambios

En el supuesto que la matriz tenga un cero en la posiciéon deseada para alguno de

los pivotes (recordemos que estos no pueden ser nulos), necesitaremos hacer una

permutacion de filas para evitar ese cero, de forma que introduciremos una matriz

elemental E;ij =P que resulta de hacer esa operacion elemental sobre 1. El efecto
sobre L es la permutacion, simultineamente, de los multiplicadores.

Veamoslo con un ejemplo:

2 3 -1 -1 2 3-1
E+2F
A=|-4 -6 5|= = 0 0 3|=EFE,P)=|0-5 2|=U
E-2-F :
41 2 0-5 2 0 03
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1 0 0 1 0 0
L=|-2 1 0 |= despuesdela permutacion P=> L=| 2 1 0
2 0 1 -2 0 1
Ejemplo 1.27
0O 0 3
FactorizarA=|2 4 -1
6 5 5
0O 0 3 2 4-1 2 4 -1
A=2 4 -1|=E,P)=| 0 0 3 :>F3—3-Fl:{ 0 0 3
6 5 5 6 5 5 0 -7 8
1 0 0 1 0 0
L= 0 1 O |= despuesdela permutacion P, :L{ 01 0
3 % 1 3 % 1
2 4 -1
{ =E,P,)=|0 -7 8 [=U
0 -7 0 0 3
1 00 1 00 010
L=l 0 1 OJ E,PH)=L= 3 1 0 |y P=P,-P;=| 0 O 1
3 0% 1 0 0 1 1 00
P,.P;.A=L.U

En este caso, el resultado de la factorizacion no es dnica ya que existen varias
matrices de permutacién para hacer la descomposicion.
1.9.3 Factorizacion de Cholesky: A =C-C'
Es un caso particular para matrices simétricas y con pivotes positivos (matrices

definidas positivas) resultando entonces que la factorizacién es en una matriz por su

traspuesta.
Ejemplo 1.28
4 8 16
Factorizar segtiin Cholesky la matriz: A=| 8 20 44
16 44 109

Se basa en hallar U como una matriz escalonada pero reduciendo los pivotes en
su raiz cuadrada en cada eliminacién gaussiana en las columnas. Usaremos un
algoritmo que simplifica su obtencidn:

i) Dividimos la 1* fila por la raiz del primer pivote y reducimos la 1* columna a
ceros menos el pivote:

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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4 8 16 2 4 8
1 F,-4-F
A=|8 20 44 |=—=-E=|8 20 44 |= =
\/Z 3-8-K
16 44 109 16 44 109
2 4 8
=0 4 12
0 12 45

ii) Dividimos la 2° fila por la raiz del 2° pivote y reducimos por debajo del
pivote a ceros:

2 4 8 2 4 8
0 4 12 Lpof? ? —~FE6E=0 2 6
J4a lo 2 6 U
0 12 45 00 9
0 12 45

iii) Dividimos la 3* fila por la raiz del 3* pivote:

2 4 8 2 4 8 2 00
0 2 6:%-5:0 2 6l=C'; C=[4 2 0
00 9 0 3 8 63
4 8 16 2 0 0 2 4 8
A=[8 20 44|={4 2 0|-|0 2 6|=C-C"
16 44 109 8 6 3 0 0 3
Ejemplo 1.29
2 8 1 1
4 13 3 -1
Calcular el valor del determinante de la matriz A =
-2 -5 -3 3
—-6-18 -1 1
Como sabemos la matriz A se puede factorizar: pag.21
1 0 0 O 2 8 1 1
2 1 0 0 0-3 1-3
A= =L-U
1 -1 1 0 0 0-1 1
-3 -2 4 1 0 00 2
1 0 002 8 1 1
2 1 00(|0-3 1-3
Luego: |A|=|L|-|U|= : =1-12=12
1 -1 100 0-1 1
-3 2-41 0 0 0 2

Por ser matrices triangulares su determinante es el producto de los elementos de
la diagonal.

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal



25 Matrices Tema i
Hojan°1
o e : 10
1° Hallar una matriz simétrica y otra antisimétrica a partir de A = 5 3

. 2 1 o
2° Expresar la matriz ( 5) como suma de una matriz simétrica y otra

antisimétrica.
2 3
3° Hallar dos matrices simétricas distintas a partirde A=|1 0
4 -1
1 0 2 0
. 1 2 0 1 .
4° Calcular el valor del determinante L 1 4 | por los adjuntos.
3 -1 3 =2

5° Calcular por el método del pivote y por el método triangularizante el determinante

1 21 21

001 11

1 1.0 00

001 1 2

1 2 2 1 1
-1 -3
6° Calcular la matriz inversade | 2 -2 1
-1 3 -1

7° Demostrar que las matrices A y B son equivalentes por filas.

2 0 -1 1 2 3
A=[1 2 3 y B=2 0 -1
5 2 1 4 -4 -2

-1 1 1
8° Hallar la matriz inversade A=| 0 1 O
1 0 1

1 21 21 0
] 1 2 4 -1 4 3
9° Hallar la forma escalonada de la matriz A =
2 4 5 1 5 =2
1 31 2 6 0

Fundamentos Matemdticos 1 C. Hoyal
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2 8 1 1
2 3 -1
) ) 4 13 3 -1
10° Factorizar las matrices A = B=|-4 -6 5
-2 -5 -3 3
4 1 2
-6 —-18 -1 1
0 O 3
C=2 4 -1
6 5 5
4 8 16
11° Factorizar segtin Cholesky la matriz: A=| 8 20 44
16 44 109
2 8 1 1
4 13 3 -1
12° Calcular el valor del determinante de la matriz A =
-2 -5 -3 3
—-6-18 -1 1
11 2
13°Hallarlainversade | 1 1 1
2 1 -1

14° Factorizar por Cholesky la matriz

1 1 O
A=|1 2 -1
0 -1 5
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