ESPACIOS VECTORIALES

Introduccion.

La idea de vector esta tomada de la Fisica, donde sirven para representar magnitudes
vectoriales como fuerzas, velocidades o aceleraciones. Para ello se emplean vectores de
dos componentes en el plano, de tres componentes en el espacio...

Se supone conocida la representacion grafica y manejo de los vectores de ‘R 2 yde R 3,

En Matematicas, tratamos de abstraer las propiedades que caracterizan a los vectores para
extenderlas también a otro tipo de objetos diferentes de los vectores de la Fisica.

Esencialmente, el comportamiento que caracteriza a los vectores es el siguiente:

« Podemos sumar dos vectores y obtenemos otro vector;
« Podemos multiplicar un vector por un numero (escalar) y obtenemos otro vector.

Ademas estas operaciones cumplen ciertas propiedades, que observamos en los vectores
de R?yde R>:

En lo sucesivo, utilizaremos habitualmente la siguiente notacion: u,v,w (u otras letras latinas) para
vectores, mientras que las letras griegas designaran escalares.

Propiedades de la suma de vectores.

e Asociativa: (u+v)+w = u+(v+w)

o Conmutativa: v+u=u+v.
« Existe un elemento neutro, el vector 0, tal que 0+ v = v para cualquier vector v.

« Para cada vector v existe un elemento opuesto, —v, que sumado con él da 0.

Propiedades del producto de un vector por un escalar.

e Asociativa: B (av)=(pa)vVv
« Distributivas:

* Respecto de la suma de escalares: (a+f)v=av+pv
= Respecto de la suma de vectores: o (U+V)= o U+aV

o Existe un elemento unidad: el escalar 1, tal que 1- v = v para cualquier vector v.

Definicion: espacio vectorial.

Cualquier conjunto que posea unas operaciones suma y producto por escalares, cumpliendo
todas las propiedades anteriores, diremos que es un espacio vectorial. Los elementos de tal
conjunto se llamaran vectores (aunque pueda tratarse de objetos diferentes a los vectores
de la Fisica.)

Diremos que el espacio vectorial es real o complejo, segun sean los escalares.

o Otras propiedades de los espacios vectoriales pueden deducirse de las
anteriores propiedades basicas. Por ejemplo:

Si av =0 (a escalar, v vector) entonces o bienes «=0 obienes v= 0.
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Ejemplos de espacios vectoriales.

1) El espacio " , formado por los vectores de n componentes (X1, . . .,Xn) €S un espacio
vectorial real, en el que se pueden sumar vectores y multiplicar por un escalar (real) de la
forma habitual.

Se puede comprobar que se cumplen las propiedades requeridas para ambas operaciones.
El vector cero es (0,. . .,0).

No es un espacio vectorial complejo, pues no podemos multiplicar por escalares complejos
(si lo hacemos, el resultado no se mantendra dentro de R").

2) Consideremos el conjunto P, de los polinomios de grado < 2 con coeficientes reales:

P,={ax*+bx+c:a,b,ce R}
Es un espacio vectorial real, pues podemos sumar dos elementos de P, y obtenemos otro
elemento de P, ; también podemos multiplicar un elemento de P, por un escalar real y
obtenemos otro elemento de P,. Veamoslo:
e Suma: (ax’+bx+c)+ (ax>+bx+c )= (ata’) x>+ (b+b’) x + (c+c’) que pertenece a P,
e Producto por un escalar real: Ae R , A(ax + bx + ¢) = Lax? + Abx + Ac que pertenece a P,

Se puede comprobar que se cumplen las propiedades requeridas. El vector Oes el polinomio
cero: 0x? + 0x + 0

No es un espacio vectorial complejo, pues al multiplicar por un escalar complejo el resultado
podra ser un polinomio complejo que no pertenece a Ps.

3) Consideremos el conjunto G de los polinomios de grado = 3 (exactamente 3) con
coeficientes reales.

No es un espacio vectorial (real ni complejo), pues al sumar dos elementos de G, no esta
garantizado que el resultado esté en G. En efecto, consideremos los polinomios

p = XCHxP+x+1 |, g = = XCHxP+x+1

Pertenecen a G, pues su grado es 3. Pero su suma es p+q = 2x>+2x+2 que no pertenece a
G (su grado no es 3).

4) Consideremos el conjunto My, (también denotado por M) de las matrices 2x2 con

Mo = {(2 Z] ta,b, c,deiﬁ}
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Es un espacio vectorial real, pues podemos sumar dos matrices de M, obteniendo otra
matriz de Mo , y multiplicar una matriz de Mo, por un escalar real obteniendo otra matriz

de M. Se puede comprobar que se cumplen las propiedades. El vector 0 es, en este
caso, la matriz con todos sus términos nulos.

No es un espacio vectorial complejo.

5) Consideremos el conjunto MC de las matrices 2x3 con términos complejos.

Es un espacio vectorial real, pues podemos sumar dos matrices de MC obteniendo otra
matriz de MC, y multiplicar un elemento de MC por un escalar real obteniendo otra matriz de
MC.

También es un espacio vectorial complejo, pues podemos multiplicar una matriz de MC
por un escalar complejo obteniendo otra matriz de MC.

(Compruébese con elementos genéricos).

6) Consideremos el conjunto ME de las matrices 3x2 con términos enteros.

Podemos sumar dos matrices de ME y obtenemos otro elemento de ME:

En efecto, si tomamos (z ZJ , (; Z'j cona,a,b,b,c, c,d,d enteros,

a ¢ a ¢ ata' ctc' e A
+ = también tiene términos enteros, luego pertenece a ME.
b d) \b d btb' d+d'

Sin embargo ME no es un espacio vectorial real, pues al multiplicar un elemento de ME
por un escalar real no esta garantizado que el resultado permanezca dentro de ME. Si el
escalar es p.ej. el numero real 1.25, el resultado ya no es una matriz con términos enteros.

Por similar razén tampoco es un espacio vectorial complejo.

7) El conjunto C de los nimeros complejos se puede considerar como un espacio vectorial

real. En efecto, se pueden sumar dos numeros complejos obteniéndose otro numero
complejo; y se puede multiplicar un complejo por un escalar real, obteniéndose otro
complejo. Es decir,

e Suma: (a+bi) + (c+di ) = (a+c) + (b+d)i, que es otro numero complejo.
e Producto por un escalar real: A\¢ R, A (a+bi)=Aa + Abi que es otro numero complejo.

La suma y el producto por un escalar cumplen todas las propiedades requeridas. En este
caso el vector 0 es el numero complejo cero, 0+0i.
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Nétese que aqui los complejos funcionan como vectores (elementos del espacio vectorial C )
y los reales como escalares.

Observar ademas que, en este contexto, el conjunto de los nUmeros complejos se comporta
igual que el espacio vectorial R*, identificando el nimero complejo a+bi con el vector (a,b).

Este es el motivo por el cual se suele representar el plano complejo como si fuera )°, con la
parte real en el eje de abscisas y la parte imaginaria en el eje de ordenadas.

8) El conjunto de las funciones continuas definidas en R: Se pueden sumar dos funciones,
y se puede multiplicar una funcién por un escalar real.

Por ejemplo, las funciones f(x)=x2 y g(x)=log(x) pueden sumarse y resulta otra funcién h(x)=x2+log(x).
La funcién g(x)=log(x) puede multiplicarse por el escalar A y resulta la funcion k(x)=X\ log(x).

Si sumamos dos funciones continuas, el resultado es otra funcién continua. Si multiplicamos
una funcion continua por un escalar, el resultado es otra funcién continua.

Las operaciones cumplen las propiedades requeridas. El vector 0 es la funcion constante 0.

Por tanto se trata de un espacio vectorial real.

e Hay muchos otros espacios vectoriales. Gracias a esto, las propiedades que encontremos
para espacios vectoriales en general, las podemos aplicar a matrices, polinomios,
funciones...

Observacion.

En algunos espacios vectoriales reales, distintos de R", puede hacerse un “paralelismo” o
“‘identificacién” con R", para un n adecuado.

Por ejemplo, ya hemos visto como el espacio vectorial real C de los numeros complejos
puede identificarse con R*, correspondiendo el nimero complejo a+bi al vector (a,b)

Veamos como el espacio IP, = { polinomios de grado < 2 } puede identificarse con R° : cada

polinomio ax*+bx+c corresponderia al vector (a,b,c) de %°.

Lo mismo ocurre con el espacio de matrices My, = { matrices 2x2 }, que se identifica con

R*, correspondiendo a la matriz (E Z) el vector (a,b,c,d).

En todos los casos las operaciones de suma y producto por escalar se pueden trasladar
paralelamente del espacio considerado a R".

Esto hace posible efectuar las operaciones en R" en lugar de otros espacios.
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SUBESPACIOS VECTORIALES

Dado un espacio vectorial V, podemos considerar una parte S de él que funcione como un
espacio vectorial “mas pequefo”, incluido en V.

Como V es un espacio vectorial, posee unas operaciones (suma, producto por un escalar)
que en particular se pueden efectuar en S. Soélo necesitaremos que, al efectuarlas, su
resultado quede dentro de S.

Definicion: Subespacio.

Dado un espacio vectorial V, se dice que un subconjunto S de V es un subespacio vectorial

si contiene al vector 0, y si al efectuar las operaciones de suma y producto por escalar entre
vectores de S, el resultado permanece en S.

(Se puede decir que S es “cerrado” para las operaciones suma y producto por escalar.)
Es decir:

° 668.
e Siv,wec Sentoncesv+wcS.

e SiveS y Aesunescalar, entonces Av € S.

Ya no hace falta comprobar que se cumplen las propiedades asociativa, conmutativa, etc.
puesto que sabemos que se cumplen en V, y por tanto también en S (se dice que S “hereda”
las propiedades de las operaciones en V).

Por supuesto si para V utilizamos escalares reales, también para S; si para V utilizamos
complejos, también para S.

Ejemplos de subespacios.

1) La recta x=y es un subespacio de R*. Esta formado por los vectores de la forma (a,a).
Contiene al vector (0,0).

Ademas, es cerrado para la suma y producto por escalar:

e Suma: (a,a) + (b,b) = (a+b, a+b) que también es un elemento de la recta.

e Producto por un escalar: A.e R , A(a,a) = (Aa, Aa) que también es un elemento de la recta.

2) El plano XY es un subespacio de %’. Esta formado por los vectores de la forma (x,y,0).
Contiene al vector (0,0,0).

Ademas, es cerrado para la suma y producto por escalar:

e Suma: (x,y,0) + (xX,y’,0) = (x+x’, y+y’, 0) que también es un elemento del plano.

e Producto por un escalar: Ae R , A(x,y,0)=(Ax, Ay, 0) que también es un elemento del plano.

Podemos decir que este plano “es como R*” pero incluido en R’.

Neila Campos ALGEBRA LINEAL Espacios Vectoriales 5



3) ¢Es un subespacio de R* el conjunto de los vectores de la forma (a,1)?

No, puesto que no contiene al (0,0).

O también: porque no se puede sumar dentro de este conjunto, por ejemplo
(a,1)+(b,1)=(a+b,2) que no pertenece al conjunto.

4) En el espacio P, = { polinomios de grado < 2 }, el conjunto de los polinomios de grado <1
forma un subespacio. En efecto, contiene al polinomio cero, y podemos sumar y multiplicar
por un escalar sin salir del conjunto:

e Suma: (ax+b) + (a’x+b’) = (a+a’)x + (b+b’) que también es un polinomio de grado <1.

e Producto por escalar: Ae R , A(ax+b)= Aax+Ab que también es un polinomio de grado <1.

5) En M, = { matrices 2x2 }, el conjunto de las matrices simétricas (; bj es un subespacio.
C

Contiene a la matriz nula, y es cerrado para las operaciones:

a b a' b ata' b+b' ., PR
e Suma: + = que también es una matriz simétrica.
b ¢ b ¢ btb' ctc'

b Aa b . e
e Producto por escalar: Ac¢ R X(Z J= (xz N j que también es una matriz simétrica.
C C

6) Geométricamente, los subespacios vectoriales de R* y %’son rectas, planos, y sélo uno
de ellos es un punto, el {0}.

Las curvas o las superficies curvas no son subespacios; tampoco las figuras geométricas
finitas, como circulos o poligonos en el plano, esferas o poliedros en el espacio.

(Comprobar graficamente que no pueden sumarse vectores dentro de este tipo de conjuntos)

7) En todo espacio vectorial existen el subespacio cero, formado solamente por el vector
{01}, y el subespacio total, formado por todos los vectores del espacio.

Descripcion de los subespacios de R".

Los subespacios de R " pueden describirse de dos formas: implicita y paramétrica.

e Forma implicita: Mediante ecuaciones. Los vectores que verifiquen las ecuaciones son
los que pertenecen al subespacio.

o Forma paramétrica: Mediante una expresion con parametros, los cuales al tomar
distintos valores producen todos los vectores del subespacio.
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Para pasar de una a otra forma:

e De la forma implicita a la paramétrica: Basta considerar las ecuaciones implicitas como
un sistema, y resolverlo. La solucién general del sistema (que podra depender de
parametros) es la expresion paramétrica.

e De la forma paramétrica a la implicita: Podemos decir, aunque no es un método riguroso,
que se trata de “describir” mediante ecuaciones como es el vector genérico del subespacio.

Ayudara el conocer qué numero de ecuaciones es necesario (lo que se vera mas adelante).

Ejemplos:

1) En R?, la recta bisectriz del primer cuadrante puede describirse en implicitas como
{ y=x1}, y en paramétricas como {(A,A) : AeR }

2) En %R? dado el subespacio en paramétricas { (a, B, o—B) : a,p €R }, su forma implicita
es la ecuacion { z=x-y } .

3) En R 3, dado el subespacio en paramétricas { (A, A,3%) : A €R }, para describirlo en

T . . y=X
forma implicita necesitamos dos ecuaciones: {Z = 3x

x+z=0

4) Consideremos el subespacio de R ® dado en implicitas por{X +2y+2=0

¢Cual es su forma paramétrica? Para ello resolvemos el sistema, que es compatible
indeterminado. La solucion depende de un parametroy es {(—A,0,1): A €R }.

5) El subespacio cero y el subespacio total constituyen un caso especial. Por ejemplo
en R3:

x=0
- El subespacio { (0,0,0) } tiene como ecuaciones implicitas ng

Z:
Su forma paramétrica es (0,0,0): no hay parametros, pues como se trata de un solo punto,
no se puede variar nada.

- Por el contrario el subespacio total R* tiene como forma paramétrica { (o.,B,y) : a.B,y € R}

(tres parametros variando libremente, pues no hay ninguna limitacion). Ecuaciones implicitas
no tiene ninguna, pues no hay restriccion alguna que imponer.
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Relacion entre la forma implicita y paramétrica.

. . n . ;- o] .
Si S es un subespacio de R, la forma implicita y paramétrica de S satisfacen en general la
siguiente relacion:

N° de ecuaciones implicitas + N° de parametros = n.
(n es el n° de incdgnitas).

Comprobar esta relacion en los ejemplos anteriores.

Sin embargo para que esto sea cierto debe cumplirse que las _ecuaciones implicitas sean
independientes entre si, es decir, que ninguna sea combinacion lineal de otras. Esto significa
que, considerando las ecuaciones como un sistema, no “sobre” ninguna ecuacion: es decir,
que la matriz de coeficientes tenga rango igual al numero de ecuaciones.

También los parametros deben ser independientes entre si: por ejemplo en la expresion
e 3 e

paramétrica (a+p, a+p, 0), que en R" corresponde a la forma implicita {x=y , z=0}, no se

cumple la relacién anterior: 2+2 = 3. Esto ocurre porque los dos dos parametros no son

independientes. En realidad puede sustituirse o+ por un solo parametro A y asi
tendriamos (A, A, 0) y ya se cumple 2+1=3.

(Esto sera mas facil de comprobar mas adelante, en el punto “Bases y dimensién”, pues el numero
de parametros independientes es igual a la dimensién del subespacio).

Inclusion de subespacios.

Dados dos subespacios A y B, puede ocurrir que uno esté incluido en otro (una recta dentro
de un plano, por ejemplo).

Se dice que A esta contenido o incluido en B (y se denota A C B) si todos los elementos de
A estan también en B.

En cualquier espacio vectorial V, el subespacio {6} esta contenido en todos los demas
subespacios; mientras que todos ellos estan contenidos en el total V.

Veamos cOmo reconocer si un subespacio esta incluido en otro:

- En forma implicita: Si las ecuaciones de B estan incluidas en las de A, entonces A C B.
(Cuantas mas ecuaciones implicitas, mas pequefio es el subespacio).

- En forma paramétrica: Para ver si A C B, tendremos que ver si todo vector genérico de A,
esta en B.
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Ejemplo

1) En R 3, sean los siguientes subespacios dados en implicitas:

_Jy=0 — [ u=
A= JLz=0 b={y=0}
Tenemos que A C B, pues todo vector que satisfaga las dos ecuaciones de A, es decir que
cumpla y=0, z=0, también satisface la ecuacion de B, y=0.

2) En R 3, sean los siguientes subespacios dados en paramétricas:

A={(1,0,0): L €R) b= { (a,0.): o, B €R)

Tenemos que A C B, pues todo vector de la forma (A,0,0) también es de la forma (,0,p),
tomando p=0.

Ambos ejemplos son el mismo, pues se trata del eje X contenido en el plano XZ.

OPERACIONES CON SUBESPACIOS

A partir de dos subespacios podemos construir otro efectuando las operaciones de suma o
interseccion de subespacios.

1. Interseccion de subespacios.

La interseccion, indicada por el simbolo N , puede aplicarse a S

conjuntos cualesquiera, no sélo a espacios vectoriales. Consiste en
encontrar los elementos comunes a dos conjuntos.

SNT

Por ejemplo, la interseccién de dos planos en R3 podra ser una T
recta.

Notar que dados dos subespacios cualesquiera, siempre hay vectores comunes a ambos (al
menos el 0, que esta en todos los subespacios.)

Teorema
La interseccion de subespacios es un subespacio.

En efecto, es posible sumar vectores dentro de SNT , pues por ser S y T subespacios, la suma debe

permanecer dentro de S y dentro de T, y por tanto dentro de SNT. Lo mismo para el producto por
escalares.
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Calculo de la interseccion.

La forma mas sencilla (aunque no la unica) de calcular SNT es utilizar la expresion implicita
deSydeT.

Como buscamos los vectores que verifiquen a la vez ambas condiciones, podremos describir
SNT considerando conjuntamente las ecuaciones implicitas de S y las de T (formando un
sistema con todas ellas).

Este sistema, si es “sencillo”, puede considerarse ya como la forma implicita de SNT.

En todo caso, resolviendo este sistema obtenemos la forma paramétrica de SNT.

Ejemplos.

1) Sean en R’ los subespacios S=plano XY, T=plano XZ.

Sus ecuaciones implicitas son: S={z=0}, T={y=0}

Uniendo ambas tenemos { 0 que es la expresion implicita de SNT.
Y=

Se trata por tanto del eje X, {(1,0,0) } en paramétricas.

2) Sean en R‘*los subespacios dados por las ecuaciones implicitas
{XJrz:O {2x+3z=0
J— W J—

y+=0 x+y=0 xtz =0
_ _ y+t=0 sistema cuya solucion es (0,0,0,0)
Uniendo todas las ecuaciones resulta % +3z=0 oor tanto UNW = { (0,0,0,0) }
x+y=0

2. Suma de subespacios.

Dados dos subespacios S, T se define el subespacio suma como:

S+T={u+v :ueS,veT}

es decir, aquellos vectores que podamos construir sumando un vector de Sy uno de T.

Teorema

La suma de subespacios es un subespacio.
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Calculo del subespacio suma.

Al contrario que la interseccidn, la suma S+T se calcula mas facilmente usando la forma
paramétrica de S y de T. Esto nos permite tomar un vector genérico de cada uno de los
subespacios y sumarlos, obteniéndose una expresion paramétrica de S+T.

No obstante la forma paramétrica asi obtenida puede tener parametros no independientes.

Mas adelante, en el punto “Sistemas generadores” se dara otro método para calcular el
subespacio suma.

Ejemplo.

Consideremos los subespacios en R’ dados en paramétricas por:

H={(a, a+B, B): a,Pp e R }

K={(0,0,7) : ye R }

Entonces los elementos de H+K se formaran sumando (o, a+f, B) + (0,0, y) = (o, o+, B+y)

es decir, H+K={(a, o+, B+y) : o, B,y € R }

Observacion

La interseccion SNT es un subespacio “mas pequefio” que S y que T (esta contenido en S'y
tambiénen T).

Por el contrario la suma S+T es un subespacio “mas grande” que S y que T, pues contiene a
ambos.

De hecho SNT es el mayor subespacio contenido en ambos, y S+T es el menor subespacio
que contiene a ambos.
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DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Definicion: Combinacion lineal.

Dado un conjunto de vectores vy, . . ., v, se llama una combinacion lineal de ellos a
cualquier vector de la forma

V:OL1V1+...+O(.nVn

donde o4 on son escalares, llamados coeficientes de la combinacion lineal.

Teorema.
Para probar que un conjunto S es subespacio, basta probar que:
La combinacion lineal de elementos de S esta en S.

(Ello es debido a que calcular una combinacion lineal de vectores involucra tanto la suma como el
producto por escalares, asi que equivale a probar ambas cosas por separado).

Esto se suele expresar diciendo que un subespacio es un conjunto “cerrado” para las
combinaciones lineales.

Ejemplo.

Veamos si es subespacio de R’ el conjunto U={ (A, 1) : e R }.
Tomamos dos elementos genéricos de U, (A, 1) y (1, n). Una combinacion lineal de ellos es:

a (A, A)+B () = (aA+pu, ar+pu) que también es un elemento de U.
Por tanto U es subespacio.

Definicion: Dependencia lineal.

Se dice que un conjunto de vectores es linealmente dependiente (o ligado) si:

(a) Al menos uno de ellos es combinacion lineal de los demas.
Esto se puede expresar también asi:

(b) El vector 0 es combinacion lineal de ellos (con coeficientes no todos nulos).

Ejemplo

Sean en R’ los vectores u=(1,1), v=(0,3), w=(2,5) .
e Observamos que son linealmente dependientes por (a):
w es combinacion lineal de uy v, puesto que w = v+2u.

(pueden encontrarse también otras combinaciones, como u = fw- v , etc).
e También podemos verlo por (b):

0 es combinacion lineal de u, v, w puesto que 0 = v+2u—w, (y los coeficientes de esta
combinacion lineal son 1, 2, —1 que no son todos nulos).
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Observacion

Si un conjunto es linealmente dependiente, entonces por (a) sabremos que existe algun
vector entre ellos que es combinacion lineal de los demas. Pero esto no quiere decir que
“cualquier” vector de ellos sea combinacién lineal de los demas.

Por ejemplo, el siguiente conjunto en R* podemos comprobar que es ligado:

u=(1,0,0), v=(0,1,0), w=(1,1,0), k=(0,0,1),
ya que, por (a), tenemos que w = u + v (es decir, w=1u + 1v + Ok ), hay un vector que es
combinacion lineal de los demas. Pero no “cualquier’ vector lo es, puesto que k no es
combinacion lineal de los demas. Esto se puede ver poniendo

(0,0,1) = (1,0,0) + g (0,1,0) +y (1,1,0)

y viendo que se obtiene un sistema incompatible.

/V/\AW >

Definicion: Independencia lineal.

En caso de que un conjunto de vectores no sea linealmente dependiente, se dice que es
linealmente independiente ( o libre ) .

Por tanto, escribiendo la negacion de la definicion de dependencia lineal, tendremos que un
conjunto de vectores es linealmente independiente cuando:

(a) Ninguno de ellos es combinacion lineal de los demas.

O equivalentemente:

(b) El vector 0 no es combinacion lineal de ellos, a no ser que la combinacion tenga
coeficientes todos nulos.

Expresando (b) de otra manera,

(b) La unica forma de poner 0 como combinacién lineal de los vectores, es con todos los
coeficientes nulos.

Observacion.

La definicion de dependencia lineal no es: “v, w son independientes si Ov + Ow = 0

Esa afirmacion no aporta nada, puesto que se cumple para todos los vectores, dependientes
0 no.

De lo que se trata, es de ver si esa es |la_unica manera de poner 0 como combinacion lineal
de ellos.
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Ejemplos.
1) Veamos que u=(3,1) y v=(4,5) en R* son linealmente independientes.

Para ello intentaremos poner (0,0) como combinacion lineal de ellos, y encontraremos que

s6lo es posible con coeficientes nulos.
_ 3a+4B=0 Este sistema es compatible determinado,
00)=a@N+pH5) = a+5p=0]J portanto sélo tiene la solucion a=0, p=0.

Asi pues, la unica forma de poner (0,0) como combinacion lineal de u, v es con coeficientes
o, B nulos. Esto significa que son linealmente independientes.

2) Veamos si son independientes w=(3,1) y k=(6,2): con el mismo planteamiento,
3a+6p=0

a+t2p=0
Esto quiere decir (aun sin resolver el sistema) que existen coeficientes o, 3 no nulos que

permiten poner (0,0) como combinacion lineal de w, k. Por tanto w, k son linealmente
dependientes.

(0,00=a(3,1)+p(6,2) = } Este sistema es compatible indeterminado.

3) Veamos si son independientes u=(1,0,2), v=(4,3,1)y w=(5,3,3)en %’ :

_ a+t4pB+5y=0
(0,0,0)=a (1,0,2) + B (4,3,1) +7v(5,3,3) = 3B+3y=0
20+ B+3y=0
1 4 5
Este sistema es compatible indeterminado, puesto que su matrizes |0 3 3| con rango 2.
2 1 3

Esto quiere decir (aun sin resolver el sistema) que existen coeficientes o, 3,y no nulos que
permiten poner (0,0,0) como combinacién lineal de u, v, w. Por tanto son linealmente
dependientes.

4) Veamos si son independientes u=(3,2,-1), y v=(2,2,0) en R’ :

3a+2B=0
(0,0,0)= 0 (3,2-1) + B (2,2,0) = 20+2p =0 }

- =0

Este sistema es compatible determinado, puesto que su matriz es:
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3 2
2 2| que tiene rango 2y hay 2 incégnitas.
-1 0

Esto quiere decir que la unica solucién es a=0, p=0 y por tanto que la unica forma de poner
(0,0,0) como combinacién lineal de u, v, es con coeficientes nulos. Por tanto son linealmente
independientes.

Observacion.

Si observamos los dos ultimos ejemplos, veremos que la matriz del sistema esta formada
por los vectores dados, en columnas.

Hallando el rango de esa matriz vemos si el sistema es compatible determinado o
indeterminado, y por tanto si los vectores son independientes o dependientes, respectivamente.

Volveremos sobre esto mas tarde (en el punto “Rango de un conjunto de vectores”.)

Propiedades de la dependencia / independencia lineal.

1) El conjunto formado por un solo vector v no nulo, es libre.

(En efecto, una combinacion lineal de v es solamente Av, y Av=0 soélo puede conseguirse con A=0).

2) Dos vectores v, w_son linealmente dependientes cuando uno es muiltiplo del otro , v=Aw
(ya que esto equivale a decir que uno es combinacion lineal del otro).

3) Todo conjunto que contenga al 0 es ligado.

Veamoslo para 3 vectores: si tenemos { v, w, 0} podemos formar 0 como combinacién de ellos:

Ov+0w+10 = 0

y los coeficientes de esta combinacion lineal son 0, 0, 1 y por tanto no todos nulos.

4) Siun conjunto es ligado, afiadiéndole vectores sigue siendo ligado.
(En efecto, si un vector es combinacién de otros, aunque afiadamos mas vectores seguira siéndolo.)

5) Siun conjunto es libre, quitdndole vectores sigue siendo libre.

(En efecto, si no se puede formar 0 como combinacién de ellos, al quitar vectores tampoco se podra)

6) _Siun conjunto es libre, se pueden afadir mas vectores libres hasta un cierto nimero
(que seré la dimension del espacio, segtin veremos mas adelante.) Por encima de este numero ya
no se pueden anadir mas vectores libres.

7) Si un conjunto es ligado, quitandole los vectores que son combinacién lineal de los
demas, llegara a ser libre.

El desarrollo de esta propiedad nos lleva a un nuevo concepto, el de rango:

Neila Campos ALGEBRA LINEAL Espacios Vectoriales 15



RANGO DE UN CONJUNTO DE VECTORES

Ejemplo.

Consideremos en R’ el conjunto de vectores (2,0), (0,1), (4,3), (2,5); vamos a aplicar la
propiedad 6) anterior.

e Este conjunto es linealmente dependiente puesto que observamos que algun vector es
combinacion de los demas; concretamente

4,3)=2(2,0)+3(0,1)
Suprimimos por tanto el vector (4,3) ; el conjunto restante (2,0), (0,1), (2,5) sigue siendo
ligado puesto que

(2,5)=1(2,0)+5(0,1)

Suprimimos el vector (2,5), el conjunto restante (2,0), (0,1) ya es independiente (son dos
vectores y uno no es multiplo del otro).

e También podriamos haber seguido otro camino, por ejemplo viendo que (2,0) es
combinacion lineal de los demas (compruébese) y suprimiéndolo. El conjunto restante
(0,1), (4,3), (2,5) sigue siendo ligado; vemos que (0,1) es combinacioén lineal de los demas y
lo suprimimos. Llegamos entonces al conjunto (4,3), (2,5) que ya es independiente.

Por los dos caminos llegamos a distintos conjuntos independientes. Pero ambos constan del
mismo numero de vectores (dos en este caso).

Teorema: Rango de un conjunto de vectores.

Dado un conjunto de vectores, si quitamos aquellos que sean combinacion lineal de los
demas, queda finalmente un cierto numero de vectores, que ya son independientes.

Este numero no depende del camino seguido, y se llama rango del conjunto de vectores.

El rango es, por tanto, el nimero de vectores independientes que contiene el conjunto.

Propiedades del rango.

1) En ®R", el rango de un conjunto de vectores es igual al rango de la matriz que forman
colocandolos en filas 0 en columnas (habitualmente se hace por columnas).

2) Dados m vectores, si su rango es m significa que son linealmente independientes.
3) En particular, si tenemos n vectores en R" , la matriz que forman es cuadrada, por lo

que se puede calcular su determinante:
- Seran independientes si el rango de la matriz es n, es decir, si el determinante es no nulo.

- Seran dependientes si el determinante es nulo.
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4) Dado un conjunto de vectores, si al eliminar uno de ellos se conserva el rango del
conjunto, entonces dicho vector depende linealmente de los demas.

Si por el contrario al eliminarlo disminuye el rango,entonces es independiente de los demas.

5) Dado un conjunto de vectores, si al afiadir un nuevo vector se conserva el rango del
conjunto, entonces el nuevo vector depende linealmente de los anteriores.

Si por el contrario al afiadirlo aumenta el rango, entonces el nuevo vector es independiente
de los anteriores.

Ejemplos.
1. En ®* determinar el rango de los vectores (1,2,3,4), (0,1,6,-1), (3,3,1,0) :

La matriz que forman por columnas es cuyo rango es 3

A W oo =
o e -
S = W W

-1
(lo que puede comprobarse escalonando la matriz).

Esto significa que los 3 vectores son linealmente independientes.

2. En %? determinar el rango de los vectores (1,3), (5,8). Como la matriz que forman es

1 5 . .
cuadrada (3 g se puede calcular su determinante. Como éste es no nulo, los vectores son

linealmente independientes.

3. En %® determinar el rango de los vectores u=(1,0,0), v=(0,1,0), w=(1,1,0), k=(0,0,1).

1 01 0
La matriz que forman por columnas es [0 1 1 0] en la cual (ya esta escalonada) se
0 0 01

aprecia que el rango es 3. Esto quiere decir que de los 4 vectores, sbélo 3 son
independientes, y el otro es combinacion lineal de los demas.

Observacion.

En un caso como el 3 anterior, el calculo del rango nos dice cuantos vectores son
independientes, pero no cuales. Aunque el rango sea 3, no esta garantizado que 3 vectores
cualesquiera vayan a ser independientes. Por ejemplo en este caso, u,v,w no lo son.

Para saber cuales lo son, se pueden tomar los correspondientes a las columnas pivotales
después de escalonar la matriz (en este caso u, w, k).

También podemos verlo usando la propiedad 4) del rango, quitando el vector que no haga
disminuir el rango: en este caso podemos quitar v. Otra posibilidad es quitar u, o también w.
Pero no podemos quitar k, pues entonces disminuiria el rango.
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SISTEMAS GENERADORES

Definicion: Subespacio generado y sistema generador.

Dado un conjunto de vectores v, . . ., v, el conjunto de todas las posibles combinaciones
lineales de ellos se llama subespacio generado (o0 engendrado) por vi, ..., V;.

Se dice también que dichos vectores son un sistema generador del subespacio (o del
espacio, en su caso).

Observacion.

Notar que, dado un conjunto de vectores, el conjunto de todas sus combinaciones lineales
es efectivamente un subespacio:

- la suma de dos combinaciones lineales de vy, ..., v, es otra combinacion lineal de vq, ..., v;.
- el producto de un escalar por una combinacion lineal de v4, ..., v, es otra combinacion lineal
de vy, ..., V.
Ejemplos.

1) En R*, un vector no nulo v genera una recta ( los vectores de la forma av ).

2) En ®’:  Dos vectores generan un plano.
Tres vectores que estén en el mismo plano, generan ese plano.

Tres vectores que no estén en el mismo plano, generan todo el espacio R’.

3) Veamos qué subespacio generan en R° los vectores (1,0,0) y (0,1,0): las combinaciones
lineales de ellos seran de la forma

a (1,0,0) + 8 (0,1,0)
es decir de la forma { (o, B, 0) : o, B € R } que es la expresion paramétrica del plano XY.

4) Obtener un sistema generador del subespacio S={ (A, p, 2A+u) : A,ue R } de R°.
Observemos que

(A, w, 22+p) = A2 (1,0,2) + 1 (0,1,1)
por tanto los vectores de S son exactamente las combinaciones lineales de (1,0,2) y (0,1,1).
Asi pues, estos dos vectores son un sistema generador de S.

Por supuesto pueden encontrarse otros sistemas generadores diferentes para S (de hecho
hay infinitas posibilidades).

5) Un sistema generador de ) es (1,0), (0,1).
En efecto, todo vector (a,b)e R* se puede poner como combinacion lineal de ellos:
(a,b) puede expresarse como a (1,0) + b (0,1)
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6) Otro sistema generador de R* es (2,0), (1,3), (2,1). Veamos que todo vector (a,b)e R’
se puede poner como combinacion lineal de ellos:

(a,b) =21 (2,0) +u(1,3) +6(2,1) produce un sistema de ecuaciones

a

2L +pu+20=a 2 1 2
b (las incognitas son A, u, © mientras que a, b son datos).

3u+ 6 =b 0 3 1
Se observa que para cualesquiera datos a, b este sistema es compatible. Asi cualquier
vector (a,b)e R* puede ponerse como combinacion lineal de (2,0), (1,3), (2,1) y por ello son
un sistema generador de R*.

7) ¢, Son los vectores (1,1) y (2,2) un sistema generador de R*?
Las combinaciones lineales de estos vectores son de la forma o (1,1) + B (2,2), es decir,
(at+ 2B, at+ 2B) .

Se observa pues, que solo podemos generar vectores que tengan sus dos componentes
iguales. No podemos generar otros vectores como (3,4). (Si se intenta poner (3,4) como
combinacion lineal de (1,1) y (2,2) se obtiene un sistema incompatible).

Por ello, (1,1) y (2,2) no forman un sistema generador de R”>.

8) El espacio que generan (1,1) y (2,2) no es R*. ;,Cudl es?
Se trata de larecta { (a,a): o € R }, es decir la bisectriz del primer cuadrante.

De hecho para generar esta recta bastaria con uno de los dos vectores.

9) Hallar un sistema generador del subespacio { x =y } de R’.

Para ello obtenemos primero la forma paramétrica, que es { (o, o, B) : a, B € R }.
Entonces, (o, o, ) =a (1,1, 0)+ B (0, 0, 1).

Asi pues, (1,1,0) y (0,0,1) son un sistema generador del subespacio dado.

Observacion

Dado un sistema vy, . . . ,vn, ¢cuando un vector u pertenece al subespacio que generan?

Esto ocurrird si u es combinacion lineal de v4, . . . ,v,. , por tanto podemos plantear tal
combinacion lineal, lo que conducira a un sistema de ecuaciones, y ver si es compatible o
incompatible.

Ejemplo
En ®°, ¢ pertenece u=(1,2,3) al subespacio generado por v=(4,5,6), w=(7,8,9) ?
Veamos si es posible poneru=a v + 3 w.

4oa+7p =1
(1,2,3) = (4,56)+B(7,89) = bSa+8 =2
6o+ 9B =3

Este sistema es compatible, por tanto u pertenece al subespacio.
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= Ademas, observar que el sistema es compatible porque la matriz ampliada
4

AN N K
O o0
W N =

7
tiene el mismo rango (=2) que la matriz de coeficientes .| 5 8
6 9
Si los rangos fueran diferentes el sistema seria incompatible.

Notar que la matriz de coeficientes esta formada por los vectores v, w en columnas, y la
matriz ampliada se forma afiadiendo la columna u.

Esto nos lleva a formular el siguiente

Teorema
Un vector u pertenece al subespacio generado por un conjunto de vectores vy, . . . ,v, sial
afadirlo a éstos no aumenta el rango.

(En efecto, ya vimos que si al afiadir u no aumenta el rango, significa que u depende linealmente de
Vi, ... ,Vn, €S decir, es combinacion lineal de ellos).

Sistema generador del subespacio suma.

Hemos visto que puede no ser facil determinar el subespacio suma U+V a partir de la forma
paramétrica de U y de V. Pero conociendo sistemas generadores de U y de V, podemos
usar el siguiente resultado:

Uniendo sistemas generadores de U y de V, se obtiene un sistema generador de U+V.

Ejemplo.

Sean en R’ los subespacios:
U=plano XY={ (a,, 3,0): o, p € R }, sistema generador (1,0,0), (0,1,0).
V=plano XZ={ (A, 0, u): A, u € R } sistema generador (1,0,0), (0,0,1).

Por tanto un sistema generador de U+V es (1,0,0), (0,1,0), (1,0,0), (0,0,1).
El vector repetido (1,0,0) se puede eliminar: un sistema generador mas sencillo de U+V es
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)

Por tanto los elementos de U+V son las combinaciones lineales de (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
es decir:
a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = (a,b,c) por tanto son todos los vectores del espacio.

Es decir, en este caso el subespacio suma es U+V=%R".

Teorema: Reduccion de los sistemas generadores.

Si de un sistema generador suprimimos los vectores que son combinacion lineal de los
demas, los restantes siguen generando el mismo subespacio.

= Por tanto, siempre sera mejor reducir los sistemas generadores en lo posible, suprimiendo
todos aquellos vectores que dependan linealmente de los demas.

Esto llevara al concepto de base.
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