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Problema XVII de Smale [Smale, 2000]

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?

Respuesta positiva en [Beltran and Pardo, 2008].

Teorema ([Beltran and Pardo, 2008])

Existe un algoritmo que, con alta probabilidad encuentra, en tiempo
polinomial, un cero aproximado de un sistema polinomial complejo.

Problema XVII de Smale en el caso [Smale, 2000].

Can a zero of n real polynomial equations in m unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?

| \
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i Por qué no valen los resultados anteriores?

Problemas relacionados con el caso real.
@ R" es un espacio de medida nula en C".

@ La geometria de las soluciones reales es inestable y dispersa
([Azais and Wschebor, 2005]).

@ Hay mds de una componente conexa en el espacio de trabajo.

Hay que reescribir todos los resultados desde cero. )
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Definicién (Operador de Newton)

Sea f un sistema real de m ecuaciones con n variables. Definimos el
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El método de Newton.

Definicién (Operador de Newton)

Sea f un sistema real de m ecuaciones con n variables. Definimos el
operador de Newton como:

N:: R — R"
x = x—(Df(x))f(x),

donde (Df (x))' es la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz
diferencial de f.

Método de Newton.

El método de Newton consiste en, dado un punto inicial x, iterar el

operador de Newton.
Xo = X
Xn+1 = Nf(Xn)-

i Cémo escogemos el punto inicial x?

Problema.
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tal que:

1
INEG) = ¢l < s lix =l

donde N¥(x) denota aplicar k veces el operador de Newton.

Posibles soluciones.

@ Monte Carlo
([Hubbard et al., 2001]).

Figura: Fractal de Newton de z° — 1.
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Decimos que x € R" es un cero aproximado de f si existe una raiz ¢ de f

tal que:

1
INF(x) = ¢l < g llx =<,

donde Nf(x) denota aplicar k veces el operador de Newton.

Posibles soluciones.

@ Monte Carlo
([Hubbard et al., 2001]).

@ Inclusion-Exclusion
([Cucker et al., 2008]).

« Teorema de Smale.

Existe una constante ag € R y una
funcién a(f, x) tal que:

Sia(f,x) < ag entonces x es un cero
aproximado de f.
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Ceros aproximados.

Definicién (Cero Aproximado.)

Decimos que x € R" es un cero aproximado de f si existe una raiz ¢ de f
tal que:

1
INGx) — €l < greglix = €1l

donde Nf(x) denota aplicar k veces el operador de Newton.

Posibles soluciones.

@ Monte Carlo
([Hubbard et al., 2001]).

@ Inclusion-Exclusion
([Cucker et al., 2008]).

@ Homotopia
([Shub and Smale, 1993b])

v
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Notaciones.

@ SeamneN, m<ny(d)=(d,...,dn) € N Denotamos por
H](Rd) el espacio vectorial de todos los sistemas de m polinomios en n
variables con coeficientes reales y de, a lo sumo, grado (d).

@ Definimos variedad proyectiva V(1) de un polinomio f, como el
siguiente subconjunto de P, (R):

Vp(f) :={C € Pn(R): f(¢) =0}.

@ Definimos variedad de incidencia V' como el siguiente subconjunto
de P(H{y) x P (R):

Vi= {(f, ¢) € P(HE) x Pa(R) : £(C) = o} .
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iEn qué consiste el método de homotopia?

Notaciones.

Notaciones.

@ Denotamos por 71 y 7> las dos proyecciones candnicas. Esto es:

7D(H]%gd)) Pn(R).

@ Llamamos variedad discriminante ¥ al subcojunto de sistemas
polinomiales con alguna raiz singular.

@ Denotamos por Y al siguiente subconjunto de V:
s :={(f,¢) € V:  es una raiz singular}.

@ Mucho cuidado: )
VAZ 2 V\ 7 (D).
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iEn qué consiste el método de homotopia?

Método de homotopia.

@ Sean f, g dos sistemas en la misma componente conexa de
P(H](Rd)) \ X tales que conocemos una raiz (o de f.
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Método de homotopia.

@ Sea F:[0,1] — P(H]Fd)) \ X un camino que los une.
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iEn qué consiste el método de homotopia?

Método de homotopia.

@ Usando el Teorema del Fibrado de Ereshmann levantamos el camino
a V\ w7 }(X) con punto inicial (f, (o).

A )
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iEn qué consiste el método de homotopia?

Método de homotopia.

@ Hacemos una sucesién de Newton de / pasos sobre una particiéon de
[0,1]0=t <t; <... <t =1

X0 =(
Xn+1 = N/l:(tn)(xn)'
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i Cuando funciona la sucesiéon de Newton?

Teorema (Teorema del seguimiento de la homotopia,
[Shub and Smale, 1993a, Borges and Pardo, 2008a])

Existe k € N tal que para todo elemento de la sucesion de Newton x,,
este es cero aproximado de F(t,). En particular, xi es cero (proyectivo)
aproximado de F(1) = g.
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[Shub and Smale, 1993a, Borges and Pardo, 2008a])

Existe k € N tal que para todo elemento de la sucesion de Newton x,,
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@ Estimar k.
o Describir las componentes conexas de P(H ) \ Ty V'\  H(X).
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i Cuando funciona la sucesiéon de Newton?

Teorema (Teorema del seguimiento de la homotopia,
[Shub and Smale, 1993a, Borges and Pardo, 2008a])

Existe k € N tal que para todo elemento de la sucesion de Newton x,,
este es cero aproximado de F(t,). En particular, xi es cero (proyectivo)
aproximado de F(1) = g.

Problemas.

| A

e Estimar k.
@ Describir las componentes conexas de P(H](Rd)) \ Xy V\a H(Z).

@ Dar soluciones afines.
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El ndmero de condicionamiento.

Definicién (Condicionamiento de un sistema polinomial.)

Definimos el condicionamiento u(f, () de un sistema polinomial f en una
raiz ¢, como el inverso de la distancia de f a la interseccion ¥ N V, donde
V¢ es el conjunto de sistemas que tienen a ( como alguna de sus raices.

v

Teorema ([Shub and Smale, 1993b, Borges and Pardo, 2008b])

El niimero de pasos de la homotopia es directamente proporcional al
ndmero de condicionamiento.

|

Definicién
o p*(f) := maxcevp(n{n(f,¢)}-
o u2'(f) == ;1 Jvn (r) X=, donde x. es la funcion caracteristica

del conjunto:
Ac(f) = {¢ € Vp(f) : u(f,¢) > e}

Nos interesa acotar la experanza de las cantidades anteriores. J
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Técnicas de Geometria Integral.

o Férmula de la Co-Area de Federer aplicada la variedad de incidencia
([Shub and Smale, 1993a, Federer, 1969]).

@ Invarianza unitaria de u(f,¢) respecto al grupo O(n,R).

@ Acotaciones del condicionamiento de matrices reales rectangulares
([Chen and Dongarra, 2005, Azais and Wschebor, 2004]).

Teorema ([Borges and Pardo, 2008b].)
Seae < ﬁ y 5,013 < C < 6,414, entonces:

n—m

B[] < 2 (VDY ((n+1)2Ce e
A /’“5 s n— m+2 )

VT Un_m

donde ¥, denota el volumen de P, (R). Ademds, si n = m, se tiene:

1/4
Ea [1"] < 2V2 (’{?) (n+1)%2C.

A\
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El ndmero de componentes conexas de V' \ 7;*(X).

Sistemas Reales.

Sistemas Complejos.

@ En el caso n = m tenemos 1 @ En el caso n = m tenemos al menos
componente conexa. D componentes conexas.
@ En el caso n > m tenemos 1 @ En el caso n > m tenemos al menos

componente conexa. 2 componentes conexas.
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De ceros proyectivos a ceros afines.

Teorema ([Beltrdn and Pardo, 2008, Borges and Pardo, 2008b])

Sea n = m, la probabilidad de que la norma de todas las raices de un
sistema polinomial real f sea mayor que €~ es menor que:

4DV2E1/2,

Sea n < m, la probabilidad de que un abierto de la variedad solucion
esté contenido en la bola Bg«(0,e72) es menor que?:

4e.

- . . n <
2Las estimaciones anteriores eran del orden d?", donde d := max{d;}.
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Teorema ([Beltrdn and Pardo, 2008, Borges and Pardo, 2008b])

Sea n = m, la probabilidad de que la norma de todas las raices de un
sistema polinomial real f sea mayor que €~ es menor que:

4DV2E1/2,

Sea n < m, la probabilidad de que un abierto de la variedad solucion
esté contenido en la bola Bg«(0,e72) es menor que?:

4e.

- - n ,
2Las estimaciones anteriores eran del orden d?", donde d := max{d;}.

Teorema ([Beltran and Pardo, 2008])

Sea N,, el valor experado para la norma de las soluciones de un sistema.
Entonces si x es un cero (proyectivo) aproximado de f entonces existe k,
del orden de log, log,((N.,)?1"), tal que NX(x) es, esencialmente, un
cero (afin) aproximado de f.
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Trabajos futuros.

Futuros proyectos.

o Seguir estudiando las componentes conexas de V'\ 77 1(X).

@ Adaptar el algoritmo descrito en [Beltrdn and Pardo, 2008] al caso
real con miiltiples componentes conexas.

@ Adaptar el algoritmo anterior para conseguir miltiples raices.
@ Implementacién de algoritmo y experimentacién.

@ Ampliacién a otras familias de polinomios.
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