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El problema XVII de Smale.

Problema XVII de Smale [Smale, 2000]

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?

Respuesta positiva en [Beltrán and Pardo, 2008].

Teorema ([Beltrán and Pardo, 2008])

Existe un algoritmo que, con alta probabilidad encuentra, en tiempo
polinomial, un cero aproximado de un sistema polinomial complejo.

Problema XVII de Smale en el caso real [Smale, 2000].

Can a zero of n real polynomial equations in m unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?



Actividad formativa. Actividad investigadora.

El problema XVII de Smale.

Problema XVII de Smale [Smale, 2000]

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?

Respuesta positiva en [Beltrán and Pardo, 2008].

Teorema ([Beltrán and Pardo, 2008])

Existe un algoritmo que, con alta probabilidad encuentra, en tiempo
polinomial, un cero aproximado de un sistema polinomial complejo.

Problema XVII de Smale en el caso real [Smale, 2000].

Can a zero of n real polynomial equations in m unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?



Actividad formativa. Actividad investigadora.

El problema XVII de Smale.

Problema XVII de Smale [Smale, 2000]

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?

Respuesta positiva en [Beltrán and Pardo, 2008].

Teorema ([Beltrán and Pardo, 2008])

Existe un algoritmo que, con alta probabilidad encuentra, en tiempo
polinomial, un cero aproximado de un sistema polinomial complejo.

Problema XVII de Smale en el caso real [Smale, 2000].

Can a zero of n real polynomial equations in m unknowns be found
approximately, on the average, in polynomial time with a uniform
algorithm?



Actividad formativa. Actividad investigadora.
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Aplicaciones Prácticas.

Problema clásico de las matemáticas.

Problemas de optimización.

Modelos matemáticos No-lineales.

Equilibrios de Nash.

Movimientos de un robot.
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¿Por qué es importante el XVII problema de Smale en el
caso real?

Aplicaciones Prácticas.
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¿Por qué no valen los resultados anteriores?

Problemas relacionados con el caso real.

Rn es un espacio de medida nula en Cn.

La geometŕıa de las soluciones reales es inestable y dispersa
([Azäıs and Wschebor, 2005]).

Hay más de una componente conexa en el espacio de trabajo.

Hay que reescribir todos los resultados desde cero.
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Técnicas para resolver el problema.

Corriente simbólica.

Busca información universal sobre el
variedad solución.

Desarrollo histórico.

Resolución por radicales,
Teoŕıa de Galois.

O(n!)

Teoŕıa de Eliminación, Ba-
ses de Gröbner.

O (22n)
Kronecker, TERA. O(2n)

Corriente numérica.

Busca información aproximada sobre
elementos de la variedad solución.

Técnicas.

Búsqueda exhaustivas. O
(

2n2
)

Método de Newton. ¿?
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Busca información universal sobre el
variedad solución.

Desarrollo histórico.
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Búsqueda exhaustivas. O
(

2n2
)

Método de Newton. ¿?



Actividad formativa. Actividad investigadora.

Técnicas para resolver el problema.

Corriente simbólica.
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O (22n)
Kronecker, TERA. O(2n)

Corriente numérica.
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El método de Newton.

Definición (Operador de Newton)

Sea f un sistema real de m ecuaciones con n variables. Definimos el
operador de Newton como:

Nf : Rn −→ Rn

x 7→ x − (Df (x))†f (x),

donde (Df (x))† es la pseudo-inversa de Moore-Penrose de la matriz
diferencial de f .

Método de Newton.

El método de Newton consiste en, dado un punto inicial x , iterar el
operador de Newton. {

x0 = x

xn+1 = Nf (xn).

Problema.

¿Cómo escogemos el punto inicial x?
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Ceros aproximados.

Definición (Cero Aproximado.)

Decimos que x ∈ Rn es un cero aproximado de f si existe una ráız ζ de f
tal que:

‖Nk
f (x)− ζ‖ ≤ 1

22n−1
‖x − ζ‖,

donde Nk
f (x) denota aplicar k veces el operador de Newton.

Posibles soluciones.

Monte Carlo
([Hubbard et al., 2001]).

Inclusion-Exclusion
([Cucker et al., 2008]).

Homotoṕıa
([Shub and Smale, 1993b]).
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Figura: Fractal de Newton de z3 − 1.
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α Teorema de Smale.

Existe una constante α0 ∈ R y una
función α(f , x) tal que:
Si α(f , x) ≤ α0 entonces x es un cero
aproximado de f .
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¿En qué consiste el método de homotoṕıa?
Notaciones.

Notaciones.

Sea m, n ∈ N, m ≤ n y (d) = (d1, . . . , dm) ∈ Nm. Denotamos por
HR

(d) el espacio vectorial de todos los sistemas de m polinomios en n

variables con coeficientes reales y de, a lo sumo, grado (d).

Definimos variedad proyectiva VP(f ) de un polinomio f , como el
siguiente subconjunto de Pn (R):

VP(f ) := {ζ ∈ Pn (R) : f (ζ) = 0} .

Definimos variedad de incidencia V como el siguiente subconjunto
de P(HR

(d))× Pn (R):

V :=
{

(f , ζ) ∈ P(HR
(d))× Pn (R) : f (ζ) = 0

}
.
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¿En qué consiste el método de homotoṕıa?
Notaciones.

Notaciones.

Denotamos por π1 y π2 las dos proyecciones canónicas. Esto es:

V
π1

||yy
yy

yy
yy

y
π2

""EE
EE

EE
EE

E

P(HR
(d)) Pn (R) .

Llamamos variedad discriminante Σ al subcojunto de sistemas
polinomiales con alguna ráız singular.

Denotamos por Σ
′

al siguiente subconjunto de V:

Σ
′

:= {(f , ζ) ∈ V : ζ es una ráız singular}.

Mucho cuidado:
V \ Σ

′
) V \ π−1

1 (Σ).
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Método de homotoṕıa.

Usando el Teorema del Fibrado de Ereshmann levantamos el camino
a V \ π−1

1 (Σ) con punto inicial (f , ζ0).
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Método de homotoṕıa.

Hacemos una sucesión de Newton de l pasos sobre una partición de
[0, 1] 0 = t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tk = 1.{

x0 = ζ

xn+1 = N l
F (tn)(xn).
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(f, ζ0)

(g, ζ)

P
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¿Cuándo funciona la sucesión de Newton?

Teorema (Teorema del seguimiento de la homotoṕıa,
[Shub and Smale, 1993a, Borges and Pardo, 2008a])

Existe k ∈ N tal que para todo elemento de la sucesión de Newton xn,
este es cero aproximado de F (tn). En particular, xk es cero (proyectivo)
aproximado de F (1) = g.

Problemas.

Estimar k.

Describir las componentes conexas de P(HR
(d)) \ Σ y V \ π−1

1 (Σ).

Dar soluciones afines.
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El número de condicionamiento.

Definición (Condicionamiento de un sistema polinomial.)

Definimos el condicionamiento µ(f , ζ) de un sistema polinomial f en una
ráız ζ, como el inverso de la distancia de f a la intersección Σ ∩Vζ donde
Vζ es el conjunto de sistemas que tienen a ζ como alguna de sus raices.

Teorema ([Shub and Smale, 1993b, Borges and Pardo, 2008b])

El número de pasos de la homotoṕıa es directamente proporcional al
número de condicionamiento.

Definición

µw (f ) := máxζ∈VP (f ){µ(f , ζ)}.
µav
ε (f ) := 1

νn−m[VP (f )]

∫
VP (f )

χε, donde χε es la función caracteŕıstica

del conjunto:

Aε(f ) = {ζ ∈ VP(f ) : µ(f , ζ) > ε−1}.

Nos interesa acotar la experanza de las cantidades anteriores.
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El número de pasos de la homotoṕıa es directamente proporcional al
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Técnicas de Geometŕıa Integral.

Técnicas de Geometŕıa Integral.

Fórmula de la Co-Área de Federer aplicada la variedad de incidencia
([Shub and Smale, 1993a, Federer, 1969]).

Invarianza unitaria de µ(f , ζ) respecto al grupo O(n,R).

Acotaciones del condicionamiento de matrices reales rectangulares
([Chen and Dongarra, 2005, Azäıs and Wschebor, 2004]).

Teorema ([Borges and Pardo, 2008b].)

Sea ε ≤ 1
n−m+2 y 5,013 ≤ C ≤ 6,414, entonces:

E∆ [µav
ε ] ≤ 2√

π

(ND)1/2

ϑn−m

(
(n + 1)3/2Cε

n −m + 2

)n−m+2

,

donde ϑn denota el volumen de Pn (R). Además, si n = m, se tiene:

E∆ [µw ] ≤ 2
√

2

(
ND
π

)1/4

(n + 1)3/2C .
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El número de componentes conexas de V \ π−1
1 (Σ).

Sistemas Complejos.

En el caso n = m tenemos 1
componente conexa.

En el caso n > m tenemos 1
componente conexa.

Sistemas Reales.

En el caso n = m tenemos al menos
D componentes conexas.

En el caso n > m tenemos al menos
2 componentes conexas.
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De ceros proyectivos a ceros afines.

Teorema ([Beltrán and Pardo, 2008, Borges and Pardo, 2008b])

Sea n = m, la probabilidad de que la norma de todas las raices de un
sistema polinomial real f sea mayor que ε−1 es menor que:

4D1/2ε1/2.

Sea n < m, la probabilidad de que un abierto de la variedad solución
esté contenido en la bola BRn (0, ε−2) es menor quea:

4ε.

aLas estimaciones anteriores eran del orden d2n
, donde d := máx{di}.

Teorema ([Beltrán and Pardo, 2008])

Sea Nav el valor experado para la norma de las soluciones de un sistema.
Entonces si x es un cero (proyectivo) aproximado de f entonces existe k,
del orden de log2 log2((Nav )2µw ), tal que Nk

f (x) es, esencialmente, un
cero (af́ın) aproximado de f .
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Trabajos futuros.

Futuros proyectos.

Seguir estudiando las componentes conexas de V \ π−1
1 (Σ).

Adaptar el algoritmo descrito en [Beltrán and Pardo, 2008] al caso
real con múltiples componentes conexas.

Adaptar el algoritmo anterior para conseguir múltiples ráıces.

Implementación de algoritmo y experimentación.

Ampliación a otras familias de polinomios.
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real con múltiples componentes conexas.

Adaptar el algoritmo anterior para conseguir múltiples ráıces.
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