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The magician does not doubt that the same causes will always produce the
same effects, that the performance of the proper ceremony, accompanied by
the appropriate spell, will inevitably be attended by the desired result |[...]
Thus the analogy between the magical and the scientific conceptions of the
world is close. In both of them the succession of events is assumed to be per-
fectly reqular and certain, being determined by immutable laws, the operation
of which can be foreseen and calculated precisely.

Sir James Frazer, The Golden Bough.
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Introduccion

Esta memoria nace del encuentro entre varios elementos de la Teoria de la
Interseccién Geométrica y de la Geometria Integral. La conjuncién de ambas
ha permitido abrir nuevos frentes en la comprension de un problema central
en varias ramas de las Matematicas: El andlisis de la complejidad de algo-
ritmos de resolucion de sistemas de ecuaciones polinomiales multivariadas.

La aportaciéon mas sugerente de esta memoria es ofrecer una respuesta pos-
itiva y probabilista al Problema 17 de los propuestos por Steve Smale en su
lista de Problemas para el Siglo XXI, [119].

Este relevante resultado se obtiene como consecuencia de un andlisis minu-
cioso del comportamiento y propiedades de los nimeros de condicionamiento
de sistemas de ecuaciones polinomiales. Presentar el entramado que conduce
a la resolucién del Problema 17 de Smale y a los otros resultados descritos en
la memoria exige también un intento de exponer el contexto cientifico en que
se enmarca. Por eso hemos estructurado esta introduccién en las siguientes
secciones:

= Contexto histérico del problema.
= Estado del arte.
= Principales aportaciones de la memoria.

= Perspectivas, problemas a medio y largo plazo.

Contexto historico del Problema

El problema de la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales no es un
problema reciente en la Historia de las Matematicas. Desde el Papyrus Rhine
a los textos hinduies de la tradicién china, el problema de resolver ecuaciones
cuadraticas univariadas aparece en forma de ejercicios enunciados y resueltos
por los autores (anénimos en la mayoria de los casos). La tradicién griega
(recogida en Euclides) también exhibe su conocimiento de la resolucién de
ecuaciones cuadraticas.

En el texto de Al-Khuarizmi encontramos ecuaciones univariadas de grado
2 resueltas a la manera de “Al-Uqlidisi”.



No serd hasta el Renacimiento italiano cuando la primera extensién del prob-
lema alcance rango de problema matematico: De las ecuaciones cuadréticas
univariadas a las cibicas, las cudarticas y las quinticas. El concepto de grado
de un polinomio, la resolucién mediante radicales de cubicas y cudrticas y
el establecimiento del problema de las quinticas puede seguirse en las obras
o recuerdos histéricos de autores como Scipio del Ferro, Annibal della Nave,
Fiore, Tartaglia, Cardano, Ferrari, Bombelli, Viéte, Descartes...

En el Siglo XVIII, Issac Newton también intent6é atacar el problema de
la resoluciéon por radicales de la ecuacién de quinto grado. Fracasa en el
analisis del problema y, en cambio, introduce una nueva forma de “resolver”
ecuaciones polinomiales: El operador de Newton. De hecho, en [98], Newton
enfrenta la “resolucién” de una ecuacién polinomial cibica por un método
que no sea por radicales. Por ejemplo, trata el problema de resolucion de la
ecuacién Y3 — 2Y — 5. Sobre la dificultad a la hora de aplicar su método,
Newton escribe:

Quicquid laboris hic est, istud in Operatione sustituendi quantitates unas pro
aliis reperietur.

Esto es, “Qué (escaso) trabajo hay aqui, en la operacién de sustituir unas
cantidades por otras”. De este modo, Newton queria expresar de algiin modo
que, en su opinion, su método tiene “menos trabajo” que otros. Claramente
Newton, interesado en los calculos, estd intuyendo el concepto de comple-
jidad. En este punto debemos sefialar que Newton parece reconocer que su
“método” para coeficientes numéricos (Numeralis Aequationem) no siempre
funciona; pero resta importancia al problema remitiéndolo a los “analistas”:
Sicut Analystis notum est. Ain asi, lo recomienda:

1d quod varie perficias, at frequentem modum maxime expeditum puto, prae-
sertim ubi Numeri Coefficientes constant ex pluribus Figuris.

Esto es, “Ello puede hacerse diversamente, yo juzgo el presente modo el més
expedito, sobre todo, en el caso de que los mismos coeficientes consten de
varias figuras (i.e. cifras)”. Newton habia desarrollado también su método
para el caso que ahora llamarfamos no—-arquimediano, esto es cuando los
coeficientes no son numeros sino variables.

Otros dos grandes pilares en la historia de la resolucién de ecuaciones al-
gebraicas son, ya en el siglo XIX, N. Abel y E. Galois. Si bien Abel es el
primero en descubrir la inexistencia de un método para resolver ecuaciones
quinticas por radicales, Galois no solo caracteriza el fenémeno (mediante la
introduccién de la Teorfa de Grupos), sino que ademds disena un proced-
imiento algoritmico del que afirma:

St maintenant vous me donez une équation que vous avez choisi a votre
gué et que vous désirez connaitre si elle est ou non resoluble per radicauz,

1I



je naurrai rien a y faire que de vous indiquer le moyen de répendre a votre
question... sans vouloir charger ni moi ni personne de la faire. En un mot,
les calculs sont impracticables.

Asi, tanto Newton como Galois comprenden las dificultades de sus respec-
tivas filosofias y conceptos de “resolucién”:

= Newton observa que su método parece requerir “menos calculos”, aun-
que elude el problema de saber si un punto es o no un buen punto
inicial.

= Galois sabe que su algoritmo funciona siempre, pero la complejidad de
su ejecucién es tal que lo hace “impracticable”.

Tanto Newton como Galois estan preludiendo un problema relevante que se
prolongara a lo largo del siglo XIX bajo el término genérico “Teoria de la
Eliminacién” y que encontrard su punto culminante (en el siglo XIX) en las
obras de L. Kronecker ([84]) y D. Hilbert ([72]).

El problema ha dejado de ser un sencillo problema de tratamiento de ecua-
ciones polinomiales univariadas para convertirse en el diseno algoritmico y/o
comprension de la fenomenologia de la resolucion de sistemas de ecuaciones
polinomiales multivariadas. El problema contempla las diversas vertientes
que pueden surgir cuando se manipulan polinomios multivariados.

Asi, sea f = [f1,..., fs] una lista de polinomios multivariados, de modo que
fi € C[Xq,...,X,]. Denotaremos por Vin(f) el conjunto algebraico afin de
sus ceros comunes, es decir,

V(C”(f) = {x eC": fl(:E) = 07 1<:i< 3}7

o también el conjunto de soluciones (z1,...,x,) € C" del sistema de ecua-
ciones

filXy,...,X,)=0

fs(X1,...,Xn) =0

El anélisis de los conjuntos algebraicos Ve (f) se estructura en dos preguntas
algoritmicas bésicas:

Problema de Eliminacién: HN (Hilbert Nullstellensatz): Disenar un
algoritmo eficiente tal que dado un sistema f € C[Xq,...,X,]®, decida si
Ven (f) es vacio o no.

Problema de Resolucion: Disenar un algoritmo eficiente tal que dado un
sistema f € C[Xy,...,X,]*, del cual conocemos que Vpn(f) es no—vacio,

aporte alguna informacién sobre Ven (f).
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Ambos problemas tienen un caracter dual, como observaria el propio Kro-
necker, en el sentido de que los algoritmos de resolucién pueden usarse (y,
de hecho, se han usado eficazmente) para responder al Problema de Elimi-
nacion y viceversa. Aqui el término “eficiente” puede atin tomarse de manera
difusa como el “trabajo” que requiere la ejecuciéon de un algoritmo.

Ni los algoritmos imaginados por Hilbert, ni los disenados por Kronecker
seran algoritmos eficientes. Tampoco lo seran los que desarrollen sus contin-
uadores entre finales del siglo XIX y el primer cuarto del siglo XX (Konz,
Macaulay, Hermann), y todos estos problemas caen en el olvido histérico:
Se consideran problemas imposibles e impracticables.

Estado del arte

A mediados del Siglo XX, la nueva potencia de célculo proporcionada por
los ordenadores y el desarrollo de nuevas herramientas algebraicas vuelve a
convertir la resolucién eficiente de sistemas de ecuaciones polinomiales en
uno de los retos més importantes de las Matematicas Computacionales. Son
dos las ramas de la computacién cientifica que se enfrentan a él: Una intenta
aproximarse al problema desde la perspectiva simbdlico—algebraica, y otra
desde la perspectiva del anélisis numérico. El objetivo es disenar y analizar
algoritmos éptimos, que resuelvan los problemas dados utilizando la menor
cantidad de recursos posible. A continuacién resumiremos brevemente los
logros que estas ciencias ya han alcanzado.

Como hemos indicado ya, Galois habia desarrollado un algoritmo pero la
complejidad computacional (o sea, los recursos computacionales) requerida
por su algoritmo era excesiva. Simplemente, aunque sabia cémo hacer algo,
no tenia la capacidad de hacerlo en la practica. Se encontraba asi con una
de las materias de estudio centrales en Complejidad Computacional: La
intratabilidad. En la época en que vivié Galois, no estaban bien establecidas
nociones como algoritmo o complejidad. Este paso, tan importante en la
historia de las Matemédticas, vino de la mano de cientificos como Godel,
Church y Turing. Sus trabajos culminaron en la creacién de los primeros
ordenadores, y la nocién de Maquina de Turing se convirtié en la medida
estandar de complejidad computacional.

La intratabilidad es uno de los aspectos més llamativos de los estudios de
complejidad. Un problema matematico es intratable si los recursos computa-
cionales que requiere su resoluciéon son tan grandes que no hay posibilidad
de resolverlo en la préactica. Ademas, la intratabilidad es independiente del
algoritmo utilizado, pues es intrinseca al problema. Por ejemplo, los proble-
mas mateméticos que requieren tiempo exponencial (en el tamano del input)
para ser resueltos son por naturaleza intratables: No hay esperanza de re-
solverlos eficientemente en ningtin ordenador, presente o futuro, mediante
ningin algoritmo, conocido o por descubrir.

v



Normalmente, nos referimos a los problemas cuyo tiempo de ejecucién es
polinomial en el tamano del input como problemas tratables. Hay una gran
cantidad de problemas para la cual carecemos de informacién suficiente para
decidir si son o no tratables. Esa “tierra de nadie” suele llamarse la Fron-
tera de la Intratabilidad (cf. [49]). El Nullstellensatz de Hilbert pertenece a
esa frontera. Esto significa, simplemente, que nadie ha diseiado nunca un
algoritmo que lo resuelva en tiempo polinomial en el niimero de variables,
pero tampoco nadie ha demostrado que ese algoritmo no pueda existir.

Las estrategias para estudiar la complejidad computacional del Nullstel-
lensatz de Hilbert se pueden dividir en dos grandes grupos: Sintacticas y
semanticas. Resumimos brevemente a continuacién ambas perspectivas.

Las estrategias sintédcticas se caracterizan por el hecho de que los polinomios
son considerados como listas de coeficientes (en codificacién densa) de cier-
tos espacios vectoriales de alta dimensiéon. Entonces se trabaja con ellos
como si fueran vectores, y se aplican métodos de Algebra Lineal para obten-
er respuestas. Historicamente, el primer algoritmo sintactico se remonta a
Hilbert y su estudiante Hermann (cf. [70]). Estos autores redujeron el prob-
lema de decision a la consistencia de un sistema de ecuaciones lineales, del
modo que sigue. El Teorema de los Ceros de Hilbert (cf. [72]) establece que
dada una lista de polinomios f1, ..., fs € C[Xy,..., X,] de grado a lo més d,

la variedad algebraica compleja que definen, Ven(f1,..., fs) € C™, es vacia
si y solo si existen polinomios gy, ...,gs € C[Xq,...,X,] tales que:
l=gifi+-+9sfs (1)

Las igualdades como (1) se suelen llamar identidades de Bézout. Por el tra-
bajo de Hermann, sabemos que existe una funcién D(d, n) que depende solo
del nimero de variables y del méximo de los grados, tal que, si existe al-
guna expresién de la forma (1), entonces existe otra expresion equivalente
donde los grados de los polinomios g; estan acotados por D(d,n). Asi, la
existencia de estos polinomios g; (y, por tanto, la consistencia del sistema
de ecuaciones) es equivalente a la consistencia de un sistema lineal con

S<D(d,n) —|—n>.

n

incognitas y ecuaciones. El tiempo que tardamos en decidir este sistema es,
por supuesto, polinomial en esta cantidad. Por lo tanto, cotas finas de la
funcién D(d,n) implican cotas finas superiores de complejidad para la reso-
lucién del Nullstellensatz mediante estas técnicas. Los estudios sobre cotas
superiores de esa funcién suelen llamarse Nullstellensatz efectivo (véanse
[16, 19, 81, 82, 62, 83| y las referencias en ellos incluidas). Las cotas conocidas
sobre D(d,n) se pueden resumir como sigue,

d"' < D(d,n) < d".
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Concluimos que este intento de resolucién no es eficiente ni aplicable pues
la complejidad obtenida es del orden de

<d”—|—n> ~ dn2.
n

Otra de las estrategias sintdcticas para el problema de Hilbert consiste en el
uso de técnicas de reescritura. De entre ellas, la mas conocida y utilizada es
la de las bases de Grobner. Desde los estudios iniciales [73] y [17], una larga
lista de trabajos han analizado este tipo de algoritmos (véanse por ejemplo
[8, 25, 94, 128] y las referencias en ellos contenidas). Las bases de Grobn-
er estan implementadas en la mayoria de los programas matematicos en el
mercado. La programacién maés eficiente hasta la fecha se debe a Faugere
(las series F'Gb). En términos de complejidad computacional, se conocen
cotas inferiores que son desalentadoras: Mayr y Meyer, en su trabajo [92],
demostraron que el problema de calcular bases de Grobner requiere unos
recursos muy elevados, y necesariamente tiempo exponencial (en realidad,
el resultado obtenido por Mayr y Meyer es mucho maés fuerte, pues demues-
tra que la resolucién por bases de Grobner es EXPSPACE—completo). De
nuevo la complejidad excesiva parece suponer una barrera en el problema
de Hilbert.

Una tercera estrategia sintdctica utiliza los conceptos de Complejidad Es-
tructural. Esto es, los problemas se clasifican en distintas clases de comple-
jidad, y el estudio de la complejidad de un problema consiste en colocarlo
en la clase apropiada donde este problema es completo. En [15], Blum, Shub
& Smale demostraron que HN es completo en la clase NP, esto es, tiempo
polinomial no-determinista en el modelo abstracto de Maquinas de Turing
complejas (véase [14]). Otros autores han estudiado la complejidad de HN
en el contexto més realista de Maquinas de Turing cldsicas. En [80] (véanse
también [106, 105]), el autor demuestra que HN estd en la clase de comple-
jidad PH (Polynomial Hierarchy).

A medio camino entre las estrategias sintdcticas y semanticas estan los inten-
tos de atacar el caso sparse, esto es, cuando el nimero de monomios no—nulos
es pequeno. En el libro de Sturmfels [125], se encuentran algunas técnicas es-
pecificamente dedicadas a tratar este caso (véase también [90, 91]). Ninguna
de estas estrategias logra bajar la barrera de la exponencialidad en el niimero
de variables.

Las estrategias semanticas tratan de utilizar las particulares propiedades
de los objetos geométricos relacionados con la eliminacién (esto es, las var-
iedades algebraicas). Los polinomios son entonces vistos como aplicaciones,
y la complejidad trata de relacionarse con parametros intrinsecos de los
problemas (invariantes geométricos, aritméticos y topoldgicos), estudiados
durante anos por los geémetras y algebristas. Estas ideas se han utilizado
tanto para cotas superiores de complejidad (como veremos) como para cotas
inferiores, véase por ejemplo [93] y las referencias en él incluidas. El objetivo
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de los trabajos de cotas superiores de complejidad fue disenar un algoritmo
cuya complejidad fuese polinomial en alguno de los invariantes seméanticos
del problema. El grupo de trabajo TERA alcanzé este objetivo durante la
década de los 90. Dos trabajos iniciaron esta corriente de pensamiento: FEn
[100] se proponian las bases para un programa de investigacion al respecto;
en [52] se mostraba el primer algoritmo seméntico para Teoria de la Elimi-
nacién. El programa propuesto en [100] fue completado en la serie de articu-
los [51, 50, 53]. Resumimos brevemente los logros de este proyecto. Primero,
reformulamos el Nullstellensatz de Hilbert en los términos siguientes:

Problema 1 Diseriar un algoritmo eficiente que realiza la siguiente fun-
cion: Dada una lista de polinomios fi,...,fs,g9 € C[Xy,...,X,] de grados
acotados por d, decidir si el polinomio g se anula en algun punto de la var-
iedad Ven(f1,..., fs) CC™.

Esta es la forma usual en que se presentan los problemas de eliminacion en
Teoria de la Eliminaciéon. También es la forma en que se suelen plantear los
problemas NP—completos (véanse [69, 100] y sus referencias). El motivo por
el que escribimos el problema de este modo es para resaltar el papel distin-
to que tiene el polinomio g. A partir de una lista de polinomios fi,..., fs
queremos computar informacién sobre su variedad de ceros comunes Vgn.
Esta informacién, que es lo que solemos llamar solucién del sistema, ha de
permitirnos responder futuras respuestas sobre la variedad. Como la pre-
gunta de si un polinomio dado g se anula o no en algin punto de Ven. En
[100], se propone la creacién de un algoritmo que satisfaga las dos siguientes
condiciones siguientes:

» Su complejidad debe estar acotada por parametros intrinsecos (seman-
ticos) relacionados con la lista fi,..., fs.

= Su output debe contener suficiente informacién para responder cual-
quier pregunta de eliminacién como las planteadas en el Problema 1.

No es nuestro propdsito describir con detalle las caracteristicas de este al-
goritmo. Nos basta con sefialar que el procedimiento obtenido tiene com-
plejidad polinomial en una cantidad intrinseca al sistema: El maximo de
los grados de las variedades intermedias (en el sentido de [66]). Esta can-
tidad es, en casi todos los casos, igual al nimero de Bézout, esto es, el
producto de los grados de los polinomios, que es tipicamente una cantidad
exponencial en el nimero de incégnitas. Pese a las mejoras conseguidas por
[57, 54, 68], esta barrera no ha sido superada. Algunas de estas ideas fueron
trasladadas al problema de conteo de soluciones reales de sistemas con co-
eficientes reales en [3, 4, 5, 6]. El algoritmo fue implementado por Lecerf
y Salvy. Esta implementacién, incluyendo algunas variaciones técnicas, fue
presentada en [54]. El algoritmo seméntico al que nos referimos supone un
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avance categdrico con respecto a las demds técnicas simbodlicas que hemos
descrito (muy brevemente) en parrafos anteriores: Su complejidad pasa a
depender no de la forma concreta en que se escriban los polinomios del in-
put, sino de parametros intrinsecos a la variedad que queremos describir. La
nueva cota de complejidad atin es, no obstante, exponencial en el niimero
de incégnitas en la mayoria de los casos.

La experiencia TERA y el comportamiento del algoritmo Kronecker con-
ducen a dos preguntas centrales:

= ;Es el nimero de Bézout D una barrera para la complejidad de reso-
lucién de los sistemas de ecuaciones polinomiales?

= Fn caso afirmativo, jqué significado tiene la existencia de dicha bar-
rera?

Un intento de responder a estas preguntas viene de la mano del concepto
de resolucién universal y de los resultados expuestos en [67, 101, 20]. En
pocas palabras, un algoritmo universal es un procedimiento que permite
responder a todas las preguntas de eliminaciéon que conciernen a la var-
iedad solucion. Todos los algoritmos conocidos en Teoria de la Eliminacién
(tanto sintacticos como semdnticos) son universales. En [20] se demuestra
que todo procedimiento universal requiere tiempo exponencial en el nimero
de variables. Esto es, si queremos obtener, a partir de un sistema, toda la
informacién necesaria para responder a las preguntas de Teoria de la Elim-
inacién, tenemos que estar dispuestos a pagar un alto coste computacional.
El concepto de resolucién universal también aparece en algunos algoritmos
numéricos. Por ejemplo, los algoritmos implementados por J. Verschelde y
sus colaboradores (véase por ejemplo [129]), que pretenden aproximar todas
las soluciones de un sistema de ecuaciones dado, son algoritmos universales y
necesariamente funcionaran en tiempo exponencial. En efecto, el nimero de
soluciones es genéricamente igual al nimero de Bézout, luego aproximarlas
todas exigird una complejidad, al menos, del orden de D.

El hecho de que los procedimientos universales requieran una complejidad
exponencial en el nimero de incégnitas no tiene por qué ser visto como un
resultado negativo. Simplemente, nos hace darnos cuenta de la necesidad
de buscar algoritmos no—universales de resolucion de sistemas de ecuaciones
polinomiales. Debemos rebajar el nivel de exigencia para obtener un tiempo
de ejecuciéon més razonable. Un algoritmo no—universal devuelve informacién
parcial sobre el conjunto de soluciones de un sistema. Esta idea conlleva la
aparicién de una larga serie de nuevos problemas y preguntas. La primera
de ellas es, sin embargo, muy dificil de responder: ;Qué clase de informacion
sobre la variedad solucién tenemos a partir de la informacién parcial cal-
culada por un algoritmo no—universal? Es necesaria mucha més experiencia
con algoritmos no—universales antes de responder a esta pregunta.
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Un ejemplo inicial de algoritmo seméntico no—universal fue dado en [99]. Sin
embargo, el tiempo de ejecucién de este algoritmo vuelve a ser exponencial
en el nimero de variables. La busqueda de algoritmos de resolucién no-—
universales conduce de modo natural al desarrollo de algoritmos numéricos.

Durante la primera mitad de los anos 90, M. Shub y S. Smale sentaron las
bases para una nueva concepcién del andlisis numérico. Se centraron en el
problema de la resolucién numérica de sistemas de ecuaciones polinomiales
en la serie de articulos [112, 113, 114, 115, 116]. Otros muchos autores sigu-
ieron esa linea en trabajos como [14, 32, 33, 30, 34, 88, 89, 90, 91, 87, 134,
29, 138, 137, 136, 135, 2]. Algunos otros trabajos habian precedido la serie
de articulos citada de Shub & Smale (véanse [117, 77, 102, 78, 118, 111])

La teoria de ceros aproximados de Shub & Smale busca desde sus origenes la
posibilidad de evitar el crecimiento exponencial de la complejidad de resolu-
cién. En pocas palabras, un cero aproximado de un sistema de ecuaciones es
un punto que satisface la siguiente condicién: Las sucesivas iteraciones del
operador de Newton, iniciando en el cero aproximado, convergen a velocidad
doblemente exponencial hacia una solucién exacta del sistema. La informa-
cién contenida en un cero aproximado no es Unicamente una aproximacién
de la solucién: Como se demuestra en [22], se puede obtener a partir de ella
informacién simbdlica de las soluciones del sistema, aunque en la presente
memoria no nos ocuparemos de esta relacién simbolico-numérica.

La informacién no—universal que buscamos ahora es la que esta contenida en
un cero aproximado del sistema objetivo. Esto es, el disefio de algoritmos que
aproximen algin punto en la variedad solucién consiste en la bisqueda de
procedimientos de resolucién no—universales que proporcionan la informa-
cién contenida en un cero aproximado del sistema. Este tipo de algoritmos
no busca por tanto responder a todas las preguntas de la Eliminacién y por
ello son susceptibles de poder evitar la cota exponencial de complejidad.

En todo caso, el concepto numérico de resolucién puede enunciarse como
sigue,

Problema de Resolucion Numérica: Dado un sistema de ecuaciones
polinomiales f = [fi,...,fs] € C[Xq,...,X,]" definiendo una variedad
Ven(f) de dimension cero, hallar un cero aproximado para algin cero ¢ €

Ve (f).

Shub & Smale propusieron un método de homotopia para la busqueda de
ceros aproximados. Este método funciona, a grandes rasgos, como sigue.
Sea f un sistema que queremos resolver, y sea g otro sistema que sabemos
resolver. Sea zg la solucién de g que ya conocemos. Consideremos una par-
ticién {h;}i—o..r del segmento entre g y f, de forma que hg = gy hx = f.
Entonces, construimos una serie de puntos {z;};—1.  como sigue: Para cada
i =1...k, z; es el resultado de aplicar el operador de Newton correspondi-
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ente a h; con punto inicial z;_1. El procedimiento tiene éxito si zj es un cero
aproximado de hy = f. El nimero natural k > 0 suele llamarse el niimero
de pasos de homotopia y su control es el elemento clave del algoritmo, pues
de él dependen tanto la complejidad como la garantia (probabilista) de que
21, sea realmente un cero aproximado de f.

En su serie de profundos y novedosos articulos [112, 113, 115, 116], Shub &
Smale demostraron que el procedimiento que acabamos de describir puede
ser cuantitativamente estudiado y analizado. Es mas, culminaron su estudio
con un impresionante resultado que se puede escribir como sigue:

Teorema 0.0.1 (Shub & Smale, [115]) Consideremos fijados una lista
de grados (di,...,d,) y un nimero positivo € > 0. Entonces, existe un
sistema polinomial g. y una solucion (. de ese sistema tal que el método de
homotopia encuentra un cero aprorimado de casi todo sistema de ecuaciones
f=1f1,--, fn], deg(fi) = d;, (con probabilidad de éxito 1—¢), en un nimero
de pasos de homotopia del orden de O(N*e™1).

Aqui, como en el resto de esta Introduccién, N es la talla del input (esto
es, el nimero de coeficientes en codificaciéon densa). El anterior resultado
representa un avance sin precedentes en el estudio de los sistemas de ecua-
ciones: Por primera vez se insintia que es posible encontrar algoritmicamente,
en tiempo polinomial, informacién precisa sobre el conjunto solucién de un
sistema de ecuaciones. Nos dice que, si somos capaces de encontrar el par
inicial (g, (¢ ), entonces podremos calcular ceros aproximados de sistemas en
tiempo polinomial con alta probabilidad. Sin embargo, el resultado de Shub
& Smale no puede transformarse en un algoritmo explicito. El motivo es
que se trata puramente de un resultado existencial: No se da ninguna pista
sobre cémo encontrar o calcular el par (g, (). Shub & Smale demostraron
la existencia de un buen par inicial, pero no podemos saber cudl es. La falta
de esta informacién explicita llevé a estos autores al enunciado de su Conje-
tura (véase [115]) en la cual proponen un sistema inicial determinado, y una
solucion de dicho sistema, como candidatos a satisfacer la tesis del teorema
anterior. Sin embargo, nadie ha podido demostrar la verdad o la falsedad de
esa conjetura a dia de hoy.

Asi pues, la pregunta sobre cémo resolver sistemas de ecuaciones (i.e. cémo
calcular ceros aproximados de estos sistemas) se reduce a la bisqueda de un
buen “par inicial” (g, zp) que permita desarrollar la homotopia descrita por
Shub & Smale con garantias de funcionamiento. Stephen Smale, ganador de
la Medalla Fields en 1966, introdujo esta bisqueda en su lista de problemas
matematicos para el siglo XXI (cf. [119]).

Problema 17 de Smale:
Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found ap-
prozimately, on the average, in polynomial time with a uniform algorithm?
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En otras palabras,

Existe un algoritmo que calcule ceros aproximados de sistemas de ecuaciones
polinomiales en tiempo polinomial en promedio?

En este enunciado, “uniform algorithm” quiere decir simplemente que no
dependamos de informacion a priori, esto es, que no necesitemos un “oracu-
lo” que nos proporcione informacién sobre el par (g, zp) inicial. Smale pide
ademas un resultado de naturaleza probabilista. Esto no es un hecho casual:
Una filosofia comtn a muchos procedimientos del andlisis numérico consiste
en demostrar que, asumiendo una cierta probabilidad (pequena) de fracaso,
podemos encontrar soluciones de la mayor parte de los problemas en tiempo
polinomial. Esto es, sostenemos la tesis siguiente:

Paradigma de algoritmo numérico: Dado un espacio de inputs Z con
una distribucién de probabilidad fijada, un algoritmo numeérico con funcién
de recursos ¢ : R? — R es un algoritmo P con espacio de inputs Z x (0, 1)
tal que se tiene:

= Para cada € > 0, la probabilidad de que un input ¢ € Z sea resuelto
por P |7y es al menos 1 —¢.

= Para cada € > 0, y para cada input ¢ € 7 el algoritmo P \Ix{a} se
detiene después de o(|i|,e!) pasos, donde |i| es el tamafo de i.

La funcién de recursos ¢ indica la clase de complejidad a la que pertenece el
algoritmo en cuestién. Asi, si ¢ estd acotada por algin polinomio f(X,Y),
diremos que el algoritmo es polinomial. También podemos hablar, como en
el caso de Teoria de Complejidad Clasica, de algoritmos no—deterministas,
probabilistas con probabilidad de error acotada, etc.

Principales aportaciones de esta memoria

Estructuramos esta seccién en varias subsecciones, cada una de las cuales
contiene resultados de una naturaleza, aunque todos estédn profundamente
relacionados entre si.

Una soluciéon probabilista al Problema 17 de Smale: El caso
homogéneo

El resultado mas sugerente de esta memoria consiste en una respuesta prob-
abilista positiva al Problema 17 de Smale, tanto para el caso homogéneo
como para el caso afin. Consideremos primero sistemas de ecuaciones f =
[f1,..., fn] tales que para todo i,1 < i < n, el polinomio f; es homogéneo
de grado d; en las variables Xy, ..., X,,. Primero observamos que, en estas
circunstancias, un punto x € C"*! es solucién de f si y solo si lo es Az, para
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todo A € C, X # 0. Por ello, buscamos soluciones proyectivas del sistema
f (esto es, puntos proyectivos z € IP,,(C) en los que se anulan todos los f;,
1 <i < n). El conjunto de soluciones proyectivas de f, denotado V(f), es
genéricamente un conjunto discreto. Hay una nocién estable de cero aproxi-
mado proyectivo (descrita por primera vez en [110]), que podemos enunciar
brevemente como sigue: Un punto proyectivo z € IP,,(C) es un cero aproxi-
mado de f con cero (exacto) asociado ¢ € V/(f) si la secuencia de iteraciones
del operador de Newton proyectivo esta bien definida y converge cuadratica-
mente (esto es, a velocidad doblemente exponencial) al cero exacto ¢, donde
la convergencia se mide en términos de la distancia tangente dp, definida
como la tangente de la distancia Riemanniana en IP,,(C). La distancia tan-
gente viene a medir la tangente del angulo entre dos puntos proyectivos.
Si la distancia dr entre dos puntos proyectivos es pequena, el angulo que
los separa es también pequenio. Ademds, si tenemos un cero aproximado
proyectivo, obtener una e—aproximacién del cero exacto (en términos de dr)
requiere tan solo
O(log|logel|)

iteraciones de Newton. El objetivo que tenemos es la busqueda de esos ceros
aproximados. Entonces, demostraremos el siguiente resultado (cf. [11, 12]).

Teorema 0.0.2 (Solucién Probabilista al Problema 17 de Smale)
Sea € > 0 un niumero real positivo, representando una probabilidad de fraca-
so. Entonces, existe un algoritmo que encuentra un cero aproximado proyec-
tivo de todo sistema de ecuaciones homogéneo (salvo por esa probabilidad
de fracaso ¢), realizando un mimero de operaciones aritméticas O(N°c2),
donde N es la talla del input.

En este resultado, como en los que se expondran a continuacién, hablaremos
de “probabilidad” en los mismos términos en que Smale establece el enunci-
ado de su problema. Expliquemos este término con més detalle. El conjunto
de los sistemas de ecuaciones de grado fijado tiene una estructura de espacio
vectorial. Se suele dotar a dicho espacio con un producto Hermitiano (-, -)a
asociado a la lista de grados, que tiene varias caracteristicas deseables (véase
la Seccién 1.4 para una descripcion detallada). La mds importante, a la que
nos referiremos como “invariancia unitaria”, es la siguiente: Si consideramos
una transformacién unitaria en el espacio de soluciones, el cambio de vari-
ables correspondiente define una transformacion isométrica en el espacio de
sistemas. La estructura de espacio de Hilbert asi definida en el espacio de
sistemas fue llamada por Shub & Smale estructura de Kostlan (y nosotros
seguiremos su notacién en este punto), aunque es conocida y utilizada por
los gedmetras desde principios del siglo XX.

Una segunda observacién es que el conjunto de soluciones de un sistema no
varia si multiplicamos dicho sistema por un escalar no—nulo. Por este motivo,
las probabilidades y esperanzas relacionadas con el conjunto de soluciones de
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un sistema se suelen medir en la esfera (para el producto Hermitiano (-, -)a)
con la estructura de variedad Riemanniana heredada de la del espacio de
sistemas. Otra forma de medir probabilidades, totalmente equivalente a ésta,
es medirlas en el espacio proyectivo asociado al espacio vectorial de sistemas,
con la estructura de variedad Riemanniana heredada de la de éste. Asi pues,
cuando hablemos de probabilidades y esperanzas en el espacio de sistemas
nos referiremos siempre a probabilidades y esperanzas en la esfera de los
sistemas (o, equivalentemente, en el espacio proyectivo complejo asociado),
con la estructura correspondiente heredada del producto Hermitiano (-, -)a.
El algoritmo del teorema anterior se obtiene mediante la bisqueda de pares
iniciales buenos para la homotopia de Newton, como ha sido descrita en la
seccién anterior. Podemos dar una nocién general como sigue:

Un esquema de deformacién homotépica de Newton (que abreviaremos como
NHD) con par inicial (g,z0) € H(gy x IP,,(C) y funcién de recursos ¢ : H gy X
RT — RT es un esquema algoritmico basado en la siguiente estrategia:

Input: f € Hgy, € € RT.

» Realizar (f,e) “pasos de homotopia” siguiendo el segmento (1—t)g+
tf, t €10,1], comenzando en (g, zp), donde zy es un cero aprorimado
proyectivo de g asociado con algin cero (o € V(g).

Output:
O bien failure, o bien
un cero aproximado proyectivo z; € P, (C) de f.

Un algoritmo basado en NHD es un algoritmo que construye una poligonal
con ¢(f,e) vértices, de modo que el vértice inicial es (g,29) y el vértice
final es el punto (f,z1) para algin z; € P,(C), siendo z; el output del
algoritmo. La poligonal es construida por “pasos de homotopia” que van
de un vértice al siguiente. Por lo tanto, ¢(f,€) es el nimero de pasos de
homotopia realizados por el algoritmo. Hay distintos modos de realizar esos
pasos de homotopia, entre los cuales se encuentra el operador proyectivo de
Newton, como ha sido descrito en [110, 112, 88].

El niimero real € se utiliza normalmente para controlar el niimero de pasos
(a través de la funcién ¢(f,€)) y la probabilidad de fracaso del algoritmo
(esto es, la probabilidad de que un input f € H 4 no sea resuelto en ¢(f,¢)
pasos con par inicial (g, z9)).

Una buena eleccién del par inicial (g, z9) debe garantizar que el nimero de
pasos ¢(f,e) serd razonablemente pequefio con alta probabilidad. Estable-
ceremos este concepto en la siguiente definicién, inspirada en el paradigma
de algoritmo numérico antes mencionado.

Definicion 0.0.3 Sea € > 0 un numero real positivo. Decimos que un par
inicial (g,¢), donde g es un sistema homogéneo y ¢ una solucion de g, es
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e—eficiente para NHD si el esquema NHD con par inicial (g,C) y funcion de
recursos
o(f,e) := 1030 N3d'e™2, V f €S, €>0

satisface la siguiente propiedad:
Prob[f sistema: NHD encuentra un cero

aproximado proyectivo de f] > 1—¢,

donde Prob significa probabilidad. Aqui, N es la talla del input, y d es el
mdazimo de los grados de los polinomios de f.

En esta definicién hemos elegido una funciéon de recursos concreta, para
facilitar la lectura y comprension de las ideas, pero dicha funcién podria ser
sustituida por cualquier otro polinomio. Obsérvese que, una vez conocido un
par e—eficiente, para algin valor pequeno de €, podemos resolver la mayoria
de sistemas (probabilidad de éxito 1 — €) en un tiempo polinomial en el
tamano del input.

En estos términos, el resultado Teorema 0.0.1 de Shub & Smale se lee como
sigue: Para cada £ > 0, existe un par (g, (:) que es e—eficiente. La debilidad
principal de este enunciado es, como hemos indicado, la falta de pistas sobre
cémo se construye el par (g, (;). Evidentemente, sin un modo de calcular
este par inicial, el esquema que acabamos de escribir no puede ser llevado
a la practica. De hecho, no podemos garantizar que sea un algoritmo, pues
ni siquiera sabemos si g. es calculable o si (. es computable. Otro aspecto
mejorable es la dependencia del par (g., () del valor e.

A lo largo de esta memoria (véase el Capitulo 4) mostraremos una solucién
a estos problemas. El método que proponemos es probabilistico y no asume
ningdin conocimiento a priori, y es capaz de resolver la mayor parte de los
sistemas de ecuaciones polinomiales. Comenzamos con la siguiente nocion.

Definicién 0.0.4 Una clase G C Hg) x IP,,(C) se llama conjunto questor
para pares eficientes si para todo numero real € > 0, la probabilidad de que
un par elegido al azar (g,() € G sea e—eficiente es mayor o igual que

1—e.
Entonces, demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 0.0.5 Para toda lista de grados (d) = (dy,...,dy), existe un con-
Junto questor para pares eficientes, G(q), que resuelve la mayor parte de los
sistemas en Hqy en tiempo polinomial en el tamano del input N.

La existencia de un conjunto questor G5 C H(g) X P,,(C) como el que
acabamos de describir proporciona otra variacién, de naturaleza proba-
bilista, de los algoritmos basados en NHD. En efecto, fijemos un conjunto
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questor G(g) (que no depende del € > 0 que elijamos). Entonces, tenemos el
siguiente esquema basado en NHD.

Input: f € Higy, € € RT.

» Elegir al azar (g,¢) € Gq)-

» Realizar un niimero polinomial (en e, n, N,d) de pasos de homotopia
siguiendo el segmento (1 —t)g+tf, t € [0,1], empezando en (g,().

Output:
o bien failure, o bien
un cero aprozimado proyectivo z € IP,(C) de f.

De todas maneras, un resultado existencial como el Teorema 4.1.5 no propor-
ciona una solucién al problema principal de [115], pues seguirfamos siendo
incapaces de disenar un algoritmo concreto. Por ello, mostraremos una clase
tratable algoritmicamente G(4), y demostraremos que es un conjunto questor
para pares eficientes. La exposicién concreta de la clase que proponemos re-
quiere algunas notaciones previas, por lo que emplazamos al lector a leerla
en la introduccién del Capitulo 4.

La existencia de este conjunto questor para pares eficientes Q(d), garantiza
que, dada una lista de grados (d) y un real positivo ¢, es posible encontrar,
mediante un sencillo método probabilistico, un par e—eficiente. A contin-
uacién, exponemos un resultado que garantiza que podemos encontrar pares
que sean e—eficientes para todo € > 0 (véase el Teorema 4.1.8).

Teorema 0.0.6 Para un par elegido al azar (g,() € G(ay, la siguiente propiedad
se satisface con probabilidad al menos 3/4: (g,() es e—eficiente para todo €,
0<e<1/2

Como consecuencia, queda totalmente eliminada la dependencia del par ini-
cial del valor de €. Podemos resumir el resultado obtenido del modo que
sigue,

Teorema 0.0.7 Fijados una lista de grados y un numero de incdgnitas,
existe un sistema polinomial g y una solucion ¢ de ese sistema tal que para
todo € > 0, se tiene:

Prob[f sistema homogéneo : La homotopia comenzando en (g,()

con cNoe 2 pasos encuentra un cero aprox. proyectivo de f] > 1 — e,

donde N es la talla del input y ¢ > 0 es una constante universal. Ademds, el
par (g,¢) puede ser encontrado mediante un sencillo método probabilistico.

XV



En otras palabras, podemos encontrar mediante un método probabilistico un
“buen par inicial”. Y una vez que tenemos un ese par (g, ¢), casi todo sistema
f (probabilidad de fracaso ¢) es resuelto por el método de homotopia con el
par inicial (g,{) en un nimero de pasos polinomial en la talla del input y
en 71, Por tanto, nos ajustamos al paradigma de algoritmo numérico que
sugeriamos antes. En los capitulos 4 y 5 escribiremos los detalles sobre cémo
se elige el par (g, () y cuél es la potencialidad del resultado.

Este enunciado se entiende facilmente si elegimos un € > 0 concreto. Por
ejemplo, si elegimos ¢ = N~!, tenemos que con probabilidad de éxito al
menos 1 — N~!, encontramos ceros aproximados proyectivos de sistemas en
tiempo O(N 7), donde N es el tamano del input. Como ejemplo de aplicacién,
si tratamos con sistemas ciibicos en n incégnitas, el algoritmo de homotopia
calcula un cero aproximado de casi todos los sistemas ctibicos (probabilidad
de éxito 1 — #) realizando un nimero de operaciones aritméticas del orden

de O(n?%). Esta es la primera vez que se describe un algoritmo que calcule
ceros aproximados de sistemas cubicos en tiempo polinomial en el nimero
de incognitas.

Una solucion probabilista al Problema 17 de Smale: El caso
afin

El caso homogéneo es el mas ampliamente estudiado por Shub & Smale y es
también en el que desarrollamos las herramientas técnicas mas importantes
de resolucién numérica. Sin embargo, obviamente el caso no—homogéneo
tiene también un gran interés, y se enuncia de hecho en términos mas
clésicos: Dado un sistema de ecuaciones f = [fi,..., f,] en las variables
Xi,...,Xp, encontrar un cero aproximado (afin) de f. Esto es, se trata
del enunciado denominado Problema de Resolucion Numérica hace algunos
parrafos. Denotemos por Ven (f) el conjunto de soluciones afines de un sis-
tema f. Un cero aproximado afin de un sistema f € C[X7,..., X,]|" con cero
(exacto) asociado ¢ € C™ es un punto z € C" tal que las sucesivas iteraciones
del operador de Newton afin estdn bien definidas y convergen (en términos
de la norma usual || - [|2) a velocidad doblemente exponencial hacia el cero
(. Esto es, a partir de un cero aproximado podemos obtener aproximaciones
(en términos de la distancia euclidea) del cero exacto muy réapidamente.

El salto de la resolucién de sistemas homogéneos a la resolucién de sistemas
afines no es elemental: Este proceso requiere controlar la distribucion de
probabilidad de la norma de las soluciones afines de los sistemas de ecua-
ciones. En efecto, podemos enunciar en términos sencillos el nuevo problema
como sigue: Sea f el sistema que queremos resolver. Consideremos un cero
aproximado proyectivo 2’ del sistema homogéneo asociado a f (obtenido
igualando el grado de todos los monomios en cada polinomio, al multiplicar-
lo por una incégnita extra X con el grado apropiado). Si ¢ := ({p: -+ : ()
es una solucién (proyectiva) del sistema homogéneo asociado a f, con {y # 0,
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entonces

e (S @Y e
%o (C) = <C07"'><-0> GV(C (f)

es una solucion afin de f. Una estrategia inicial para encontrar un cero aprox-
imado afin de un sistema f puede ser la siguiente: Primero buscamos un
cero aproximado proyectivo del sistema homogéneo asociado, 2’ € IP,,(C), y
luego consideramos, si existe, el punto afin z = ¢y 1(z’ ) € C™. Por supuesto,
©o 1(2’ ) no tiene por qué ser un cero aproximado afin de f. ;Cémo podemos,
a partir del conocimiento de z’, obtener un cero aproximado afin 2?7 In-
tuitivamente, dado que la distancia proyectiva es (esencialmente) el dngu-
lo entre dos puntos, podemos esperar que la distancia euclidea ||z — (|2
esté controlada por dp(72/, cpgl(g“)) y por la norma de z,(. En el Capitulo 5,
demostraremos que es asi.

Con ello, el problema de obtener un cero aproximado afin a partir de un
cero aproximado proyectivo se reduce, médulo algunos célculos técnicos, al
problema de controlar la norma (euclidea) de las soluciones de un sistema de
ecuaciones. El resultado técnico principal del Capitulo 5 es una cota para la
distribucién de probabilidad de dicha norma. Este es un resultado con interés
geométrico y aritmético propio, y puede escribirse como lo enunciamos a
continuacion.

Teorema 0.0.8 Sea 6 > 0 un numero real, y consideremos fijada una lista
de grados (dy, . ..,dy). La probabilidad de que un sistema f € C[X1,..., X,|"
elegido al azar tenga alguna solucion afin ¢ € Ven(f) con ||C|l2 > d es a lo

sumo
D/t
6 9

donde D := T[], d; es el nimero de Bézout asociado a la lista de grados.

Utilizando este resultado, en el Capitulo 5 extenderemos los resultados de la
seccién anterior al caso afin. Esto es, demostraremos el siguiente resultado:

Teorema 0.0.9 (Respuesta al Problema 17, caso afin) Sea ¢ > 0 un
numero real positivo, representando una probabilidad de fracaso. Entonces,
existe un algoritmo que encuentra un cero aproximado afin de todo sistema
de ecuaciones polinomiales (salvo por esa probabilidad de fracaso €), real-
izando un niimero de operaciones aritméticas O(N°c~2), donde N es la talla
del input.

Sobre la distribucién de probabilidad del condicionamiento
lineal singular

En el proceso que conduce a la solucion propuesta del Problema 17 de Smale,
hay una pieza que juega un papel esencial: El nimero de condicionamiento
para sistemas de ecuaciones, y su distribucién de probabilidad. Para llegar
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a comprender en su totalidad este concepto, conviene primero hablar del
caso lineal. El nimero de condicionamiento juega un papel central en el
andlisis del error de los procesos numéricos que involucran cédlculo matricial.
El problema relativo a su distribuciéon de probabilidad se puede expresar
como sigue. Sea P un procedimiento de Andlisis Numérico cuyo espacio
de posibles inputs es un subconjunto C € M,,(C) del espacio de matrices
complejas. Esta situacion llevard asociado un nimero de condicionamiento
ke adaptado al procedimiento P y al espacio de inputs C. La distribucién
de probabilidad de k¢ vendra dada por el comportamiento de la cantidad

vol[{A € C : ke(A) > e 1}]
vol[C] ’

(2)

donde £ > 0 recorre los niimeros reales positivos, y vol representa alguna
forma apropiada de medir volimenes en C. Hay varios trabajos dedicados a
estudiar el caso de que C sea el espacio total de matrices, véanse por ejemplo
[117, 103, 40, 42]. En el caso de matrices con coeficientes reales (que no es el
que nos ocupa en esta memoria), destacamos los trabajos [26, 27] (compdrese
con [42, 117]).

En todos los ejemplos que conocemos, el nimero de condicionamiento ¢
es una cantidad que sdlo depende de la clase proyectiva de la matriz. Por
ejemplo, el nimero de condicionamiento clasico del Algebra Lineal, k, puede
verse como una funcién

k: P(M,(C)) — |0,00].

Por ello, estudiamos su distribucién de probabilidad con la métrica Gaus-
siana o, equivalentemente, en el espacio proyectivo complejo. Una obser-
vacién crucial viene de la mano del Teorema de Eckart—Young (atribuido
también en esta memoria a Schmidt y Mirsky, siguiendo el criterio de [122]):
El nimero de condicionamiento de una matriz es exactamente el inverso de
la distancia de dicha matriz al conjunto de matrices singulares. Por lo tanto,
en el caso de que C sea el espacio total de matrices proyectivas IP (M, (C))
vy k¢ sea el condicionamiento usual kp, la tarea de estimar la cantidad de
la ecuacién (2) consiste en estudiar el volumen de un tubo alrededor de una
variedad proyectiva particular: El conjunto de las matrices singulares. Este
problema concreto fue resuelto a principios de la década de los 90 por Smale,
Renegar, Demmel y Edelman en [117, 103, 40, 41, 42] (hay muchos estudios
anteriores sobre tubos, una recopilacién bibliografica puede encontrarse en
la introduccién del Capitulo 2). En [103, 40] se propone una cota general
para el volumen de un tubo en torno a cualquier variedad proyectiva, con lo
que se pueden atacar diversos casos de la situacion descrita en la expresion
(2). En el Capitulo 2 mejoraremos ligeramente las cotas obtenidas por Rene-
gar v Demmel. Un tubo en el espacio proyectivo complejo se define como
sigue: Para un conjunto cualquiera 7' C P,,(C) y un nimero positivo & > 0,
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el tubo de radio € en torno a T es el conjunto de puntos T cuya distancia
proyectiva a algiin punto de T' es menor que €. Entonces, demostraremos el
siguiente resultado (que estd incluido, como el resto de resultados de esta
seccién, en los articulos [9, 10]),

Teorema 0.0.10 Sea V C IP,,(C) una variedad proyectiva equidimensional
de dimension compleja m. Sea € > 0 un numero real positivo. Entonces,

vol [V¢]
vol[IP ,(C)]

ene 2(n—m)
< 2deg(V) ( > .

n—m
donde deg(V') es el grado de V', vol es la medida natural en el espacio proyec-
tivo complejo y e es la base del logaritmo neperiano.

Sin embargo, muchas veces el conjunto C en el que nos interesa estudiar
la distribucién de probabilidad del condicionamiento no es el total, sino
una variedad algebraica proyectiva del espacio IP(M,,(C)). En este caso,
el Teorema de Schidt-Mirsky-Eckart-Young vuelve a reducir el problema al
cédlculo del volumen de un tubo, pero ahora no nos interesa el volumen de ese
tubo en el espacio total, sino el volumen (para la dimensién apropiada) de
la interseccion de ese tubo con la variedad algebraica C. Se trata por tanto
de un problema geométrico totalmente nuevo, para el que no conocemos
ningun estudio anterior. En el Capitulo 2 proponemos una solucién a este
problema. Més concretamente, demostraremos el siguiente resultado,

Teorema 0.0.11 Sean V,V' C P,(C) dos variedades proyectivas equidi-
mensionales de dimensiones respectivas m > m/ > 1. Sea € > 0 un niimero
positivo. Sea V. el tubo de radio € en torno a V'. Entonces, se tiene:

vol [V N V]

vol[V] N

)

2(n—m’) o 2(m—m’)
§2deg(V')< o > [en m }

n—m/ m—m/
donde deg(V") es el grado de V' y vol es la medida natural de volumen en
la variedad V.

La técnica de estudio de volimenes de tubos que hemos desarrollado trata
de dar una respuesta a situaciones como la planteada en (2). Como ejemplo
de aplicacién, sea C := Eﬁ;l C IP(M,(C)) la clase formada por todas las
matrices proyectivas singulares complejas.

Para una matriz singular, se puede definir un niimero de condicionamiento
de un modo muy natural: Dada una matriz A € P (M,,(C)), de rango n —1,
se define H(Dn_l)(A) := ||A||r||AT||2, donde || - || es la norma de Frobenius y f
denota inversa de Moore-Penrose. En la Seccién 1.5 veremos que el niimero
de condicionamiento singular /{(DTL_I)(A) controla la estabilidad en el calculo
de nticleos e inversas generalizadas.
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Noétese que Zﬁ;l es una variedad proyectiva de codimensién compleja 1 en
P (M,,(C)). Tiene por tanto asociada de manera natural una forma de vol-
umen vol dada por la estructura Riemanniana de su parte lisa. El resultado
que proporciona nuestra técnica se puede resumir como sigue.

Teorema 0.0.12 Con las notaciones que acabamos de introducir,

vol[{A e £ 1 w071 (4) > 1Y

< (p10/3.)6
vol[Eﬁ;l] < (n)

. n—1 . . . .
Ademds, la esperanza de /{SD ) en el espacio de matrices singulares satisface

la siguiente desigualdad:
-1 10/3
szf[/igl )] < 2n10/3,
En el Capitulo 2 extenderemos ampliamente este tipo de resultados a ma-

trices rectangulares de rango dado y matrices con ciertas estructuras parti-
culares (simétricas, por bloques...).

Sobre la distribucién de probabilidad del condicionamiento
no—lineal

En el caso de sistemas de ecuaciones polinomiales hay también una nocién
natural de nimero de condicionamiento pinerm, inicialmente definida por
Shub & Smale en [112]. Esencialmente, el condicionamiento finerm(f,¢) de
un sistema f en un punto ¢ controla el condicionamiento como aplicacién
lineal de la matriz diferencial d¢f (véase la Seccién 1.6 para una definicién
completa). El nimero piorm tiene numerosas propiedades, algunas de las
cuales serén discutidas a lo largo de esta memoria. En [113], Shub & Smale
obtenian cotas superiores para la distribucién de probabilidad del nimero
de condicionamiento finom (véase [91] para algunos resultados en el caso
sparse). Esos resultados son esenciales para el disenio de algoritmos numéri-
cos eficientes para la resoluciéon de problemas en geometria algebraica, como
se verd en los capitulos 4 y 5 de esta memoria; de hecho, conocer la dis-
tribucién de los problemas mal condicionados es un buen punto de partida
para programar algoritmos que los resuelvan, y proporciona informacion
util sobre la precisién necesaria de las operaciones que realicemos, el error
del resultado que podamos obtener,la probabilidad de éxito y la comple-
jidad total de nuestro algoritmo. Otros muchos autores se han interesado
por el condicionamiento de los sistemas de ecuaciones; entre ellos citamos
(30, 34, 37, 91, 55].

Consideremos fijada una lista de grados (d). El condicionamiento finorm,
descrito por Shub & Smale para el caso cero—dimensional, estd fuertemente

ligado a la distancia “en la fibra” de un sistema a la variedad E?d_)l (esto es,

el conjunto de los sistemas con alguna solucién singular).
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Para extender esta nocion al caso de dimensién positiva, esto es, el caso de
m < n ecuaciones homogéneas en las incognitas Xg, ..., X,, debemos consid-
erar la variedad E"Zl_l de los sistemas que tienen alguna solucién de rango no
maximal. Los nimeros de condicionamiento generalizados que proponemos

estan ligados a un refinamiento natural de E?Zl)_ 1 descrito como sigue: Sea

EZ’ d) C E’(Z)_ ! 1a variedad proyectiva formada por todos los sistemas polino-
miales que poseen alguna singularidad de rango menor o igual que r (véase
[1], por ejemplo). Entonces, tenemos la cadena

m—1 1

Como demostraremos en el Teorema 3.1.1 (Teorema del Numero de Condi-
cionamiento), los nimeros de condicionamiento ug(;)rm que analizaremos es-
tan relacionados con la distancia “en la fibra” de un sistema dado a ca-
da una de las variedades E’(" ) Dicho de otra manera, para un sistema de
m ecuaciones polinomiales homogéneas f € C[Xy,...,X,]™ y una solu-

ciéon ¢ € IP,(C) de f, podriamos definir el nimero de condicionamiento

ug))rm( f,¢) como el inverso de la distancia de f al conjunto de sistemas g
tales que:
9(¢) =0, rank(deg) <,

donde d¢g es la aplicacién diferencial de g en (.
(r)

El nimero de condicionamiento pyherm tiene distintas interpretaciones en
funcién del nimero de ecuaciones m y del valor de r:

1. Si elegimos r = m = n (caso cero—dimensional), entonces el condi-
cionamiento uf@m controla la complejidad de los métodos de homo-
topia para la resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales (véase
[112]). También controla la separacién entre dos soluciones distintas

(resultado debido a J.P. Dedieu, [31])

2. Sielegimos r = m < n (caso de dimensién positiva), entonces el condi-

cionamiento ug?r)m se relaciona con el radio de convergencia del oper-
ador de Newton en dimensién positiva (véase [34, 116] y la Seccién
3.1.2). También controla la estabilidad del conjunto solucién, en el
sentido de [30, 37] (véase por ejemplo el Teorema 3.1.4).

3. Si elegimos r < m = n, el condicionamiento ug))rm describe la dis-
tribucién de los distintos tipos de singularidades de los sistemas de
ecuaciones polinomiales. Mas concretamente, describe la probabilidad
de que un sistema esté cerca (distancia “en la fibra”) de otro sistema
con una solucién singular de corango dado. Esto es consecuencia del
Teorema del Numero de Condicionamiento al que nos hemos referido
arriba.
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Por estos motivos, tiene un fuerte interés el estudio de la distribucién de
probabilidad de los distintos niimeros de condicionamiento, para los distintos
valores posibles de r, m, n.

En el Capitulo 3 demostraremos cotas superiores para la distribucion de
probabilidad de estos niimeros en la situacién més general posible, abarcando
los condicionamientos de sistemas de ecuaciones para cualesquiera valores de
r,m,n. Comenzamos con el siguiente teorema (véase el Teorema 3.6.1 para
una versién més precisa), que estima la distribucién de probabilidad del
condicionamiento generalizado ug))rm en su forma mads general, abarcando a
la vez el caso singular (esto es, caso r < m) y el caso sub—determinado (esto

es, m < n). Se trata de un resultado que generaliza ampliamente la cota
obtenida por Shub & Smale en [113].

Teorema 0.0.13 Sea (d) = (di,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <
i < m. Sea € > 0 un numero real, y sea ¢ la funcion que lleva a cada
sistema f sobre el volumen del conjunto de soluciones  de f tales que

u](r;))rm(f, ¢) > e L. Entonces, tenemos:

E[¢.] < 2me/3vol[IP ,_,,,(C)|D (\/Nmr(n 1) e

También mostraremos cotas para el caso de la distancia absoluta a las var-
iedades Zf ) En efecto, demostraremos el siguiente resultado (véase el Coro-
lario 3.1.5, y también [13]).

> 2(m—r+1)(n—r+2)

Teorema 0.0.14 Sea 1 <r < n—1 un nimero natural y sea dist, la funcion
que lleva cada sistema de ecuaciones cero—dimensional a la distancia que le
separa de la variedad X7, . Entonces, la esperanza de la funcion %Str satisface
la siguiente desigualdad:

1
n 2(77,7'r)2

E[ ! ]SSN(rJrl)?’d[H(d,-Jrl)

dist, Pl

)

donde d := max{d; : 1 < i < m} es el maximo de los grados que aparecen
en la lista (d).

o . . . T .
El condicionamiento generalizado ufw)rm se define para un sistema f y una
solucién del mismo (. Nos centramos a continuacion en el caso r = m. Para
todo sistema f, podemos considerar los dos nimeros definidos como sigue,

p™(F) = sup ul™(F,0),
CeV(S)

S (F) == B () [nliol-
(m)

worst

Esto es, u (f) es el caso peor de los condicionamientos en la variedad

solucién de f, y ugb)( f) es el valor esperable de dicho condicionamiento en

XXII



la variedad solucién de f. Como hemos indicado en el segundo de los items
escritos arriba (véase también la introduccién del Capitulo 3), el condi-

clonamiento ug?r)m controla la estabilidad del conjunto solucién ante pertur-
baciones del input. En palabras sencillas, podemos decir que ,ug?,%) controla
la estabilidad media del conjunto de soluciones de f, y ugvngzst controla la
estabilidad del caso peor (o estabilidad total) del conjunto de soluciones de
f+ A continuacién, un resultado que acota la esperanza del condicionamiento
i

Teorema 0.0.15 Sea (d) = (di,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <
1 < m. Entonces, se satisface la siguiente desigualdad:

E[u{™] < 3mvnN.

En el caso m = 1, podemos incluso obtener una igualdad (véase el Teorema
3.7.1).

En cuanto al condicionamiento del caso peor ugvngzst, también obtenemos una
cota, aunque mucho peor que la que acabamos de exponer:

Teorema 0.0.16 Sea (d) = (di,...,dy,) tal que d; > 1 para algin i, 1 <
1 < m. Entonces, se satisface la siguiente desigualdad:

m pL/4
E[Ngvozst] < W[10N1/2mn1/2d3/2]

n—m-+2
2 .

Podemos escribir la conclusion de estos dos resultados como sigue: El valor
esperado del condicionamiento ,ug?)( f) es muy pequeno (parecido a la raiz
cuadrada del tamano del input N + 1). Por lo tanto, para un sistema de
ecuaciones elegido al azar, podemos esperar que la mayor parte del conjunto
de soluciones sea extremadamente estable. Sin embargo, si pedimos que la
totalidad del conjunto de soluciones sea estable, nos encontramos con que
la situacién puede ser totalmente distinta: Solamente podemos obtener una
cota exponencial para el valor esperable de u&’;‘ﬂst. Puede suceder por lo tanto
que la mayoria de los sistemas de ecuaciones tengan algunas soluciones muy
inestables (sobre todo si el valor de n — m es grande), aunque sepamos que
la mayoria de esas soluciones son muy estables.

Resaltamos a continuacion otro de los resultados que obtendremos, que viene
a combinar el resultado del Teorema 0.0.16 con el item 2 de los expuestos

arriba.

Teorema 0.0.17 Para todo sistema de ecuaciones f € C[Xy,...,X,]™,
m < m, se tiene que existe un radio R(f) > 0 tal que para todo punto en un
entorno de radio R(f) del conjunto solucion Von(f), el operador de New-
ton afin de dimension positiva converge a velocidad doblemente exponencial
hacia un punto de la variedad solucién. Ademds, se tiene:
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1. Para casi todo sistema f, el radio R(f) es estrictamente mayor que 0.
Esto es,
Prob[f sistema: R(f) > 0] = 1.

2. Para una lista de grados fijada (d) = (di,...,dn), la esperanza del
radio de convergencia R(f), cuando recorremos el espacio de sistemas,
satisface la siguiente desigualdad:

c
E[R(f)] = reEE
DVA[10mV/nNd3/?)" 5

donde D := [[;~,d; es el mimero de Bézout asociado a la lista de

grados (d), ¢ > 1/10 es una constante universal, d = maxj<i<m{d;}
es el mdzimo de los grados y N es el tamano del input (en codificacion
densa,).

Este resultado significa lo siguiente: Para casi todas las variedades intersec-
cion completa V' C C™, existe un tubo Vg de radio R > 0 tal que todos los
puntos de Vi son ceros aproximados de V. Ademads, podemos proporcionar
una cota inferior para el valor esperable del radio R.

Estimaciones discretas

El Capitulo 6 de esta memoria es de una naturaleza totalmente distinta a los
capitulos anteriores. Hasta ahora, hemos hablado de probabilidades y esper-
anzas considerando el espacio de sistemas como un conjunto continuo, y en
las demostraciones de los resultados que hemos descrito se utilizan técnicas
de integracién en variedades Riemannianas, siempre con el comodo soporte
que nos proporcionan el calculo y la topologia cuando tratamos problemas
continuos. Sin embargo, la realidad computacional nos obliga a trabajar
en toda circunstancia con nimeros que se pueden escribir con un nimero
finito de digitos, y el comportamiento en el caso discreto de las distintas
propiedades analizadas en el continuo podria ser mucho peor, a priori. Sin
un resultado que lo garantice, podria suceder que la distribucién de probabil-
idad del condicionamiento de las matrices con coeficientes racionales fuera
mucho peor que en el caso del total (dado que el conjunto de las matri-
ces racionales tiene medida nula dentro del espacio de todas las matrices
complejas). El mismo problema podria aparecer en el caso no-lineal.

Por ello incluimos el Capitulo 6, que contiene las versiones discretas de los
principales resultados expuestos en los capitulos 2, 3 y 4. La herramienta
fundamental es el conteo de puntos enteros en conjuntos semi—algebraicos,
siguiendo la linea de [28, 21, 23]. Incluimos algunas mejoras técnicas a los
resultados de conteo ya existentes, que nos permiten obtener cotas ain maés
precisas. La correcta exposicion de estos resultados exige una amplia re-
copilaciéon de varias notaciones y conceptos, por lo que nos parece excesivo
incluirlos en esta introduccién. Remitimos al lector a la introduccion del
Capitulo 6.
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Perspectivas, problemas a medio y largo plazo

Los resultados expuestos a lo largo de esta memoria suponen algunos pasos
en el camino hacia la comprensién de los problemas de resolucién y comple-
jidad de sistemas de ecuaciones polinomiales. La existencia de un algoritmo
probabilistico que resuelve la gran mayoria de sistemas de ecuaciones (con
coeficientes complejos) en tiempo polinomial en el tamafio del input sugiere
muchas preguntas, algunas de ellas “viejas”, que pueden ser vistas bajo el
filtro de los nuevos resultados. Tratar de comprender la naturaleza de estas
cuestiones es un objetivo muy ambicioso, que consideramos puede marcar la
linea de investigaciéon que continuard de modo natural el trabajo ya realiza-
do. A continuacién explicamos con cierto detalle algunas de los problemas
abiertos que cobran nuevo sentido a la luz de los avances de esta memoria.

= ;Cual es el conjunto de los sistemas que pueden resolverse
mediante el método de homotopia propuesto? La respuesta in-
tuitiva, que supondria una respuesta casi total al problema de aproxi-
macién numérica de soluciones de sistemas de ecuaciones, es: Los pro-
blemas que pueden ser resueltos son aquellos que estdn bien condi-
cionados, en términos del nimero de condicionamiento pnorm. Pero
esta afirmacion intuitiva parece muy dificil de demostrar. Tal vez un
camino para empezar a buscar es analizar con detalle la uniformidad
de la condicién de ser buen par inicial para la homotopia, y tratar
comprender més a fondo la estructura geométrica de la variedad de
sistemas mal condicionados.

= ;Cuantos ceros aproximados podemos encontrar? De nuevo
es una pregunta muy natural, que permanece sin respuesta. Normal-
mente, como ya hemos dicho, los sistemas de ecuaciones tienen un
nimero enorme de soluciones (exponencial en el nimero de incégni-
tas). Por tanto, hemos argumentado en esta introduccién que es un
objetivo (muy probablemente) imposible describirlas todas en tiem-
po polinomial. Sin embargo, ain es deseable aproximar tantas solu-
ciones como queramos, en funciéon de nuestras necesidades y nuestra
capacidad de calculo. Los teoremas principales de esta introduccion
garantizan que, probabilisticamente, podemos encontrar algin cero de
la mayoria de sistemas de ecuaciones polinomiales. Pero no tenemos
resultados concretos, por el momento, sobre como se podrian encon-
trar distintas soluciones (més alld de probar distintos pares iniciales, y
comprobar si las soluciones obtenidas por ellos son diferentes entre si).
Tenemos algunos elementos que permiten intuir el modo de resolver
este problema, mediante el uso de simetrias en el espacio de soluciones.
Sin embargo, aun tenemos que comprender mas a fondo este problema
para dar una respuesta definitiva.
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= ;Qué sucede con los sistemas de ecuaciones reales y soluciones
reales? Todas las reflexiones hechas en esta memoria, y también los
resultados encontrados por Shub & Smale en su serie de articulos se
desarrollan en el caso de coeficientes complejos, y busqueda también de
soluciones complejas. Sin embargo, muchas veces es nuestra voluntad
conocer alguna solucién real de los sistemas que encontremos. Por lo
tanto, un objetivo muy deseable es demostrar que la probabilidad de
resolver sistemas con coeficientes reales es también muy grande, y que
lo mismo sucede si buscamos tnicamente soluciones reales. De nuevo,
esta cuestion es, hasta donde sabemos, una pregunta muy dificil: Los
argumentos utilizados para el caso complejo no pueden ser utilizados
directamente para el caso real. Esto debe ser hecho, probablemente,
con técnicas y argumentos nuevos. Una respuesta a las preguntas ante-
riormente planteadas seria, naturalmente, de gran ayuda para resolver
este problema.

= ;Cudl es la naturaleza de las soluciones singulares? Esto es,
ipodemos utilizar métodos de homotopia generalizados para encon-
trar soluciones singulares de sistemas? La geometria de las singulari-
dades es, en general, mucho mas complicada que la geometria de las
soluciones regulares. Sin embargo, algunos avances en la direccién del
estudio de las estructuras geométricas correspondientes ya estan inclui-
dos en esta memoria, como el estudio de la distribucion de probabilidad
de las singularidades de corango dado en los casos lineal y no-lineal.
También hay algunos trabajos sobre la generalizaciéon del Método de
Newton para el caso singular, como [56, 55] que podrian indicar el
camino a seguir para resolver este problema.

s ;Qué se puede decir del problema sobre—-determinado? El
enunciado estandar de un problema NP completo es en forma de sis-
tema de ecuaciones con n + 1 ecuaciones y n incégnitas. Este caso
parece ser totalmente diferente del estudiado en estas péginas, dado
que la mayoria de los sistemas con esta estructura no tienen solucién
alguna. Sin embargo, no dejamos de preguntarnos si se pueden mod-
ificar los argumentos que hemos utilizado para tratar el caso sobre
—determinado de manera efectiva. Una respuesta a esta pregunta ten-
dria, seguramente, la estructura de un algoritmo numérico. Por tanto,
tendriamos que aceptar una cierta probabilidad de fracaso: Dificil-
mente podriamos obtener una respuesta global. Debido a ello, se trata
aparentemente de un problema menos duro que la Conjetura de Cook,
aunque una respuesta positiva al mismo conllevaria un avance consi-
derable en la comprensién del problema de P versus NP.
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Capitulo 1

Preliminares

Los resultados, definiciones y conceptos que aparecen en este capitulo no son
completamente originales. Hemos intentado que esta memoria sea un escrito
auto—contenido, lo que exige la recopilacién de ciertos conocimientos previos,
que seran englobados en este capitulo. Algunos de ellos son bien conocidos,
y se pueden encontrar en libros de texto de la licenciatura. Es el caso de
los conceptos sobre integraciéon en variedades, la estructura Riemanniana
del espacio proyectivo complejo o algunas propiedades del condicionamiento
lineal. También introduciremos algunos otros conceptos mas especificos que
seran utilizados en los siguientes capitulos. La mayor parte de las notaciones
utilizadas en la memoria estan aqui recopiladas, aunque hemos procurado
recordar las més especificas en el momento de su uso, para facilitar la lectura.

1.1. Elementos de Integracién Geométrica

El célculo de volimenes y de integrales en variedades Riemannianas es una
herramienta que aparece de forma natural en el estudio de los problemas de
nuestro entorno. No es nuestra intencién abarcar en unas pocas lineas un
tema tan amplio como éste, pero si que introduciremos los conceptos béasicos
y algunas herramientas que usaremos a lo largo de esta memoria.

1.1.1. Volimenes en espacios Euclideos

Sea W un espacio vectorial real de dimensiéon n. Siguiendo el criterio de
[14], diremos que una forma de volumen w en W es el valor absoluto de una
forma n-multilineal alternada &’ : W™ — R (esta definicién difiere de la

usual, en la que no se utiliza el valor absoluto). Esto es, w(vy,...,v,) :=
|w'(v1,...,v,)|, donde w’ es n—multilineal y
/ / . .
W01,y Uiy Uy Up) = =W (V1,0 U,y Vg, Up), VT G

Es bien sabido que una forma de volumen w en W queda determinada a
partir del valor w(vy,...,v,) de w en una base cualquiera [vy,...,v,] de W.



En efecto, para cualquier n—tupla [wy,...,w,] de vectores de W, tal que
wj =Y i a;;v; donde A = (a;;) € My (R) es una matriz real, se tiene que

w(wi, ..., wy) = |det(A)|w(vi,...,vp).

Asi, podemos considerar la forma de volumen natural dxj ---dx, en R"
definida como dzq ---dzy,(e1,...,e,) = 1, para la base usual eq,..., e, de
R™.

Fijada una forma de volumen w en un espacio vectorial W de dimension
n, y dados un conjunto de vectores v1,...,v, de V, llamamos volumen del
paralelepipedo formado por vy, ..., v, al nimero real w(vy,...,vy,).

Definicion 1.1.1 Sea W un espacio vectorial real de dimension n con pro-
ducto interior (-,-). Entonces, W tiene una forma de volumen natural w
dada por

w(bl,... ,bn) = 1,

para toda base ortonormal {by,...,b,} de W. Sea {v1,...,v,} C W una
coleccion de vectores de W. Entonces, el volumen (en W) del paralelepipedo
formado por vy,...,v, con respecto a w es

w(v1,...,v,) = | det(vy)],

donde (vi;) es la matriz formada por las coordenadas de los vectores v; en
cualquier base ortonormal de W .

Ademds, si L : Wi — Wy es una aplicacion lineal entre espacios vectori-
ales de igual dimension con productos interiores (-,-)1, {(-,+)2, definimos el
determinante de L, como

det(L) := | det(A)],
donde A es una matriz coordenada de L en bases ortonormales de W1 y W,

Se comprueba de forma inmediata que la definicién anterior no depende de
las bases ortonormales de W, Wy y W5 escogidas. Ademés, se comprueba que
sivi,...v, € Wi es un conjunto de vectores, L : Wi — Wy y si det(L) # 0,
entonces se tiene que

ww, (L(vy), ..., L(vy,)) = det(L)ww, (v1, ..., vn),

donde wyy;, © = 1,2 es la forma de volumen asociada al producto interior de
W;.

Lema 1.1.2 Sea W un espacio vectorial de dimension n con producto inte-
rior (-,-). Sea {vi,...,vs} un conjunto de vectores en W, con s < n, y sea
W' = (v1,...,vs) el espacio vectorial generado por esa familia de vectores.
Finalmente, sea M = (vij) € Mpxs(R) la matriz cuyas columnas son las
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coordenadas de los vectores v; en cualquier base ortonormal de W. Entonces,
el volumen en W' del paralelepipedo formado por vi,...,vs es igual a:

det(M! M)/,
donde M es la matriz traspuesta de M.

Demostracion.— Sea by, ...b, la base ortonormal de W en que estd definida
la matriz M. Sea b}, ... b, otra base ortonormal de W, tal que los vectores
f,..., bl generan el subespacio W’. Sea

(b - b,)O = (by -+ bn)

el cambio de base, donde O € M,,(R) es una matriz ortonormal. Entonces,

en la base b], ..., ), las coordenadas de los vectores vy, ..., v son las colum-

nas de la matriz
OM € M,«s(R).

Por la forma en que hemos definido la nueva base b}, ..., bl , tenemos que

P
on = (1),

donde P € M4(R). Por lo tanto, en la base ortonormal b],...,b, de W', las
coordenadas de los vectores vy, ..., vs son las columnas de la matriz P. Por
definicién, por tanto,

ww(v1,. .., v5)% = det(P)? = det(P'P) = det <(Pt 0) <§>> =

det((OM)'(OM)) = det(M'O'OM) = det(M' M),

y el lema queda demostrado. |

En el caso de un espacio vectorial complejo, la estrategia general para medir
volimenes pasa por considerar el espacio vectorial real asociado. Sea W un
espacio vectorial complejo de dimensién (compleja) n con producto hermi-
tiano (-, -). Denotemos por Wy el espacio vectorial asociado a W, que es un
espacio vectorial real de dimensién 2n. Tenemos ademas la aplicacion

YR : Wr — w
(a1,B1, .. an, Bn) — (a1 +V=161,...,an +V—10,).
Ademas, el espacio Wy lleva asociado un producto interior (-, -)g, dado como
sigue:
(@, y)r = Re({pr(2), or (¥))r,
con su correspondiente forma de volumen asociada, wy. Dados n vectores

(complejos) v, ..., v, € W, llamaremos volumen del paralelepipedo definido
por v1,...,v, a la cantidad

wWR((pﬂgl(Ul% (pﬂgl(\/__lvl)v o Jcpﬂgl(vn)v (:0[@1(\/__17}71))

Tenemos el siguiente resultado, que es la versiéon compleja del Lema 1.1.2.
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Lema 1.1.3 Sea W un espacio vectorial complejo de dimension n con pro-
ducto hermitiano (-,-), y sean vi,...,vs vectores en W, con s < n. Sea
W' = (v1,...,vs) el espacio vectorial generado por esa familia de vectores.
Finalmente, sea M = (vij) € Mpxs(R) la matriz cuyas columnas son las
coordenadas de los vectores v; en cualquier base unitaria de W. Entonces,
el volumen en W' del paralelepipedo formado por v1,...,vs es igual a:

det(M*M),
donde M* es la matriz conjugada traspuesta de M.

Demostraciéon.— Sea M = My + +/—1M> la descomposicién de M en partes
real e imaginaria. Se comprueba que det(M*M) € R satisface:

det(M*M) = det(A + v/—1B),

donde A := M{M; + MiMs, B = M{My — MiM;. Por otro lado, por la
definicién y el Lema 1.1.2, el volumen en W' del paralelepipedo formado por

V1,..., Vs vale
1/2
A B
det (—B A> .

Finalmente, el lema se deduce de la conocida igualdad

|det(A + /—1B)|* = det (_AB i) €R,

para todo par de matrices cuadradas reales A, B. |

1.1.2. Integracion y Topologia en variedades diferenciables

Incluimos aqui un pequeno resumen de las propiedades bédsicas de la in-
tegracion en variedades. Para nosotros, “diferenciable” significara siempre
“infinitamente diferenciable”, tanto al referirnos a variedades como a apli-
caciones entre variedades. Nos remitimos a [48] para la terminologia basica
sobre variedades diferenciables. Como habitualmente, para cada variedad
diferenciable M supondremos que el espacio topoldgico subyacente satisface
las siguientes hipotesis:

= El conjunto M es un espacio topoldgico Hausdorff.

s M es localmente compacto (esto es, para todo elemento p € M, existe
un abierto U C M que contiene a p y un compacto K C M tal que
UCK).

= Se puede escribir M como unién contable de compactos.
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» M es paracompacto (esto es, ademéds de Hausdorff, todo recubrimiento
abierto C de M tiene un refinamiento que es localmente finito, en el
sentido de que todo punto p € M tiene un entorno U tal que el nimero
de elementos de C que intersecan a U es finito).

= La topologia de M tiene una base contable.

Para cada p € M, denotaremos por 1), M el espacio tangente a M en p. Para
cada aplicacién diferenciable entre variedades F' : M — M’ y para cada
p € M, denotaremos por dpF' : TyM — TpM " la aplicacién diferencial
entre los respectivos espacios tangentes. También denotaremos por dim(M)
la dimensién (real o compleja, segin el contexto) de M.

Recordemos que una variedad Riemanniana real (compleja) es una var-
iedad diferenciable real (compleja) en la que ademéds hay una forma bilinear
simétrica y definida positiva (Hermitiana) (-,-), en cada espacio tangente
T,M, que varia de forma diferenciable. Esto permite definir de modo nat-
ural los conceptos de ortogonalidad y ortonormalidad de vectores tangentes

en un punto p. También queda asignada asi una norma || - ||, en cada espa-
cio tangente T,M, del modo natural: |Jv||, := <v,v>;,/2. Como es habitual,

diremos que una aplicacién diferenciable entre variedades F' : M — M’ es
isometria en un punto p € M si la diferencial d,F' es una isometria de espa-
cios vectoriales (esto es, identifica los productos internos de T, M y T N).
También diremos que F' es isometria si lo es en todo punto p € M.

Una funcion de densidad en una variedad diferenciable M de dimensiéon m
viene dada por una medida positiva (absolutamente continua con respecto
a la medida de Lebesgue) en cada abierto de R™ asociado a un atlas de
M, de forma que se verifique la ley de composicién de cartas (véase [48,
pags. 135,136] para més detalles). Asi, se definen una JfAlgebra y una me-
dida positiva en la variedad M a través de las cartas, lo que permite definir
volimenes e integrales en M siguiendo el esquema clésico de Teoria de la
Medida (véase por ejemplo [107]). Una variedad Riemanniana tiene aso-
ciada de modo natural una funcién de densidad, y por tanto definiciones
de volumen e integral. También quedan asi establecidos los conceptos de
conjuntos medibles, funciones medibles e integrables, conjuntos de medi-
da cero y demés nociones relacionadas. Con los axiomas topoldgicos que
hemos asumido, se tiene ademas que la variedad Riemanniana M es o—
finita con respecto a la medida asociada, esto es, M puede escribirse como
unién numerable de conjuntos con medida finita. Por ello, podemos aplicar
cuando lo deseemos el Teorema de Fubini para integracién en producto de
variedades (véase por ejemplo [107]). Siguiendo la practica usual, diremos
que una propiedad se satisface en casi todo punto si se satisface en el com-
plementario de un conjunto de medida cero. En general, para una funcién
integrable f : M — [—o00, +00] definida en una variedad Riemanniana M,
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denotaremos su integral en M mediante

/fdM, o bien /Mf(a:) dM.
€

Para un subconjunto medible A C M, denotaremos por vys[A] el volumen
de A. En el caso de que M sea RF con la estructura usual, vps es la medida
de Lebesgue y serd denotada como es habitual por -Z™.

Si N C M es una subvariedad diferenciable de M, entonces N hereda de
M una estructura de variedad Riemanniana, y tiene por tanto una medida
positiva asociada a ella de modo natural.

Este modo de definir volimenes e integrales, que sigue el criterio de [48],
permite utilizar los teoremas clasicos de integraciéon de Lebesgue, como el
Teorema de Convergencia Mondtona. Ademads, no necesitamos imponer a la
variedad ninguna condicién de orientabilidad.

Algunos resultados de Topologia Diferencial seréan utilizados con cierta fre-
cuencia en esta memoria. Entre ellos se encuentra el Teorema de Morse—Sard,
un elegante y potente resultado que puede encontrarse, por ejemplo, en [74,
pg. 69]. Recordemos que, dada una aplicacién diferenciable entre variedades
diferenciables F' : M — N, se dice que x € M es un punto singular si la
aplicacién diferencial d,F no es sobreyectiva. Un punto regular es un ele-
mento de M que no es un punto singular. Ademds, un elemento y € N se
dice que es un valor singular si F~!(y) contiene algiin punto singular. Un
valor regular es un elemento de N que no es un valor singular.

Teorema 1.1.4 (Morse—Sard) Sea F' : M — N una aplicacion diferen-
ciable. Entonces, el conjunto de valores singulares de F' tiene medida cero
en N.

Es un hecho bien conocido, consecuencia del Teorema de la Funciéon Im-
plicita, que la anti-imagen de un valor regular mediante una aplicacién
F : M — N es una variedad diferenciable. Sin embargo, un resultado
més fuerte y 1util puede demostrarse con el mismo esfuerzo, como se hace
notar en [74, pg. 22|, y escribiremos a continuacién. Para ello, recordemos
la nocién de transversalidad.

Definicién 1.1.5 (Transversalidad) Sea F' : M — N una aplicacion
diferenciable entre variedades diferenciables. Sea W C N una subvariedad
diferenciable de N. Decimos que F es transversal a W si para todo par de
puntos © € M, y € W tales que F(x) =y se tiene:

T,W + d,F(T,M) = T,N.

En otras palabras, si el espacio tangente eny a W y la imagen de la difer-
encial d F' generan todo el espacio tangente en y a N.

Entonces, se tiene el siguiente resultado (véase [74] o también [59]).
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Corolario 1.1.6 Sea F': M — N una aplicacion diferenciable entre var-
iedades diferenciables. Sea W C N una subvariedad diferenciable de N, tal
que F es transversal a W. Entonces, el conjunto F~Y(W) es una subvar-
iedad diferenciable de M, y la codimension de F~Y(W) en M es igual a la
codimension de W en N. Esto es,

dim(M) — dim(F~(W)) = dim(N) — dim(W).

A continuacién escribimos el célebre Teorema de Transversalidad de Thom,
que también utilizaremos, en su versién débil. Puede encontrarse por ejemplo
en [38] o [59]. Este resultado viene a decir que la condicién de transversalidad
es casi siempre cierta, en cierto sentido.

Teorema 1.1.7 (Thom) Sean M, N, T variedades diferenciables. Sea tam-
bién W C N una subvariedad diferenciable de N. Sea j : T — C*(M, N)
una aplicacion cualquiera, tal que la aplicacion

©: TxM — N
tz)  — Jt)()

es diferenciable. Supongamos ademds que © es transversal a W. Entonces,
para casi todo t € T se tiene que j(t) es transversal a W.

1.1.3. La Fé6rmula de la Co—area

A lo largo de esta memoria utilizaremos con frecuencia la Férmula de la Co—
area, una poderosa herramienta debida a H. Federer (véase [45, pag. 258],
[95, pdg. 31]) que generaliza el Teorema de Fubini y el Teorema del Cambio
de Variable simultdneamente. Se trata de un resultado técnico de la Teoria
de Integracion Geométrica con numerosas aplicaciones en distintos campos
de las matematicas. El enunciado de Federer es muy general, nosotros uti-
lizaremos una versién simplificada como la que se describe en [14, pag. 241]
(véase también [45, pags. 249, 280-282]). La correcta exposicién de este
resultado requiere algunas definiciones y resultados previos.

Definiciéon 1.1.8 Sean M y N dos variedades Riemannianas, de dimen-
siones respectivas m > n. Sea x € M un punto cualquiera y sea F: M — N
una aplicacion diferenciable tal que la diferencial d, F es sobreyectiva.
Definimos el espacio horizontal en x, H, C T,M, como el complemento
ortogonal de Ker(d,F) en el espacio tangente T, M. Esto es,

H, = (Ker(d,F))* C T, M.

Obsérvese que, dado que estamos suponiendo que d,F es sobreyectiva, la
dimensién de H, es igual a n = dim (V). Esto permite definir el concepto
de jacobiano normal, como sigue.



Definicion 1.1.9 Sean M y N dos variedades Riemannianas, de dimen-
siones respectivas m > n. Sea x € M un punto cualquiera y sea F' : M — N
una aplicacion diferenciable tal que la diferencial d, F' es sobreyectiva. Sea
[1,...,0,] una base ortonormal del espacio horizontal en x, H,. Definimos
el jacobiano normal de F' en x, denotado N J,F, como el volumen en Tp )N
del paralelepipedo definido por el conjunto de vectores

dyF(v1),...,dsF(vp).
En otras palabras, tenemos:
NJ.F :=|det (dF |m,)|,

donde d,F |, se identifica con cualquiera de sus matrices coordenadas, en
bases ortonormales.
St d, F' no es sobreyectiva, o si m < n, se define NJ,F = 0.

El siguiente resultado permite calcular explicitamente el jacobiano normal
en multitud de ocasiones.

Lema 1.1.10 Sea F : R™ — R" una aplicacion diferenciable, y supong-
amos que m > n. Sea x € R™ un punto cualquiera y sea D € My xm(R)
la matriz de la diferencial de F' en x en cualesquiera bases ortonormales de
R™ y R™. Entonces, se tiene la siguiente igualdad:

NJ,F = det(DD%)Y/2,

Sea ahora F : C™ — C™ una aplicacion diferenciable, y supongamos que
m > n. Sea x € C™ un punto cualquiera y sea D € My xm(C) la matriz
de la diferencial de F en x en cualesquiera bases unitarias de C™ y C".
Entonces, se tiene la siguiente igualdad:

NJ,F = det(DD*).

Demostracién.— Se trata de un resultado de Algebra Lineal elemental. Hare-
mos el caso real. Asi, sea A € M, «, una matriz con coordenadas reales.
Sea Ker(A) C R™ su nicleo, y sea H = Ker(A)~ C R™ el complemento
ortogonal de Ker(A) en R™. Basta comprobar que, si A es sobreyectiva, se
tiene:

|det (A |)| = det(AAHY2,

donde A |g se identifica con su matriz coordenada en bases ortonormales
cualesquiera. Esta ultima igualdad es inmediata a partir de la Descomposi-
cion en Valores Singulares de A. El caso complejo es muy parecido, teniendo
en cuenta que cada vector de la base cuenta doble, pues él y su conjugado
generan un espacio real de dimensién 2. |

Una de las propiedades mas importantes del jacobiano normal es la siguiente
“regla de la cadena”.



Proposicion 1.1.11 Sean My, My, M3 variedades Riemannianas, y sean
F: M — My yG: My — M;s dos aplicaciones diferenciables. Sea
x € M1 un punto y supongamos ademds que se satisface al menos una de
las dos condiciones siguientes:

s La aplicacion F' es una isometria en x.
v dim(My) = dim(Ms3).
Entonces, también se satisface la siguiente igualdad:
NJy(GoF) = NJp)G NJ.F.

Demostracion.— Sean my,mso, ms las dimensiones respectivas de My, My y
Ms. Trivialmente, basta demostrar el enunciado en el caso de que mq > mo >
m3. Denotemos y := F(x), z := G(y) = GoF(z). Sean ¢; : R™ — U; C M;
cartas locales de M;, i = 1,2, 3, en x, y, z respectivamente. Es decir, tenemos
la siguiente situacion.

Ur Us Us
R™ R™2 R™3

Exigimos ademads que ¢1(0) = x, p2(0) = y, ¢3(0) = 2z, y que doy;, i = 1,2,3
sea una isometria lineal. Dado que dyp1 y dgp2 son isometrias lineales, se
deduce facilmente de la definicién que

NJ.F = NJo(py' o Fopy),
y de igual modo
NJ,G=NJ(p3' 0oGops), NJ,(GoF)=NJy(p3'0GoFogp),
Sean D1, Do, D3 las matrices respectivas de las aplicaciones
do(py ' 0 F o p1),do(95' 0 G opa),dop3' 0 GoFogp)
en bases naturales. Por el Lema 1.1.10, deducimos que
NJ,F = det(D,DY)Y?, NJ,G = (DyD5)Y?, NJ,(GoF) = (D3D4)"2.
Ademss, la regla de la cadena para la diferencial nos dice que
Ds = Dy D;.
Por lo tanto,

NJ,(G o F) = (D3D4)Y? = det(DyDy D} D)2,

9



de donde se deduce de inmediato la proposicién, pues si d,F' es isometria
entonces DlDf{ = Id,,,, y si mg = ms3 entonces Dy es cuadrada, y se tiene
que

det(DyDy D! DY) = det(Dy) det(DyD') det(DL) = det(DyD') det(DyDY).
| ]

Una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.1.11 es el siguiente resulta-
do, que serd utilizado numerosas veces a lo largo de esta memoria.

Corolario 1.1.12 Sean M, N dos variedades Riemannianas cualesquiera,
y sea F' : M — N una aplicacion diferenciable. Sean x1,x0 € M dos
puntos requlares de F'. Supongamos que existen isometrias ppr : M — M
y N N — N tales que opr(x1) =22 y

Fopy =¢nolkF.

FEntonces, tenemos:
NJy F=NJ,,F.

Ademds, si existe una aplicacion inversa G : N — M localmente definida
alrededor de F(x) € N, entonces

1

NI F = ———.
NJF(I)G

Con las notaciones de la definicién de jacobiano normal, sea y € N un valor
regular de la aplicacién F' (esto es, F' es transversal a {y}). Entonces, el
Corolario 1.1.6 nos garantiza que F~!(y) es una variedad Riemanniana de
dimensién m — n.

Ma3és atn, el Teorema 1.1.4 nos garantiza que casi todo punto y de N es
un punto regular de F'. Por tanto, para casi todo punto y de N, podemos
considerar integrales de funciones en la fibra F'~!(y). Esta observacién dota
de sentido al siguiente resultado, debido a Federer. Véanse [45, 14].

Teorema 1.1.13 (Férmula de la Co—drea) Sean M y N dos variedades
Riemannianas. Sean m y n sus dimensiones respectivas, con m > n. Sea
F: M — N una aplicacion diferenciable sobreyectiva tal que la diferencial
d,F es sobreyectiva para casi todo punto x € M. Sea ¢ : M — [0, 00| una
funcion integrable. Entonces, se tienen las dos siguientes igualdades:

1
dM = dF Y (y) dN
/x ne / N / e SO T W) AN,

/ ¢(x)NJ,F dM = / / o(z) dF~(y) dN.
zeM yeN JzeF—1(y)
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Sea L el espacio de los circulos méximos en la esfera unidad S'(R¥). Es bien
sabido que L tiene una estructura de variedad Riemanniana, con una es-
tructura Riemanniana natural invariante por transformaciones ortogonales
(véase por ejemplo [108]). Consideremos esta estructura normalizada de mo-
do que el volumen del total sea igual a 1. Entonces, se tiene el siguiente re-
sultado, que es una famosa igualdad de Geometria Integral debida a Santald,
y puede deducirse directamente del Teorema 1.1.13.

Teorema 1.1.14 (Santald, [108]) Sea ¢ : SY(RF) — [—o0,+0c0] una
funcion integrable. Entonces, se tiene la siguiente igualdad:

fxesl(Rk) o(x) dsl(Rk)
dL dL =
/Leg oy ) AL AL =2 TR

donde vol[SY(R¥)] es el volumen de la esfera S*(RF).

1.2. Volumen y distancia en el espacio proyectivo
complejo

En general, dado un espacio vectorial complejo W con producto hermitiano
(-, )w : W x W — C, denotaremos por (W, (-,-)w ) el espacio hermitiano
correspondiente. La norma en (W, (-, -}y ) se denotard normalmente || - ||y .
En el caso de que W = C"*! denotamos simplemente por (-, -) el producto
hermitiano usual, y por || - ||z la norma usual asociada. Diremos que un
conjunto de vectores S = {v1,...,vs} € W son ortogonales si (v;,v;)w =
0, i # j. Diremos que S es una familia unitaria si ademads de ser ortogonales,
sus vectores satisfacen ||v;|lyy = 1 para 1 < i < s. También utilizaremos
los términos ortogonal y ortonormal para el caso de espacios vectoriales
reales. Una de las propiedades mds importantes del producto hermitiano
usual (,)y en C"! es la invariancia unitaria. Esto es, para todo par de
puntos z,y € C+1 y para toda matriz unitaria U de tamaifio n+ 1, se tiene:

(z,y)2 = (Uz, Uy)a.

El grupo de matrices unitarias y en general el grupo de matrices jugaran un
papel clave en varios de los resultados que obtendremos; por ello conviene
fijar algunas notaciones. Dados dos naturales positivos ni,ns € N, denotare-
mos por My, xn,(C) el espacio vectorial complejo formado por las matrices
de talla my X ng con coeficientes complejos. En el caso de que n; = no
(matrices cuadradas), escribiremos simplemente M,,, (C). Consideraremos
en My, xn,(C) el producto interno y la norma de Frobenius, definidos como
sigue. Para todo par de matrices M, My € My, xn,(C), definimos

(My, My) = tr(MyM3) = tr(MyM3),  ||My || g = (My, M);?,

11



donde tr(-) es la trazay M, es la matriz conjugada traspuesta de M;, 1 = 1,2.
Este producto interior y esta norma son los que resultan de considerar las
matrices en My, xn, (C) como vectores en C™"2. Como es habitual, la norma
como operador lineal de M € M, xn,(C) se denotard ||M||2. Esto es,

[M]l2 ;= sup [[Mv]f2.
veCn2

Dado un natural n > 0, denotaremos por U, el grupo de las matrices
unitarias de talla n + 1. Esto es,

Z/{n+1 = {U S .Mn_l,_l . UU* = Idn+1},

donde U* es la matriz conjugada traspuesta de U y Id, 1 la matriz unidad.
Es bien sabido que U,,11 es una subvariedad diferenciable real de M,,+1(C)
de dimensién (real) (n+1)2. La estructura Riemanniana que consideraremos
en Uy+1 es la heredada de M,,;1(C), pero normalizada de modo que el volu-
men de Uy, es igual a 1. Dado un conjunto medible T' C U, 11, denotaremos
por vy, ,, [T'] su volumen. Para todo elemento U € Uy, 41, las dos aplicaciones
siguientes son isometrias:

Up: Upy1 — Upy1, Ur: Upy1 — Unpr
U’ — uu’ U’ —  U'U.

En esta memoria nos referiremos normalmente a la accién por la izquierda
Uy, y denotaremos simplemente por U = Uy, : U1 — Uy, 11 esa aplicacién.
Denotaremos mediante Ben+1(z, €) la bola abierta de radio € centrada en x.
Esto es,

Benti(z,e) == {y € crtl . lz —yll2 <€}

También escribiremos S¢(C"*!) = 9Bcnt1(0,¢) para denotar la esfera de
radio € en C**!. En otras palabras,

SH(CY) = {z € C™: |lzflo = €}

En el caso de la esfera centrada en 0 de radio 1, escribiremos simplemente
S(Crtly .= SY(C"*). Consideraremos la variedad diferenciable S(C"*1)
equipada con la estructura Riemanniana heredada de la de C**!. Sea IP,,(C)
el espacio proyectivo complejo de dimensién (compleja) n. Esto es, IP,,(C) :=
IP (C"*1) es el conjunto de las clases de C**!\ {0} mediante la relacién de
equivalencia

z~ys3INECz=Ny, zyeC\ {0}

(véase por ejemplo [48] para definiciones y conceptos bésicos del espacio
proyectivo complejo). Para todo conjunto A C IP,,(C) y para toda matriz
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unitaria U € U, 11 consideraremos el conjunto U A desplazado de A por U.
En otras palabras,

UA={yeP,(C):Jx e A:Uzx =y}
También consideraremos la proyeccién canénica

m: Cti\ {0} — P,(C)
z = {y:y=Az, A C}.

A partir de un producto hermitiano cualquiera en C**! se define de mo-
do natural una estructura de variedad Riemanniana en IP,(C). Este paso
estd descrito con detalle en el Apéndice A, aunque con el objetivo de facili-
tar la lectura recordamos aqui los hechos més importantes, para el caso del
producto hermitiano usual.

Consideramos la restriccion p := 7 |gca+1y: S(C"*1) — P,(C), denomina-
da normalmente la fibracién de Hopf. Entonces, la estructura Riemanniana
usual de IP,,(C) es la inica estructura que existe tal que p es una submersion
Riemanniana, esto es, p es una submersién y para todo z € S(C"*+1), dyp de-
fine una isometrfa entre el espacio horizontal H, de p en x, H, = (d.p)~1(0),
y T,IP,(C) (véase por ejemplo [48, Prop. 2.28, ex. 2.29]).

En estas circunstancias, el espacio tangente en cada punto z € IP,(C) se
identifica con zt := {y € C"*! : (z,y)2 = 0}, equipado con el producto
hermitiano heredado de C**!. Esta simple observacién facilita el célculo de
diferenciales y jacobianos. Una forma mas concreta de expresar esta idea es
la siguiente: Elijamos un representante concreto z de x, tal que ||z|j2 = 1.
Consideremos el difeomorfismo

Vg rt — P,(C)\zt.

1.1
y = z+y (1)

Entonces, se tiene que ¢, es una isometria en 0. De este modo, podemos
identificar totalmente T,IP,,(C) con .
El espacio IP,,(C) hereda la invariancia unitaria de su correspondiente afin.
En otras palabras, para toda matriz U € U, 11, la siguiente aplicacion es
una isometria.

P,(C) — P,(C)

x — Ux.

Los elementos de IP ,(C) son representados normalmente por sus coordenadas
homogéneas, que se definen como sigue: Si x € IP,,(C) es la clase proyectiva
del punto z = (zo, ..., x,), las coordenadas homogéneas de x son (zg : --- :
xn). Asi, se tiene la siguiente igualdad

(xo: - txp)=Axg:---: Azy), VO#AeC
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Frecuentemente consideraremos el punto proyectivo complejo ey definido

como sigue,
ep:=(1:0:---:0) € IP,(C).

Es bien sabido que la distancia Riemanniana, también conocida como distan-
cia de Fubini—Study, entre dos puntos cualesquiera en el espacio proyectivo
complejo viene dada por la férmula (cf. por ejemplo [14]):

[z, y)2|

dgr(z,y) := arccos
’ zll2llyll2”

donde z,y son respectivamente representantes afines cualesquiera de z e y.
Denotaremos por dp la distancia proyectiva, que se define como el seno de
la distancia Riemanniana. Es decir,

[z, y)2|?
Rk

dP(x>y) :SindR(ﬂf,y) =4/1- 2
21112

A lo largo de esta memoria, utilizaremos con mucha maés frecuencia la dis-
tancia proyectiva dp que la distancia Riemanniana, por motivos estéticos.
Denotaremos por Bp (z,¢) C IP,(C) la bola abierta de radio € centrada en
x con respecto a dp. En otras palabras,

Bp (z,e) :={y € P,,(C) : dp (z,y) < €}

Dada una subvariedad diferenciable compleja M C P, (C) de dimensién
compleja m, la consideraremos naturalmente equipada con la estructura
riemanniana heredada de P, (C).

Para un subconjunto medible A C P, (C), denotaremos simplemente por
vn[A] el volumen de A. Esto es,

vnlA] == vp ()[4l

El espacio proyectivo complejo tiene un volumen conocido, que serd denotado
por 9, y viene dado por la férmula

Uy = [P, (C)] = Pl NCFS n>0 (1.2)
donde IT" es la funcién Gamma de Euler. Si consideramos P ,,,(C), m < n,
como una subvariedad de IP,,(C) (esto es, un subespacio proyectivo lineal de
dimensién compleja m de P, (C)), entonces su volumen como subvariedad
coincide con su volumen como espacio proyectivo complejo.
Desde [124], tenemos una férmula explicita para el volumen de Bp (z,¢)
(véase [24] para una referencia mas moderna). En efecto, se tiene:

Un[Bp (z,¢€)] = 9,27,
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1.3. Notaciones de Geometria Algebraica.

Una variedad algebraica proyectiva, o simplemente una variedad proyecti-
va, es un subconjunto del espacio proyectivo complejo P,,(C) que se puede
expresar como el conjunto de soluciones proyectivas de un conjunto finito
de polinomios homogéneos. Recomendamos al lector las referencias [109, 96]
para generalidades sobre variedades proyectivas.

Se puede definir una topologia en IP,(C) cuyos conjuntos cerrados son
exactamente las variedades proyectivas. Esta topologia se conoce como la
topologia de Zariski. Con estas definiciones, decimos que un subconjunto de
IP,(C) es una variedad casi—proyectiva si es un subconjunto abierto Zaris-
ki de una variedad proyectiva (véase [109] para mds detalles al respecto).
Dado un subconjunto A C IP,(C), la clausura Zariski de A es la variedad
proyectiva més pequena que contiene a A.

Sea V C IP,(C) una variedad casi-proyectiva. Denotaremos por dim(V)
su dimensién de Krull, y diremos que n — dim(V') es la codimensién de V.
Un punto liso @ € V' es un punto tal que el germen V, de V en a es una
subvariedad diferenciable compleja de P, (C) de dimensién (compleja) igual
a dim(V'). De otro modo, un punto a € V es liso si existe un entorno U, (para
la topologia usual) de A en V tal que U, es una variedad diferenciable de
dimensién dim(V'). Denotamos por Reg(V') el conjunto de todos los puntos
simples de V. La clausura Zariski de Reg(V') es igual a la unién de todas las
componentes irreducibles de la clausura Zariski de V' de dimensién igual a
dim(V). Con estas notaciones, existe una variedad proyectiva V; C P, (C)
tal que dim(V}) < dim(V) y tal que se satisface la siguiente igualdad:

Reg(V)\Vi =V \ V.

Se dice que V' y Reg(V) son genéricamente iguales. Sea V' C IP,,(C) una
variedad casi—proyectiva de dimensién m. Entonces, Reg(V') C IP,,(C) es una
variedad diferenciable compleja de dimensién m, equipada con la estructura
Riemanniana heredada de la de P, (C). Para todo subconjunto A C V tal
que ANReg(V) es medible en Reg(V'), definimos el volumen m—dimensional
complejo de A mediante la siguiente identidad,

Um [A] = VReg(V) [A N Reg(V)]

De modo similar, podemos considerar la integral [ 4 J dV de una funcién
integrable f: A — R.

La nocién de grado geométrico (o simplemente grado) de una variedad
proyectiva V' C TP, (C) es una nocién clésica que viene desde los origenes, en
el siglo XIX, de la Teoria de Eliminacién. La principal propiedad que satis-
face cualquier nocién de grado es la desigualdad de Bézout (véase [66]). Dis-
tintas pruebas de esta desigualdad se pueden encontrar también en [130, 47].
Sea W C IP,,(C) un subconjunto abierto Zariski de una variedad proyectiva
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irreducible V' C P, (C) de dimensién m. El grado de W, deg(W) se define
como la cantidad

méx{f(LNW): L CP,(C) lineal, dim(L)=n—m,§(LNW) < 4o0}.

Se tiene que deg(W) = deg(V') para cualquier abierto Zariski W de la var-
iedad irreducible V. Si V' C P, (C) es una variedad cualquiera, deg(V)
se define como la suma de los grados de sus componentes irreducibles. De
modo similar, para todo subconjunto constructible C C P,(C) podemos
definir deg(C') como la suma de los grados de sus componentes irreducibles
localmente cerradas (véase [66] para algunas ideas al respecto). Esta nocién
de grado satisface la desigualdad de Bézout para subconjuntos localmente
cerrados (con respecto a la topologia de Zariski) de IP,,(C) (véase [66]), es
decir:
deg(W1 NWa) < deg(W1) deg(Wa),

para Wi y Ws subconjuntos localmente cerrados. El siguiente resultado,
que se sigue inmediatamente de la definiciéon de grado que acabamos de
introducir, muestra la relacion entre el grado y el grupo de matrices unitarias.

Proposicién 1.3.1 Sea V C P,(C) una variedad proyectiva equi—dimen-
sional de dimension m. Sea L C IP,(C) un subespacio proyectivo lineal
cualquiera de dimension n —m. Entonces, tenemos:

deg(V) = méx {$(ULNV):4({ULNV) < +o0}.

UEZ/ln+1

1.4. El espacio de los sistemas de ecuaciones poli-
nomiales

A lo largo de esta memoria, trataremos con frecuencia el espacio de sistemas
de ecuaciones. En esta ocasién, utilizaremos dos estructuras Riemannianas
distintas, y trabajaremos en el espacio vectorial de sistemas, en el espacio
proyectivo asociado y en la esfera correspondiente a cada una de las estruc-
turas que vamos a utilizar.

Comenzamos introduciendo algunas notaciones para fijar estos conceptos.
Sean n,l € N dos nimeros naturales positivos, y consideremos elegido un
orden cualquiera en el conjunto

&={a:=(ao,...,an) EN"T g+ +a, =1}

Entonces, denotamos por H; el siguiente conjunto:

H, = H(C.

aEes;
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Obsérvese que H; puede identificarse con el conjunto de polinomios ho-
mogéneos de grado | en C[Xy,...,X,]. En efecto, para un elemento j =
(@a)ace, € Hj, podemos considerar el polinomio homogéneo

> anXge e X

a=(ag,...,an)€E

Otra forma de interpretar H; es como el conjunto de polinomios (no nece-
sariamente homogéneos) de grado | en C[X7,...,X,]. En efecto, para un
elemento j = (aqa)aceg, € Hi, podemos considerar el polinomio homogéneo

> 4 X0 X0,

a=(ag,...,an)E€E

Esto es, podemos considerar los elementos en H; como polinomios homogé-
neos en n + 1 variables o como polinomios cualesquiera en n variables, en
ambos casos, dados por su lista de coeficientes en codificacién densa y para
el orden (monomial) asociado al elegido en el conjunto &. Ambas interpreta-
ciones de este espacio seran importantes en esta memoria. Obsérvese que H;
es un espacio vectorial complejo de dimensién

dim(H;) = <" ;L l>.

Por lo tanto, tenemos definido el producto hermitiano usual en H;, que
denotaremos como de costumbre por (-, ).

Sean ahora n > m &€ N dos nimeros naturales positivos, y sea (d) :=
(di,...,dp) € N™ una m-tupla de nimeros naturales positivos. Definimos

el espacio H?Zl) como sigue:

m
Hig = H Hy,.
i=1
Muy habitualmente nos referiremos al caso cero—dimensional, esto es, cuando
m = n. En ese caso, escribiremos simplemente H ) = H?d), para simplificar
la notacioén.
Podemos interpretar H% de dos maneras distintas:

= Como el espacio de sistemas de m ecuaciones polinomiales homogéneas
de grados respectivos dy, ..., d,,, con coeficientes complejos e incogni-
tas Xp,...,X,. Equivalentemente, podemos ver H’(Z) como el espa-

cio de aplicaciones polinomiales f : C"*! — C™, de forma que
f=1f1, -, fm] y fi es una aplicacién polinomial homogénea de grado
d;. De este modo, tenemos:

f: Ccrtl cm,
= (fil@),..., fm(2))

manda cada x € C**! al vector de los polinomios f; evaluados en x.
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» Como el espacio de sistemas de m ecuaciones polinomiales (no nece-
sariamente homogéneas) de grados respectivos dy, ..., dy,, con coefi-
cientes complejos e incégnitas X1, ..., X,,. Equivalentemente, podemos
ver H?;) como el espacio de aplicaciones polinomiales f : C* — C™,
de forma que f = [f1,..., fm] y fi es una aplicacién polinomial (no
necesariamente homogénea) de grado d;. De este modo, tenemos:

f:cr — cm™,

A partir de ahora, denotaremos los elementos de H?Zl) por las letras f,g,h...,

y diremos que f,g,h son sistemas de ecuaciones, o simplemente sistemas.
Escribiremos f = [f1,..., fm] € H’(ﬁ) cuando queramos senalar que f; €
Hg,,1 < i < m son los polinomios que contiene el sistema f. La primera
de las interpretaciones mencionadas permite la siguiente construccién: Sea
A € My 4+1(C) una matriz cualquiera, y sea f € H?Zl) un sistema. Entonces,

podemos considerar el sistema

fOAZ (Cn+1 _ (Cm7
x —  (fi(Ax),..., fm(Ax))

esto es la aplicacion polinomial obtenida al componer f con A. Entonces,
f oA esun elemento de H[,.
Denotamos por N + 1 la dimensién compleja de HZ’C}). Es decir

N+1:= f: (nzdl>
i=1 v

Asi, podemos identificar HE’;) = CN*!. Una vez fijada una lista de grados
(d) = (di,...,dn) € N™ denotaremos por d y D el méximo de los grados y
el nimero de Bézout asociado a (d), respectivamente. Esto es,

1<i<m

d:= méax {d;}, D:= Hdi'
=1

Podemos considerar H’(Z) equipado con el producto hermitiano usual de

CN*1) que puede también ser definido como sigue: Sean f := [f1,..., fm] ¥
g:=191,--.,9m] dos sistemas de ecuaciones en H’(Z). Entonces,
m
(f.9)2 =Y (firgi)a:
i=1

Denotaremos mediante ( %,can) el espacio hermitiano formado por H?Zl)

con el producto usual. También consideraremos el espacio proyectivo asocia-
do (IP (H%), can), equipado con la estructura Riemanniana usual, heredada
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del producto usual de la manera descrita en la Seccién 1.2 (o con més detalle,
en el Apéndice A). Finalmente, consideraremos también la esfera de centro
0y radio 1 en H’(Z) para la norma usual, que serd denotada simplemente por
S.

Sin embargo, la estructura Riemanniana usual, que acabamos de describir,
sera utilizada tan sélo en resultados técnicos intermedios, y no es la es-
tructura principal que utilizaremos para nuestros resultados. Este lugar co-
rresponde a la estructura cominmente llamada de Kostlan. Se trata de una
estructura utilizada en la literatura clasica que tiene numerosas propiedades,
re—descubierta en varias ocasiones por Bombieri, Kostlan y Shub & Smale
(véase por ejemplo [113, 112, 14, 30, 88, 37]). Describimos a continuacién
con detalle esta estructura.

Para cada i, 1 < ¢ < m, consideramos el producto hermitiano en Hy, definido
como sigue: Para cada j1,j2 € Hy,,

J1= (aa)aec‘fdia Jo2 = (ba)aec‘fdia aq, by € C, Va € 5di

definimos:
o -
(1 d2)a, = Y <a> aaba,
OCE(‘:di

d;
(7

. |
dl :dileN
« ag! - ap!

El producto hermitiano que acabamos de definir induce un producto hermi-
tiano en H?Zl) definido del modo descrito a continuacién. Para dos elementos

donde b, es el conjugado complejo by y ( ) es el conocido como coeficiente

multinomial. Esto es,

cualesquiera f :=[f1,..., fml,9:=[91,--.,9m] de HZ’C}), definimos

m

(f,9)a =D (firgi)a-

1=1

La propiedad principal del producto hermitiano (-, -)a es la invariancia uni-
taria, que podemos expresar como sigue. Sean f,g € H?Zl) dos sistemas.
Sea U € U,+1 una matriz unitaria cualquiera. Consideremos los elementos
foU, goU € H’(Z). Entonces, se tiene la siguiente igualdad (véase por ejemplo

[14, Teor. 1, pag 218]):

<fOU,gOU>A = <f>.g>A

Este producto hermitiano induce una norma || - ||a y una estructura Rieman-
niana en el espacio H%, llamada por Shub & Smale estructura de Kostlan.
Dado que es la estructura que utilizaremos mas frecuentemente, denotare-
mos simplemente por H?;) el espacio con la estructura de Kostlan. También
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denotaremos por Sa la esfera para la norma ||-||a en HZ’C}), y consideraremos
Sa equipada con la estructura Riemanniana heredada de H?Zl). Finalmente,

el espacio proyectivo complejo IP (H?Zl)) hereda también una estructura Rie-

manniana de H%, mediante el proceso que hemos descrito en el Apéndice
A, que nos permite identificar, para cada sistema proyectivo f € IP( ?;)),
m

el espacio tangente TIP (H( d)) con el ortogonal

L= {g e My ¢ (F.g)a =0},

equipado con el producto hermitiano heredado de H’(Z). Sea f un represen-
tante afin cualquiera de f, tal que || f|[a=1, y consideremos la carta afin

ppo [ — P %)\fl'

-, - it (1.3)

Entonces, ¢ es un difeomorfismo. Ademds, ¢ es una isometria en 0. De-
notaremos simplemente por IP ( %) el espacio proyectivo con la estructura
Riemanniana que acabamos de describir, que serd llamada también estruc-
tura de Kostlan.

Gran parte de los resultados de esta memoria consisten en el andlisis de
ciertas propiedades relacionadas con los sistemas f € H’(Z). Ademas, estas
propiedades son siempre invariantes bajo multiplicaciéon por un escalar no
nulo. Por ejemplo, el conjunto de soluciones de un sistema f y el conjunto de
soluciones del sistema asociado \f, para cualquier A € C\{0}, coinciden. Por
este motivo, es natural el uso en H’(Z) de cualquier medida de probabilidad
que sea simétrica respecto al origen (es decir, invariante bajo multiplicacién
por escalar no nulo). En particular, por ejemplo, la medida Gaussiana. Otra
forma de expresar esto es calculando las probabilidades y esperanzas en el
espacio proyectivo IP(H?;)) o la esfera asociada Sa. De ahora en adelante,
tendremos esto en cuenta a la hora de calcular probabilidades y esperanzas
en el espacio de sistemas. Por ello, las siguientes expresiones son equivalentes

m

para toda funcién integrable ¢ : IP (H{g ) — [—o0, 400

Efergn [0(F)] = Epesa[0()] = Egep o ) [0(F)], (1.4)

(d)

donde E significa esperanza.

También denotaremos por A la matriz (que se suele llamar matriz de Kost-
lan) asociada al producto hermitiano (-, -)A. Esto es, A es la matriz diagonal
cuyas entradas vienen dadas por la formula

d:\ ~1/2
A := Diagonal <<az> ) )

1<i<m
aegdi
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respetando el orden elegido para cada &;,. De este modo, se tiene la siguiente
igualdad:
<f7 g>A = (Afa Ag>27 vfag € HZ;)

El siguiente resultado es una consecuencia trivial del Lema A.0.7 del Apén-
dice A, y se obtiene directamente a partir de la definicién de la estructura
Riemanniana del proyectivo (véase por ejemplo [23]). Nos permite relacionar
las estructuras de Kostlan y candnica.

Lema 1.4.1 Con las notaciones anteriores, las dos aplicaciones siguientes
son isometrias.

(H%,can) — H@» S —  Sa.
f — AT f = AT

También es isometria la siguiente aplicacion:

(P (H{y),can) — P (H
i - A

a
f
donde denotamos por A7 f la clase proyectiva de cualquier punto A_li,

con f un representante afin cualquiera de f.

Para un sistema dado f = [f1,...,fm] € H@), denotaremos por V(f) el
conjunto de soluciones proyectivas de f.

V(f) ={x €eP,(C): fi(x) =0, 1 <i<m} CIP,(C).

Por tanto, el conjunto de ceros de un sistema f € H% (6 felp( Z’;))) es
una variedad proyectiva V(f).

A veces estamos maés interesados en el estudio de las variedades afines. Dado
un sistema f € H%, la variedad afin asociada a f es un conjunto Ven (f) C
C™ definido como sigue:

Ve (f) ={(z1,...,2,) €C": (12 -+t xy) € V(f)} CC™

Dicho de otra manera, Ven(f) es la pre-imagen de V(f) mediante la apli-
cacion

0 1= ©(1,0,...,0) cr — P, (C).

(1, mp) = (Lrzp:.iay) (1.5)

El conjunto de soluciones afines Ven(f) es genéricamente una variedad de
dimensién n — m, al igual que V(f). Los conjuntos de soluciones Ven (f) y
V(f) se relacionan del modo que sigue:

z € Ver(f) = wo(x) € V()
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z=(20::2n) €EV(f),20 20 = @5 (2) € Veu (f)-

Dado un elemento f € H%, podemos considerar por tanto su conjunto
de soluciones proyectivas o afines. Esta eleccion depende de cémo inter-
pretemos f: Si lo interpretamos como sistema de ecuaciones homogéneas en
Xo,...,X,, entonces normalmente buscaremos soluciones proyectivas, es-
to es, soluciones en V'(f). Si por el contrario queremos interpretar f como
un sistema de ecuaciones (no necesariamente homogéneas) en Xi,...,X,,
entonces las soluciones que buscamos son los puntos de Ven (f).

La wvariedad de incidencia W que definimos a continuacion tiene un papel
esencial en diversos sitios de esta memoria,

W= {(£,0) € P(HI) x P, (C) : C € V(f)} € P(HI) x P, (C). (16)

En el Capitulo 4, consideraremos W como un subconjunto de S x P, (C),
sin embargo no cambiamos la notacién por evitar un recargo de la misma.
Con frecuencia utilizaremos las proyecciones candnicas sobre la primera y la
segunda componentes:

pr:W —PMHG), p2: W —P,(C).

Para todo punto ¢ € IP,,(C), se denotara por V; el conjunto de sistemas que
se anulan en el punto (. Esto es,

Vei={f € (M) : CE V(f)} C P(HE).

Ademsds, consideraremos los siguientes dos subespacios de H’(Z):

Leo = {g = [gl,... 7gm] c H@) g = Xgi_IZainj,l S ') S m} Q H?Zl)’
7j=1

L ={ge Ml (9. f)a =0, Vf € Le,} CH.

En otras palabras, L, es el conjunto de sistemas que se anulan en ey y que
son lineales en las variables X1,...,X,,. El conjunto Lel0 puede verse como
el conjunto de sistemas de orden 2 en eg, esto es, los sistemas g tales que
tanto g como la diferencial de g se anulan en eq.

Hay dos maneras diferentes de interpretar la diferencial de un sistema f €
H’(Z) en un punto, dependiendo de que interpretemos f como aplicacion
homogénea con dominio C"*! o como aplicacién polinomial (no nec. ho-
mogénea) con dominio en C". Distinguimos estos conceptos del modo si-
guiente: Si estamos refiriéndonos a f como aplicacién homogénea, escribire-
mos d, f para la diferencial de f en x, donde z € C"*! es un punto cualquiera.
Si, por el contrario, estamos considerando f como aplicacién con dominio
en C™, entonces denotaremos por J, f la diferencial de f en x, donde 2 € C"
es un punto cualquiera. Generalizando esta idea, para todo natural k > 0,
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k)
denotaremos por d( f, f la diferencial k—ésima de f vista como apli-
cacion k—lineal, segin consideremos a f como aplicacién homogénea o no,
respectivamente. Podemos escribir:

oW f = dy)

(o (f [{pxcn), Vo €C k>0. (1.7)

Dado un sistema f € IP(H( )) y un punto cualquiera = € IP,,(C), denotamos
por T, f la restriccién de la diferencial d,f al ortogonal de z. En otras
palabras,

T f = (dmf) |mJ-7

donde consideramos elegidos representantes tales que ||f|a = ||z]2 = 1.
La expresion T, f serd considerada indistintamente como aplicacién o como
matriz en el espacio M,,x,(C), suponiendo para esto ultimo que elegimos
una base ortonormal cualquiera de ¢*. En particular, en el caso ¢ = eg :=
(1:0:---:0), podemos identificar

o) - g (en)
Teof = 860f = S : 6 men((c)7 (1'8)
%}’j(eo) e a;ﬁ (eo)

para algun representante de norma 1 de f.
También utilizaremos con cierta frecuencia la siguiente aplicacién,

weo: Leo B men((c)a
g — Ad)VT.g

donde estamos utilizando la notacion
A(d)~Y? .= Diag(d; V2o ~12) € My (R).

Se comprueba facilmente que 1), es una isometria de espacios de Hilbert
(véase por ejemplo [14, Lemma 17, page 235]).

Para cada valor positivo de r € N, 1 < r < m, consideraremos el conjunto
X € P( ( d)) definido como sigue:

o = € P(HG) : 3¢ € Pyu(C), £(¢) = 0,rank(d¢ f) < r}.

En la Seccién 3.4 demostraremos que E?d) es una variedad proyectiva, y
estimaremos su dimension y su grado. En el caso cero—dimensional, esto
es, el caso de que m y n sean iguales, denotaremos simplemente mediante
Y E( ) el conjunto de sistemas que tienen alguna solucién singular.
Las variedades

P (M) =3 250 ' 2

forman una estratificacion del espacio de sistemas IP( ( d)), estableciendo
una clasificacién inicial de los tipos de singularidades que aparecen en los
sistemas de ecuaciones.
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1.5. El condicionamiento en el Algebra Lineal

El ntimero de condicionamiento del Algebra Lineal fue definido por primera
vez por A. Turing en [127], y sus interesantes propiedades fueron estudi-
adas, en un primer momento, por von Neumann y Goldstine en [97], vy,
mas adelante, por Wilkinson en [132]. Se han realizado numerosos estu-
dios sobre el nimero de condicionamiento, entre los que podemos resaltar
[40, 58, 71, 126, 132, 104]. La importancia del condicionamiento matricial
radica en que puede utilizarse para controlar el error relativo de las solu-
ciones de un problema en presencia de pequenos errores en el enunciado del
mismo. De un modo més técnico, sea A una matriz regular de tamano n.
Hay dos definiciones posibles de ntimero de condicionamiento, que difieren
ligeramente:

R(A) = [|All2[| A7 |2, o bien  kp(A) = [|[A]pl|AT" |2,

donde || - ||2 representa la norma como operador lineal y || - ||F la norma
de Frobenius. Ambos niimeros k y kp son esencialmente equivalentes, en el
sentido siguiente:

K(A) < kp(A) < nk(A), YA€ M,(C).

Durante esta memoria utilizaremos la segunda de las dos definiciones, por
adaptarse mejor a los cédlculos que realizamos. Escribamos brevemente la
propiedad principal de kp como cantidad que controla el error relativo en
las solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Esto es, dados dos sistemas

Az =b, Az’ =b,
se satisface la siguiente desigualdad:

|z — 2'||2

A = Alll
[l |2

< kp(4)

| AllF
En otras palabras, el error relativo en las soluciones queda acotado por el
error relativo en la matriz inicial y un factor escalar: El nimero de condi-
cionamiento. Un resultado similar se obtiene si consideramos que el vector
independiente b puede también ser inexacto.

1.5.1. El condicionamiento lineal generalizado

William Kahan, G.W. Stewart y J. Sun han estudiado el condicionamiento
de las matrices singulares. Como referencias para el lector, senialamos [76]
y [122] para propiedades generales de este condicionamiento. Para definir
correctamente los conceptos de esta seccidn, es necesario recordar la De-
scomposicién en Valores Singulares de una matriz. Se trata ésta de una

24



descomposicién matricial clasica que tiene sus origenes en el siglo XIX, de la
manos de cientificos como Eugenio Beltrami, Camille Jordan, James Joseph
Sylvester, Erhard Schmidt y Hermann Weyl. Su historia puede leerse con
detalle en el survey [121]. Sean 1 < ny < my dos numeros naturales, y sea
A € My, xn,(C) el espacio de las matrices complejas de tamano n; X ng.
Sea A una matriz, A € My, xn,(C). Entonces, existe una descomposicién en
valores singulares de A (véase por ejemplo [122]), esto es

A=U (D0) V™. (1.9)
donde:

» Las matrices U € U,,, y V € Uy, son unitarias de tamanos respectivos
ni1y ng, y V* es la conjugada traspuesta de V.

» La matriz D := Diag(o1,- -+ ,0n,) € My, (R) es la matriz de los val-

ores singulares de A, o1 > --- > 0y, > 0. Estos dependen tnicamente
de A, y no de la descomposicién (1.9) particular elegida.

» La expresion (D 0) € My, xn,(R) denota la matriz de ny filas y no
columnas obtenida anadiendo a D una matriz idénticamente nula de
talla ny X (ng —nq).

Definicién 1.5.1 (Condicionamiento Lineal Generalizado) Sea A €
Moy xny (C)\ {0} una matriz cualquiera. Consideramos una Descomposicion
en Valores Singulares de A,

A=U (D0)V*  D:=Diag(o1, - ,0n,).

Para todo nimero natural v, 2 < r < nq, definimos el condicionamiento

generalizado de A:
Al

/02+...+0%27
donde ||A||p := /0% + - + 02, es la norma de Frobenius de A. Esta defini-

cion también es valida para matrices proyectivas A € TP (M, xn,(C)), al ser
mvariante si se multiplica por un escalar no nulo. Para el caso r = 1, se
tiene:

A (4) = 1,
para toda matriz afin o proyectiva A # 0.
En el caso de que nqy = ny = n, el condicionamiento generalizado /i(g) tal
y como lo acabamos de definir coincide con el condicionamiento usual para

matrices cuadradas, kp(A4) := ||A||r||A7 ]2, A € My,(C). De hecho, se
deduce trivialmente a partir de la definicion el siguiente resultado
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Lema 1.5.2 El condicionamiento generalizado /-ig)(A) de una matriz A €

M, xny (C) tal que rank(A) = r satisface:
k5 (A) = Al ]| ATz,
donde At es la inversa generalizada de Moore—Penrose de A.

Demostracion.— En efecto, sea A = U (D 0) V* la descomposicién en
valores singulares de A, donde D = diag(o1,- - ,0,,0,...,0) € My, xn,(C),
con o1 > ...> o, >0. Sea Dt la matriz definida como sigue:

Dt .= diag(al_l,--- ,0;1,0,...,0).

Entonces, A' viene dada por la férmula siguiente (véase por ejemplo [122,

pp. 102-104]).
.I.

donde la expresién (%T) € My,xn, (C) denota la matriz de ng filas y ny
columnas obtenida afiadiendo a D una matriz idénticamente nula de talla
(n2 —n1) x ny. Por lo tanto, tenemos la igualdad ||Af|ls = o7 v el lema
queda demostrado. [ ]

1.5.2. Estabilidad en el cadlculo de nticleos e inversas

El siguiente resultado muestra la importancia que tiene el nimero de condi-
cionamiento generalizado como medida de la estabilidad del céalculo de la
inversa de Moore-Penrose (véase [122, Corol. 3.10, p. 145]).

Proposicién 1.5.3 Sean A, A" € My, xn,(C) dos matrices de igual rango
r. Entonces, tenemos:

|AT — (A)T||r
1(A")T]l2
Ademas, el nimero K(DT)(A) controla también la estabilidad del calculo de
nucleos de matrices singulares. Para demostrar esto, introducimos algunos
conceptos y resultados. El Teorema de Existencia de la Descomposiciéon en
Valores Singulares tiene como caso particular el siguiente resultado.

HA—A'HF'

<V )

Lema 1.5.4 Sean L y L' dos subespacios lineales de C"* de dimension m.
Entonces, existen bases ortonormales {vy,..., v} de L y {wy,...,wy} de
L', y niimeros reales 1 > Xy > -+ > A\, > 0 tales que:

<’UZ', ZUj>2 = Azézy
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Existen diferentes definiciones (equivalentes en esencia) para la distancia
entre dos subespacios de igual dimensién. Utilizaremos la siguiente, que es
aceptada de forma general (véase por ejemplo [58, p. 76]).

Definicién 1.5.5 Sean Ly, L C R™ dos subespacios lineales reales de di-
mension m. Entonces, definimos la distancia proyectiva entre Lg y L como
sigue:

diSt(LRvaR) = Hﬂ-LR - WLﬁd’?v

donde mr, (resp. 7TL]/R) es la proyeccion ortogonal sobre Lg (resp. L), y
|mre — 7TL]'RH2 es la norma de esa aplicacion como operador lineal.

La distancia entre dos subespacios complejos L, L' C C" de dimension m se
define de igual manera:

dist(L,L') = ||xr, — 71 o

Nota 1.5.6 En [58] y [131] pueden encontrarse algunas propiedades de la
distancia que acabamos de definir. Nos interesan en particular las siguientes:

» Sea 0 el mayor dngulo principal (en el sentido de [58, p. 603]) entre
L y L'. Entonces,:
dist(L,L") = sin 6.

En particular, en las notaciones del Lema 1.5.4, podemos escribir:
dist(L, L") = /1 — )2

» S5 dim(L) = dim(L') = 1, entonces dist(L,L") = dp(L,L') donde
dp (L, L") es la distancia proyectiva entre los puntos proyectivos que
definen L y L.

El siguiente resultado relaciona el condicionamiento generalizado H(DT) con
la estabilidad de las soluciones de sistemas de ecuaciones lineales cuadrados
singulares.

Proposicién 1.5.7 Sean A, A’ € M,,(C) dos matrices cuadradas, de forma
que rank(A) = rank(A’) = r. Sean L := Ker(A) y L' := Ker(4') los
nicleos respectivos de A y A', que son subespacios complejos de dimension
m =n —r. Entonces, tenemos:

, A — A
dist(L,L') < ﬁg(A)M.
[AllF
Demostracion— Sean {vi,...,vp}, {w1,...,wp},y1>A > > X, >0

los vectores y escalares definidos en el Lema 1.5.4, generando respectiva-
mente L y L. Hemos visto que

dist(L,L') = /1= A2,
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Por otro lado, tenemos la siguiente igualdad:

o, A= Al A= Al
S i 7T e

donde o, es el valor singular mas pequeno no nulo de A. Por lo tanto, basta

con demostrar que
14— Al
2 < .

Or

Observamos que se satisface la siguiente igualdad:
Lt={weC":Vwele,...,e)},

donde A = UDV™ es la Descomposicién en Valores Singulares de A, y
(€1,...,e) es el subespacio de C" generado por los primeros r vectores
de la base canénica. Ademés, AT = VDIU*. Por lo tanto, tenemos que para
todo vector w € L*, se satisface:

Id, 0

T _
AAw-V(O 0

)V*w:w.

Deducimos las siguientes desigualdades para todo vector w € Lt

w
lollz = 147 Awlly < AT o]l Auw]lz, = || duw]lz > ‘\PA—T‘:E"

Primero, supongamos que \,, = 0. Entonces, w,, € L*. Por lo tanto:

1 1
A~ Awplls = [ Awmlls > ——, = [|(A" — A)|lg > —=—.
(4= Bl = Al 2 e, = 1A= Dl 2

Por el Lema 1.5.2, concluimos que AT, = Or Luego en ese caso tenemos

que:
A —A
VITR =1 (A - aylplatyy = Al

T

de donde se sigue el resultado.
Supongamos ahora que \,,, # 0. Sea w), = % Entonces, tenemos:

1
(Vi Wiy — V)2 = T(Um’wmh - HUmH% =1-1=0.
m

Definimos dw = w), — vy, y A = A’ — A. Se tiene que:

dw||3
lowls _ $n<w;n_vm7w;n_vm>2:

w3
A (1513 = (wrn, vm)2) = A5 (U, wry — vm)2 = 1= A7,
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y por lo tanto:

0wl =+/1— X2, =dist(L,L")

[ 2

Concluimos que basta con demostrar que

or[|0wl|

[ 2

Ahora, sabemos que dAw!, + Adw = (A + §A) (v, + dw) = A'w], = 0, de
donde se tiene:

16 Al2 >

SA w,,  —Adw
meHz [[wp,l2”
Por lo tanto,
162 > _H\|A§w||”2-
ml|2

La demostracién quedara completa si verificamos que
[Adwll2 = or 0w

Ahora, observamos que dw € L, luego se tiene la siguiente desigualdad:
[ Aduls > o ]
wlo > ———1|dw]|2.
IAT]2

Por el Lema 1.5.2, se tiene que
[

0 AT B =0y hemos terminado la demostracién.

1.5.3. Teorema del nimero de condicionamiento

El condicionamiento de una matriz tiene una propiedad esencial, que permite
analizarlo en términos geométricos: Coincide con la inversa de la distancia al
conjunto de problemas “mal condicionados”. En esta seccién fijaremos esta
idea tan natural, en que jugaran un papel esencial las distintas variedades
de la estratificacién por rango del espacio de matrices: Sea r un nimero
natural, 1 <r < nj. Denotemos por ¥, la variedad proyectiva de todas las
matices complejas de rango a lo més r. Esto es,

w={A e P(My,xn,(C)) : rank(A) < r}.
El siguiente resultado proporciona la dimension y el grado de las variedades
¥, La primera parte es [18, Prop. 1.1]. La igualdad en el grado puede
leerse en [64, pp. 243-244] o en [47, p. 261].
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Proposicién 1.5.8 Para todo natural 1 < r < ny, el conjunto X', es
una variedad proyectiva irreducible de IP (M, xn,(C)) de codimension (ng —
r)(ni1 —r). Ademds,

no—r—1

deg(S) = H : §n1+i)! !
1=0

r+4)! (ng —r+1i)!
Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.5.9 Con las notaciones de la Proposicion 1.5.8, se tiene:

ni—rng—r

T+Z+]—1
=1 j=1

En particular,

na—r
deg( < (M) den(he) < g 0

Los siguientes dos resultados, conocidos como teoremas del niimero de condi-
cionamiento, se atribuyen normalmente a Eckart y Young. Sin embargo,
preferimos atribuirlos a los cuatro autores que se nombran siguiendo el cri-
terio de Stewart y Sun en [122]. Ambos resultados relacionan de un modo
muy natural el condicionamiento de una matriz con el inverso de la distancia
al conjunto de matrices de rango dado. Para el segundo de ellos hemos deci-
dido incluir una demostracién porque no es facil encontrarla en la literatura,
y porque sera utilizada mas adelante en esta memoria. Una demostracién
para el primero se puede encontrar por ejemplo en [122].

Teorema 1.5.10 (Schmidt—Mirsky—Eckart—Young) Para toda matriz
A € My, xny(C), y para todo nimero natural 2 < r < ny, se tiene:

min A = Al = \Jo 5+ o2,
rank(A’) <r —

1
A€ My, xn,(C)

donde oy, ..., 0, son los ultimos valores singulares de A.

Teorema 1.5.11 (Schmidt—Mirsky—Eckart—Young) Sea A una matriz
proyectiva, A € P (Mp,xn,(C)), v sea 2 < r < ny un ndmero natural.
FEntonces, se tiene:

d]P (Av E;\:(l) =
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Demostracion.— Sea A € P (M, xn,(C)). Denotamos por el mismo simbolo
A un representante tal que ||Al|p = of + -+ + o2, = 1. Consideramos la
Descomposicién en Valores Singulares de A, A = U(D 0)V*. Sea la matriz
D’ definida como sigue.

D' = Diag(o1,...,0.-1,0,...,0).
Entonces, la matriz A’ = U(D’ 0)V* tiene la siguiente propiedad:
(A AVp| =034 ...+ 02 €R, rank(A) =17 —1,

|A|E =0 +... +02_,.

Por lo tanto, tenemos:

dp(A,E”Ajtl)gdp(A,A’):\/l_ _

KO (A)

Sea ahora A" € P (M, xn,(C)) una matriz proyectiva cualquiera tal que
rank(A’) < r — 1. Podemos elegir un representante de A’, que denotamos
por la misma letra, tal que:

JA'|F =1 (o2 4+ +0p,), (A AR
Entonces, por el Teorema 1.5.10 sabemos que

of 4t op, <A = Al =
(A=A A - Ayp=2—(02+ - +o0o,)—2(A, A)F,
y se tiene que:
2-20}+---+oa,)
2

(A, A')p| <

Concluimos que

! 2 1—(c24+... 2 )2
dp (A, A') = 1_M2 1_( (Ur2+ —i—an;)) _ 1 |
Al %A% 1—(o2+---+02) (1) (A)

lo que termina la demostracién del lema. [ ]

En estas ultimas secciones hemos resumido las propiedades principales del
nimero de condicionamiento matricial: Su capacidad para controlar los er-
rores cometidos ante perturbaciones del input y su relacién con la distancia
a las variedades ¥',,. Esta ultima propiedad nos permitird estudiar la dis-
tribucién de probabilidad del condicionamiento en el Capitulo 2.
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1.6. El condicionamiento de sistemas de ecuacio-
nes polinomiales

El siguiente paso natural es preguntarse si hay una situacién parecida que
nos permita estudiar el caso de sistemas no-lineales. Naturalmente, en esta
situaciéon la dificultad es mayor y el nimero de estudios al respecto, con-
siderablemente menor. No obstante, en los ultimos anos el interés de la
comunidad cientifica en este campo ha aumentado notoriamente, a raiz de
la serie de articulos [112, 113, 114, 115, 116], donde Shub & Smale pro-
pusieron y analizaron un numero de condicionamiento para los sistemas
de ecuaciones polinomiales cero—dimensionales. De entre los diversos estu-
dios que han generalizado y analizado las propiedades del condicionamiento,
podemos resaltar los trabajos [31, 30, 37, 88, 33, 34, 55]. La definicién de
Shub & Smale puede escribirse como sigue.

Definicion 1.6.1 Sea f < IP(H?d)) un sistema de n ecuaciones homogéneas

en incognitas Xo,...,Xn, y sea ¢ € P, (C) una solucion de dicho sistema.
Entonces, definimos

pnorm (f+€) = | F1all(Te ) diag (1|3 i) lo-

En particular, si elegimos representantes tales que ||flla = ||C||2 = 1, ten-
emos:

KO(Ad) T f)
IA@)PT f|[p

Nnorm(.ﬁ C) = ”(TCf)_lA(d)l/z“Q =

donde H,(g) = kp es el condicionamiento matricial usual, definido en la

Seccion 1.5.

Los estudios més importantes relacionados con el condicionamiento no—lineal
que acabamos de definir, debidos a Shub & Smale, proporcionan principal-
mente tres resultados:

= Un Teorema del Numero de Condicionamiento, relacionandolo con el
inverso de la distancia a una variedad proyectiva particular.

= Una cota para la distribucién de probabilidad del citado condiciona-
miento.

= Un fortisimo resultado que relaciona el condicionamiento pinerm con
la complejidad de los métodos de homotopia para el calculo de solu-
ciones aproximadas. Este es el punto de partida para la resolucién del
Problema 17 de Smale propuesta en el Capitulo 4 de esta memoria.
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En [37] se propone una generalizacién del niimero de condicionamiento finorm
a los sistemas de ecuaciones homogéneos con m ecuaciones e incégnitas
Xo,...,X,, para el caso afin. Degbt también demuestra un Teorema del
Numero de Condicionamiento afin para esos casos. Siguiendo la linea de
[112], [30] y [37], y utilizando los conceptos de condicionamiento lineal gen-
eralizado de la Seccion 1.5, podemos definir el condicionamiento generalizado
de los sistemas de ecuaciones de un modo muy natural.

Definicion 1.6.2 Sean n > m > r > 1 tres niumeros naturales positivos.
Sea f € IP( @)) un sistema y ¢ € IP,(C) una solucion de dicho sistema.

Elegimos representantes f y ¢ tales que ||flla = ||C|]2 = 1. Definimos el
condicionamiento generalizado como

K (A(d)"V2TL )

(r) .:

donde H(Dr) es el condicionamiento lineal generalizado definido en la Seccidon

1.5.

Nota 1.6.3 Obsérvese que en el caso cero—dimensional (esto es, m =n), si

(n)

tomamos también r = n entonces el condicionamiento ,unrérm de la Definicion
1.6.2 se convierte en el condicionamiento usual de Shub & Smale, que hemos
visto en la Definicion 1.6.1. A lo largo de esta memoria, siempre que estemos
en esa situacion (esto es, siempre que r = m = n), denotaremos

(n)

Hnorm = Hporm-

Otra aclaracion importante es la siguiente: En el caso r = m y si dcf
tiene rango mdximo (equivalentemente, T¢ f tiene rango mdximo), el condi-

cionamiento ™ (f,¢) toma la forma
v (,€) = 1(A@) T f) o =
1A TP Te ) (AT PT AT )]l =
(T ) A2 AQ) VAT S(Tf) AW 2 =

= (T SV T T f) ) A 2 e = N(Tef) A2,

donde estamos suponiendo que ||flla = |[C|le = 1. Si dejamos f y ( ser
representantes cualesquiera, podemos escribir

W (F,C) = I Flall(Te ) diag(ICIIE " i) |2, (1.10)

que es una expresion muy similar o la de la Definicion 1.6.1.

33



El condicionamiento generalizado ,ug))rm es invariante unitario, para todo
r > 1. Esto es, para cualquier matriz unitaria U € U, y cualquier par
(f,0) e HZ’C}) x IP,,(C) se tiene la siguiente igualdad:

1 (F,C) = phn (f 0 U UTQ). (1.11)

En el Capitulo 3, demostraremos un Teorema del Nimero de Condiciona-
miento para esta situaciéon general que acabamos de describir. Ademds, ob-
tendremos cotas para la distribucién de probabilidad de ese condicionamien-
to que generalizan las obtenidas por Shub & Smale en [113] (véase tam-
bién [14]) y también calcularemos otras distribuciones de probabilidad rela-
cionadas.

1.7. El método de Newton para sistemas de ecua-
ciones. El caso cero—dimensional

Existe una larguisima relacion de libros y estudios realizados sobre métodos
de Newton para la resolucién de ecuaciones polinomiales. Algunas referencias
que recomendamos son [14, 34, 33, 35, 36, 78, 55, 56, 88, 134]. En [110],
se describe por primera vez el método proyectivo de Newton, y la serie
de articulos [112, 113, 114, 115, 116] proponen un método de homotopia
lineal. Seria pretencioso tratar de explicar, en breves lineas, la importancia
y el alcance que tiene el operador de Newton. Tampoco es nuestro objetivo
incluir en estas paginas una detallada explicacién de la naturaleza del mismo
ni resumir todas las propiedades del operador. Nos limitaremos a exponer
el operador de Newton proyectivo y afin, y a recordar los resultados mas
relevantes relacionados con él, obtenidos por Shub & Smale en [112, 113,
115], que serén necesarios para los resultados principales de esta memoria.
Casi todos los resultados aqui presentes se encuentran resumidos en [14].
Recomendamos también al lector el libro de Dedieu [34].

1.7.1. El operador de Newton proyectivo

Comenzamos con el operador en el caso proyectivo, que trata de encon-
trar soluciones proyectivas de sistemas de ecuaciones homogéneos. Sea pues
(f,2) € Hiy x Pn(C) un par. Sea 2zt = {w € C"! : (w,2)y = 0} el es-
pacio tangente de IP,,(C) en z. Si la restriccién de la diferencial de f en z,
T.f :=d.f |, es sobreyectiva, definimos la iteracién de Newton de f en z
como:

Ni(2) i= 2 — (T.f) " f(2) € P,(C).

Consideremos la aplicacién dp : P, (C) x IP,,(C) — R dada como
dT(Zl, 22) = tan(dR(zl, 2’2)).
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Es decir, dr es la tangente de la distancia Riemanniana en IP,,(C). Obsérvese
que dr no es exactamente una funcién distancia (falla la desigualdad trian-
gular). Siguiendo a Shub & Smale, dejamos esta formulacién por razones
estéticas.

Definicién 1.7.1 Sea ( € V(f) una solucién proyectiva de f € H?d). Deci-
mos que z € IP,(C) es un cero aproximado proyectivo de f con cero asociado
¢ si la secuencia

20 =2, Zit1:= Ng(z) Vi >0

estd definida, y

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [14], garantiza la conver-
gencia de la secuencia de Newton bajo ciertas circunstancias:

Teorema 1.7.2 (Shub & Smale) Sea f € IP(Hg)) un sistema, ¢ € V(f).
Sea o (f,¢) el nimero definido como sigue

dék)f =
k!

70(f,¢) 1= lI¢]l2 méix (Tef)™ (1.12)

2

Sea z € P, (C) un punto, tal que

3_
2

15

dT(Z7 4)70(]07 C) <
Entonces, z es un cero aproximado proyectivo de f con cero asociado .

Nota 1.7.3 Como demuestran Shub & Smale en [112], se tiene la siguiente

desigualdad,
d3/2
70(]07 C) < T,Ufnorm(fa C)

Por tanto, otra condicion suficiente para que z sea cero aproximado proyec-
tivo de f con cero asociado ( es:

3—V7
dT(Z, C)Nnorm(fa C) < d3/\2/_

Hemos establecido, por tanto, una nocién de “cero aproximado proyecti-
vo” y hemos dado condiciones suficientes para que un punto proyectivo sea
cero aproximado proyectivo de un sistema dado. En el Capitulo 4 daremos
un método de homotopia para encontrar ceros aproximados proyectivos de
sistemas de ecuaciones.
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1.7.2. El operador de Newton afin

El caso afin tiene una estructura muy similar al caso proyectivo, sin em-
bargo hay una diferencia fundamental: En el estudio del método de Newton
proyectivo, se trata de encontrar puntos cercanos (en términos de la distan-
cia tangente dr) a ceros proyectivos de los sistemas. La distancia tangente
puede verse como una medida del angulo que separa dos puntos proyectivos.
Pero si queremos aproximar soluciones afines (soluciones en Ven (f)), no bas-
ta con controlar el dangulo, debemos exigir que la distancia (en norma usual)
que separa los puntos sea muy pequena.

Con este objetivo nace el método de Newton para encontrar soluciones afines
de sistemas de ecuaciones cero—dimensionales.

Sea pues f € H(g) un sistema y sea z € C" un punto afin. Si la diferencial
de f en z, 0, f, es sobreyectiva, definimos la iteracién de Newton de f en z
como:

Ny(2) =2 — (0.f) "' f(z) e C™.

Definicién 1.7.4 Sea ¢ € Ve (f) una solucion de f € Hqy. Decimos que
z € C" es un cero aproximado afin de f con cero asociado C si la secuencia

20 =2, Zip1:=Nf(2)Vi>0
estd definida, y

1 .
l[2i = Cll2 < %”Z = (2, Vi = 0.

El siguiente resultado, que puede encontrarse en [112] o en [34], garantiza la
convergencia de la secuencia de Newton bajo ciertas circunstancias:

Teorema 1.7.5 (Shub & Smale) Sea f € Hqy un sistema, ¢ € Ven(f).
Sea v(f,C) el nimero definido como sigue

1
k-1

8(k)f
ek -1°¢
Y, Q) = max (0 f) ™ —
2
Sea z € C" un punto, tal que
3-V7

e = Cllar(f,0) < ==

Entonces, z es un cero aproximado afin de f con cero asociado (.

Hemos establecido por tanto una nocién de “cero aproximado afin”, y hemos
dado condiciones suficientes para que un punto afin sea cero aproximado afin
de un sistema dado. En el Capitulo 5 utilizaremos el método de homotopia
del Capitulo 4 para encontrar ceros aproximados afines de sistemas en el
caso afin.
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1.8. EIl método de Newton para sistemas de ecua-
ciones. El caso de dimension positiva.

Generalizamos a continuacion las ideas de la subseccién 1.7.2, al caso de
ceros afines en dimensién positiva, esto es cuando el niimero de ecuaciones es
menor que el numero de incognitas. Una variedad algebraica afin Vgn C C”
se llama interseccién completa si tiene codimensiéon m y existe alguna lista
de grados (d) y algin sistema f € HZ’C}) tal que Ven(f) = Vien. Nos ocupamos
por tanto de la buisqueda de soluciones afines. El caso m = n es simplemente
el caso de variedades algebraicas cero—dimensionales.

Uno de los problemas centrales de la mateméatica computacional es la res-
olucién del siguiente problema

APROXIMACION DE VARIEDADES INTERSECCION COMPLETA

INPUT:

» Una lista de polinomios f = [f1,..., fm] € HE’Z[) tales que Ven(f) es
interseccién completa de codimensién m.

= Un ndmero real positivo € > 0.

OutpuT: Un punto z € C" en el tubo de radio ¢ alrededor de Ven (f). Esto
es, un punto z € C" tal que

dist(z, Ven (f)) := mf{[[z = Cll2: ¢ € Ven ()} <&

Como indicaron Shub & Smale (véase por ejemplo el Teorema 1.7.5), el
disenio de algoritmos eficientes para el caso cero—dimensional es consecuen-
cia del comportamiento en media de cierta cantidad -y, asociada al sistema
input f € H@) y a la solucién que queremos encontrar. Esta cantidad contro-
la la convergencia del operador de Newton. ;Qué situacién nos encontramos
en el caso de dimension positiva? Veremos que los resultados son casi equiv-
alentes, pero cambiando la inversién de matrices (que aparece en el caso
cero—dimensional) por la inversién generalizada.

Sea f € M} un sistema de ecuaciones y sea z € C" un punto afin. El
operador de Newton de f en z se define mediante la siguiente igualdad:

Ni(2) =z = (0:)"f (2)-
donde (9, f)" es la pseudo-inversa de Moore-Penrose de 0.f. Con estas
notaciones, decimos que un punto z € C" es un cero aprorimado afin de f
si la secuencia de iteraciones del operador de Newton aplicado a z existe, es
convergente y ademas se satisface la siguiente desigualdad para todo niimero
natural 0 < k € N:

dist(N{"(2), Ven (f)) < 22k2+_ldist(z, Ven (). (1.13)
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Obsérvese que exigimos a N ](ck)(z) ser convergente, vy de hecho converge a
un cero ¢ € Ven(f) de f. Mas adn, en todos los usos que haremos de esta
propiedad, la velocidad de convergencia a dicha solucién es cuadratica. Esto
es, se tendra que

k 2
IN}9(2) = Cllz < gz =l

Obsérvese que, en caso de conocer un cero aproximado afin z de f, el proble-
ma de obtener una aproximacién a distancia e de la variedad V' (f) requiere
tan sélo

O(log|logel|)

iteraciones de Newton. En el caso de dimensién positiva, la convergencia
del operador de Newton en un punto estd garantizada por el v—teorema que
escribimos a continuacién. Sea f € H{ij) un sistema. Si ¢ € Ven(f) es una
solucién regular de f, se define:

(k) ¢ || -1

oI
= méx || (9 )T =<
9(£,0) = mix | (0cF) =55

2

Si ¢ es una solucién singular de f se define y(f, () := +o00. Obsérvese que esta
nocién generaliza la dada en el Teorema 1.7.5. El v—teorema en dimension
positiva es como sigue (véase [116, th. C1], [34, th. 134]).

Teorema 1.8.1 Sea f € H?Zl) un sistema de ecuaciones polinomiales. Con-
sideramos el conjunto

Vi = {reC": 3¢ € Veu(f), llz—Cll2v(f,¢) < uo},

donde uy es una constante universal (aprozimadamente igual a 0,05992).
Sea x € V¢ un punto afin, y sea ¢ € Ven(f) una solucion de f tal que

[l = Cll2v(f, ¢) < wo.

Entonces, la serie de Newton xj 1= N;?(x) converge a un cero ¢' € Ven(f),
y para todo k > 0 se tiene la siguiente desigualdad:

2
2 — 2 < 22k+_1‘|$ = Cll2-
Obsérvese que para un sistema f € HZ’;), el conjunto V¢ tiene una expresién
parecida a la de un entorno tubular del conjunto de soluciones de f, y el
“radio” de este entorno en cada punto solucién es exactamente

(£, Q)
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Resultard muy conveniente considerar el caso peor del nimero v definido
més arriba, cuando recorremos el conjunto de soluciones de f. Esto es, para
fe H% definimos:

’onrst(f) ‘= sup fY(fa C)a
CEVEn(f)

y demostramos el siguiente resultado, que es un corolario casi inmediato del
Teorema 1.8.1.

Corolario 1.8.2 FExiste una constante universal 0 < ug ~ 0,05992 con la
siguiente propiedad: Para todo z € C" tal que

dist(z, Ven (f))yworst (f) < o,

se tiene que z es un cero aprorimado afin de f € H?;). Esto es, para todo
k>0,

. k 2
dist(N{"(2), Ven (f)) < Soidist (= Ver (1),
Demostracion.— Sea ¢ € Ven (f) tal que dist(x, Ven (f)) = ||lx—(||2. Entonces,
tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

”.Z' - CHTV(JC; C) < diSt(.’L’, V(C"(f))’}/worst(f) < ug.

Por el Teorema 1.8.1, existe una solucién ¢’ de f tal que la serie de Newton
Ty = N](ck)(m) satisface:

. 2 2
dist(ar, Ven () < llow = Cll: < gl = Gl = szpdist(z, Ven (1),

como queriamos . ]

Asi pues, acabamos de ver que todo punto en el entorno tubular de radio
woYworst (f )_1 alrededor del conjunto de soluciones de f es un cero aproxima-
do afin de f. El punto critico de este resultado es, por supuesto, que Yyorst ()
puede tener un valor infinito. Por ejemplo, si Ve (f) contiene algin punto
singular ¢, entonces tenemos que Yyworst(f) = Y(f,{) = +o0. En el Capitulo
3 veremos que, salvo para un conjunto de medida nula en el espacio de sis-
temas H%, se tiene que “Yyorst €8 siempre finito. Ademas, relacionaremos ~y

, . . . m .,
con el nimero de condicionamiento uﬁm’m de la Seccion 1.6 y obtendremos

cotas para el valor esperable de Yworst v del radio de convergencia uofy‘;olrst.
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Capitulo 2

El Condicionamiento de
Matrices singulares: Un

Analisis de Probabilidad

2.1. Introduccién y resultados principales

Como ya hemos discutido en la Seccién 1.5 (véase el Teorema 1.5.11) y en la
Introduccién de esta Memoria, el estudio de la distribucién y probabilidad
del condicionamiento lineal no es otra cosa que el anélisis del volumen de un
tubo alrededor de una variedad algebraica proyectiva compleja particular:
La que forman las matrices singulares.

En este capitulo establecemos cotas superiores e inferiores para el volumen de
un tubo alrededor de una variedad proyectiva cualquiera. Dado un subcon-
junto cualquiera T' C IP,,(C), y para todo ntiimero positivo € > 0, definimos
el tubo de radio € alrededor de T' como el subconjunto T, C IP,,(C) siguiente:

T. :={2€P,(C) : dp(2,T) < ¢},

donde dp es la distancia proyectiva definida en la Seccién 1.2. Dicho de
otra manera, T; es el conjunto (abierto) de puntos del espacio proyectivo
complejo cuya distancia a algin punto de T es menor que €.

Muchos autores han realizado estudios sobre tubos. Entre los que han tra-
bajado en el espacio proyectivo complejo podemos citar a F. J. Flaherty, a
R. A. Wolf o a A. Gray (véase respectivamente [46, 133, 60]). En la mono-
graffa [61] se pueden encontrar gran cantidad de referencias y resultados
al respecto. El estudio maés relevante de los citados es el debido a Alfred
Gray. Gray estudia valores exactos para el volumen v,[V;] para el caso de
que V' C IP,(C) es una variedad proyectiva lisa y € un nidmero positivo
menor que la distancia de T a su punto focal mas préximo (véase [61] para
una definicién detallada). Lamentablemente, la férmula no es vélida para
variedades singulares. Ademds, puede ser una tarea extremadamente dificil
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el calculo de la distancia focal a la que nos hemos referido. Por estas dos
razones, los resultados de Gray no son féciles de utilizar en la préctica.
Estas consideraciones llevaron a J. Renegar, y posteriormente a J. Demmel, a
la buisqueda de otros resultados que, aunque menos precisos que los de Gray,
tuviesen una mayor aplicabilidad y un campo de accién menos restrictivo.
Asi, primero Renegar en [103], y luego Demmel en [39, 40], acotaron superior
e inferiormente el volumen de tubos alrededor de subvariedades algebraicas
de IP,,(C). En este capitulo obtendremos cotas més precisas para este proble-
ma, y también obtendremos algunos otros resultados con interés geométrico
propio. Los resultados aqui incluidos pueden encontrarse en [9, 10].

Como en el Capitulo 1, para cada conjunto medible A C IP,,(C) denota-
mos por v,[A] su volumen para la estructura Riemanniana usual de IP,,(C).
Ademsds, recordemos que para cada natural k¥ > 0 hemos denotado por ¥ el
volumen del espacio IP;(C) (véase la identidad (1.2)). El siguiente resultado
es una versién del resultado técnico 2.3.6 que demostraremos mas adelante.

Teorema 2.1.1 Sea V C P, (C) una variedad proyectiva equidimensional
de dimension compleja m. Sea € > 0 un numero real positivo. Entonces,

vm | Ve]
I,

ene )2(n—m)

n—m

< 2deg(V) <

donde deg(V') es el grado de V' y e es la base del logaritmo neperiano.

Podemos aplicar directamente este resultado a obtener una cota para la dis-
tribucién de probabilidad del condicionamiento usual en el caso de matrices
cuadradas (caso estudiado por Smale, Demmel o Edelman en [117, 39, 42]),
obteniendo:

Prob[{A € M,,(C) : kp(A) > e 1}] < 2e2n’e?,

donde Prob significa probabilidad. Esta acotacién es, obviamente, menos
precisa que la igualdad obtenida por Edelman, sin embargo proviene de
una técnica mas general. También demostraremos que las constantes que
aparecen en la parte derecha de la desigualdad del Teorema 2.1.1 son esen-
cialmente 6ptimas.

De todos modos, ni los resultados de Smale, Renegar, Demmel o Edelman ni
el Teorema 2.1.1 se pueden utilizar para estimar la probabilidad de distribu-
cién del nimero de condicionamiento singular (o la cantidad de la ecuacién
(2) de la Introduccién). Para alcanzar ese objetivo necesitamos acotar el vol-
umen de la interseccién de un tubo extrinseco con otra variedad. El siguiente
resultado es el mas relevante de este capitulo y responde a este requerim-
iento.

Teorema 2.1.2 Sean V,V' C P, (C) dos variedades proyectivas equidimen-
sionales de dimensiones respectivas m > m' > 1. Sea ¢ > 0 un mimero
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positivo. Con las notaciones anteriores, tenemos:

vm[VZ N V]
U [V]

n—m'

2(n—m') o 2(m—m')
§2deg(V/)< o > [en m ]

donde deg(V') es el grado de V.

La constante dependiente de n,m,m’ que aparece en el Teorema 2.1.2 es
esencialmente igual al cuadrado del coeficiente multinomial

n!

(m)(n —m)!(m —m/)!’

El siguiente resultado, que da nombre al capitulo, se sigue (casi) inmediata-
mente del Teorema 2.1.2, o de su version mds técnica, el Teorema 2.3.6 que
expondremos mas adelante.

Teorema 2.1.3 Con las notaciones que acabamos de introducir,

voll{A € 77 k71 (4) > e 1]

< (n10/3.\6
Vol 57 ] < (%)

. n—1 . . . .
Ademds, la esperanza de /{(D ) en el espacio de matrices singulares satisface

la siguiente desigualdad:

Ezrqu [/{(g_l)] < 2n'9/3,

2.2. Teoria de la Interseccién y Geometria Integral
en el espacio proyectivo complejo

En el capitulo preliminar (Seccién 1.3) de esta memoria hemos recordado
algunas definiciones y propiedades de las variedades algebraicas en el es-
pacio proyectivo complejo. A continuacién expondremos algunos resultados
que relacionan estos elementos de Teoria de la Interseccién con resultados
clasicos de Geometria Integral, asi como algunas consecuencias de esta com-
binacion. Nuestro punto de partida es la llamada Férmula de Poincaré, en su
versién proyectiva compleja. Esta férmula puede encontrarse en el articulo
de Ralph Howard [75]. De hecho, la versién que utilizamos es ligeramente
mas general que la que aparece en el articulo de Howard.

Teorema 2.2.1 Sean M y M’ dos subvariedades diferenciables complejas
de P, (C), de dimensiones respectivas m,p € N. Sea f : M — [0,00] una
funcion integrable, y supongamos que m + p > n. Entonces, tenemos:

wlar) [ gt [ F(@) dUM' O M) Uy,
M 75‘17-|-m—n UelUpq1 JxcUM'NM
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El Teorema de Convergencia Mondtona permite probar este resultado a
partir del casi idéntico encontrado en [75, pp. 13-18]. También se puede
obtener directamente a partir de la Férmula de la Co—4rea (Teorema 1.1.13).
La correcta interpretacién de este resultado pasa por el hecho de que, con
las notaciones del Teorema 2.2.1, para casi todas las matrices unitarias U €
U,,_1, el conjunto UM’ N M es o bien vacio o bien una variedad diferenciable
de dimensién p +m — n. No hemos encontrado una demostracién apropiada
de este hecho, por lo que la incluimos aqui. Necesitaremos un lema previo.

Lema 2.2.2 Sea z € C"1\ {0} un punto. Sea SI#I2(C**1) la esfera de
centro 0 y radio ||z||2 en C*1 = R?"*2. Entonces, la siguiente aplicacion
es una submersion (esto es, el conjunto de valores criticos es vacio):

Vi Uppr — Sllxllz((cnﬂ)
U — Uzx.

Demostracion.— Obsérvese que ¢ es sobreyectiva. Sean pues dos puntos
21,29 € S”xnz((C"*l), y sean Uy, Uy € U, 11 dos matrices unitarias tales que

¢(U1) = Ull‘ = z1, ¢(U2) = UQJ) = Z9.

Sea U’ := U2U1_1 € Uyy1 la matriz unitaria tal que U'U; = Us. Entonces,
Uz = z3 y el siguiente es un diagrama conmutativo:

Un 11 v, Slizllz (Cnt1)
U’ l l ISOU/

Uy 2 Slels(C)

donde U'(U) = U} (U) = U'U es la multiplicacién a izquierda definida por U’
y Isoy es la isometria definida por U’ en S?"*1(||z|2) (Isoy/(v) = U'v Vo €
S2+1(|1z]|2)). Se tiene, por tanto, la siguiente igualdad entre aplicaciones
diferenciales

dz, (Isoy:)dy, ¥ = dy, (Isoyr o ¥) = dy, (v o U') = dy,pdy, U’

Como d, (Isoy:) y dy,U’" son isomorfismos lineales, deducimos que dpy, v
es sobreyectiva si y sélo si dy,1 es sobreyectiva. Esto es, z; es un valor
regular de ¥ si y sélo si zo también lo es. Por otro lado el Teorema 1.1.4 nos
asegura que el conjunto de valores regulares de 1 es un conjunto denso en
S2+1(|1z]|2), lo que acaba la demostracién del Lema.

[

Lema 2.2.3 Sean M y M’ dos subvariedades diferenciables complejas de
P, (C), de dimensiones respectivas m,p € N. Entonces, existe un conjunto
W C Uny1 que depende sélo de M y M’ tal que su complementario tiene
medida nula en Uy 11 y que las propiedades siguientes se satisfacen:
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1. Sim+p<mn, para toda U e W, MNUM' = ().

2. Sim+p>mn, para toda U € W, MNUM' es vacio o una subvariedad
diferenciable de IP,,(C) de dimension compleja m + p — n.

Demostracién.— Denotemos por 7 : C*"*! — IP,,(C) la proyeccién natural
de C"*! en IP,,(C) que lleva cada punto afin z a su clase proyectiva x = 7(x).
Sean M, M’ c C™*1\ {0} los conos respectivos sobre M y M. Esto es,

M =7~ Y(M), M = Y (M.

Obsérvese que M y M’ son subvariedades diferenciables complejas de C*H!
de dimensiones complejas:

dim(M) = dim(M) + 1,
dim(M') = dim(M’) + 1.
Consideremos la siguiente aplicacién entre variedades diferenciables reales:

0! Uppr x M'x M —s Cntl
(Uvgvg) = UQ—E

Demostraremos que ¢ es transversal a {0} € C"*!. Esto es, que 0 € C**!
no es un valor critico de ¢. Sea ¢ ~'({0}) la fibra en {0}. Queremos probar
que todo punto P := (U, y,z) € ¢ 1({0}) es un punto regular de ¢. Esto es,

que la diferencial dpy : Tyl 1 ¥ TEM "% TQM — TpC"+1 es sobreyectiva.

Como M’ es un cono, se tiene que y € TQJ\A]’. Por tanto,
dpp(0,y,0) = Uy = z € T,C",
Veamos ahora que los elementos del espacio ortogonal a £ también estéan en

la imagen de dpy. En primer lugar, Uy = x implica que |y[l2 = [|z||2. Sea
¢y,z la restriccién de ¢ a U,y 1 X {y} x {z}, y consideremos la aplicacién

¢y,§3 Upy1 — S||y||2((cn+1)
U — Uy.

Sea 5!26”2(((:"“) = {2z € C""': ||z + z||2 = ||ly|l2} la esfera centrada en —z
de radio ||y||2, y sea t, la traslacién

ty: SWlzcn+ly  —  gllellz(cntty
v — v+ .

Entonces, se tiene que 1y ; = tz © Qy .
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Por el Lema 2.2.2 sabemos que 1), , no tiene valores criticos y, por tanto,
¢y,z tampoco tiene valores criticos. En particular, se cumple que

TS (€M) € Im(dupy,e) € Tmldpy).

Ahora, T OS!ZQE((C"H) es exactamente el espacio ortogonal a z en 0.
Concluimos que dpyp es sobreyectiva y todo P € ¢ 1({0}) es un punto
regular de . Por tanto, el Corolario 1.1.6 nos asegura que ¢~ '({0}) es una
variedad diferenciable real y el Teorema 1.1.7 garantiza la existencia de un
subconjunto W C U, 11 cuyo complementario tiene medida nula y tal que 0
es un valor regular de la aplicacion

pu: M'xM — Crtl
(y,z) +— Uy—z

En particular, para toda matriz U € W la fibra 4,051({0}) es una variedad
diferenciable (posiblemente vacia) cuya dimensién compleja satisface:

dim (5! ({0})) = dim(M’) + dim(M) — codimgns1({0}) = m +p—n +1,
(2.1)

para toda matriz U € W.

Por otro lado, sea U € W una matriz unitaria del conjunto que hemos

obtenido. Sea M NUM’ C TP,,(C) ese conjunto proyectivo y sea M NUM’
el cono sobre M NUM’'. Esto es,

MOUM = Y (MAUM).

Obsérvese que la siguiente aplicacion es un isomorfismo entre cp[_Jl({O}) y
MNUM'
T opt({0}) — MNUM
(y,z) z.

El inverso de 7o viene dado por la igualdad

my (z) = (U 'z, z).

Por tanto, para toda matriz U € W, M N UM’ es vacio o una subvariedad
difgggn/ciable compleja de C"*! de dimensién compleja m+p—n+1 . Como
MNUM’ es el cono sobre M N UM’, concluimos que para todo U € W,
M N UM’ es vacio o una subvariedad diferenciable compleja de IP,,(C) de
dimensién compleja m~+p—n. Finalmente, el lema se sigue de que MNUM' =
0 siy solosidim(MNUM')=m+p—n<0. "
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Nota 2.2.4 El Lema 2.2.8 permite una interpretacion mds correcta del Teo-
rema 2.2.1, como hemos indicado. En efecto, la integracion en el espacio de
matrices unitarias Up 1 que se propone en el Teorema 2.2.1 se realiza en
realidad en el conjunto W que existe por el Lema 2.2.3. En este conjunto,
podemos asequrar que la interseccion UM' N M es una variedad diferenciable
compleja de la dimensidon apropiada.

Corolario 2.2.5 Sea f : P,(C) — R wuna funcion integrable. Sea z €
P,,(C) un punto cualquiera del espacio proyectivo complejo. Entonces, ten-
emaos:

/ f(z) dIP,(C) =9, f(U2) didy .
z€P »(C) U€ln i1

Demostracion.— Basta aplicar el Teorema 2.2.1 en el caso de que M =
P,(C), M' = {z}. [

El resultado que demostramos a continuacién es una generalizaciéon de la
Férmula de Poincaré (Teorema 2.2.1) que resultard de gran utilidad en el
estudio de las propiedades de las variedades proyectivas.

Corolario 2.2.6 Sean V,V' C P,(C) dos variedades proyectivas equidi-
mensionales de dimensiones respectivas m y p. Supongamos que m + p —
n > 0. Sean A C V, A' C V' dos conjuntos abiertos (para la topologia
inducida por la de PP ,(C)) de V y V'. Entonces, para casi toda matriz U €
Uni1, VNUV' es una variedad proyectiva de dimension m—+p—n. Ademds,
tenemos:

9y U

vl A] vyl A = 5 N
p+m—n

/ Vm+p—n [A N UA/] dun+1.

UEZ/{n+1

Demostracién.— Sea Wi C Uy, 41 el conjunto asociado a Reg(V) y Reg(V")
cuyo complementario tiene medida nula proporcionado por el Lema 2.2.3.
Esto es, para toda matrix U € Wy, Reg(V) N UReg(V') es una variedad
diferenciable proyectiva (posiblemente vacia) de dimensién compleja m +
p—n. Por otro lado, V'\ Reg(V') puede ser descrita como una unién finita de
variedades diferenciables disjuntas de dimensién a lo mas m — 1. De modo
similar, V' \ Reg(V’) puede también ser descrita mediante una unién finita
de variedades diferenciables de dimension a lo mas p— 1. Por tanto, de nuevo
por el Lema 2.2.3, existe un subconjunto Wy C U, 1 cuyo complementario
tiene medida nula y tal que

U(V'\ Reg(V")) N Reg(V), UReg(V') N (V' \ Reg(V)) y
U(V'\ Reg(V')) N (V'\ Reg(V'))

son uniones finitas disjuntas de variedades diferenciables de dimensién a lo
mas m + p — n — 1. Entonces, para toda matriz U € W = Wy N Ws las
siguientes propiedades se satisfacen:
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s VNUV’ es una variedad proyectiva.

s VNUV’ es una unién finita disjunta de variedades diferenciables de
dimension a lo mas m + p — n.

Reg(V)NUReg(V') es una variedad diferenciable de dimensién com-
pleja m +p —n.

(VNnUV")\ (Reg(V) N UReg(V')) es un conjunto constructible de
dimensién a lo mas m +p —n — 1.

Por lo tanto, V N UV’ es una variedad proyectiva de dimensién m + p — n.
Ahora, existen conjuntos abiertos T,7" C IP,(C) tales que A=V NT, A" =
V'NT'. Por tanto,

ANUA = (TnUT)YN(VNnUV').

Luego para toda matriz unitaria U € W, ANUA’ es un subconjunto abierto
de V N UV'y se tiene que

Umap—nlANUA] = Vyipn[(ANUA) N Reg(V NUV')] =

— Vnntpn[(AN Reg(V)) N (UA' 1) Reg(UA'))]

Ademids, tenemos:
Vm[A] = Vm[A a Reg(V)], Vm[A/] = Vm[A/ a Reg(V/)].

El corolario se sigue inmediatamente del Teorema 2.2.1, aplicado a las var-
iedades diferenciables A N Reg(V) and A’ N Reg(V"). n

El siguiente corolario relaciona el grado de una variedad proyectiva y su
volumen. Este es un resultado cldsico de Teorfa de la Interseccién, al menos
en el caso de variedades lisas (i.e. variedades sin puntos singulares). Por
ejemplo, una demostraciéon para ese caso puede encontrarse en [96, Teor.
5.22]. Nosotros proponemos una demostracién alternativa basada en el uso
de la Geometria Integral, que es independiente del hecho de que la variedad
sea 0 no lisa.

Corolario 2.2.7 Sea V C IP,,(C) una variedad proyectiva equi—dimensional
de dimension m. Entonces, tenemos:

U |[V] = 9, deg(V).

Demostracion.— Sea M := Reg(V') la variedad diferenciable formada por
los puntos simples de V. Sea L™~ C IP,,(C) un subespacio lineal de P, (C)
de dimension n — m. Por la prueba de Lema 2.2.3, existe un conjunto cuyo
complementario tiene medida nula W C U,4;1 tal que para toda matriz
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U e W, UL"™ y M son transversales en cualquier cero comun. Esto
es, UL ™ N M es una variedad diferenciable cero-dimensional y para to-
do punto x € UL ™ N M, los espacios tangentes T, UL" ™ y T, M son

transversales. Por el Teorema [96, Teor. 5.16],concluimos que para toda ma-
triz U € W, §(UL" ™ N M) =4UL"™NV) =deg(V).
Del Corolario 2.2.6 concluimos:

UnlV] Vo[ L™ = O / {VAUL™™) Uy
UGZ/{nJrl

Por tanto,
U [V] Opem = FnemOpm deg(V),

y el corolario queda demostrado. |

Corolario 2.2.8 Sea V C IP,,(C) una variedad proyectiva equi—dimensional
de dimension m. Sea A C V un subconjunto abierto de' V y 0 < e <1 un
numero positivo. Entonces, tenemos:

VAl = / v B () N A] dP,,(C).

Demostracién— El Corolario 2.2.6 aplicado a los conjuntos A y Bp (eg,¢)

implica:

I, U
Um

Um [Alvn [Bp (eg,€)] = /Ueu U [UBp (€9,e) N A] dUyp41.

Ahora, por el Corolario 2.2.5 se tiene que

1
/ v[U By (¢0,)NA] dUpys1 — — v Bp (2, )N A] dP(C).
Ul Un JeeP,(C)
Por tanto, hemos obtenido que:
Um|A]vn[Bp (e0,€)] = / Um[Bp (z,¢) N A] dIP,(C).
zeP ,(C)

La siguiente igualdad (véase Seccién 1.2) termina la demostracién:

vn[Bp (eg,€)] = 9™,

El siguiente corolario puede verse como una igualdad de Bézout en media:
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Corolario 2.2.9 Sean V,V' C PP, (C) dos variedades proyectivas equi—di-
mensionales de dimensiones respectivas m y p. Supongamos que m + p >
n. Entonces, para casi toda matriz U € U,11, V N UV’ es una variedad
proyectiva equidimensional de dimension m +p —n y se tiene la siguiente
igualdad:

deg(V)deg (V") = / deg(V N UV') didy 1.

Un+1

Demostracién.— Aplicamos el Corolario 2.2.6 a V' y V’. Entonces, usamos el
Corolario 2.2.7 para reemplazar v,,[V] por 9,,deg(V’), y hacemos lo mismo
para V' y UV' N V. [

Nota 2.2.10 En [108], un resultado similar al del Corolario 2.2.9 es anun-
ciado sin demostracion. Si combinamos la desigualdad cldsica de Bézout
(véase [66]) y el Corolario 2.2.9, obtenemos:

Vit i1 [U € Uny1 : deg(V N UV') # deg(V)deg(V')] = 0,

para V,V' variedades proyectivas equi—dimensionales de dimensiones m,p
conm-—+p>n.

2.3. Volumen de tubos en el espacio proyectivo
complejo
2.3.1. Algunos resultados de Geometria Proyectiva

Para demostrar las acotaciones del volumen de tubos y sus consecuencias
utilizaremos los resultados de la Seccién 2.2 y algunas herramientas de Teoria
de la Integraciéon Geométrica, como la Férmula de la Co—drea (Teorema
1.1.13).

Lema 2.3.1 Sea {(A',¢;) : 0 < i < n} el atlas de IP,,(C) dado por las
cartas afines. Es decir,

i cn — Al':={2zeP,(C):x; #0} CP,(C)
(21,2 y2n) (z1 i rziolizigg oot zn).

Entonces, para todo punto z € C™ tenemos las siguientes propiedades:
1. Para cada vector tangente v € T,C", ||v|1.cr = 1,

L < ldai(v)] < !
o2 = PilVIT, (A Po(C) S 771 o172
1+ ol = T e @Pnl© = (2 12)12
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2. El jacobiano normal de p; (tal como ha sido definido en el capitulo de
preliminares, Seccion 1.1.2) satisface:

1
NJ, g, = ———5—.
=T (L2l
3. Para cada subvariedad diferenciable compleja M C C" de dimension
m > 1, y para cada punto z € M, el jacobiano normal de la restriccion
i |v: M — @i(M) satisface:

1 1

ot < V(i ) £
(L+ [I2)3)m+ B L+ [zlI3)™

Demostracion.— Primero, observamos que basta con hacer la prueba para
el caso ¢ = 0. Denotamos pues ¢ := pg. Esto es,

Y= p: cn — A} :={ze€P,(C):z9#0} CP,(C)
(2152 0y2n) (Lizg:ee:zn).
Sea 0 € C™ el origen y eg = ¢(0) = (1:0:---:0) su imagen. Por definicién

de la estructura Riemanniana de IP,(C), ¢ es una isometria en 0 € C". Esto
es, la diferencial
do(p : TO(C" —_— TEOIPH((C)

es una isometria lineal y, por lo tanto, NJyy = 1. Sea z € C™ un punto
cualquiera, z = (z1,...,2p). Sea U € Upy1, U = (uij)i j=0..n Una matriz
unitaria tal que Ugp(z) = eg. Esto es,

(1) = (0+17). 22)

Sean Uy, ..., U, las filas de U. Obsérvese que podemos elegir Uy de forma
que
U s (LT
=——— (1,7z1,...,Zn),
P
donde ~ denota simplemente conjugacién compleja. Ademas, Uy,...,U,

son vectores (complejos) ortogonales a Up. Por otro lado, U : IP,(C) —
P, (C) es también una isometria en cualquier punto proyectivo y, por tanto,
NJ,;)U = 1.Finalmente, sea ¢ : C" — C" la aplicacién dada por:

¢p:=p lolUogp.

Obsérvese que ¢(z) =0y wo¢p = U op. Por tanto por la Proposicién 1.1.11,
tenemos la siguiente igualdad de jacobianos normales:

NJop NJy¢ = NJyU Ny
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Concluimos que NJ,¢ = NJ, .
Ademss, para cada vector tangente v € T,C", tenemos

o= s (0(2) - (2)-

donde v! es el traspuesto del vector v. Sean v, w € T. LC™ dos vectores tan-
gentes. Entonces, tenemos

(400, detw)mer = 11 HzZU< )ﬁ

Por tanto,

(dp(v),dzd(w))mycn = w [( w)en — Uy ( >m] .

Supongamos ahora que (v, z)c» = 0. Entonces, se tiene que

0 1
U, = (,2z)cn =0.
0 <> A+ e 2

Concluimos que para cada vector v € T,C" tal que (v, z)c» = 0, y para cada
vector w € T,C",

1

<d§¢(v), dg¢(w)>To(C" = THzH%

<U7w>(C"-

1
z[2 %
Esto implica que (bz, g>T£(C7L =0 parai=1...n — 1. Entonces, tenemos:

Sea ahora {b;,...,b,} una base ortonormal de T,C" tal que b, = B

1 . .
2<bi7bj>(C" =0 i#]

(d29(bi), d29(b;)) 1o = =TT

Ademsds, para cada i, 1 <i<n-—1,

1

(dz0(bi),dzp(bi)) 1y = “TT R

Para ¢ = n, se tiene que

1 1 0 0
(@e0(0n), o0 = T [1 - (2) % O] '

Ahora, obsérvese que:
1 =
U —ugp| = ——.
" <_> ] 1+ 123

oo (2o (2) = [ (i) -]
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Concluimos por tanto que

S [ e —— [1 I El 2} I
B 1+ 23 1+ ||zll5 (1423

Obtenemos de inmediato el item i), puesto que

1

N = N = [ lld=o(0:)|2ycn = ——————.
H T (14 23+

=1

Ahora, sea v =T,C", v =1 | \ibi, Yoy |Ai]? = 1. Entonces,

ld=d(@)lFycn = Y il lld=(0) Iy =

i=1
il? + Pl s
1+ HZHz (; 1+ H 13
por lo que
1 1
oz < lde0()|lnen < (2.3)

L+ [lz]3 (L +11z3)1>

Ahora, dado que ¢ = ¢~ o U o ¢, tenemos

dow d§¢(v) = dcp(g)U dégp(v),

donde dop y dy(,)U son isometrias lineales. Concluimos que

ld6(0)zycn = Ida(®) 2, ()

y el item 4) se sigue de las desigualdades (2.3).

Denotemos por {b},...,b,} las imdgenes por d,p de la base {b1,...,b,}.
Esto es,

v, =dyo(b;), i=1...n

7

Entonces, hemos demostrado que {b},...,b),} es ortogonal. En efecto,

(b, b7, P () = (d20(bi), dz0(bj))men = 0, i # j.

Ademis,
1
163017, P () (1+ [1213)/?
y
b - 1
|| nHT(P(E)Pn((C) o m

Sea M C C™ una subvariedad diferenciable de dimension compleja m, y sea
2z € M un punto. Sabemos que T, M es un subespacio complejo de dimensién
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m de T,C", que hereda un producto interior de 7,C". Entonces, la siguiente
expresion define un subespacio lineal de C" = T,C" de dimensién compleja
al menos m+n—1—n=m—1:

W =T,MnN ({b1,...,bp—1}),

donde ({b1,...,b,—1}) es el subespacio complejo de C™ generado por esos
vectores. Entonces, podemos encontrar una base ortonormal {c1,..., ¢y} de
T.M tal que ci,...,¢—1 € W. Por lo tanto, para todo i = 1...m — 1
tenemos

1
1z (e ’M)(Ci)”Tv(i)Pn((C) = Wa

el nimero real ||d; (¢ |ar)(cm)||2 esta acotado por la ecuacién (2.3). Sin pérdi-
da de generalidad podemos asumir que ¢; = b;, para 1 < i < m—1. Entonces,

d; (¢ |m (em)) esté en el subespacio complejo (b, ..., b)) y es ortogonal al
espacio complejo generado por {d;(¢ |ar)(c;) : 1 < i < m—1}. En particular,
hemos visto que la familia de vectores {d.(¢ |am)(c1),...,d:(¢ |amr)(cm)} es

ortogonal. Por lo tanto, el jacobiano normal satisface:

NI ) = [T (e )@, p oo
i=1

y obtenemos el item iii). [

A continuacién presentamos un resultado que establece una cota inferior
para el volumen de la intersecciéon de una variedad proyectiva equidimen-
sional con una bola de radio creciente centrada en un punto de la variedad.
Un resultado similar para el caso afin existe como consecuencia de teoremas
muy fuertes de geometria compleja e integracién geométrica. La versién de
este resultado para el caso afin, que sera usado durante la prueba, se debe
probablemente a Wirtinger, aunque las primeras referencias que conocemos
son debidas a Lelong y Federer, véanse [86, 44] (recomendamos al lector
el libro de Stolzenberg [123], mucho més accesible para los no—expertos en
Teoria de la Medida).

Teorema 2.3.2 Sea V C P, (C) una variedad proyectiva equidimensional
de dimension m > 1. Sea x € V un punto y sea 0 < ¢ < 1 un ndmero
positivo. Entonces, tenemos:

Um[V 0 Bp (x,€)] > Upme?™(1 — £2).

En particular, para todo € > 0 tal que € < @, se tiene que

1
Um[V N Bp (eg,€)] > 519m€2m.
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Demostracion.— Sean Af y g como en el Lema 2.3.1. Sin pérdida de gen-
eralidad podemos suponer que

r=e=(1:0:---:0) € VNA] #0.
Notese que la siguiente igualdad se satisface para todo valor dee, 0 < e < 1:

). (2.4)

3

Qpal(BP (6076)) = B(C"(Ov m

En efecto, se tiene que:

|<607 (17§)>%n+1| _ Hé”cn _ dC"(Oag)
‘|(17§)H(%n+1 \/1+ [EE \/1+d(cn(0,§)27

dp (o, po(2)) = \/1 -

y por lo tanto,
den (0, 2) = dp (€0, po(2)) 7

V1 —dp (e, po(z))?
lo que demuestra la igualdad (2.4).
Sea W = Reg(V') C P, (C) la variedad diferenciable proyectiva de dimensién
compleja m definida como el conjunto de los puntos regulares de V. Sea W =
©o 1(W) la imagen inversa de W mediante @q. Entonces, W es la variedad
diferenciable afin de dimensién compleja m que consiste en el conjunto de los
puntos regulares de V = ©o 1(V). Por el Lema 2.3.1 se satisface la siguiente
igualdad:

1
(1 + llzlfEn)m

Ahora, por el Teorema 1.1.13 sabemos que:

NJ. (o i) =

Vm[WﬁBp(eo,E)]:/ B Nz ) AW =
§€WﬂBCn(0,@)

1 ___
EGWOBC”(Ov\/ﬁ) (1 + ”é”(C”)

1

22 m—+1
(1 + 1—&2)

- %27” |:Wﬂ B(cn(o,

m [WHB@(O, c )}:
1—¢2

€ m
\/17——5—:2)] (1—e?)m*,
donde ##?™ denota la medida de Hausdorff 2m—dimensional. Como V\W =

©o 1(V \ W) estd contenida es una variedad algebraica afin de dimensién
compleja a lo mas m — 1, tenemos:

Y |:W N Ben (0,



Por otro lado, el Teorema (B) de [123] implica que:

€
V1—¢g2

Finalmente, observamos que

2m
22 |V 1 Bea (0, )| > 2B (0,1)] <L> .

V1—¢g2

m

S Bem (0,1)] = % = .

Por tanto, concluimos la desigualdad
Vm|[V 0 Bp (eg,€)] > U™ (1 — 2).
[

El siguiente resultado se sigue de forma inmediata a partir del Teorema
2.3.2:

Corolario 2.3.3 Sea V' C P, (C) una variedad proyectiva (posiblemente
no equi-dimensional), y sea m el mdzrimo de las dimensiones de sus com-
ponentes irreducibles. Sea x € V un punto y sea 0 < ¢ < 1 un numero real.
FEntonces, tenemos:

UV N Bp (z,€)] > C(V,z) 0,2 (1 — £),

donde C(V,z) es el nimero de componentes irreducibles de V de dimension
exactamente igual a m que contienen x.

Corolario 2.3.4 Sea V C IP,,(C) una variedad proyectiva equidimensional
de dimension m. Sean 0 < & < &1 dos numeros reales tales que € < 1.
Supongamos ademds que e; — e < @ Entonces, para todo punto z € V., se
satisface la siguiente desigualdad:

I/m[Bp (Z,€1) N V] >

1 2m
Im 2 )7

(e1—¢
Demostracion.— Como z € V., existe un punto y € V tal que dp (z,y) < €.
Por la desigualdad triangular,

Bp (z,€1) 2 Bp (y,€1 — €).

Por el Teorema 2.3.2 tenemos:

I/m[BP (2,61) N V] > Vm[BP (y7€1 — 6) N V] > 1
Im - U T2

(e1 —e)*™.

El siguiente resultado nos proporciona una cota mas ajustada para el caso
de que V sea una variedad lineal.
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n(C) un subespacio proyectivo de dimension m.

Lema 2.3.5 Sea V C P
1 dos mimeros positivos. Entonces, para todo punto

Sean 0 < € < g1 <
z € V., tenemos:

I/m[Bp (Z, 61) N V]

- > (e - )"

(1—e?)m

Demostracion.— Sean Al = P, (C) \ {zg =0} y ¢ = pp como en el Lema
2.3.1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z = ¢y := (1 : 0 :
<--:0) € V.. Sea 2/ € V un punto tal que

dp (eo,V) = dp (e, ') =d < e.

También podemos suponer que €1 < 1, esto es que 2’ € AfNV. Como en la
demostracién del Teorema 2.3.2 tenemos

_ d €
d((jn(O,QD 1(Z/)) = \/1—d2 = \/1—62‘

Ademas,

vm[V N Bp (eg,61)] > %™

V1-—¢?
donde %™ denota de nuevo la medida de Hausdorff 2m—dimensional. Aho-

ra, observamos que ¢~ 1 (V) C C" es un subespacio lineal afin . Por lo tanto,

4
-

¢ 1 (V)N Ben (o, L)] (1—ehymtt

le™ (22 = = dcn (0,71 (V).

Ademds, ¢~ 1(2') es ortogonal al espacio vectorial de direcciones de ¢~1(V).
Esto es, para todo z € o~ *(V), z — o~ 1(2) y ¢~ !(z’) son ortogonales. Por
tanto, para todo z € ¢~ 1(V),

1[I = llz = ¢~ )IE + ™ ()13

Esto implica de modo inmediato que

-1 -1/ 6% d2 V2
© V Ben | @ — -
( ) C (Z )7 (1 6% 1 ]2> =

1 €1
V)N Ben | 0, —=— | .

Ahora, dado que »~'(V) es un subespacio afin de dimensién compleja m,
podemos calcular

. L o 2 1/2
crnse (v (12 1os) )| -

o7

%2777,




2

AP [Bem (0,1)] [ —— — A\
’ 1-— 612 1-— d2 -

%M[B@n(o,m( er’ e )m:

1—612_1—62

2 _ 2 m
B 0] (=2 ey

Concluimos que

2 2 m
l/m[V N Bp (60,61)] > (1 - 512)m+1=%ﬂ2m[B<Cm(07 1)] <(1 _66112)(16_ 62)> :

Ahora, 522" [Bem (0,1)] = ¥,,. Esto termina la demostracién del lema. m

2.3.2. La cota para el volumen del tubo

A continuacién exponemos el resultado més importante de esta seccién, que
es la version técnica del Teorema 2.1.1. Para cada par de ntimeros naturales
1 <m < n, sea C(n,m) la constante definida como sigue:

2n 2(n—m)
C(n,m) =2 r <2< en) .

m2m(n —m)2=m) ="\ n—m

Teorema 2.3.6 Sea V C IP,,(C) una variedad proyectiva (posiblemente sin-
gular) equi—dimensional de dimension m < n. Sea 0 < ¢ < 1 un nimero real.
Entonces, las siguientes desigualdades se satisfacen:

vn|Ve]
I,

62(n—m)

IN

< C(n,m)deg(V)e2n=m).

En particular,
vn|Ve]
Un

ene >2("_m)

n—m

< 2deg(V) (

Demostracion.— Fijemos L C P, (C) un subespacio lineal proyectivo cual-
quiera de dimension n — m. Por el Corolario 2.2.6 tenemos

Un

valVa] = / Ve Ve NUL) Uy,
79n—m Uelnt1

Como V' y UL son variedades proyectivas de dimensiones respectivas m y
n — m, un resultado bésico de Teorfa de la Interseccién (véase por ejemplo
[109, 65]) garantiza que

VAUL#AG YU €EUpi.
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Ademas, para todo punto z € VN UL se tiene que:
Vnem[Ve NUL] > [ Be (2,6) NUL] = O™,

de donde se sigue la cota inferior del teorema.
Para la cota superior, observamos que si € > 0 satisface

V2n—m

2 m

<e<l,
entonces tenemos que
C(n,m)deg(V)e2n=m) > 1,

En efecto, basta comprobar que la siguiente funcion es siempre mayor que
1 en el intervalo [1,n — 1]:

2n—2
. n2m V2n—zx e n\2n 1
flx) = 2x2~"’(n —p)22\ 2 g =2 (E) n—a’

Ahora, f'(x) < 0 es siempre negativa, y como consecuencia f(z) > f(n—1) >

1. La cota superior del Teorema se sigue inmediatamente para ese caso.

Y2n-—m
2 m

Supongamos por tanto que 0 < € < min{1, }. Sea g1 > 0 otro ntimero

positivo, 0 < & < 1. Consideramos la cantidad
ov(e1,e) = mf (vy[Bp (2,1) N V).
z€Ve

Demostraremos mas adelante que ¢y (g1,¢) > 0. Por lo tanto, tenemos que:

B I/m[BP(Z,€1)ﬂV]
1
@V(glﬁg)

Por el Corolario 2.2.8, deducimos:

/ Um|Bp (2,e1) NV] dIP,(C).
z€P ,(C)

v
vp[Ve] < —2—u,, [V,
Vi) < vV

Ahora, por el Corolario 2.2.7, v, [V] = ¥,,deg(V'). Por tanto:

)
vplVe] < — 29, deg(V)e2", 2.5
V) € s indes(V) 25)

S

Por el Corolario 2.3.4, siempre que tengamos €1 — ¢ < 72 vy z € V. se

tendra la siguiente desigualdad:
vm[Bp(z,61) N V] 1
I 2

(e1 — )™
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Por lo tanto, siempre que €1 — ¢ < g, tendremos que

2m

1
oy (e1,€) > 75‘m§(61 —¢)

Finalmente, elegimos ¢; = ~=—¢. Observamos que

m m 2n—m
€1 — €= €< — =
n—m n—m 2 m

V2
R

Por la desigualdad (2.5), concluimos que

Oy Imdeg(V) (nfm

2n
3 €> = 19,C(n,m) deg(V)EQ("_m),
ot ()

como queriamos. La tultima afirmacién del teorema se sigue de la siguiente
desigualdad.

n—m 2m n 2(n—m) en 2(n—m)
conmy =2 (14220 ) ()T e (L)
m n—m n—m

La constante C(n,m) que aparece en el Teorema 2.3.6 también satisface la
siguiente desigualdad:

vn[Ve] <

C(n,m)=C(n,n—m) <2 (ﬂ)zm.

m

Podemos dar también otra acotacién, como consecuencia de versiones finas
de las desigualdades de Stirling-Gautschi (véase por ejemplo [120]):

oI AMALLLY (L W T VRSPV ALY LA
vn m vn m
La cota superior obtenida en el teorema 2.3.6 es esencialmente éptima, al

menos en el caso de que V' C IP,,(C) es un subespacio lineal de dimensién
m. Este hecho viene expresado por el siguiente resultado.

Teorema 2.3.7 Sea V. C P, (C) un subespacio lineal de dimension 1 <
m < n. Sea 0 < & un numero real positivo tal que

1/2
< n—m
- 2n '
FEntonces, se tiene:

<">s2<"—’”><1 —eym < olVel 6%(")&“”‘"“(1 —ef)m.

m




Demostracién.— La cota inferior se obtiene del articulo de Alfred Gray [60].
En efecto, [60, Cor. 1.3] implica

Vn[‘/E] )\ _2(n—m) 2\m
> 1-— .
e (1) e

Para la cota superior, seguimos esencialmente los mismos pasos que en la
prueba del Teorema 2.3.7, sustituyendo el Corolario 2.3.4 por el Lema 2.3.5
a la hora de estimar py (e1,¢). Esto es, dados dos nimeros positivos 0 < & <
g1 < 1 definimos la funcién

ovier,e) = inf (v, [Bp (z,61) NV]).
zeVe
Como en la demostracién del Teorema 2.3.6, concluimos:

Vn[‘/s] < O

< S L | €2n’
@V(elve) me

puesto que en este caso deg(V) = 1. Ademas, por el Lema 2.3.5 tenemos

que

> 2 2ym .
(PV(ElaE) - 79771(51 € ) (1 — E2)m

Por lo tanto,

Supongamos que € < ("2_”7”)1/ 2, Entonces, elegimos
1/2 5
612:< i ) €§£<1

n—m 2

y concluimos que:
n" 2(n—m) 9 n—m
VS Oy e S
nn
<29 g2=m)( — 2ym.

"mm(n — m)n—m
La siguiente estimacién de [120] termina la prueba:

g < VIR () <avin()

El siguiente resultado se sigue del Teorema 2.3.7.
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Corolario 2.3.8 Sea V C P, (C) una variedad proyectiva equi—dimensio-
nal, conn > 1, dim(V) = m, y sea z € P,(C) un punto cualquiera. Sea
0 < e <1 un numero real positivo, tal que
m 1/2
< (5)
Entonces, se tiene la siguiente desigualdad para todo 1 <m <n — 1:

Vm[vaP (275)] < 6m< >E2m(1 _ E2)n—m.

Vm[v] m

Demostracién.— Sea L un subespacio lineal cualquiera de IP,,(C) de dimen-
sién n — m. Por el Corolario 2.2.6

vV N Br (2,2)] = O HULNOV N By (2,¢)) dUp. .
UEZ/ln+1

Por lo tanto, se tiene:
Um[V N Bp(z,¢e)] <

deg(V)Imn,, [U € Unsr : ULOV O Bp (z,€) £ 0] <
< UV, [U € Unt1 : ULN Bp (z,e) # 0] =
= U [V, [U € Unq1 : LNU*Bp (z,¢) # 0],

donde U* es la matriz conjugada traspuesta de U. La aplicacién A —— A*
define una isometria en U,,+1. Por tanto, tenemos:

Uity 1 [U € Upy1 : LNU*Bp (2,6) # 0] =

V14 U € Upy1: LN Bp (Uz,e) # 0],

dado que UBp(z,e) = Bp(Uz,e). Sea L. C IP,(C) el tubo de radio e
alrededor del subespacio L y sea U(z, L,e) C Uyp41 el conjunto dado por la
siguiente identidad:

U(z,L,e) :={U €Up+1: LN Bp(Uz,e) #0} ={U € Up4+1: Uz € L}

Hemos demostrado que:
vV 0B (2.9 £ vnlV] [ wene) i
un+1
Ahora, el Corolario 2.2.5 implica:
m n L
o / xr. dlP,(C) = ol E]VM[V]-
ﬁn n((C) 7971

El Teorema 2.3.7 nos permite concluir que:

I/m[V N Bp (Z, 6)] n m n—m
vl wm(m)a? =y

Um[V N Bp(z,¢e)] <
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2.4. Tubos extrinsecos

En esta seccion demostraremos el Teorema 2.1.2. Para cada terna de natu-
rales positivos 1 < m’ < m < n, sea C(n,m,m’) € Q la constante definida
como

C(n,m,m’) := §C(n,m')0(n —m',n—m),
donde C(a,b) es la constante del Teorema 2.3.6. El siguiente resultado es la

version técnica del Teorema 2.1.2.

Teorema 2.4.1 Sean V.V’ C P,(C) dos variedades proyectivas equi—di-
mensionales, de dimensiones respectivas m > m/ > 1, con n > m. Sea 0 <
e <1 un numero real positivo. Entonces, tenemos la siguiente desigualdad:
VInv /

vm[Ve N V] < C(n,m,m')deg(V")e2m=m"), (2.6)

vm[V]

Ademds, si V! C V, también se tiene que:

|V N V]

m

> g2m=m) (] _ g2), (2.7)

Demostracion.— Para demostrar la desigualdad (2.6), consideramos dos ca-
sos. En primer lugar, si ’T':‘:m,/ < ¢ < 1, entonces la cantidad en el la-
do derecho de la desigualdad (2.6) es mayor que 1 y hemos terminado la
demostracion.

Buscamos por lo tanto una cota superior para el caso de que € < ZL__;Z,/ < 1.
Sea £1 > 0 un nimero real positivo tal que €1 + ¢ < 1. Entonces, para cada

punto z € IP,,(C) tenemos que:

dp(2,V') > e +e= Bp(z,e1)NV'. = 0. (2.8)

Sea Ly C IP,,(C) un subespacio lineal fijo de dimensién n—m tal que ey € L.
Por el Corolario 2.2.6, se tiene que

Vm[vla M V]I/n_m[BP (60, 61) N LO] = 90 n—m
| dBe@ee) NNV UL Ui,
UEZ/{n+1
Ahora, observamos que
8[Bp (Ueo,e1) NV'.NV NULe| < [V NULg| < deg(V).
Por otro lado, la expresién (2.8) implica que si Uey ¢ VE/1 L, €ntonces
ﬁ[BP (er,El) N V’a nvVnN ULO] =0.
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Sea Ay C Uy el conjunto dado por
A= {U €EUpy1:Uey € Vall—i-a}'

Concluimos que
le:Vle N V]I/n_m[BP (60, 61) N Lo] < Ymn_m deg(V) dUp 1.
Aq

Por el Corolario 2.2.5 sabemos que

! deg(V) dIP,(C) = deg(v);"[va/lﬂ].

/ deg(V) dUpsr =
Ay

U, ZGVE’1+E

Por tanto, tenemos

ﬁmﬂn—m

U [V'e O V]vnm[Bp (e0,€1) N Lo < 3

deg(V)I/n [‘/;/1 +€] .

Ademsds, tenemos la siguiente igualdad:

Vn—m[BP (60, 51) M Lo] = ﬂn—m512(n_m).

Por el Corolario 2.2.7, sabemos que ¥, deg(V') = v, [V]. Por tanto, hemos
demostrado que

U [V]

U [V/e N V2™ <

Por el Teorema 2.3.6, deducimos que

Un[V'eNV]
Um[V]

g1 + £)2n=m)

< C(n,m")deg(V") ( £ 2(n—m)

n—m

m—m

Um|V'eNV]
Um[V]

Eligiendo ¢1 = -e (que satisface 1 + & < 1), tenemos:

< C(n,m, m')deg(V")2m=m"),

y la desigualdad (2.6) queda probada.

Demostremos ahora la desigualdad (2.7). Sea L C P, (C) un subespacio
lineal de dimensién n — m’. Por el corolario 2.2.6 tenemos que

Um

Vi

Vm[‘/s/ N V] = / Vm—m/ [VZ nvnN UL] dUnH.
UGZ/{nJrl

Ahora, observamos que V' N UL # () para toda matriz U € U,11, y si
2€V'NUL (lo que implica que también z € V) se tiene que:

Vi (VN V NUL] > vy [Bp (2,€) N (VN UL)].
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Por el Lema 2.2.3, existe un conjunto cuyo complementario tiene medida
nula, W C U, 1, tal que para toda matriz U € W, V NUL es una variedad
proyectiva de dimensién compleja m—m’. Por tanto, el Teorema, 2.3.2 implica
que:

Ve [Bp (2,€) N (V NUL)] > Oy 2™ (1 = £2),

y la desigualdad queda demostrada. |

2.5. Distribucion de probabilidad del condiciona-
miento en el Algebra Lineal

El objetivo principal de esta seccién es aplicar los anteriores resultados de
Geometria Integral al estudio de la distribucién de probabilidad de las diver-
sas variantes del nimero de condicionamiento, asi como al analisis de la es-
peranza del mismo cuando se mide en diferentes espacios. Asi, obtendremos
resultados que controlan con cierta precisiéon el condicionamiento esperable
en el conjunto de matrices singulares (el Teorema 2.1.3 de la Introduccién
de este capitulo); también podremos analizar el comportamiento del condi-
cionamiento en otras clases de matrices (matrices simétricas, rectangulares,
por bloques), y dar resultados muy generales sobre c6mo se comportan estas
cantidades cuando se hace variar el rango de las matrices. Varios de los re-
sultados aqui obtenidos seran utilizados con posterioridad en esta memoria.
Todos los resultados relativos a volimenes y probabilidades de esta seccién
se obtienen de manera inmediata a partir de los teoremas generales 2.3.6 y
2.4.1 demostrados en las secciones anteriores.

Introducimos de nuevo brevemente las notaciones bésicas para facilitar la
lectura. Sean 2 < nj < ny dos nimeros naturales y sea M, xn,(C) el espa-
cio vectorial formado por las matrices ni X ny con coeficientes complejos. Sea
IP (M, xn, (C)) el espacio proyectivo asociado. Podemos identificar de for-
ma natural My, xn,(C) con C™""2 luego también tenemos la identificacién
natural

IP(MTH X2 ((C)) = IP((Cnln2) = IPTLln2—1((C)'

Por tanto, podemos considerar IP (M,,, xn,(C)) como una variedad Rieman-
niana compleja de dimensiéon nins — 1 con una medida de volumen natural
(como se ha indicado en la Seccién 1.1) que denotaremos vy, ,,—1. Asimismo,
como viene siendo habitual, denotaremos por ¥,,,,,—1 €l volumen del espacio
proyectivo complejo IP (M, xn, (C)) (véase la identidad (1.2)). Recordemos
que para cada ntimero natural 1 <7 < mny, hemos denotado por X', ; la var-
iedad proyectiva formada por todas las matrices de rango a lo més r. Esto
es,

wi={A € P (M, xn,(C)) : rank(A) < r}.
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Nétese que no incluimos en la notacién de X', ; referencia alguna a los valores
n1 y no por evitar el uso de expresiones engorrosas, sin embargo hay que
tener presente que sélo podremos definir ¥, cuando n; y n2 estén fijados.
Como hemos visto en el Corolario 1.5.9, se pueden estimar ficilmente la
dimensién y el grado de la variedad ¥ ;. En efecto, se tiene:

dim(Sh) = r(ng +ng) —r? — 1, deg(Thy) < (r 4 1M 7m27),

En la Seccién 1.5.1 del capitulo de preliminares hemos definido el condi-
cionamiento generalizado de una matriz A € M, xn,(C) (véase definicién
1.5.1). Ademas por el Teorema 1.5.11 sabemos que para toda matriz proyec-
tiva A € IP (M, xn,(C)) y para todo nimero natural 2 < r < ny, se tiene:

1

dp (A, X)) = ———.
)

Esto permite transformar estudios de probabilidad de condicionamiento en
estudios de volimenes de tubos.

2.5.1. Condicionamiento de las matrices de corango dado.

Los siguientes dos resultados describen la distribucién de probabilidad del
ntmero de condicionamiento generalizado en todos los casos posibles.

Corolario 2.5.1 Con las notaciones anteriores, sea r € N un niumero na-
tural, 2 < r < ny. Para todo numero real € > 0, la probabilidad que una
matriz elegida al azar A € IP (M, xn,(C)) verifique /{(DT)(A) > 1 es menor

o0 igual que:

e (mny — yr 2(m1—r+1)(na—r-+1)
("’L1—’r’—|—1)(n2_7~+1)€ .

Demostracién.— Por el Teorema 1.5.11, tenemos que:

me—l[A S IP(MMXM(C)) : R(Dr)(A) > l]

ﬁnlnz—l

Vning—1[A € P (Mo, xn, (C)) t dp (A, S, < €]

Q9n1n2—1

Ahora, el Teorema 2.3.6 proporciona de inmediato una cota para esa canti-
dad, dado que conocemos la codimensién y el grado de ¥ ;. |

El Corolario 2.5.1 estudia la distribuciéon de probabilidad del condiciona-
miento generalizado en el caso de que nuestro espacio de probabilidad (o
espacio de inputs) sea el espacio total de matrices proyectivas. Podemos
también demostrar un resultado de distribucién de probabilidad en el caso de
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que el espacio de inputs sean las matrices de rango acotado por una cantidad
cualquiera. Este es el objetivo del siguiente resultado, que, aunque similar al
Corolario 2.5.1, es de una naturaleza muy distinta, y las técnicas que requiere
son las de volumenes de tubos intersecados con variedades proyectivas, como
han sido estudiados en la Seccién 2.4.

Corolario 2.5.2 Con las notaciones anteriores, sea r € N un niumero nat-
ural, 2 < r < ngy. Para todo nimero real € > 0, tenemos:

Vr(n1+n2)—r2—l[A S ZT/\/I : H(DT)(A) > %]

- <
Vr(n14ng)—r2-1 [EM]

deg(S7 ") D(n1, ng, r)emna=2rtl),
donde
D(ny,ng,r) := C(ning—1,7(n1+ng) —r* =1, (r—1)(n1+ng) — (r— 1) —1)

y C(a,b,c) es la constante del Teorema 2.4.1 para cada terna de nimeros
naturales a > b > c € N.

Demostracién.— Por el Teorema 1.5.11, tenemos:

Vr(n1+n2)—r2—l[A S ZT/\/I : H(Dr)(A) > %]

Vr(ni+ng)—r2—1 [Ea/l]

Vr(nytna)—r2—1[A € Sy 1 dp (A, 571) <eé]

- T
VT(TL1+TL2)—T‘2—1[EM]
En esta ocasién, el Teorema 2.4.1 proporciona la cota del enunciado. De
nuevo, usamos que conocemos el valor de la dimensiéon de las variedades

YR vd n

Nota 2.5.3 De hecho, ain queda un caso por analizar, que es la distribucion
e , .. . r/

de probabilidad del niimero de condicionamiento /{SD ) en 3 , cuando v’ < r.

Con la misma técnica que hemos utilizado, se obtiene también una acotacion

para ese caso.

Para valores concretos de mnq,ng,r las estimaciones que obtenemos tienen
expresiones mucho mas sencillas y manejables que en el caso general. Como
un ejemplo de aplicacién, demostramos una version ligeramente mas general
del Teorema 2.1.3, que lo engloba como un caso particular. Nos resultara de
utilidad el siguiente lema técnico que es consecuencia de un resultado bien
conocido de Teoria de Probabilidad.
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Lema 2.5.4 Sea X una variable aleatoria real positiva tal que
PIX >t] <ct™, Vt>1,

para algunas constantes positivas ¢ > 1,a > 1. Entonces, la esperanza de X
satisface la siguiente desigualdad:

BlX] <cn -2

a—1"
El mismo resultado es cierto si exigimos

PX >tj<ct™@, Vt>0,
y permitimos la hipotesis menos restrictiva ¢ > 0.

Demostraciéon.— Utilizamos la siguiente igualdad, que es consecuencia del
Teorema de Fubini y puede encontrarse en cualquier libro introductorio de
Teoria de la Probabilidad.

E[X] = /OOO P[X > 1] dt.

Entonces, observamos que para todo nimero positivo s > 1,

l—«

E[X]:/ P[X>t]dt§s+c/ oAt = s+
0 s

a—1

1 1 .
Tomando s := co, el lema queda demostrado. La iltima afirmacion se de-
muestra del mismo modo. |

Corolario 2.5.5 Con las notaciones anteriores, tenemos la siguiente de-
sigualdad:

Vo)A € SRR (A) > )

8 p—
v L [2n1—1] S (6 n?n%€)2(n2 n1+3)' (29)
dim(x}} )M
Ademdas, en el caso n; = no = n, tenemos:
v [Aexnt: /i("_l)(A) > 1
dim(EnMI) M VD € 7 20 _6
pro < LA (2.10)
Vaim(sn 2 ] 0
y la esperanza de H,(g_l) en el espacio de matrices singulares satisface la
siguiente desigualdad:
-1 10/3
EEnM—I[HgL )] < 2n10/3,
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Demostracion.— Observamos el resultado del Corolario 2.5.2 en el caso de
que r = n1 — 1. La constante del Corolario 2.5.2 se traduce en:

C(nlng — 1,71177,2 —ni+ng — 2,77,1712 — 2712 + 2711 — 5) <

enin
§2< 1702

2n9 — 2n1 +4

Ang—4n1+8
) <

263 2no—2n1+6
o nst < (Raud)

< (e n%n%)%z_%l%.
Ademss, el grado de Z"A}I_z es conocido por la Proposicién 1.5.8:
- ng ng +1 1 2(ng—n1+2)
deg(2m72) = —_— <
g( M ) <n1—2><n1—1>n2—n1+3_ 1

Queda demostrada la desigualdad (2.9) del corolario. Para la desigualdad
(2.10), observamos que en el caso de que n; = ny = n sean iguales, podemos
acotar de forma mds precisa la constante:

2 2 2 2 e’ n? 7 90

e
C(n® —1,n" —2,n" —5)deg(X (") < 2¥§ < "
Finalmente, para obtener el resultado de la esperanza, aplicamos el Lema
2.5.4 a la estimacién de la desigualdad (2.10). [

También podemos obtener resultados de esperanza para el caso més general
tratado en el Corolario 2.5.1. Ese es el objetivo del siguiente enunciado.

Corolario 2.5.6 Sean ny > ni1 > 2 dos naturales positivos. Entonces, el

valor esperable del condicionamiento /i(gl) satisface la siguiente desigualdad:

3/2
I ny “no
E (”1) < 922(ng—n1+1) 1—
P(Mnl ><7L2((C)) [I{D ] - en2 —ni + 1/2

Ademds, si nqy =1 se tiene:

EP(M1><7L2 (C))[K’%)] =1.

Demostraciéon.— El caso ny = 1 es trivial a partir de la definicién. Aceptemos
pues que ny > 2. Entonces, por el Corolario 2.5.1, para todo nimero real
t > 0 se tiene:

en®n Anammt)
ProblA € P (M, xn,(C)) : 607 > 4] < 2 [m—linljﬁ
Por el Lema 2.5.4, esto implica que:
(n1) S eni’/an 2(ng —mn1 +1)

E < 22(ng—ny+1)
P (Mo ey (@) D] < 22027 (ng—n1+1) 2(ng—ng +1)— 1’

de donde se sigue el corolario. |
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2.5.2. Condicionamiento de matrices simétricas y por blo-
ques.

A continuaciéon demostramos dos resultados méas que muestran como las
cotas generales obtenidas en el Teorema 2.3.6 se aplican a otros subespacios
del espacio general de matrices.

Corolario 2.5.7 Sea n > 2 un numero natural, y sea SITM,(C) C M, (C)
el conjunto de matrices simétricas de lado n. Entonces, IP(SIM,(C)) es

un espacio proyectivo complejo de dimension % — 1. Ademds, tenemos:
Virgn 4[4 € P(SIM,(C)) £ (4) > 1) i >
<2 -1 .
Ve P(STM, (O] <2|e(5-1)vael
2

Demostracién.— Por el Teorema 1.5.11, sabemos que

Ve, [AE€P(SIM,(C)) : k) (A) > 1
I/#_l[IP (SIM,(C))]

uLﬂ_l[A € IP(STM,(C)) : dp (A4, 27 ") < €]
a V@_l[IP (SITM,(C))]

Sin embargo, esta propiedad no basta para demostrar el corolario. Necesi-
tamos la siguiente igualdad que serd demostrada a continuacion:

”@_1[1‘1 € P(STM,(C)) : dp (A, 27") < €]
Va2 o [P (SIMn(C))]

uij_lm € IP(SIM,(C)) : dp (A, 23 NP (SIM,(C))) < €]
V@_l[IP (SIM,(C))]

(2.11)

Demostremos pues esta igualdad. En primer lugar, observamos que basta
con demostrarla para el conjunto de matrices simétricas que tienen todos
sus valores singulares distintos y no nulos. En efecto, el complementario de
este conjunto es un conjunto de medida nula en IP (SZM,,(C)) y no afecta
a las estimaciones de volumen.

Sea pues A € P(SZM,,(C)) una matriz simétrica. Supongamos que todos los
valores singulares de A, o1, ..., 0y, son distintos y no nulos. Sea A = UDV™*
una SVD de A. Sea D’ = Diag(o1,...,0n,-1,0) la matriz que se obtiene de
reemplazar el ultimo elemento de la diagonal de D por 0. Como hemos visto
en la prueba del Teorema 1.5.11, se tiene la siguiente igualdad:

dp (A, X% 1) = dp (A, UD'V*).
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Por lo tanto, para demostrar la igualdad (2.11) debemos comprobar que
UD'V* € IP(SIM,(C)). Como A es simétrica,sabemos que:

UDV* = (V*)!DU",

luego tenemos dos SVDs distintas de A. Dado que todos los valores singulares
de A son distintos y no nulos, es bien conocido que esto implica:

U= (V*'\, V*=X\U',

donde A1, Ay € M, (C) son dos matrices diagonales cuyas entradas son
numeros complejos de médulo 1, y ademas Ao = Id,. Concluimos que:

UD'V* = (VA D'AU' = (VDU

Por tanto, UD'V* € IP(SIM,(C)) y la igualdad (2.11) queda demostra-
da. El Teorema 2.3.6 acota superiormente el término en la derecha de la
ecuacion (2.11), puesto que EnM_l NP (SZM,,(C)) es una variedad proyecti-
va de IP(SZM,,(C)) de codimensién 1 y grado acotado por la desigualdad
de Bézout:

deg(X ' NP (ST M, (C)) < deg(Z7, 1) = n.

Corolario 2.5.8 Sea B;;(C) C My, xn,(C) el conjunto de matrices A de la

forma:
(A1 0
=y a)

donde A1 € M;x;(C),A2 € M(y, —i)x(no—j)(C). Esto es,
Bi;(C) = Mi;(C) & M, —iyx (ny—5) (C)

puede identificarse con la suma directa de M;j(C) y M, —i)x(na—j)(C)-
Entonces, IP (B;;(C)) es un subespacio proyectivo complejo de dimension ij+
(n1 —i)(ng — j) — 1, y se tiene la siguiente desigualdad:

Vii b (m—i)ma—i)-11A € P (B (C)) : k{3 (4) > 1]

£

<
Vijt(ni—i)(na—j)—1[IP (Bii (C))] -

2(n2 —n1+1)

el + (m )= ) = 1)

ng —ny+1

<2

Demostraciéon.— Por el Teorema 1.5.11, se satisface la siguiente igualdad:

Vij s —i)na—i) 114 € P (By(C)) : £5" (4) > 4]
Vij(m—i) (na—5) 1P (B (C))]
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_ Vijt(m-i)na—j)-1[A € P(By(C)) : de (4, S <
Vij+(n1—i)(n2—j)—1[IP (BZ]((C))]

De nuevo, esto no basta para demostrar el corolario. Necesitamos la siguiente
expresion:

Vijt(m—i)(na—i)—11A € P(Bi;(C)) : dp (A, N < ]

Vijt(n1—i) (na—j)—1 P (Bi; (C))]
Vij+(n1—i)(na—j)—114 € P (B (C)) : dp (4, E?\}(_l NP (B;;(C))) < e
Vij+(n1—i)(n2—j)—1[IP (BZ]((C))]

En efecto, sea A € P (B;;(C)). Sea A’ € Ex}l_l una matriz singular tal que
dp (A, S ") = dp (A, A'). Por la expresién de A’ (véase el Teorema 1.5.11)
es obvio que A" € P (B;;(C)) y la igualdad (2.12) queda demostrada. Ahora,
el Teorema 2.3.6 proporciona una acotacién superior para el término en la
derecha de la ecuacién (2.12), puesto que 27\}1_1 NIP (B;;(C)) es una variedad

proyectiva de IP (B;;(C)) de codimensién ny —nq + 1 y grado acotado por la
desigualdad de Bézout:

deg(S 1 NP (B (C))) < deg(T") < mj2=m+1,

. (2.12)

Obtenemos por tanto la desigualdad:
Vij(ni—i)(na—j)—1[A € P (By(C)) : dp (A, Sigmay ™ NP (B;;(C))) < ] -
Vij—l—(nl—i)(ng—j)—l[IP (Bij((c))] B

(i + (m —i)(ny —j) —1) . ]t
no —ni+ 1

2 /N1 €

2.5.3. Un resultado general.
El lector puede observar que los corolarios 2.5.7 y 2.5.8 son casos particulares

de un resultado general que podemos escribir como sigue.

Teorema 2.5.9 Sea r un numero natural, tal que 2 < r < nq. Sea C C
IP (M, xny (C)) una variedad proyectiva equi-dimensional de dimension m.
Supongamos que eziste una variedad proyectiva C' C P (My, xny (C)) equi-
dimensional de dimension m(r) < m tal que para toda matriz proyectiva
A € C se satisface la siguiente igualdad:

dp (4, ET,A:[I) = dp (4, C/)
Entonces, también se satisface la desigualdad:

vm[{A€C: H,(Dr) > 71}
Vm|C]

donde C(ning — 1,m,m(r)) es la constante del Teorema 2.4.1.

< C(ning — 1,m,m(r)) deg(C")e2m=m)
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Demostraciéon.— Por el Teorema 1.5.11, sabemos que:

vl{A€Cihl) > e uu{AcC dp (AT <e)]

Vm|C] N Vm|C]

Por lo tanto,

vm{AeC:wW) >e Y yu{AeC:dp(A,C) <e}]

vml[C] N Um|C] ’

y el resultado se sigue de Teorema 2.4.1.
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Capitulo 3

El Condicionamiento
Generalizado de Sistemas de

Ecuaciones Polinomiales: Un
Analisis de Probabilidad

En este capitulo discutiremos una generalizacién ug;)rm del nimero de condi-
cionamiento no-lineal pinormm de M. Shub y S. Smale. Nuestra generalizacion
contempla los casos singulares y los casos sub—determinados (es decir, cuan-
do V(f) define una interseccién completa de dimensién positiva). Las prin-
cipales propiedades que satisface ij;)rm son discutidas: Tanto la estabilidad
—global y promedio— de variedades bajo pequenas perturbaciones, como la
convergencia del operador de Newton en el caso sub—determinado.
Analizaremos la distribucién de probabilidad y las esperanzas de estos condi-
cionamientos generalizados. Para ello, introduciremos una generalizacién de
las técnicas introducidas por M. Shub y S. Smale para la integraciéon de
funciones unitariamente invariantes sobre variedades de incidencia general-
izadas.

3.1. Introduccién y conceptos basicos

Durante las paginas que siguen discutiremos ampliamente sobre el valor en
promedio de los distintos niimeros de condicionamiento ij;)rm de la Defini-
cién 1.6.2. Ya hemos indicado la capacidad de estos niimeros para controlar
la convergencia del operador de Newton proyectivo cero—dimensional (véase
la Nota 1.7.3). En los Capitulos 4 y 5 utilizaremos en toda su potencia un
resultado debido a Shub & Smale que relaciona el condicionamiento tinorm
con la complejidad de los algoritmos de homotopia para la busqueda de
ceros aproximados proyectivos y afines, en el caso cero—dimensional (véase

75



por ejemplo la Proposicién 4.2.6). Dejando de lado, por el momento, esa im-
portante propiedad, expondremos a continuacion algunos otros resultados
que muestran la gran versatilidad del nimero de condicionamiento u&)rm.
En algunos casos, las propiedades interesantes aparecen al restringirnos a
ciertos valores de n, m,r. Dividimos esta tarea en varias subsecciones.

3.1.1. Teorema del Niimero de Condicionamiento No—Lineal.

El resultado que enunciamos a continuacién es una generalizacion del resul-
tado para el caso cero—dimensional debido a Shub & Smale que puede leerse
por ejemplo en [14, Teor. 3, pag 234]. Se trata de una igualdad que permite
relacionar, al igual que hemos hecho en el caso lineal, el condicionamiento
de un problema y el inverso de la distancia al conjunto de los problemas
mal condicionados; en esta ocasién, el condicionamiento no depende sélo del
sistema f (como ocurria en el caso lineal), sino que también depende de
la solucién ¢ € V(f) en que nos centremos. El conjunto de problemas mal
condicionados estara relacionado con la solucién particular. Mediremos por
tanto la distancia en la “fibra”, esto es, en el conjunto de sistemas que se
anulan en (.

Para cada valor positivo de 7 € N, 1 < r < m, hemos definido el conjunto
EZ’ ) C IP(H%) como el conjunto de sistemas que tienen alguna solucién
¢ con rank(d:f) < r. En la Seccién 3.4 demostraremos que Zf ) €8 una
variedad proyectiva, y estimaremos su dimensién y su grado. Sin embargo,
ahora estamos interesados en “localizar” Zf ) en cada solucién particular (.
Por ello para cada ¢ € IP,,(C), definimos el conjunto

(0(Q) = {F € P(H) : ¢ € V(f),rank(dcf) < r}.

Presentamos el siguiente resultado, que serd demostrado en la Seccion 3.2.
Este tipo de resultados, que relacionan el condicionamiento de un problema
con la distancia a un conjunto de problemas “singulares”, puede encontrarse
en otros muchos tipos de problemas (véase por ejemplo [103, 30]).

Teorema 3.1.1 Con las notaciones anteriores, para todo punto (f,() € W
se tiene:

(r) __ v
Nnorm(.ﬁ C) d]P (f, Ezd_)l(c)) )

donde dp es la distancia proyectiva en TP ( %).

Por lo tanto, el nimero de condicionamiento generalizado ug:))rm( f,C) es
exactamente la distancia de f al conjunto de sistemas g que tienen a ¢ como
solucién de “rango” a lo mds r — 1, esto es, tales que rank(dcg) < r — 1.
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3.1.2. El control de la convergencia del operador de Newton
en el caso de dimensién positiva

En la Nota 1.7.3, hemos indicado la capacidad del nimero de condicionamien-
to para controlar la convergencia del operador de Newton proyectivo cero—
dimensional. A continuacién mostraremos un resultado que permite exten-
der esta conclusién al caso afin de dimensién positiva. En la Seccién 1.8,
hemos introducido la cantidad ~(f,(), definida para f € H’(Z), ¢ € Venl(f).
Entonces, para cada f € HE’Z[) hemos definido la cantidad del caso peor
Yworst (f) = SUP¢cevn(p) V(5 (), ¥ hemos demostrado que existe una con-
stante universal ug > 0 tal que todos los puntos afines en un entorno de
Ven (f) de radio ugYworst(f) ™! son ceros aproximados afines de f (véase
Corolario 1.8.2). Ademds, hemos descrito una funcién ¢y : C* — P, (C)
que relaciona las soluciones afines de un sistema con su conjunto de solu-
ciones proyectivas (véase la férmula (1.5) y los comentarios que la siguen).
Parece por tanto razonable considerar, para un sistema polinomial f €
IP(H%), el peor de los condicionamientos de sus soluciones proyectivas,
definido como sigue:

(r) 4 (r)
1 f):= méix u f,0). 3.1
Worst( ) ceviy) norm( ) ( )
Tendria sentido definir esto para todo r > 2, pero nuestro interés se centra
ahora en el caso de que r sea igual al nimero de ecuaciones m, esto es, el
caso de uﬁﬁ)m. En efecto, el siguiente resultado relaciona la cantidad ~Yyorst
(m)

con el nimero de condicionamiento fiy,rg;-

Proposiciéon 3.1.2 Sea f € H% un sistema de ecuaciones polinomiales, y

sea ¢ € Ven(f) una solucion de f. Entonces, tenemos la siguiente desigual-

dad:
3/2

’Y(f7 C) < dT gcr)lr)m(fa QOO(C))

Ademds, se tiene que

d3/2

Yworst (f) < Tﬂx(;gzst(f ).

Por lo tanto, si queremos controlar el radio de convergencia del operador
de Newton afin en dimensién positiva para un sistema f € H’(Z), basta con

controlar su condicionamiento ufvngzst( f)-

3.1.3. Separacion y estabilidad del conjunto de soluciones

Englobamos en esta subseccién dos resultados que vienen de la mano. El
primero de ellos, debido a J. P. Dedieu (cf. [31]), se aplica en el caso cero—

. . 3 o1 . . . n
dimensional: En €l se utiliza el condicionamiento ,ugvo)rst para establecer una
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cota inferior de la distancia entre dos soluciones proyectivas distintas de un
sistema de ecuaciones. Esto es, se tiene el siguiente importante (y elegante)
resultado:

Teorema 3.1.3 (Separacién, Dedieu [31]) Sea f € IP( (a)) un sistema
de ecuactones homogéneas cero—dimensional. Entonces, se tiene la siguiente
desigualdad:

min dp (x,y) > ;
sV (Pary Y= &2l ()

Por lo tanto, si tenemos un control sobre el condicionamiento de un sistema,
podemos dar una estimacién sobre el didmetro que debe tener un conjunto
para poseer, a lo sumo, una solucién proyectiva del mismo.

Finalmente, nos ocupamos ahora de la estabilidad del conjunto de soluciones,
que fue estudiada por Shub & Smale para el caso cero-dimensional (véase por
ejemplo [112]), y por Deg6t en el caso de dimensién positiva (véase [37]). En
realidad, dicha estabilidad puede verse como consecuencia de que el niimero
ug?r)m( f,¢) controla (mdédulo algunos elementos técnicos) la norma como
aplicacion lineal de la inversa generalizada de la diferencial d(; - p1, donde
pr: W —1P (H’(ﬁ)) es la proyeccién candnica sobre la primera componente.
Resumimos a continuacién el caso de dimensién positiva, que engloba al caso
cero—dimensional.

Teorema 3.1.4 (Estabilidad, Shub & Smale, Degét) Sea f € IP(HZ’C}))

un sistema de ecuaciones, y sea x € V(f) una solucion regular de f. En-
m

tonces, existe un entorno Uy, de f en IP(H(d)) tal que para todo g € Uy,
se satisface:

dp (z,V(g)) < 2u{™ (f, 2)dp (£, 9).

En otras palabras, u%})m( f,x) controla, en cierto sentido, como cambia la
variedad solucién cerca de x cuando perturbamos ligeramente el sistema f.
Otra forma de interpretar el teorema anterior es como sigue: Para un sistema
g € IP(H@)) suficientemente cercano a f, se tiene que la variedad solucién

V(f) estd contenida en un tubo de radio QM%BSt(f)dP (f,g) en torno a la
variedad solucién V' (g).
A la vista de este resultado, si para un sistema polinomial f € IP(H%)

consideramos el peor de los condicionamientos de sus soluciones ufvngzst de
la ecuacién (3.1), concluimos que ese niimero controla la estabilidad global,
o estabilidad en el caso peor, del conjunto de soluciones de f. Si queremos
garantizar que todo el conjunto de soluciones de f sea estable, debemos exigir

que ufvngzst( f) sea pequeiio.

Sin embargo, el condicionamiento en el caso peor no siempre se corresponde
con la realidad computacional. En efecto, el conjunto de soluciones de un
sistema sub—determinado es en general una variedad proyectiva de dimen-
sién positiva, o incluso en el caso cero—dimensional el nimero de puntos
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que lo componen es genéricamente igual al nimero de Bézout, que es una
cantidad exponencial en el nimero de incégnitas n. Dificilmente podremos
por lo tanto abordar la cuestién de calcular (o aproximar) todas las solu-
ciones de un sistema de ecuaciones. Por este motivo, puede ser mucho mas
interesante definir el condicionamiento de un sistema no como el peor de los
condicionamientos posibles, sino como el caso mas probable: Si garantizamos
que la mayor parte de las soluciones de un sistema de ecuaciones es estable,
tendremos una herramienta para estimar, probabilisticamente, la precisién
de nuestros calculos.

Tiene por tanto sentido definir la siguiente cantidad, para todo f € IP (H%):

S(f) = Byl (£, )], (3.2)

donde E significa esperanza. Vemos pues que ,ug?)( f) es la esperanza del

condicionamiento en el conjunto de soluciones de f. En otras palabras, si
(m) ~ . . :
tav’ (f) es pequeno, la mayor parte del conjunto de soluciones de f es es
table.

3.1.4. Algunas estimaciones de probabilidad

Una vez ha quedado clara la importancia del nimero de condicionamiento
generalizado, aparece de modo natural la pregunta de cémo de estiman o cal-
culan esos niimeros. Lamentablemente, en el caso de sistemas de ecuaciones
polinomiales, estimar ufvngzst o u&T) para un sistema dado es una labor muy
complicada: Requiere del conocimiento previo del conjunto de soluciones,
que en general es el objetivo a calcular, no un dato que conozcamos de ante-
mano. Por ello, el diseno de procedimientos que resuelvan de modo eficiente
los problemas a los que nos enfrentamos requiere algin tipo de conocimiento
tedrico que determine a priori el valor esperado para el ntmero de condi-
cionamiento de nuestro problema.

Nos preguntamos por tanto, de modo natural, por la distribuciéon de prob-
abilidad de ug(;)rm y temas relacionados. Una primera observacion es que
en el Teorema del Condicionamiento de la Seccién 3.1.1 la distancia que
aparece relacionada al condicionamiento ug(;)rm no es la distancia proyectiva
en IP(H’(Z)), sino una distancia “en la fibra” muy particular. Una pregunta
inicial es cémo se distribuye la distancia proyectiva, antes de analizar el caso
mas complicado de la distancia en la fibra. A continuacién exponemos una
respuesta parcial a este problema. El motivo de que sea parcial es que nos
restringimos al caso cero—dimensional. Nuestro espacio de medida es por tan-
to, de momento, IP (H ) = IP (H?d)). El siguiente corolario serd demostrado

en la Seccién 3.4 (véase también [13]).
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Corolario 3.1.5 Sea 1 < r < n — 1 un numero natural y sea %Str
P (H(qy) — [0,00] la funcion definida como

() 0 = wTT

Entonces, la esperanza en P (Hq)) de la funcion fstr satisface la siguiente
desigualdad:

1
n 2(n—r)2

E[ ! ]SSN(T+1)3d[H(di+1)

dist, i

Este resultado (y su versién probabilistica, véase Teorema 3.4.1)tiene interés
propio: Nos proporciona una cota de la distancia esperable de un sistema de
ecuaciones a los sistemas con soluciones singulares de corango dado. De otra
manera, se trata de un resultado de probabilidad que controla la distribu-
cién de los sistemas en funcién de la clase de singularidades que presenten.
Se trata por tanto, en ultima instancia, de un resultado de distribucién de
las singularidades segun su clasificacién, y de los puntos cercanos a las sin-
gularidades de distintos tipos.

La demostracién del Corolario 3.1.5, aunque contenga algunos elementos
técnicos algo complejos, no requiere de un anédlisis demasiado especifico si
utilizamos las herramientas del Capitulo 2. En efecto, al tratarse de la dis-
tancia proyectiva en IP(H ), nos enfrentamos simplemente a la tarea de
estimar los volimenes de ciertos tubos, lo que se puede hacer, salvando
ciertas complicaciones técnicas, con los teoremas generales del Capitulo 2.
Sin embargo, el andlisis de los nimeros de condicionamiento ug))rm serd bas-
tante mas complicado. Para estimar convenientemente sus distribuciones
de probabilidad, tendremos que generalizar ampliamente las técnicas de in-
tegracién en la variedad de incidencia generalizada W (véase la identidad
(1.6)) desarrolladas por Shub & Smale en su articulo [113]. También ten-
dremos que utilizar los resultados de comportamiento en media del condi-
cionamiento lineal de sistemas obtenidos en el Capitulo 2, y resolver no pocos
problemas técnicos de considerable dificultad. Un resultado destacable que
demostraremos es el siguiente, que generaliza las técnicas de integracion en
la variedad de incidencia W del caso cero-dimensional (debidas a Shub &
Smale, véase [113]) al caso de dimensién positiva. Se trata de una igualdad
integral que permite transformar integrales en el espacio total de sistemas
en integrales en el conjunto V,, de sistemas que se anulan en ey.

Teorema 3.1.6 Sea ¢ : W — R una funcidn integrable, tal que para toda
matriz unitaria U € Unp11, se satisface que:

o(f,0) = (foU U ).
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Entonces, se tiene la siguiente igualdad:

/ [ ot avin ap o) -
FeP () Jeevi(r)

ﬂn ¢(f7 60) det(Teof(Teof)*) dVe()'
feVe,

Como consecuencia de estas reflexiones obtendremos algunos resultados que

arrojan cierta luz a las preguntas que nos hemos hecho en las tltimas

secciones. Comenzamos con el siguiente teorema (véase el Teorema 3.6.1

para una versién més precisa), que estima la distribucién de probabilidad
.. . . (r) .

del condicionamiento generalizado pnorm en su forma mas general, esto es,

abarcando a la vez el caso singular (esto es, caso 7 < m) y el caso sub—

determinado (esto es, m < n).

Teorema 3.1.7 Sea (d) = (dy,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <i <
m. Sea € > 0 un numero real. Entonces, tenemos:

1 / »
- Un-m[C € V() plhn(f,C) > e dIP(H[) <
VP (H) [P (R3] Jrer (Hm) @)

2(m—r+1)(n—r+2)
ome'/309, D (x/Nmr(n +1) 5) .

A continuacién, un resultado que acota la esperanza del condicionamiento

s

Teorema 3.1.8 Sea (d) = (dy,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <i <
m. Entonces, el valor esperado del nimero de condicionamiento ,ugy) de la
ecuacion (3.2) satisface la siguiente desigualdad:

Ep (H@))[MQT)] < 3mvnN.

En el caso m = 1, podemos incluso obtener una igualdad (véase el Teorema
3.7.1).

En cuanto al condicionamiento del caso peor uﬁv’ﬁﬁst, también obtenemos una
cota, aunque mucho peor que la que acabamos de exponer:

Teorema 3.1.9 Sea (d) = (dy,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <i <
m. Entonces, el valor esperado del nimero de condicionamiento u‘(;gzst de la
ecuacion (3.1) satisface la siguiente desigualdad:

" D1/4 n—m+32
EP (HZ’;)) [lu’gvozst] < W [10N1/2mn1/2d3/2] 2.
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Podemos escribir la conclusién de estos dos resultados como sigue: Por
el Teorema 3.1.8, el valor esperado del condicionamiento ,ug?)( f) es muy
pequeno (parecido a la raiz cuadrada del tamano del input N + 1). Por lo
tanto, para un sistema de ecuaciones elegido al azar, podemos esperar que
la mayor parte del conjunto de soluciones sea extremadamente estable. Sin
embargo, si pedimos que la totalidad del conjunto de soluciones sea estable,
nos encontramos con que la situacion puede ser totalmente distinta: Como
se ve en el Teorema 3.1.9, solamente podemos obtener una cota exponencial

("Zﬁst- Puede suceder por lo tanto que la mayoria

para el valor esperable de p,
de los sistemas de ecuaciones tengan algunas soluciones muy inestables (so-
bre todo si el valor de n —m es grande), aunque sepamos que la mayoria de
esas soluciones son muy estables.

Combinando este ultimo resultado con la tesis del Corolario 1.8.2 y la
Proposicion 3.1.2, obtendremos un interesante teorema que proporciona una
cota inferior para el radio de convergencia del operador de Newton en el caso

de dimensién positiva.
Teorema 3.1.10 Con las hipdtesis y notaciones del Teorema 3.1.9, se tiene:

1. Yworst(f) < 400 para casi todo H’(Z). En otras palabras,
PT’Ob[f S H?Zl) : '7worst(f) < +OO] =1L

2. La esperanza de Yyworst Satisface la siguiente desigualdad:

D1/4 3/2 n—m-+2
E'H’(Z) [’onrst] < T[lom vnNd / ] 2,
3. La esperanza del radio de convergencia del operador de Newton, %,

satisface la siguiente desigualdad:

UuQ QU()
E’)—{z) 2 n—m+2 7
Yworst D1/4[10m\/md3/2] 2

Este resultado significa lo siguiente: Para casi todas las variedades intersec-
ciéon completa V' C C", existe un tubo Vi de radio R > 0 tal que todos
los puntos de Vg son ceros aproximados afines de V' (en el sentido de la
Seccién 3.3). Ademds, podemos proporcionar una cota inferior para el valor
esperable del radio R.

3.2. Demostracion del Teorema del Numero de Con-
dicionamiento

Comenzamos demostrando el Teorema 3.1.1. Utilizaremos las notaciones ya
introducidas en las secciones 1.4 y 1.6. Sea (f,{) € W un punto de la
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variedad de incidencia. Sea U € U, 11 una matriz unitaria tal que Uey = (.
Recordemos que ,ug))rm es unitario invariante (identidad (1.11)). Ademas,
como U define una isometria en IP ( %) que deja fijo E’("d_)l y transforma V;
en Vg,, tenemos que

1 1

dp (f,503(Q)  dp(foU, {5 (e0))

Por lo tanto, basta con demostrar el resultado para el caso de que { = ey.
Sea pues f € Vg, un sistema. Escribimos f = h @ hy, € LelO ® Le,, donde
hemos elegido un representante afin tal que ||f||a = 1. Por definicién, se

tiene que
1

(r) =
:unorm(f’ €o) = m’

donde 01 > - -+ > o0y, son los valores singulares de

A(d)~Y2T,, f = A(d)~V2T, by

Por el Teorema 1.5.10, concluimos que ug))rm( f,eo0) es igual al inverso de
la distancia de Frobenius de A(d)~/ 2T.,hr al conjunto de matrices en
M xn(C) de rango menor o igual que r — 1. Por lo tanto, existe una matriz
M € Myxn(C) tal que

1
IA(d) ™ Toghy, — M| p = o rank(M) <r —1.
Nnorm(ﬁ 60)

Como 1), es una isometria, existe un elemento gz, := we_Ol(M ) € L, tal que

1

Ihr —grlla = NORFN
Mnorm(f, 60)

, rank(de,gr) <r — 1.

Ademas, a partir de la descripcién explicita de A(d)_l/ 2TeO hr, proporcionada
por la demostracién del Teorema 1.5.10 (véase [122], por ejemplo), tenemos:

(hL7gL>A = (A(d)_1/2TEOhL7A(d)_l/2TeogL>F -

=0l + ...+ 02 = (AW) Vo9, Ad) Y2 Toyg1) F = (91, 91) A-

Por lo tanto, se tiene que el elemento g = h + gy, satisface:
rank(de,g) = rank(de,9r,) <r—1,=g € Z‘,E’d_)l(eo),

y ademas

[(h+ gL, h+ hr)al? _
(h+gr,h+gr)a

dp(g,f)=dp(h+gr,h+hy) = \/1_
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L K ma 4 {gr hi)al? _
(h,h)A + (91, 9L)A

VIZ IR = @3+ +02) = \JIhe A = (03 + ..+ 02 ) =
1

o4 ...+l = SCEPPIRS

finorm (f €0)

Queda por tanto demostrado que dp (f, Zz’d_)l(eo)) <

Hnor

1
no m(f760) ’
Para demostrar la otra desigualdad, sea g € Z?Cl_)l(eo) otro sistema, g =

N ®gr e Lel0 @ L.,. Elegimos un representante de g tal que se satisfacen las

condiciones:
lgrlla = Ihella — (o7 + - +02),  (gr,hr)a € ROT.

Se tiene que la matriz A(d)~Y?T,,g = A(d)~'/?T,, g1, tiene rango menor o
igual que r — 1. Por tanto, de nuevo por el Teorema 1.5.10, sabemos que

of + -+ o, < AWV PTgr — Ad) TP Tephr|f =
(Ad) ™ (Teggr = Teohr), A(d) ™ (Tuggr — Teghr))F =
{91 = hr,gr = he)a = llgcliA + [PLlA —2(gr, hr)a =
IhLl|A — (07 + - +om) + ALl A — 2(9r, hr)a.
Concluimos la siguiente desigualdad,
(gr.hr)a < held — (07 + - +07) = ozl

Por lo tanto, se tiene:

(W + gL, h+ hr)al? _
(W +gr, W +gr)a

dP(g,f)zdp(h’+gL,h+hL):\/1_

IMIIA + gz ]Iz

/ 2
\/1_ (1, )+ {gr, ha)a

\/1 A+ (gr hu)A + 200 Wallgn hoda |

IMIIA + gz ]Iz

\/1 _IWIANAIA + oz he)h + 20 all]algs he)a _
123 + Tlge T3

! 2
\/1 _ (Wllaliplls + {gz. he)a)®

IPIIA + llgzliA -

84



L UPllallblla +llgzliZ)?
IFIA + llgeliA

Consideramos la funcién real

(tllklla +llgr12)?
t2 +[lgrlIX

o~

Algunos célculos elementales confirman que el maximo de esa funcién se
alcanza en t = ||h||a. Por lo tanto,

(R allblla +llgel2)? _ (A1 + llgcliZ)®
IMIA +llgela = IRIA + el

IB|A + [|PLlA — (07 + -4 00) =1— (07 + -+ 02).

= [IRlIz + llgrllz =

Deducimos que

f)z\/1—(1—(0?+---+0%1))=\/0?+"'+"51:(r);’
Mnorm(f>€0)

lo que termina la demostracion del resultado. |

3.3. El método de Newton en dimension positiva

En esta Seccién demostraremos la Proposicién 3.1.2, que relaciona el condi-
cionamiento de un problema con el comportamiento del operador de Newton
asociado, en el caso de dimensién positiva.

Para un sistema de ecuaciones f € H’(Z) y para una solucién afin ¢ € Ven (f),
hemos definido la cantidad ~(f, () que controla el comportamiento local del
operador de Newton afin cerca de ( (véase Teorema 1.8.1). Ademds, para
una solucién proyectiva ¢! € V(f), hemos definido el niimero de condi-
cionamiento uﬁfg?m( f,¢"). A continuacién, consideramos un tercer nimero
que resultara de utilidad en los lemas siguientes. Para f € H%, ¢ € Ven(f)
regular, definimos:

11,0 o= 1 1all@c ) Diag(d? (1, )% 1)]l2,

donde estamos denotando por (1,¢) € C"*! el punto afin formado por las
coordenadas de ¢ precedidas de un 1. Si ¢ € Vea(f) es solucién singular de

f, definimos simplemente ,u(m)( f,¢) == +oc.

afin
Obsérvese que en general las cantidades ,uaﬁn( 0y ,unorm( fy0(C)) pueden
no coincidir. A continuaciéon hacemos un cierto esfuerzo por relacionar es-
tos conceptos. Comenzamos con resultado esencial debido a Shub & Smale,
conocido como “the higher derivative estimate” (véase por ejemplo [14, Lema
12, pag. 269], [112]).
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Lema 3.3.1 (Shub & Smale) Sea f € Higy un sistema, y sea x € cntl
un punto cualquiera, tal que ||z||o = 1. Entonces, se tiene la siguiente de-

sigualdad:
||A(d)_1/2d§f)f||2 1/(k_1)<ﬂ/2
£l ak! -2

El siguiente resultado, que se sigue facilmente del Lema 3.3.1, relaciona
(m)

afin”

(3.3)

con

Lema 3.3.2 Sea f € H% y sea ¢ € Ven(f) una solucion de f. Entonces,

&2 (m)
”(LC)H?V(fﬂC)S 9 Maﬁn(fﬂ()'

Demostraciéon.— Basta comprobar el resultado para el caso de que ( sea una
solucién regular de f. Primero, observamos que

o ¢ =
10O () = 10, Ollasup (@) 7| =
E>2 !
2
1
k E—1
t oy o AL/2 dim1y o 1)2 b oMy
sup | (9 f)' Diag(d; " |[(1, Olly™) Diag(d; " II(L, Olla ™) =5 <
) 2
: 1/2 oM f s
sup ) (7€)% sup | g1, )5~ %) 57
k= k=2 £l ak!
2

Por la identidad (1.7), deducimos la siguiente desigualdad:

1

2, 0|1

sup || Diag([[(1, Q)% d; ) || <
PO =

sup || Diag(| (1, O)l§ 4 d; V3 GOl =

1
k =1
d“, . fF

sup || A (g)~1/2 05T
D AT F AT

2
Por el Lema 3.3.1 deducimos que esta tltima cantidad es a lo sumo %, y
el lema queda demostrado. [ ]

A continuacién demostramos un resultado que relaciona el niimero de condi-

clonamiento (m) ival {1 (m)
fmorm con su equivalente affn g, ¢ .
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Lema 3.3.3 Sea f € H[}y un sistema, ¢ € C" una solucion de f. Entonces,
se tiene la siguiente desigualdad:

lu‘aﬁn(f C) < ”(1 C)HQIU'rlorm(f 900(())

Demostracion.—

De nuevo, basta con demostrar el resultado en el caso de que ¢ € Ven(f)
sea una solucién afin regular de f, lo que implica que ¢o(¢) € V(f) es una
solucién proyectiva regular de f. Ademds, (1,¢) € C**! es un representante

afin del punto proyectivo ¢g(¢). Por la identidad (1.7) y la definicién de
(m)

My > POdemos escribir

S (£,Q) = Il all(dae) £ 1o0) Diag(d(1(1, Q)5 )2

Ahora, obsérvese que
. 1/2 i
I(dg1.¢) f 1o ) Diag(d; (1, )15l =

I(da.of L) (g f laoo) dao f laor) Diagld 11,015l <
(oo f L) oo f laoo)lalldaof laon) Diagld 111, Ol )l

Por la identidad (1.10), concluimos:

S (F,€) < G (F,00(O) 1oy 1) (diae) f 1ol

Por lo tanto, basta con demostrar que para una solucién cualquiera (1,()
de f, se tiene que

I(dae)f ‘eé) (o) f la,oollz < 1Ol

Comprobemos esta tltima desigualdad. En efecto, sea w € (1, )+ un vector.
Si w € eg, entonces

H(d(l,()f |eoL)T(d(1,¢)f |(1,¢)L)(U)||2 =
I(doyf 1) (o £ o) @)z < [oll2,

por las propiedades elementales de la inversa generalizada (véase por ejemplo
[34]). Supongamos ahora que v € (1,¢)* N ((1,¢)* Neg)®, que es un sube-
spacio complejo de dimensién a lo mas 1. Entonces, v = t(—||(||2,¢) € C*!
para algun ¢t € C. Ademads, podemos escribir v como

v=w—tIC3(1,0), weet.

Entonces,
1
—”(d(l,c)f ’EOL)T(d(l,c)f \(1,4)¢)(U)H2 =

[[0]]2
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1
ol 1 aof ) @dao Nl =

1 [[wl[2
—— o f 1) (da.of)w)lls < S—=.
HUH2H( (1,¢) | 0) ( (1,0) )( )H HUHQ
Por 1ltimo,
lwllz _ [(=NIS13,¢) + tICIZ, Oll2 1Ol
[v]l2 [E(=11¢1135 ) ll2 ’
Esto acaba la demostracion del lema. n

3.3.1. Demostracion de la Proposicién 3.1.2

La segunda afirmacion de la proposicion se sigue de la primera de forma
inmediata. Demostremos pues la primera de las afirmaciones. Por el Lema
3.3.2,

1 d3/? (m)
’Y(f7 C) S m?uaﬁn(fa C)

Por el Lema 3.3.3, esta ultima cantidad es a lo sumo

d3/2
mTH(LC)quﬁﬁn(ﬁ ©o(C)),

como querfamos . ]

3.4. La distancia a las variedades singulares de
corango dado

Comenzamos ahora con la estimacion probabilistica y en media de las can-
tidades indicadas en la introduccion de este capitulo. El primer caso del que
nos ocupamos es el de las variedades de corango dado. Esto es, demostra-
remos el Corolario 3.1.5. Dicho corolario se obtendrd como consecuencia el
siguiente teorema de distribucién de probabilidad.

Teorema 3.4.1 Sea € > 0 un numero real, y sea 1 <r <n —1 un nimero
natural. Sea P! la probabilidad de que un sistema f € IP(H?d)) elegido al
azar esté a distancia menor que € del conjunto EE’ ) Entonces, P! es a lo
sumo . o
2H(di+1)<n+l><n> <eN(r+1)2d€> .

r r (n—r)

i=1
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Demostracion.— Primero, demostraremos que EE’ d) - IP(HZ‘d)) es una var-

iedad proyectiva compleja de codimensién al menos (n — r)? y grado a lo

S TTCR G

i=1
Introduzcamos algunas notaciones nuevas.

W' .= {(f, () € IP( ?d)) X ]Pn((c) 1 f(Q) =0, Tank(dCf) < T}v

Wy ={feP( Zld)) : f(eo) =0, rank(de, f) < r},
S":={M € M,(C) : rank(M) < r}.

Por el Teorema del Ideal Principal de Krull (véase por ejemplo [85, Cor.
3.8]), se tiene que:

dim(Wy) > dim(W") — n. (3.4)
Por otro lado, observemos que el conjunto LelO definido en la Seccién 1.4 es
un subespacio lineal complejo de H?d) de dimensién (compleja) N+1—n—n?2.
Por otro lado, tenemos que V¢, = IP(M,(C) x L7 ). Ademds, tenemos la
siguiente igualdad:

Wi =P (S x Lg).

Como se demuestra en [47, 18], el conjunto S” es una variedad algebraica
irreducible de M,,(C) de dimensién compleja n? — (n—r)2. Por tanto, W es
también una variedad algebraica irreducible de V;, de dimensién compleja

N —n—(n—r)2. Deducimos que W" es una variedad algebraica de dimensién
compleja a lo mas

dim(W") < dim(W§) +n =N — (n —r)2

Sea p; : IP(H?d)) xP,(C) — IP(H?d)) la proyeccién en la primera compo-
nente. Por el Teorema Fundamental de Teorfa de la Eliminacién (véase por
ejemplo [109]), Ylay = p1(W") es una variedad algebraica, y su dimensién es
alomis N — (n —r)2.

Para obtener la cota en el grado, sea wrcC H?d) x C"*! el conjunto definido
como sigue:

W™= {(f.¢) € My x C™1 2 £(C) = 0,rank(dcf) = 0},
v sea 71 : H?d) x CMtl — H?d) la proyeccién ortogonal. Obsérvese que

Spyy =P F(WN)).

Por lo tanto, deg(X7 ) esta acotado superiormente por deg wr). Ademas,
(d)

para (f,() € H?d) x C"*1 el hecho de que rank(d;f) = r es equivalente a la
satisfaccién del siguiente sistema de igualdades y desigualdades algebraicas:
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Voo Jdetarn A0 N\ des (Ml = of

Bl yeeeslp 01 eeyipr k1
1<iy <--<ir<n k1#i1,..ir
0<j1 < <jr<n ko#j1s--sir

donde M7*97k2 o5 6] menor (r+1) x (r+1) de d¢f obtenido de las filas

1,.00r,k1
i1y.-.,0r, k1 y las columnas ji,...,j,, ko. Por el Teorema de Bézout (como
en [66]), tenemos que

deg(W’") = deg(W’" \ W’"_l) <

n

[Me+n > Il (d+-+di+di) <

=1 1<iy <o Kin < by it o
0<j1 < <jr<n ko#ji,....Jr

n

[+ 0 (") (1) 4 payeredie=n <

=1
[+ (") () + e

i=1
como queriamos.
Hemos denotado por (IP (H?d)), can) el espacio proyectivo con la estructura

Riemanniana canénica. Por el Lema 1.4.1, sabemos que A~! define una
isometria lineal entre (IP (H?d)), can) 'y IP(H?d)) con la estructura Rieman-

niana de Kostlan. Por lo tanto, A~! conserva dimensiones y grados, no sélo
volumen. Por el Teorema 2.3.6, deducimos que:

2codim(X7 )
e N e ) @

P < 2deg(Xy) <W(E’("d))

Utilizando las cotas para deg(EE’ d)) y codim(E’(" d)) obtenidas arriba, deduci-
mos la cota del teorema. [

Demostracion del Corolario 3.1.5. Por el Teorema 3.4.1, sabemos que
para todo real positivo ¢,

el sl 0) (A

Podemos acotar groseramente esta cantidad por

i e N(T+ 1)3 d 2(71—7”)2 _2( _ )2
2[(di+1) (< g 2n=r)?,

palet (n—r)?
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Por lo tanto, por el Lema 2.5.4, se tiene que

1 e N(r+1)3d 2(n—r)? L -7
E [distj = (7(1_7«); 2(n(— r)2)— 1 <2I[(di+1)> )

i—1

Ahora, como (n — r)? > 1, esta tltima expresién vale a lo mds

1
n 2(1177‘)E

SN(r+1)*d [H(d,- +1)

i=1

como queriamos demostrar. [ ]

3.5. Integracion en la variedad de incidencia gen-
eralizada

En esta seccién desarrollaremos ampliamente algunas herramientas técnicas
de gran aplicabilidad que nos permitirdn demostrar los teoremas 3.1.8, 3.1.9
y 3.1.10 de la introduccién de este capitulo.

Para todo nimero real € > 0 y todo niimero natural r, 1 < r < m, denotamos

por XS”) la funcién caracteristica del conjunto

{(£,Q) : Ce V), nm(f,0) > 7'}

Sean x € P,(C) y f € IP(H?ZI)) dos elementos. Sean z y f representantes
afines respectivos de z y f, tales que ||z||2 = ||f]]a = 1. Consideremos los
espacios ortogonales z- y fL. En el Capitulo 1, identidades (1.1) y (1.3),
hemos definido aplicaciones_gpg Y @y como sigue:

Og r — IPn((C)\a:l,

y T+y
pr: fH— P( (E))\fl,
g f+g

de las cuales sabemos que son difeomorfismos y ademéds isometrias en 0 (esto
es, doyz y dowy son isometrias). El siguiente resultado (véase [14, pag. 193])
resume algunas de las propiedades de la variedad de incidencia. Incluimos
la, demostracién por completitud de esta memoria, dado que se trata de un
resultado esencial en nuestro esquema.

Proposicion 3.5.1 La variedad de incidencia W es una variedad diferen-
ciable de dimension compleja N +n —m. Ademdas, sea (f,() € W un punto
cualquiera, y sean f,( representantes afines respectivos de f,( tales que
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|flla = li¢lla = 1. Entonces, el espacio tangente T; W C f* x (+ puede
identificarse con el espacio vectorial definido a continuacion:

TroW ={(g.2) € f= x ¢* 1 g(Q) + (def)a = 0}

La identificacion viene dada por la isometria

d(O,O)((’Di X 905)-

Demostracién.— Sea (f,() € W un punto, y sean f,{ representantes afines
respectivos de f,(, tales que || f|la = [[¢|l2 = 1. Entonces, la siguiente apli-
cacion es un difeomorfismo sobre su imagen:

prx et frx¢t — PH) xPy(C)
(g9,x) — (f +9,(+x).

Sea W := (o xpc) 1 (W) la anti-imagen de W mediante este difeomorfismo.
Es decir,

W= {(g,) € f x ¢t (£ +9)(C+2) =0}

Entonces, W también es la anti-imagen de 0 mediante la aplicacién difer-
enciable
g frxet — cm
(g:2) = (f+9(C+)
Ahora, se comprueba trivialmente que 0 es un valor regular de esta apli-
cacién. Esto es, para todo punto (g,z) € /V[7, d(g,z) €s sobreyectiva. Por lo

tanto, W es una variedad diferenciable compleja de dimension N 4+ n — m.
Deducimos que W es también una variedad diferenciable compleja de di-
mensién N +n —m. -

Ademés, un vector (g,z) € f+ x (*+ pertenece a Ti0,0)W siy sélo si

9(¢) +d¢f(x) =0,

lo que termina la demostracién. |

Como hemos indicado en la Seccién 1.6 del Capitulo 1, para cada matriz
unitaria U € Uy, 11, se definen isometrias en IP ( Z’;)) y IP,(C), como sigue:

f — foU x — U™

x.

Por tanto, observamos que queda también definida una isometria en W, de

la forma
w  — w.

(£.0) = (foU.UQ)
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Consideremos ahora las dos proyecciones candnicas
12 W —PHG), p2: W —P,(C).

Podemos identificar de manera obvia pl_l( f) vy V(f) (lo que demuestra que
para casi todo punto f € IP( ( d)), el conjunto de soluciones V(f) es una

variedad diferenciable de dimensién compleja n —m). De la misma manera,
identificamos p, Y(x) y Vi. A partir de ahora, no distinguiremos entre es-
tos conceptos. El siguiente teorema generaliza ampliamente un resultado de
Shub & Smale (véase por ejemplo [14, Prop. 2, pag. 244], [113]).

Teorema 3.5.2 Sea ¢ : W — R una funcion integrable, tal que para toda
matriz unitaria U € U,11, se satisface que:

o(f.C) = d(fo U, U Q).

Sea J la integral definida a continuacion:

J = o(f, ONJp.cyp1 dW.
(f:,Q)ew

Entonces, las siguientes igualdades satisfacen:

J = o(f,¢) AV (f) dP (H{3),

fep (H(d)) /CEV(f)

NJ eo)P1
J =0, B f, eo) r LV

dVe,.
fEVE() NJ(fveO)p2 ’

Demostracién.— La primera de las dos igualdades resulta del Teorema 1.1.13
aplicado a p;. Para la segunda, también el Teorema 1.1.13 nos asegura que

J = / / NIgoPt v ap.
2P, (C) J feVy NJ(f, P2 n(C)-

Ahora, sea z € IP,,(C) un punto proyectivo cualquiera y sea U € U,,+1 una
matriz unitaria tal que Uey = x. Entonces, la aplicacién que manda f a
foU es una isometria de V, en V,. Por lo tanto,

NJya)p1 NJ(fot-1,Ue)P1
o(f, 1) LD gy / foU™ ' Ue : v, .
/fevx U2y J(f.)P2 Fe€Vey N J(foU-1,Ue)P2

Ahora, ¢(f o U1, Uey) = &(f,e0). Ademds, las aplicaciones definidas a

continuacién son isometrias:

W — w, P,(C) — Py(C)
(9,2) = (90U Y Uz2) z — Uz
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Por tanto, estamos en las condiciones del Corolario 1.1.12. Deducimos que

NJpor-1,Ue)P2 = NJ(f,e0)D2-

Un argumento simétrico con la aplicacién TP ( Z?l)) — P (H%) dada como

f— foU™! demuestra que

NJpor—1,0e0)P1 = NJ(f,e0)P15

y el teorema queda demostrado. |

A continuacién calculamos el valor de los jacobianos normales que aparecen
en el Teorema 3.5.2. De nuevo, el resultado que sigue generaliza los calculos
realizados por Shub & Smale en [113] (véase también [14, pdgs. 241-243]).

Lema 3.5.3 Sea f €V, un sistema tal que rank(Te, f) = m. Entonces, se
tiene:

1
NJ = ’
FelPY = et (Tdp + (Teg £)1)* (Teo F)T)
1
NJ(f,e())pQ

= det(Idm + (Too ) (T ))

Demostracion.— Como hemos visto en la Proposicién 3.5.1,

T(jeyW = {(g,2) € f+ x ef : gleo) + (Tey f)z = 0},

donde hemos elegido un representante de norma 1 de f. Sea K el nicleo de
la matriz diferencial de p1 en (f, eo). Esto es, K1 := Ker(d(s ,)p1)- Entonces,
Ky ={(0,z):x € Ker(Te, f)}, v

1

Nigeapr = Noo ((@ienp) lict) = Fryoommg—o 5771 =
) ,€0 1

1
— NJ,0)((df.e0)p1)T)

Sea 8 una base ortonormal de f* tal que los primeros m elementos de la
base son los sistemas

B = [X3,0,...,0],

B = [0,...,0, X3m].

Observamos que las primeras m coordenadas de cualquier sistema g :=
(g1, .-, 9m] € H?Zl) en esta bases coinciden exactamente con

g(eo) = (g1(e0), - - - gm(eo)).

Ademsds, tenemos las siguientes propiedades:
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= (difeoyp1) (B) = (B, 20), @i = —(Tey f)'(es), para 1 < i < m.
. (d(ﬁeo)pl)T(v) = (v,0), parav € B,v & {f1,...,0m}
Por lo tanto,
NJ(0,0)(d(fe0)p1)’) = det(Td + (Teo f)1)* (Teo 1)
En cuanto a po, obsérvese de nuevo que

1
N J(0,0)((d(f,e0)P2)T)

Ahora, tenemos la siguiente igualdad

NJ(ﬁeO)pg ==

Ker(dg.epp2)™ = {(9:0) : gleo) = 0} = (Br, ..., Bm) X €5,

donde (f31, ..., Bm) denota simplemente el subespacio generado por esos vec-
tores. Por lo tanto,

(difeqp2)'(€:) = (gires), 1<i<n.

donde las primeras m coordenadas de g; en la base § forman el vector
—(T, f)ei, y el resto de coordenadas son nulas. Concluimos que

NJ(O,O)((d(f,eo)p2)T) = det(Idn + (Teof)*(Teof))’

Finalmente, sea T,, f = U(D 0)V* una descomposicién en valores singulares
de T, f. Entonces, tenemos

D? 0

det(Idy + (Tog f)*(Toy f)) = det <Idn +V < 0 0

) V*> = det(Id,, + D?),

y ademas
det(Idy, + (Teo f)(Teo f)*) = det (Idy, + UD?*U*) = det(Id,, + D?),
luego deducimos que
det(Idn + (Teo f)"(Teo f)) = det(Idm + (Teo f)(Teo £)"),

lo que termina la demostracién del Lema. [ ]
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3.5.1. Demostracion del Teorema 3.1.6

El Teorema 3.1.6 es consecuencia inmediata del Teorema 3.5.2 y del siguiente
lema técnico.

Lema 3.5.4 Sea f € V., un sistema tal que rank(Te, f) = m. Con las nota-
ciones anteriores, tenemos:

NJ(f,e0)P1

NJ(f,e0)P2 = det((Teo f)(Teo f)°)-

Demostraciéon.— Por el Lema 3.5.3,

NJ(ﬁeo)pl . det(Id,, + BB*)
NJ(ﬁeo)pZ N det(Idm + (BT)*BT)’

donde B :=T¢,f € My,xn(C). Entonces,

1 NJgeppr  det(Idn + BB*)
3t (BB) Ny s~ et(BB* + BB-(BBT)

Ahora, observamos que BB*(BY)*Bt = B(B'B)*Bf. Ademas, por las pro-
piedades elementales de la pseudo inversa de Moore-Penrose, Bf B € M,,(C)
es autoadjunta. Esto es,

B'B = (B'B)*.

Por tltimo, B es sobreyectiva, luego BB = Id,,. Por lo tanto,
det(BB* + BB*(B")*B') = det(BB* + BB'BB') = det(BB* + Id,,),

y el lema queda demostrado. |

3.5.2. Algunas consecuencias

Como consecuencia casi directa del Teorema 3.1.6 obtenemos algunos resul-
tados que pasamos a exponer a continuacion.

Lema 3.5.5 Sea ® : [0, +00] — [0, +00] una funcion integrable. Entonces,
se tiene la siguiente igualdad:

& (u™)_(£.0)) dV(f) dP (H™) =
/fGP(Hz)) /CEV(f) (:unorm(f C)) (f) ( (d))
I / B(1{rra (s €0)) det ((Teg ) (Teg f)*) dVi-
FEVe,
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Demostracion.— Sabemos que para todo elemento (f,{) € W y para toda
matriz unitaria U € U,,+1(C), se tiene que

15 (£, C) = 1 (f 0 U UTYQ).

(véase la identidad (1.11)). Por lo tanto, también se satisface la siguiente
igualdad:

(I)(lur(l?:))rm(fa C)) = q)(lur(l?:))rm(f oU, U_1C))
El lema se sigue del Teorema 3.1.6, aplicado a ¢ := ® o ug;)rm. [
Este ultimo lema adquiere una forma muy particular cuando los grados
d;, 1 < i < n son todos iguales a 1. En efecto, presentamos el siguiente
resultado,

Lema 3.5.6 Sea ® : [0, +00] — [0, +00] una funcion integrable. Entonces,
se tiene la siguiente igualdad:

MeP (me(nJrl)((c))

O O (k') (M) det(MM*) dIP (Mo xn(C)),
MEP(M'HLX'!L((C))
donde el representante de M en la ultima integral se elige de modo que
[M][p=1.

Demostracién.— Consideremos el Lema 3.5.5 en el caso de que (d) :=
(1,...,1) € N™. Entonces, IP( Z’;)) se convierte en P (M, (n11)(C)), ¥

el nimero de condicionamiento ,ug))rm(M ,(), donde ¢ # 0 esta en el nicleo

de M, coincide con mg)(M ). Por lo tanto, ugg)rm(M ,¢) no depende de la
solucion ( elegida, y el Lema 3.5.5 se escribe como sigue.

/ & (5™(M)) vl Ker(M)] dP (Mo (i) (C)) =
MEeP (Mo x (nt1)(C))

Un (135 (M) det((Toy M) (Tey M)*)) Ve,
MGVeO

Ahora, en el caso lineal tenemos que
‘/60 = {M € IP(MmX(n-l-l)((C)) : Meg = 0}7

es un subespacio lineal de IP (M, (,11)(C)) que se identifica del modo obvio
con IP (M5, (C)). En efecto, una matriz pertenece a Vg, si y solamente si
su primera columna es igual a cero. Ademads, bajo esta identificacion, el
condicionamiento /-ig) ~definido independientemente en IP (M, (n+1)(C))
y en P (M, (C))— no cambia. Finalmente, sea M € P (M;,x,(C)) una
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matriz cualquiera, y sea (0 M) € IP(M,xn+1(C)) la matriz obtenida al
anadir a M una columna de ceros. Entonces, se tiene que

Teo(o M) = (0 M) |e(J)-:M

para algin representante fijado tal que |[M||r = 1. El lema se sigue, dado
que vy [Ker(M)] = ¥ para casi toda matriz M € IP (M, (n41)(C))-
]

A continuacién escribimos un 1til resultado técnico que nos permite rela-
cionar la integracién de ciertas funciones en el espacio de sistemas de ecua-
ciones con la integracién en el espacio de matrices asociado. El esquema de
prueba es muy similar al que se sigue en la demostracién del teorema prin-
cipal de Shub & Smale en [113], aunque nuestro enunciado es mucho maés
general.

Teorema 3.5.7 Sea (d) = (dy,...,dp) tal que d; > 1 para algin i, 1 <i <

m. Sea @ : [0,+00] — [0, +00] una funcion integrable. Entonces, se tiene
la siguiente igualdad:

/feP(

27”9N . nm e mD/ N m— nmt2nm+2m lg( )dt,

/ (:unorm(f C)) (f) dIP( (d))
CeV(f)

M)

donde

(T) M
(@)= [ o <’“‘D( )> 0P (Mo (i) ().
MEP (Myx (ny1)(C)) t

Demostracién.— Sea S'(V,,) la esfera de radio 1 en V,,. Esto es,
SH(Vey) = {f € Mgy |fla =1, f(eo) = 0}

Sea 7 : S*(Vey) — L, la proyeccién ortogonal. Observamos que S'(V,,) es
una esfera de dimensién 2N — 2m + 1, y para cada f € Le, || flla < 1, el
conjunto 771 (f) es una esfera de dimensién real 2N —2m + 1 — 2nm y radio
(1 —|If]A)"/2. Por lo tanto, el volumen (2N — 2m + 1 — 2nm)-dimensional
de #71(f) es

v lE T () = A= AN P20 e (3:5)
Ademas, se comprueba facilmente que
NJpi = (1= [|#())|2)"2.
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Denotamos por I(®) la integral en el espacio de sistemas polinomiales que
queremos calcular. Esto es,

Por el Lema 3.5.5, se tiene que

/ D(ult) o (£,0)) V() dIP (M),
CeV(f)

M)

1(®) =9, D(1{n (f, €0)) det ((Tey £)(Teg £)*) dV.

J€Ve,

Ahora, por la estructura Riemanniana del espacio proyectivo complejo, ten-
emos que:
Un P (tiohm (f, €0)) det(Teo /) (Teo f)*) dVey =
J€Ve,
U,
2 fe Sl (Veo)

D1 (£, €0)) det (Teg £)(Teg f)*) dS* (Vey).-

Por el Teorema 1.1.13 (Férmula de la Co-érea), esta tultima expresion es
igual a:

U / det((Teg9)(Tee9)*) .1
Py O (pima (9, €0)) IVTCRN R
27 JfeLe, Joer-1(s) (L= fI2)2

Ahora, si g € #71(f), entonces se tiene que

(r)
(") _fp W) o
/Lnorm(g7 60) ||7;Z)eo(f)HF y Legd eof'

(f) dLe,.

Deducimos pues que I(®) es igual a

On e [0 W () det(T (L))
21 J feL., Vi1 (7 ()] < 0o (F)I 7 > (1= fI2)2 €0’
flla<1

Por la ecuacién (3.5), deducimos que I(®P) es igual a 9,9 N —m—nm multipli-
cado por

(r)
2N [ o Weolf)) ) g .
/feLeo oI ( PREIP ) Aet(Teo /) (Teo f)7) AL

Iflla<t

Denotemos a := N —m—nm. Entonces, de nuevo el Teorema 1.1.13 aplicado
a 1, muestra que

(r)
_fizyes [ foWe () 4, , _
/feLeo e < oo ()1 ) det((Te /) (Teof)") Ly

flla<t
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(r)
der(a@) [ (1 M]3 e (“D (M)) det(MM*) dMymn(C) =

MEMmxn(C) | M|
M p<1
K/(T)(M)
D (1—[|M[[7)® | L det(MM™*) dMyxn(C).
MEMumxn(C) M| F
Ml <1

En coordenadas polares, esta dltima expresion es igual a

! _ 12\« H(DT)(M) * t _
p/ou £2) /”M”F:tq)(it det(MM*) dS' (Myn(C)) dt =

1 (r)
)8 50 D)\ gt (arar) ast
D/O (1—t2)2t /”M||F:1<I>< , >d t(MM*) dS* (Myxn(C)) dt,

donde hemos denotado (3 := 2mn+2m—1. Ahora, para cada eleccién posible
de t € [0, 1], se tiene que

(r)
/”MH =1 ? (I{Df(m> det(MM*) dSl(men((C)) =

(r) M
zzﬂ/ o (S0 4ot (MALY) dIP (M (C)),
MEP (Mynxn(C)) t

donde el representante de M en la ultima férmula se elige de modo que
||M||7 = 1. Consideremos la funcién real

o, [0,+00] — [0,4]
s — @(%)

Entonces, podemos escribir

(7’) M
27r/ d rp (M) det(MM*) dIP (Mpxn(C)) =
MEP (Myxn (C)) t

o / By(k7) (M) det (MM*) dIP (Mynxn(C)),
MGP (M'mxn ((C))

y por el Lema 3.5.6, esta ultima expresién es igual a

Q9n—m

2w /
Ip MEeP (M, (nt1)(C))

(k) (M) dIP (Mo (n11)(C)).

Hemos demostrado por lo tanto que I(®) es igual a 274, _,, 4D multiplicado
por

1
/ (1— )00 / By(k5) (M) dIP (M (11 (C)),
0 MeP (me(n+1)((c))
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y el teorema queda demostrado. |

Demostramos a continuacién un resultado ya conocido, si bien nuestra prue-
ba es particularmente elegante a partir del Teorema 3.5.7.

Corolario 3.5.8 Para todo sistema de ecuaciones f € IP(H%), excepto
para un conjunto de medida nula, se tiene que el conjunto de soluciones
V(f) es una variedad proyectiva lisa de dimension n —m, y su volumen es:

Un—m|[V ()] = In—mD.

Demostracion.— La primera parte del corolario ha sido ya indicada con ante-
rioridad. En efecto, una de las posibles formas de demostrarla es utilizando
el Teorema 1.1.4 aplicado a la proyeccién pi: Deducimos que para casi todo
sistema de ecuaciones f € IP (H?Zl))7 se tiene que f es un valor regular de p;.
Por el Corolario 1.1.6, concluimos que su anti-imagen por p; es una variedad
diferenciable compleja de dimensién n — m. Ahora, hemos visto que pl_l( f)
es difeomorfa a V(f), luego V(f) es una variedad diferenciable (ademéds de
algebraica) de dimensién n —m. Nos ocupamos ahora de la igualdad para el
volumen de esa variedad (médulo un conjunto de medida cero). Si aplicamos
el Teorema 3.5.7 a la funcién constante ® = 1, obtenemos que

/ Vn—m[v(f)] dP (Ha)) = 27779N—m—nm19n—m19nm+m—1p X
feP (H)

1
X/ (1 _ t2)N—m—nmt2nm+2m—1 dt
0
El valor de esta ultima integral es bien conocido:

1T(nm +m)['(N —m —nm+1)
2 I'(N +1) ’

Usando que para todo nimero natural k € N se tiene que
,n.k

Vp= ———
T Tk+1)
concluimos que

1
VP (H) [P (H{)]

/ V[V (£)] P (H}) = VD
JEP (7))

Por otro lado, para todo sistema f € IP( Z?l)) tal que V(f) es una variedad
proyectiva de dimensién n — m (condicién que acabamos de ver que es se
cumple para casi todo f), el Corolario 2.2.7 implica que

Vn-m[V ()] = On-m deg(V (f)), (3.6)
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donde deg(V) es el grado geométrico de V. Concluimos que

el
m deg(V'(f)) dIP (H{g)) = D.
ve () P (RG] pew o) @

Por otro lado, la desigualdad de Bézout garantiza que
deg(V(f)) =D, VfeP(Hy).

Deducimos que deg(V(f)) = D para casi todo f € P (H{)), v el corolario
se sigue de la ecuacién (3.6). [

3.6. Distribuciones de probabilidad de los niimeros
de condicionamiento generalizados

En esta seccion aplicaremos el Teorema 3.5.7 y los resultados obtenidos en
el caso lineal (Capitulo 2) para estudiar la distribucién de probabilidad del
condicionamiento generalizado ugz)rm. Esto es, demostraremos el siguiente
resultado técnico a partir del cual se deducirdn las estimaciones de proba-
bilidad y las cotas para esperanzas de los teoremas de la Seccién 3.1.4.

Teorema 3.6.1 Sea (d) = (di,...,dy) tal que d; > 1 para algin i, 1 <i <
m. Sea € > 0 un numero real. Supongamos que r > 2. Entonces, tenemos:

1
n—m 4 : 1(17:))rm > - dIP (H{j) <
e / ooy V) (1) > 7 AP 0

ore' 39, _ D (\/Nmr(n +1)¢

Ademas, sir =1, tenemos:

) 2(m—r+1)(n—r+2)

1
n—m 4 : g%))rm ) - dP t <
VP(H’(Z))[]P (H?Zl))] /fEP(’HZ’é)) v [< € (f) 2 (f () > € ] ( (d))

0n_mp(\/]v€)2nm+2m.
Demostracién— Aplicamos el Teorema 3.5.7 a la funcién @, : [0, 400] —

[0, +00] definida como

1

B.(s) 1 sis>¢e™
s) =
‘ 0 en otro caso.

Esto es, ®. es la funcién caracteristica del intervalo (¢!, +00). Obtenemos
que

1

v () [P (H(G)]

/ VnemlC € VI s ihan(F:C) > &1 dIP (K
feP (HG)
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1
= 279N —m—nmn—mD / (1 — 2)N-m=nmynm+2m=1g (o) qt,
0
donde
Gu(2) = Vnmtm1[M € P (M (nan) (C) : 555 (M) > e714].

Primero, supongamos que r > 2. Por el Lema 2.5.1, conocemos una cota
superior para la cantidad G;(e). De todas formas, preferimos utilizar la cota
proporcionada por el Teorema 2.3.6 sin simplificaciones. Esto es, si denota-
mos

a:=nm+m-—1, b:=m-r+1)(n—r+2),

entonces, tenemos que

) < vt ()

donde C(a,b) es la constante del Teorema 2.3.6.
Ahora, tenemos la siguiente acotacién (expuesta después del Teorema 2.3.6):

bla—b) (a\> b(a — b) I(a+1) a
Cla,b) < de'/Pn=—"— <b> = de!in—— T+ O)l(a—b+1) (b)

Hemos demostrado pues que

1
ve () P (H(G)]

/ VnemlC € V(P ik (£, €) > €71 dIP (HTY) <
FEP (M)

2
ve () [P (RG]

I'(a+1)(a —b) a—1
b+ 1)(a—b+1) <b—1

1
/ (1 - t2)N—a—1t2a—2b+1 dt.
0

TIN—a—1Un—-m¥UasD X

4et/3 7

e «

Esta tultima integral tiene un valor conocido:

1T(N —a)l(a—b+1)
2 T(N-b+1)

Sabiendo que para todo numero natural £ > 0 se tiene que

P

U= Thx1)

obtenemos que

1
n—m 4 : g))rm ’ ! dIP (H{; <
e TR w16 SV Ml 10 > 1 00
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b

Nb ab 2%
A

21e"/* DI,y (V Nare)?,

puesto que b > 2, a > 5. Queda demostrado pues el caso de que r > 2.

Supongamos ahora que r = 1. Para toda matriz A € IP (M, (n+1)) se tiene
(1)

que ky,’ (A) := 1. Por tanto, tenemos que:

4 /3D, (0 —b) <N ) (Z: i) (Vre)? <

47! PDY,_(a —b)

Gi(€) = Vnmsm—1[{M € P (Mo (1) (C)) : 65 (M) > e71¢)] =

0 sie”lt>1
Inm+m—1  €n otro caso .

Por tanto, tenemos que

1
ve o ) [P (RG]

/ VnemlC € V]t b (£:€) > 7] dIP (M)
feP (M)

o 27779N—m—nm19n—m19nm+m—1p
v () [P (H(G)]

/8(1 . tZ)N—m—nthnm+2m—l dt <
0

219N —m—nmPn—mPnm4+m-1D ginm+2m

y[IP (H’(Z))] 2nm + 2m

vp (H™

(@
N

ﬁn—mp <nm N m) 62nm—i—2m < ﬁn_mp(\/ﬁg)2nm+2m’

como queriamos . ]

3.7. Estabilidad en media del conjunto de solu-
ciones

Como hemos indicado en la introduccién de este capitulo, la estabilidad del
conjunto soluciéon de un sistema de ecuaciones f puede ser medida de dos
modos diferentes (ambos con la forma de un nimero de condicionamiento):
(m) — mix p™ bi (M) .— F (m) .
luworst(f) = Cgl‘?“(};) :unorm(fv C)v omen My (f) = HCeV(f) [Mnorm(f? )]
Estudiamos a continuacion el valor esperable de ambos condicionamientos.
Las conclusiones de nuestro estudio son muy significativas, y pueden leerse
en la introduccion de este capitulo. Durante esta seccién, suponemos que
(d) = (di,...,dy) es tal que d; > 2 para algin i, 1 <i <m.
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3.7.1. El valor esperable de ug’?’

En esta seccién demostramos el Teorema 3.1.8. Escribamos la version técnica
de este enunciado:

Teorema 3.7.1 Sea m > 2. Entonces, el valor esperable del nimero de

condicionamiento ,ugw) satisface:

Ep (H@))[MQT)] < 3mvnN.

Ademds, si m =1, tenemos la igualdad:

I'(N + D)I'(n+1/2) N
Er (g i) = T(N+1/2T(n+1) \/;

Demostracion.— La cantidad Ep (H}’é))[“m que queremos estimar es la es-

peranza en el espacio de sistemas IP (H%) de la funcién

M) = ot oy P10 V()
Por tanto, se trata de estimar la siguiente cantidad:
1 1 (m) m
et P () /femm vV () /gevé‘;;"fm(f C) AVLS) AP ()

Definimos la siguiente cantidad auxiliar,

K= [ [ (1.0 avip) dP ey,
reP () Jeev(n)

El Corolario 3.5.8 garantiza que:

Ep (hy1) )] =

e I GH pNOn-mD

Calculemos pues una estimacion para Kg). Por el Teorema 3.5.7, sabemos
que

1
K@) = 270N —m—nmUn—mD / (1 — ¢2)N=m=nmy2nm+2m=2 3y
0
multiplicado por

/ KU (M) dIP (Mo (ns1)(C)).-
MeP (me (n+1) ((c))
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Ahora, se tiene que

1
/ (1 _ t2)N—m—nmt2nm+2m—2 dt =
0

IT'(N —m —nm+ 1'(nm+m —1/2)
2 (N +1/2) '

Por lo tanto, se tiene la siguiente igualdad:

Ny T'(nm+m—1/2) E [m(m)]
(N + 1/2)L(nm + m) PMpx 1) (©)UVD -

’C(d) = Q9n_mD7T

Deducimos que

N+ 1DI'(nm+m—1/2) m
(m)) — (m)

El caso m = 1 del teorema se sigue del Corolario 2.5.6, que afirma que

1
EP(MM(HD(C))[R%)] =1

Para el caso m > 2, también por el Corolario 2.5.6 tenemos que

PN 4+ D0(m+m —1/2) m?2(n +1)
T(N + 1/2)0(nm + m) “h—m+3/2

Ep (1) ()] <

Las desigualdades de Gautschi (véase [43, Th. 3] para cotas muy finas)
garantizan que, para x > 0,

NSy PRl B ey

I(z+1/2) —

Por lo tanto, tenemos que

m m?2(n +1
Ep (0 ) [0y)] < 2/ ey/N +1/x nt 1)

(n—m+3/2)/nm+m —3/4

Algunos célculos elementales muestran que esta cantidad estd acotada su-

periormente por
3mvnh,

para toda eleccién posible de n > m > 2. En efecto, tenemos que

N>mn+1)m-—1>nm.

Por lo tanto, deducimos que

1 m32(n +1)
721/46\/]\7—1—171' <
3mvnN / (n—m+3/2)y/nm+m—3/4
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ol+1/4¢ 1 1 mn+m
1+ —/1+ -/ ——— <
9 TN n\ nm+m —3/4
2l+1/4, ) 1 ) 1 6 )
o V' TV Ta\e—3a s

Finalmente, hemos demostrado la desigualdad

Ep (H;’;))[Mg@] <3mvnN,

que era el objetivo del teorema. |
3.7.2. El valor esperable de ;™

En esta seccién demostraremos el Teorema 3.1.9. La demostracién de dicho
enunciado requerird una serie de resultados previos. Comenzamos con el
siguiente

Lema 3.7.2 Sean f € H?Zl)’ ¢ € C" tales que f(¢) =0, rank(T, f) = m.
Entonces, para todo vector v € C™, se tiene la siguiente igualdad:

(de )T = ((def) |ex)Tv.

Demostracién.— Para un operador lineal sobreyectivo entre dos espacios de
Hilbert L : £y — E5, se tiene que

L' =io (L(KerL)i) >

donde 7 es la inclusién en E7. Ahora, si f es un sistema de ecuaciones y (
es una solucién de f, se tiene que d¢ f(¢) = 0. Por lo tanto,

(def)T =i 0 ((def) lreraeryr)

((de f) ’gl)T =10 ((dcf) ‘(Ker(dcf))l)_17

donde i es la inclusién en C"*1. Esto termina la demostracién del lema. m

Sea (f,() € W un punto de la variedad de incidencia. En la ecuacién (1.12)
hemos definido la cantidad vo(f, ), que permite controlar la convergencia del
operador de Newton proyectivo (véase Teorema 1.7.2). Ademds, la definicién
de 7(f,¢) es independiente de los representantes de f y ¢ usados para
calcularlo.

El siguiente resultado se demuestra con facilidad a partir del Lema 3.3.1.
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Lema 3.7.3 Sea (f,() € W wun punto en la variedad de incidencia. En-
tonces, se tiene la siguiente desigualdad:

d3/2
70(.]07 C) < Tur(lrgr)m(fa C)

Demostraciéon.— Consideramos dos representantes fijados de f y ( tales que
Ifla = |I¢ll2 = 1. Podemos escribir

4 1/(k—1)
Y0(f;¢) = méx (ch)TA(d)lﬂA(d)—l/zC_ <
k>1 A
2
1/(k=1)

1A )2 £l
k!

. 1 1/2)1/(k=1)
méx [[(Te f)' Ad) Il

Por el Lema 3.3.1, obtenemos que

d3/2 ) B
Y0(f;€) < TI£§¥||(T<f)TA(d)l/2H§/(k ) _

d3 /2 d3/2

—H(TCf)TA( )1/2”2 T:u'norm(f C)
como queriamos. La ultima igualdad de este razonamiento se sigue de la
identidad (1.10) [

El siguiente resultado se sigue de los argumentos de Shub & Smale y Dedieu
en [112, 34].

Proposicién 3.7.4 Sea f € IP( ) ¢ € V(f) tales que uﬁi?r)m(f, () < 0.
Sea ' € V(f) otra solucion de f, tal que

- \/§d3/2
u = dp (Clv C)Mgor)m(fv C) 2 <1l- \/5/2
Entonces, se tiene la siguiente desigualdad:

(1—w)?

:unorm(f C ) = m norm

(f, Q)

Demostracién.— Denotamos por f,(,(" algunos representantes fijados de

f,¢, ¢, tales que || flla = [[¢]l2 = [[{ll = 1. Ademads, podemos elegirlos de
tal modo que

<£7 £,>2 € RO’J’_-
Observamos que T¢ f(T¢ f ) es la identidad en ¢ L. Por lo tanto,

:u’norm(f C) = H(T f)TA( )1/2”2
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(T T L 2I(Te )T A2 = (T ) Tef ol (£ ©)-

Concluimos que basta con demostrar que en las condiciones del lema, se
tiene la siguiente desigualdad:

1—u)?
T. AT < (7
H( gi) giHQ 22 —4u+1

Ahora, por el Lema 3.7.2,
(T TSIl = (g £) [y ) e Ny ll2 = I(der £ de £l

Sea y(f,¢) la siguiente cantidad, que es muy similar a la introducida en la

Seccién 1.8:

d(k)f 1/(k=1)
(£, Q) = méx | (d f)f Qk!_ :

2

si d¢ f es sobreyectiva. Por el Lema 3.7.2, tenemos que

Y(f,€) =(f,0)-

Por lo tanto, por el Lema 3.7.3 deducimos:

(£, Q) < ulmn () C)

Por otro lado, se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

1€ = llz = vV2(1 = (¢, N2)V? = V2(1 — V1 —dp (¢, {)2) 2 <

Deducimos que

HQ - £/|’27( ) < \/7dP (C C ):u’norm(f C)
Finalmente, por [116, pg. 20] o [34, Lem. 127] sabemos que esto implica que

(1—w)?

d. f)d <7
it gi) Qﬂb ~ 2 —du+1’

y el lema queda demostrado.
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Corolario 3.7.5 Sean e > 0,s > 1 dos numems reales positivos. Sean f €
P(H{y), ¢ € V(f) tales que e~ U ufm (f.¢") < +o00. Sea ¢ € V(f) otra
solucion de f, tal que

ar (¢ C)—d\?»f/;7 <1_ 2ss—1>'

Entonces, tenemos la siguiente desigualdad:

Mnorm(f» <)

se’

Demostracion.— Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que

1
:unorm(f> <) < E

Entonces, se tiene:

VEPR VB ( [T5) LVARR
. ' (m) _
u = d]P (C 7C)/Lnorm(f> <) 9 — d3/2 (1 25 — 1> 2

s V2
1 1 Y2
< 23—1>< 2

Por lo tanto, por la Proposicién 3.7.4, tenemos que

1— 2
= 2111(27411/)4_1 norm(f C)

(- (=)
2(1—%)2—4(1—\/E>+1

Mnorm(f C)

pim o (f,¢) <

S
%-1 1
_1
2s—1

SE

lo que es falso por hipétesis. [ ]

El siguiente resultado es una cota superior para la distribuciéon de probabil-
idad de ,u‘(;ZESt en IP( ?Zl))'

Teorema 3.7.6 Sea 0 < ¢ < d3/2 un mimero positivo cualquiera, y supong-
amos que m < n. Entonces, para un sistema elegido al azar f € IP(H’(Z)), la

probabilidad de que u(m) (f) >¢e 1 esalo sumo

worst

2(n—m)

2D |10NY2mn!/2d%/? (6N 2mn!/? ]t
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Demostraciéon.— Sea T, C IP(H(md)) el conjunto definido como sigue:

T.:={f € P(Hj) : 3C € V(f) nloda(f:¢) > 7'
La probabilidad que queremos estimar es igual a

vp () [ 1] 1

= 1dIP
ve () (P (H@)L v gy [P ()] /feTs (H@)-

Para todo real positivo s > 1, definimos la siguiente cantidad:
MINE,S = JI}él’jI} Vn—m[c € V(f) :u'norm(f C) > 1/(36)]

Demostraremos que M 1N, s es un nimero positivo para s > 1. Por lo tanto,
se tiene que
v () [TE]

<
vp (H) (P (H?;))] B

1
v (1 ) [P (W) IMIN: s /feTE Vn-m[C € V(F) : n{gh(£,€) > 1/(se)|dIP (H[})) <
1
n—m 14 norm dIP (H .
e gy WP (R IM TN Jyep ) (€€ V)2 mioh(£.C) > 1/ (sE)ldIP (M)

Por el Teorema 3.6.1, tenemos que

1
neml[C € V() : pli7) (7, 1 dIP
e PO o 16 € V) M0 02000 0 <

ome' 0, DIsNY?m(n + 1)1/2 g2n—m+2) <
ﬁn_mD[seNl/zmnl/2 6]2(n—m—|—2) )
Concluimos la siguiente desigualdad:

VP(HEZ))[Tg] . z9n_mD[seN1/2mn1/2 E]2(n—m+2)

@))[]P (Hm))] N MIN, s ’

Vp(H

para todo real positivo s > 1. Ahora, podemos dar una cota inferior para

MIN, ;. En efecto, sea f € T, un sistema, y sea ¢’ € V(f) una solucién tal

que ug?r)m( f,¢") > e~ 1. Podemos asumir que todo punto de V (f) es regular,

pues el conjunto de sistemas que no satisfacen esa condicién tiene medida
cero en IP(H( )) y no afecta para propdsitos de integracién. Entonces, por
el Corolario 3.7.5, tenemos:

Un-m[C € V() : il (£.0) > 1/(se)] >
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Vn—m

V()N Be (c’,%s (1— 288_1>>] ,

donde Bp(z,\) es la bola en PP, (C) centrada en x de radio A, para la
distancia proyectiva dp. Ademds, V(f) es una variedad proyectiva de di-
mensién n — m. Por el Teorema 2.3.2 podemos dar una cota inferior para

esta cantidad:
\/55 S
!
- — >
V(f)N Bp <C,d3/23<1 23—1> >

2(n—m
Lo (e T
27T (@3/2 2s — 1 ’

siempre que se satisfaga la siguiente desigualdad:

()2 o1

Deducimos que en ese caso,

2(n—m)
1 V2e [ s
> —,_ _— — .
M[Na78_219n m<d3/23<1 23—1))

Finalmente, esto implica la siguiente desigualdad:
]2(n_m) s eNY2mnl/? g4

=

que se satisface para todo nimero s > 1, siempre que se tenga la condicién
(3.7). Sea s := g > 1 ese numero. Entonces, tenemos que

Vn—m

vp () [ 1]
v (rem) [P (HG)]

e
< 9D | = N12pmnl/2q3/2
- [\/5

VP(HE’(;))[Ts] e ja 17253/ 2(n—m) [6N1/2mn1/2 et
—5 <2D N mn*'“d =)’
vp (H%)[IP (H(d))] \/i <1 _ 12(;/6 1)

y el teorema se sigue del hecho de que
e

A1)

Hemos impuesto la condicién (3.7). Algunos calculos elementales muestran
que basta con

< 10.

€ §d3/2.

Finalmente, obtenemos la cota para la esperanza buscada, demostrando el
Teorema 3.1.9.
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Demostraciéon del Teorema 3.1.9 Primero, supongamos que n > m.
Seat>1/ d3/% un ndmero positivo. Por el Teorema 3.7.6 tenemos que

2(n—m) 4 1

2D [10N1/2mn1/2d3/2] (6N 2mn!/?] "

Por el Lema 2.5.4, concluimos que:

(2D)'/4 [10Nl/2mnl/2d3/2] 2 N 22

(m)

Ep (HEZ)) [Mworst] <

Q| W~

Ahora, observamos que
%21/46 <10,

y el teorema se sigue en el caso que m < n.
Finalmente, supongamos que m = n (el caso estudiado por Shub & Smale
en [113]). En este caso, tenemos que

m m m m 1
Prob[f € P(H[) : s (£) > 1] = Problf € P (M) : oy (f) > il <
. [ V) (1.0 > 1) dP )
vp (H%)[IP (H{gy)] FEP (HT) 1/t

Por el Teorema 3.6.1, esta ultima cantidad es a lo sumo

n\* n*

YoD <en\/nN Z) =D <en\/nN Z) .

Por el Lema 2.5.4, esto implica que

m 4

Er () lHonst) < 5D/ 'env/nlV.

En particular, el teorema es cierto pues %e < 10. ]

3.8. El valor esperable del radio de convergencia
del operador de Newton en dimensiéon positi-
va

Exponemos a continuacién la demostracion del Teorema 3.1.10. El primero
de los items es consecuencia del segundo, pues si la funcion vyyerst > 0 al-
canzase el infinito en un conjunto de medida no nula necesariamente la
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esperanza seria infinita. Nos centramos pues en los dos tultimos items del
teorema. Como hemos indicado en la Seccién 1.4, ecuacién (1.4), tenemos:

E'H’(Z) [’onrst] = EP (Hz)) [’onrst] .

Por la Proposicién 3.1.2, se tiene que

d3/2
Yworst < T/chlorst(f)‘

Deducimos que
d3/ 2

[’Vworst] < TEP ('HZ’;)) [:u;znorst]a

y el segundo item se sigue del Teorema 3.1.9. El tercer item se sigue de forma
inmediata de la desigualdad de Jensen, esto es,

E
H{

1 1
e [2] 2 21
¢] — Ex[9]
donde X es un espacio de probabilidad y ¢ una variable aleatoria. Como,

en nuestro caso, por el Teorema 1.8.2, el radio de convergencia es ﬁ/uiot(f),
WOrs

hemos terminado la demostracion. n
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Capitulo 4

Una Solucion Probabilista al
Problema 17 de Smale

4.1. Introduccidn.

Durante la primera mitad de los afios 90, M. Shub y S. Smale sentaron las
bases para una nueva concepcién del andlisis numérico. Se centraron en el
problema de la resolucién numérica de sistemas de ecuaciones polinomiales
en la serie de articulos [112, 113, 114, 115, 116]. El trabajo realizado por Shub
& Smale quedd, no obstante, incompleto. En efecto, el problema esencial de
encontrar una solucién aproximada de un sistema de ecuaciones no pudo ser
resuelto en su totalidad, ya que si bien se abria la puerta por primera vez
a la existencia de un algoritmo que realizase esa tarea, se trataba en todo
caso de una demostracién no—constructiva que no permitia trasladar a la
practica los resultados obtenidos. En vista de ello, Stephen Smale propuso
en su lista de problemas mateméticos para el siglo XXI [119] superar esa
barrera y encontrar un algoritmo descrito explicitamente que funcionase, en
media, en tiempo polinomial en el tamano del input.

En el presente capitulo completamos parte del programa iniciado en la serie
de trabajos [112, 113, 114, 115, 116]. Los resultados que aqui exponemos
estdn esencialmente contenidos en el articulo [11]. Como en [115], el espa-
cio de inputs es el espacio de los sistemas de ecuaciones homogéneas cero—
dimensionales Hg) := HZ‘d), con la estructura de Kostlan definida en la
Seccién 1.4. Como hemos venido haciendo en capitulos anteriores, denotare-
mos por d := max{d;} el miximo de los grados de los polinomios, y por
N +1 la dimension compleja de H gy como espacio vectorial.

El problema 17 de Smale es enunciado, en sus propias palabras, como sigue:

Can a zero of n complex polynomial equations in n unknowns be found ap-
prozimately, on the average, in polynomial time with a uniform algorithm?

En otras palabras,
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Existe un algoritmo que calcule ceros aproximados de sistemas de ecuaciones
polinomiales en tiempo polinomial en promedio?

Smale pide por tanto un resultado de naturaleza probabilista. La palabra
“uniform” referida al término algoritmo, se refiere simplemente que el algo-
ritmo encontrado debe ser descrito explicitamente, no mediante argumentos
no—constructivos como en [115].

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo. Supone una
respuesta probabilistica positiva al Problema 17 de Smale.

Teorema 4.1.1 Eziste un algoritmo probabilistico, con probabilidad de fra-
caso acotada, verificando las siguientes propiedades:

» FEl tiempo de ejecucion es polinomial en n, N, d.

» Para cada input f € Hg), el algoritmo calcula o bien un cero aprozi-
mado proyectivo de algin cero (exacto) de f, o bien failure.

» Sea F el conjunto de los inputs | € H gy, tales que el algoritmo calcula
un cero aprorimado proyectivo de f. Entonces, la probabilidad de que
un input al azar f esté en F es mayor que

1
1——.
N

4.1.1. Resultados principales.

Queremos por tanto un algoritmo con la siguiente estructura:

Input: Un sistema de ecuaciones homogéneas f € Hqg).

Output: Un cero aproximado proyectivo z € IP,,(C) de f asociado con algin
cero exacto ¢ € V(f) (en el sentido de la Seccién 1.7.1).

Esta clase de algoritmos no se disefian, en principio, para resolver todos los
sistemas f € H ), sino una larga clase de ellos. En principio, por ejemplo, el
procedimiento que propondremos no pretende resolver sistemas singulares.
A lo largo de este capftulo, denotaremos simplemente por X4 C Hg) (o0
indistintamente X4 C P (H(q))) la clase de los sistemas f tales que V(f)
contiene una solucién singular, que ha sido denotada en ocasiones anteriores
por E?d_)l. Como acabamos de indicar, las paginas que siguen no pretenden
resolver sistemas en Xg).

El esquema bésico que seguiremos es el algoritmo de deformacién homotépi-
ca de Newton como ha sido descrito en [116, 115]: Dados dos sistemas
f,9 € Hig) \ X(q), consideramos el “segmento” de sistemas entre f y g,

U= {f:=(1—t)g+tf,tel01]} (4.1)
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SiT'NY (g = 0, entonces existen curvas reales formadas por pares de solucién
y sistema asociadas con ese segmento:

Ci0) ={(f&) : G€V(f),t€[0,1]}, 1<i<D:=]]d

i=1

El operador de Newton puede ser utilizado para construir una poligonal que
sigue muy de cerca esas curvas de soluciones C;(I') en la variedad de inci-
dencia. El procedimiento asi descrito trata de producir un cero aproximado
proyectivo z; de f (esto es, en t = 1), a partir de un cero aproximado o
exacto zg de g (esto es, en t = 0). Podemos formalizar estas ideas como
sigue.

Definicién 4.1.2 Un esquema de deformacion homotépica de Newton (que
abreviaremos como NHD) con par inicial (g, z0) € Hy x IP(C) y funcion
de recursos ¢ : Hgy X Rt — R* es un esquema algoritmico basado en la
stguiente estrategia:

Input: f € Hig, € € RT.

» Realizar (f,e) “pasos de homotopia” siguiendo el segmento (1—t)g+
tf, t €0,1], comenzando en (g,zp), donde zy es un cero aproximado
proyectivo de g asociado con algin cero (y € V(g).

Output:
O bien failure, o bien
un cero aproximado proyectivo z; € P, (C) de f.

Un algoritmo basado en NHD es un algoritmo que construye una poligonal
con ¢(f,e) vértices, de modo que el vértice inicial es (g,29) y el vértice
final es el punto (f,z1) para algin z; € P,(C), siendo z; el output del
algoritmo. La poligonal es construida por “pasos de homotopia” que van
de un vértice al siguiente. Por lo tanto, ¢(f,e) es el nimero de pasos de
homotopia realizados por el algoritmo. Hay distintos modos de realizar esos
pasos de homotopia, entre los cuales se encuentra el operador proyectivo de
Newton, como ha sido descrito en [110, 112, 88].

El ntimero real € se utiliza normalmente para controlar el niimero de pasos
(a través de la funcién (f,e)) y la probabilidad de fracaso del algoritmo
(esto es, la probabilidad de que un input f € H 4 no sea resuelto en ¢(f,¢)
pasos con par inicial (g, z9)).

Una buena eleccion del par inicial (g, z9) debe garantizar que el nimero de
pasos ¢(f,e) serd razonablemente pequetio con alta probabilidad. Estable-
ceremos este concepto en la siguiente definicién, inspirada en el paradigma de
algoritmo numérico que hemos esbozado en la Introduccién de esta memo-
ria. Las construcciones que se hacen a continuacién pueden hacerse para
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cualquier funcién polinomial p € R[T},T5, T3, Ty]. Para evitar arrastrar no-
taciones engorrosas, a partir de ahora consideraremos ese polinomio p fijado,
como sigue:

Vn,N,d>1,e>0, p(n,N,de ') =108 N3d*2 (4.2)

Definicion 4.1.3 Sea ¢ > 0 un numero real positivo. Decimos que un par
inicial (g,20) € Hg) x IP(C) es e-eficiente para NHD si el esquema NHD
con par inicial (g,20) y funcion de recursos

o(f,e) == 1030 N3d'e™2, ¥V f€Sa, e>0
satisface la siguiente propiedad:
Probyses, [f € Sa : NHD encuentra un cero aproximado proyectivo de f]
>1—c.

El resultado principal del articulo de Shub & Smale [115] demuestra que
para cada € > 0, existe un par (ge, () € H(g x IPo(C) que es e—eficiente
(véase el Teorema 0.0.1). Este resultado supone un avance espectacular en
la historia de la eficiencia de resolucién de sistemas polinomiales. Conduce
al siguiente procedimiento basado en NHD:

Input: f € Hg), e € RT.
» Computar (ge, () (el par e—eficiente cuya existencia garantiza [115]).

» Realizar un mimero polinomial (en €~',n,N,d) de pasos de homo-
topia, siguiendo el segmento (1 —t)g + tf, t € [0,1], empezando en
(957CE)-

Output:
O bien failure, o bien
un cero aproximado proyectivo z € IP,,(C) de f.

Este procedimiento parece dar la respuesta deseada, puesto que puede cal-
cular ceros aproximados proyectivos de la mayor parte de sistemas de ecua-
ciones (con probabilidad 1 — €). Sin embargo, tiene tres puntos débiles.
Primero, los autores de [115] demuestran la existencia de algin par (g, (.),
pero sin obtener detalle alguno sobre cémo construirlo. Evidentemente, sin
un modo de calcular este par inicial, el esquema que acabamos de escribir
no puede ser llevado a la préactica. De hecho, no podemos garantizar que sea
un algoritmo, pues ni siquiera sabemos si g. es calculable o si (. es com-
putable. La falta de pares e—eficientes conducen a la conjetura de Shub &
Smale (como se escribe en [115]) y al Problema 17 de Smale.
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Un segundo aspecto que deseariamos mejorar es la dependencia del punto
inicial (ge, ;) del valor e. En tercer lugar, observamos que no bastaria con
calcular el sistema inicial g., sino que nos hace falta conocer la solucién
particular (., que debe ser un cero aproximado proyectivo de g.. De hecho,
Shub & Smale en [115] asumian que (. es un cero exacto de g., lo que anade
el problema de calcularlo, pues esto no es garantizado ni siquiera a partir
del conocimiento de un cero aproximado proyectivo.

Por lo tanto, cualquier algoritmo basado en esta NHD requiere la resolucion
“a priori” de dos tareas de considerable dificultad: Calcular un sistema de
ecuaciones g. tal que alguno de sus ceros (. proporciona un par e—eficiente,
y resolver el sistema g. para calcular la solucion “exacta” (., sin que quede
claro de qué naturaleza es esa solucion.

El calculo de soluciones “exactas” debe ser descartado para obtener un algo-
ritmo razonable. Procedemos por lo tanto del modo opuesto al que acabamos
de sugerir: Elegimos a priori un punto complejo (. € IP,(C), para el que
deberiamos conocer la existencia de un sistema g. tal que (g-,(.) es un
par e—eficiente. La existencia de ese sistema es un hecho que se sigue facil-
mente de los argumentos en [115]. Pero, una vez mds, esa demostracién no—
constructiva no permite garantizar la existencia de un algoritmo ni tampoco
describirlo explicitamente.

En este capitulo mostraremos una solucion a estos problemas. El método que
proponemos es probabilistico y no asume ningiin conocimiento a priori, y es
capaz de resolver la mayor parte de los sistemas de ecuaciones polinomiales.
Comenzamos con la siguiente nocién.

Definicién 4.1.4 Una clase G C Hg) X P,,(C) se llama conjunto questor
para pares eficientes si para todo numero real € > 0, la probabilidad de que
un par elegido al azar (g,() € G sea e—eficiente es mayor o igual que

1—e.
Entonces, demostraremos el siguiente resultado.

Teorema 4.1.5 Para toda lista de grados (d) = (di,...,dy), existe un con-
Junto questor para pares eficientes, Gq), que resuelve la mayor parte de los
sistemas en Hqy en tiempo polinomial en el tamario del input N.

La existencia de un conjunto questor G5 C Hg X P,(C) como el que
acabamos de describir proporciona otra variacién, de naturaleza proba-
bilista, de los algoritmos basados en NHD. En efecto, fijemos un conjunto
questor Gy (que no depende del € > 0 que elijamos). Entonces, tenemos el
siguiente esquema basado en NHD.

Input: f € Hey, e € RT.
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» Elegir al azar (g,¢) € Gq)-

» Realizar un nimero polinomial (en €~ n, N,d) de pasos de homotopia
siguiendo el segmento (1 —t)g+tf, t € [0,1], empezando en (g,().

Output:
o bien failure, o bien
un cero aprozimado proyectivo z € IP,(C) de f.

De todas maneras, un resultado existencial como el Teorema 4.1.5 no propor-
ciona una solucién al problema principal de [115], pues seguirfamos siendo
incapaces de disenar un algoritmo concreto. Por ello, mostraremos una clase
tratable algoritmicamente G(4), y demostraremos que es un conjunto questor
para pares eficientes. La exposicion concreta de la clase que proponemos re-
quiere algunas notaciones previas que pasamos a describir a continuacién.

4.1.2. Descripcion explicita del conjunto questor

Recuperamos las notaciones y conceptos de la Seccién 1.4 (nos restringimos,
naturalmente, al caso cero-dimensional, esto es, m = n). Entonces, sea Y
el siguiente conjunto compacto, definido como el producto de bolas afines
cerradas:

Y :=10,1] x Bl(LeLO) X Bl(MnX(nH)((C)) C R x CN*tL

donde B 1(Lelo) es la bola cerrada de radio 1 en LeLO con respecto a la métrica
canénica (no la métrica heredada de Kostlan), y B (M, (,41)(C)) es la bola
cerrada de radio 1 en el espacio de matrices complejas nx (n+1), con respecto
a la métrica estandar de Frobenius (véase Seccién 1.2). Consideramos Y
equipada con la métrica producto, y la estructura Riemanniana asociada.
Sea 7 € R el nimero real definido como sigue:

nZ+n
N

Ahora, fijemos una aplicacién cualquiera € : M, (5,11)(C) — Up41 tal que
para cada matriz de rango maximal M € M, (,41)(C), (M) es una matriz
unitaria con

MQ(M)eg = 0.

En otras palabras, (M) transforma eg en un vector de médulo 1 del nicleo
de M. Los enunciados que siguen son independientes del modo en que
diseniemos la aplicacién Q (hay muchas formas de disenarla, con técnicas
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de Algebra Lineal elemental). Definimos la aplicacién G(g) : Y — V¢, como
sigue: Para cada punto (t,h, M) € Y, Gq)(t,h, M) € V¢, es igual a

1 1/2 A—1p 1 M M
1 — 72t tzmZeang LT, 0 .
(1= ) gy + T < °Qmau~ QMﬂw>>>

Observamos que G(q) no estd definida en el caso de que M sea de ran-
go no maximal. No obstante, este detalle carece de importancia pues esta-
mos tratando con probabilidades y el conjunto de matrices no regulares de
M x (n+1)(C) tiene medida nula.

Finalmente, denotamos por Gg) la clase definida por la siguiente igualdad:

Q(d) = Im(G(d)) X {60} - H(d) X IPn((C) (43)

Obsérvese que G(4) estd contenida en la variedad de incidencia, y que todos
los sistemas en I'm(G(4)) comparten un cero comin eg. Esto es, estéan todos
resueltos por construcciéon. Consideramos G4y equipada con la distribucion
de probabilidad heredada de Y via G(4). Esto es, para elegir un punto al azar
en G4y, elegimos un punto al azar eny € Y, y calculamos (G 4 (), €0) € Ga)-

Teorema 4.1.6 Con las notaciones anteriores, la clase de sistemas Q(d) es
un conjunto questor para pares eficientes en H(d). FE'sto es, para todo nimero
real positivo € > 0, la probabilidad de que un par elegido al azar (g,ep) € oo
sea e—eficiente es mayor o igual que

1—=¢.

Obsérvese que para esos pares e—eficientes (g, ep) € G(4), la probabilidad de
que un input elegido al azar f € H(, sea resuelto por NHD con par inicial
(g, e0) realizando O(n° N3d3c~2) pasos de homotopfa es al menos 1 — ¢. Por
tanto, y como es usual, la existencia de un conjunto questor constructible
implica inmediatamente la existencia de un algoritmo. Por ello, el Teorema
4.1.1 es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.6. Como un ejemplo de
aplicacion, sabiendo que el niimero de operaciones que requiere un paso de
Newton es del orden de O(nN log, d), tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.7 FExiste un algoritmo probabilista que resuelve los sistemas
homogéneos de grado 3 (esto es, sistemas en H(s))), realizando un mimero
de operaciones aritméticas del orden de

O(n=72)

con probabilidad mayor o igual que 1 — €.
Tomando por ejemplo € = # podemos resolver casi todos los sistemas de
ecuaciones de grado 3 en tiempo O(n?%). La probabilidad de éxito es al menos
del— L.

n
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Podemos dar una versién mas fuerte del Teorema 4.1.6. En efecto, obsérvese
que dicho resultado puede interpretarse como sigue: Para todo ¢ > 0, el
conjunto

& :={(9,e0) € G : (9, €0) es € — eficiente} C Gq)

satisface:
Prob(g cg)eg [(9,€0) € E] > 1 —&.

Una pregunta natural es si existe algin par (g, eg) € G(a) que sea e—eficiente
para todo € > 0. De hecho, podemos demostrar que no solo es asi, sino que
es muy probable encontrar dicho par (g, ep). Esto es, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 4.1.8 Con las notaciones anteriores, se E C Gy la clase definida

como sigue,
= m E..

0<e<1/2

Esto es, £ es la clase de los pares iniciales (g, eq) que son e—eficientes para
todo €, 0 < ¢ < 1/2. Entonces, se satisface la siguiente desigualdad:

3
PrOb(gveO)eg(d) [(97 60) S g] 2 Z

Nota 4.1.9 FEste resultado no es consecuencia inmediata del Teorema 4.1.6,
pues no podemos garantizar a priori ningun resultado de jerarquia entre las
clases & al hacer variar €. En efecto, para €,&' > 0, los hechos de que un par
sea e—eficiente o €' —eficiente no tienen por qué estar relacionados a priori.

El Teorema 4.1.8 significa que podemos encontrar, probabilisticamente, un
par inicial (g,eg) que es e—eficiente para todo € > 0. Esto es, un par ini-
cial que nos permite calcular un cero aproximado proyectivo de la mayoria
de los sistemas de ecuaciones (probabilidad de éxito 1 — ¢) en un tiempo
polinomial en la talla del input (O(n®N3d3s=?) pasos de homotopia), con
la ventaja adicional de que podemos cambiar el valor de € en funcién de
nuestros recursos, sin necesidad de cambiar de par inicial (g, eg).

El Teorema 4.1.6 y sus consecuencias representan un pequeno paso adelante
en la teoria de Shub & Smale para la resolucién de sistemas de ecuaciones.
Simplemente muestra la existencia de un algoritmo “uniforme”, probabilisti-
co, que computa informacién sobre las soluciones de la gran mayoria de
sistemas de ecuaciones en tiempo polinomial en el tamano del input.

4.2. Notaciones y resultados previos

En las secciones es que siguen utilizaremos las mismas notaciones que en las
secciones 1.4, 1.6 y el Capitulo 3, con la salvedad de que ahora trabajaremos
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en la esfera en el espacio de sistemas en vez de en el espacio proyectivo asoci-
ado. La estructura Riemanniana considerada en Hg) es la misma estructura
unitaria invariante que en el capitulo 3. Viene por tanto dada por la matriz
de Kostlan A definida en la Seccién 1.6 del Capitulo 1. No obstante, en oca-
siones utilizaremos también la estructura Riemanniana dada por la métrica
candnica usual. Representaremos por (H(d), can) el espacio con la métrica
canénica. Como hemos visto en el Lema 1.4.1, los espacios (H(d), can) y Hq)
son isométricos mediante la aplicacién A. Supondremos a lo largo de todo
el capitulo que al menos uno de los grados d; que aparecen en la expresion
de (d) es mayor que 1.

Para simplificar la notacién, durante este capitulo denotaremos respectiva-
mente por Sy Sa las esferas en (H(q),can) y H 4. Naturalmente, S se con-
sidera con la estructura candnica y Sa con la estructura unitaria invariante
heredada de la de H 4 (definida por la matriz de Kostlan A).

También utilizaremos las nociones relacionadas con la variedad de incidencia,
de un modo similar a como lo hemos hecho en el Capitulo 3. No obstante, los
conceptos ahora serdn sobre la esfera, en vez del proyectivo complejo. Por ello
volvemos a introducir algunas notaciones, para evitar posibles confusiones.
Sea f € H(g) un sistema de ecuaciones y ¢ € V(f) una solucién cualquiera
de ese sistema. Denotaremos por T¢ f la restriccién de la aplicacién diferen-
cial d¢f al subespacio tangente T¢IP,(C) = ¢+ C €1, consistente en los
elementos de C"*! ortogonales a la recta compleja ¢ € IP,,(C). En el caso de
que ¢ = ep, identificaremos T¢, f con su matriz en base natural {e1,...,e,}
(como en la identidad (1.8)).

Para todo punto ¢ € IP,,(C), denotamos por ng C Hq) el subespacio vecto-
rial dado por todos los sistemas de ecuaciones en H gy que se anulan en (.
En otras palabras,

Ve={f€eHy : f()=0eC"}.

Obsérvese que /VE es un subespacio vectorial de H 4y de codimension compleja
n. Consideramos de nuevo la variedad de incidencia W C Sa x P, (C),
aunque ahora los sistemas pertenecen a la esfera Sa en vez del proyectivo
P (H(g4))- Esto es, W viene dada mediante la siguiente igualdad:

W= {(f,{) €Sa xP,(C) : ¢ V(f)}
También consideraremos las proyecciones candnicas:
pl:W—>SA7 pl(f7C):f7v(f7C)e‘/7

y
p2: W —Py(C), paf.Q):=¢V(f,Q) V.

Podemos identificar de manera obvia pl_l(f) =V(f)y pz?l(é) _ /VE NSa =
SL(V¢). Desde ahora, denotaremos V; := Py Q).
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En la Proposicién 3.5.1 hemos visto las propiedades de la variedad de in-
cidencia en el caso proyectivo. Estas propiedades se conservan cuando con-
sideramos que los sistemas estan en la esfera. Esto es, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 4.2.1 (Shub & Smale) La variedad de incidencia W es una
subvariedad diferenciable conexa de la variedad producto Spn x P, (C), de
codimension real 2n. Ademds, las fibras Vi son subvariedades diferenciables
de W de codimension real 2n en V.

Denotaremos por Z‘/( o S W el conjunto de puntos criticos de pi, esto es,
Z’(d) ={(f,Q) e W : Tf ¢ GL(n,C)}. También denotamos por ¥ g :=
pl(Z’( d)) el conjunto de valores criticos de p;. Como se indica en [115], los dos
resultados que escribimos a continuacién se siguen del Teorema de la Funcién
Inversa. Incluimos una demostracién topoldgica del segundo de ellos por no
estar explicitamente incluida en [115] y por completitud de esta memoria.

Proposicién 4.2.2 (Shub & Smale) Sea g € SA un punto, y sea La C
Sa un circulo mdzimo en Sa, tal que g € La. Supongamos que LANY (q) = 0.
Entonces, py (La) \ p; ({—g}) consiste en D arcos abiertos en W. Sea
¢ € V(g) una solucion de g. Denotamos por ARCp, 4¢ el arco abierto en

Py (La) \ pi ' ({—g}) que contiene al punto (g, ().

Proposicién 4.2.3 Sea (f,9,() € SA x W un punto tal que f & {g,—g}.
Sea £A(f, g,C) la componente conexa en pl_l(SA(f, g))\pl_l({—g}) C W que
contiene el punto (g,¢). Si £A(f,g,¢) no corta a Z‘/(d), entonces es una curva
diferenciable. Esto es, en las condiciones de la Proposicion 4.2.2 tendriamos:

La(f:9,¢) = ARCg,(1,9).9.c-

Ademds, para cada h € £a(f,g9) \ {—g}, existe una tnica solucion (' €
IPn((C) de h tal que (hv C,) € 2A(f797 C)

Demostracion.— Consideramos la restriccién

D= D1 lea(rg.0— Lalf,9) \ {—g}-

Como £4(f,g,¢) no corta a E’( ay tenemos que p es una aplicacién regular.
Por el Corolario 1.1.6, £A(f, g, () es una variedad diferenciable de dimensién
1, esto es, una curva diferenciable. Deducimos también que para todo h €
Im(p), p~'(h) es un conjunto discreto (y, dado que h es un sistema de
ecuaciones polinomiales, un conjunto finito). Demostramos ahora que p es
sobreyectiva.

Supongamos que no es asi. Entonces, existe un sistema b’ € £A(f,9) \ {—g}
tal que p~Y(A') = 0. Sea v : [0,1] — L£A(f,9) \ {—g} una curva tal que
7(0) = gy v(1) = h'. Sea tyg € (0,1) el infimo de los valores de t tales
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que 5 1(y(t)) = 0. Sea ¢, € Po(C) € 5! (v (to— 1)) una solucién de
ol (to — %), para todo n € N (suficientemente grande). Entonces, la suce-
sién (Cp)nen tiene una subsucesién convergente por ser IP,,(C) compacto;
llamemos y € P, (C) al limite de esa subsucesién. Por continuidad de las
soluciones, y es solucién de y(tp). Las componentes conexas de un espacio
topolégico son siempre cerradas, por lo que deducimos que y € p~(y(to)).
Ahora, y es por tanto una solucién regular de h, con lo que p; y p son reg-
ulares en (h,y). Por el Teorema de la Funcién Inversa, existe un entorno
de h que es difeomorfo, via p~!, con un entorno de (h,y) en £a(f,g,¢).
En particular, existe un entorno de h tal que todo punto de él tiene una
anti-imagen en £A(f, g, (), lo que contradice la hipdtesis.

Queda pues demostrado que p es sobreyectiva. Por otro lado, de nuevo debido
a que p es regular, al Teorema de la Funcién Inversa y a que p—'(h) es
finito para todo h € £a(f,9) \ {—g}, deducimos que p es una aplicacién
recubridora, esto es, que para todo h € £a(f,g) \ {—g}, existe un entorno
Up de h en £A(f,g9) \ {—g} v entornos {V;}1<;< de las anti-imédgenes de
h de forma que p : V; — U, es un homeomorfismo para todo 1 < ¢ < k.
Por tltimo, es bien sabido que toda aplicacién recubridora de un espacio
conexo en otro simplemente conexo es en realidad un homeomorfismo (véase
cualquier libro de texto de Topologia). En particular, p es biyectiva y la
proposiciéon queda demostrada. |

Notacién 4.2.4 A partir de ahora, para f # +g y ¢ € V(g), denotamos:

,Unorm(fa g, C) = sup {Nnorm(ha C,)}
(h7</)€2A (fug’C)

4.2.1. Algunas acciones unitarias

Como hemos indicado ya (véase por ejemplo la Seccién 3.5), la variedad
de incidencia W es invariante mediante la acciéon de U,41 en el producto
Sa x IP,,(C). Esto es, la aplicacién que sigue es una isometria para toda
matriz U € Up41:

v: W — w
(f,y) — (foU 1 Uy).

Ademas, U € U, 11 define isometrias entre las fibras de ps. En efecto, dados
dos puntos proyectivos ¢, (" € IP,,(C), y dada una matriz unitaria U € U, 1,
tal que U¢ = (', la restriccién

Uvls v, — W
foo= foU!
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es también una isometria entre esferas. Obsérvese que los siguientes diagra-
mas son conmutativos:

w Y woow L ow

Pl Ip pal L p2

sa Y2 sa P L P,O©)

Sea f € V,, un sistema. Consideramos el nimero siguiente:
DET(f,eo) := det(Te, f(Teo f)F),

donde el simbolo * denota trasposicién conjugada compleja.
El siguiente resultado se sigue del Lema 3.5.4.

Proposicién 4.2.5 Con las notaciones anteriores, sea (f,() € W un punto

reqular de p1. Entonces, tenemos:
NP1 _ NJ(fov,eq)P1
NJpop2 NJ(fov,eo)p2

= DET(foU,eg),

donde U € Up+1 es una matriz unitaria cualquiera tal que Ueg = (.

Demostracién.— La primera de las dos igualdades es consecuencia de la in-
variancia unitaria, utilizando el Corolario 1.1.12 del Capitulo 1. El Lema
3.5.4 demuestra la segunda igualdad en el caso en que p; y p2 son consid-
eradas con dominio en el espacio proyectivo complejo P (H ) en vez de
en la esfera Sa. Ahora, comprobamos que este cambio no afecta al calcu-
lo. En efecto, dado un punto (f,eg) € W, los espacios tangentes TySa y
TyIP (Hq)) sélo se diferencian en el vector V—1f € T§Sa. Ahora, el vector

(V=1f,0) € T(,¢)W satisface:

» V=1f =d(fe)p1(V—1f,0) es ortogonal a g = d ¢ .,)p1(g, *) para cada
(9733) € T(f,eo)W tal que <(97$)7 ( V _1f70)>T(f760)W =0.

u (\/—_1f, 0) S KeT(d(ﬁeO)pg).

Por lo tanto, el volumen de la imagen por d;c,)p1 0 d(fq)p2 de un cubo
unidad contenido en el ortogonal al nicleo respectivo no varia, y ambos
jacobianos normales NJ(y p1 y NJ(f ¢ p2 quedan igual al considerar como
dominio Sa o P (Hg))- [

4.2.2. Homotopia y condicionamiento

Para todo par (f,() € W, denotaremos por finerm(f,¢) el nimero de condi-
cionamiento no-lineal de la definicién 1.6.1. Esto es,

kp(A(d) V2T f)

1@ Tl

pnorm (f, Q) = (T )~ Ad) 2|2 =
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donde el representante ¢ ha sido elegido de modo que |||z = 1. Sabemos que
Unorm €S invariante bajo la accién unitaria del grupo U,+1. Esto es, dados
(f,¢) e Wy U € Upt1, tenemos:

Nnorm(fy C) = Nnorm(f o U_la UC)

Para cada ntimero real positivo € > 0, consideramos los conjuntos ( ’( d))g -
Wy (¥a))e € Sa dados como sigue,

(E/(d))e = {(f> C) € W : ,unorm(fa C) > 5_1}7
(E(d))a = pl((zl(d))a) = {f S SK(H(d)) : 30 e V(f)7 :u'norm(fa C) > 6_1}'

Ambos conjuntos son invariantes bajo la accién de Uy, 1.
Sea g € SA un sistema de ecuaciones. Para cada circulo maximo La que

contiene a g y tal que La N Xy = (), y para cada niimero positivo € > 0,

denotamos por 7Z(L) el nimero de arcos abiertos en p; ' (La) \ p; ({—g})

que intersecan al conjunto (¥g))z. En otras palabras,

TI(L) :=4{C € V(g) : ARCL, g N (X(a)): # 0}
Esta definicién tiene sentido gracias a la Proposicién 4.2.2. Entonces, para
cada real positivo € > 0, y para cada circulo maximo La C Sa tal que
La NXg =0, definimos

Te(La) :==sup7d(L). (4.4)
geL

4.2.3. La homotopia lineal.

La homotopia lineal propuesta por Shub & Smale trata de encontrar un cero
aproximado proyectivo de sistemas f € SA mediante el siguiente método.
Primero, consideramos otro sistema g € Sa, con un cero conocido (. Elegi-
mos también un nuimero natural k£ > 1, representando el niimero de pasos
de homotopia que vamos a realizar. Consideramos la siguiente secuencia de
sistemas:

1 1
5 = 1—— - J> SS . 4
h ( k>g+kf 0<i<k (4.5)

Obsérvese que hg = g, hy = f. Entonces, podemos considerar la secuencia
de puntos definida como sigue:

zo:=Co, T = Np,(mi-1),1 <i<k. (4.6)

Este tipo de algoritmos se conocen como Newton Deformation Homotopy.
Como hemos hecho en la introduccion de este capitulo, abreviaremos esta
expresion por NHD. El siguiente resultado controla el niimero de pasos k nece-
sarios para garantizar la convergencia en funcién de la cantidad piporm. Su
demostracién puede encontrarse (implicitamente escrita) en [14]. Incluimos
una demostracién por completitud de esta memoria.
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Proposicién 4.2.6 (Shub & Smale) Sean f,g € Sa dos sistemas, y sea
¢ € IP,,(C) una solucion de g. Ademds, sea k(f,g,¢) € N un nimero natural
tal que:

k(f7 9, C) 2 Cld3/2un01‘m(f7 g, <)27
donde c¢1 := ﬁ > 0 es esa constante universal. Entonces, NHD con par

inicial (g,¢) y k(f,g,C) pasos de homotopia, con input f, devuelve un cero
aproximado proyectivo z de f. Ademds, se tiene la siguiente desigualdad:

/ 3_ \/7
dr(z,¢") < 2d3/2 jinorm (f, 9, )’

donde ' € V(f) es la tinica solucion de f que estd en £A(f,g,().

Demostracion.— Denotemos k := k(f,g,() € N y para cada natural i, 0 <
i < k, sean h;, z; como en las identidades (4.5) y (4.6). Por el Teorema 1.7.2,
basta con demostrar que

3-VT
2d3/2

dT(ziygi)Nnorm(.ﬁ.% C) S VZ € {ka}a (47)
donde (; es alguna solucién (exacta) de h;. De hecho, bastarfa con poner
un d*?2 en el denominador, pero la expresién (4.7) tal y como estd escrita
facilita el proceso de induccion. Demostramos esta afirmacion por induccion
eni € N. El caso ¢ = 0 es trivial, porque { = (p es una solucién de hg = g. Sea
ahora ¢ > 1. Estamos asumiendo que k < +00. Por lo tanto, finorm(f,g,¢) <
+oo y £a(f,g,() no interseca a Z’( 4> dque hemos definido como

Z'd) ={(h,y) € Sa x IP,,(C) : h(y) = 0, rank(dyh) <n—1}.

Entonces p1 : £A(f,9,() — £a(f,g) es una biyeccién (véase la Proposicién
4.2.3), y su inversa asigna a cada sistema h € £a(f,g), h # —g, la tnica
solucién de h en £a(f, g, (). Denotamos por (; := pl_l(hi) la solucién asoci-
ada a h;. Esto es, (; es la unica solucién de h; que pertenece a £a(f,g,().
Por [14, Prop. 2, page 272], se tiene la siguiente desigualdad (que en realidad
es una consecuencia inmediata del hecho de que tinorm €s ntimero de condi-
cionamiento, esto es, que controla la variacién de las soluciones en funcién
de la variacion del sistema):

dr(Gi, Gi—1) < ||hi = hi—1||aftnorm (f5 95 C)s

donde dp es la distancia de Fubini-Study en P, (C) y ||h; — hi—1]|a es la
distancia entre h; y h;—1 en Hg). Ahora, obsérvese que f,g € Sa. Por lo
tanto,

2 2
hi - 7, - 1. L '
H 1HA Hf g” k‘ Cld3/2,unorm(fagv <)2
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Concluimos que

2 _ 53 —V7)
Cldg/zﬂnorm(.ﬁ g7 C) 14d3/21ur101‘m(f7 g? C) '

Por otro lado, la desigualdad triangular implica que

dr(Gi, Gi-1) <

dr(zi-1,G) < dr(zi-1,Ci-1) + dr(Gi-1, G)-
Por lo tanto, por hipétesis de induccion,
dr(zi-1,G) < tan(dr(zi-1,Gi—1) + dr(Ci-1,G)) <

tan 3~ \/7 + 5(3 — \/7) =
2d3/2/‘norm(f> 9, C) 14d3/2“n01”m(f’ 95 C)

tan( 6(3_\/7) >< 3_\/7

7d3/2:u'norm(fa g, C) N d3/2,Uznorm(fa 9 C)

La dltima desigualdad se sigue del hecho de que

en (0,1) y que evaluada en x = M €s menor que %. Por el Teorema 1.7.2,

concluimos que z;_1 es un cero aproximado proyectivo de h; con cero aso-
ciado ¢;. Por la definicién de cero aproximado proyectivo (Definicién 1.7.1),
tenemos:

tanx

=E es una funcion creciente

1 3T
dT(ziagi) = dT(Nhi(zi_l)’Ci) S §dT(Zi—17<i) S 2d3/2/~ln0rm(fvg7 C),

y queda demostrada la ecuacién (4.7). [

4.2.4. Una estimaciéon de volumen para circulos maximos

En esta subseccion demostramos la Proposicion 4.2.9, que atribuimos a Shub
y Smale pues, si bien no estd explicitamente escrita en [115], es consecuencia
bastante directa de los resultados y técnicas de ese articulo. Recordemos que
hemos denotado por S := (S*(H(y)), can) la esfera de radio 1 para la métrica
usual en H 4. Durante este capitulo, usaremos notaciones mds comodas para
el volumen. Para un conjunto medible A; C S, denotaremos por v[A] el
volumen de A, mientras que en el caso Ay C Sa, denotaremos simplemente
vA[As]. También consideramos las variedades diferenciables Sx Sy Sa X Sa,
con la estructura producto. Para conjuntos medibles Ay C S x S, Ay C
Sa X Sa, también denotaremos sus volimenes respectivos por v[A;], va[As].
Por el Lema 1.4.1, las aplicaciones

Al:S — Sa.
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AP x AT S xS — Sa X Sa.
son isometrias. En particular, tenemos que

alV+1

vA[Sa] = v[S] = 2m.

Sea L la variedad diferenciable consistente en los circulos maximos de S, con
la estructura Riemanniana natural, invariante por transformaciones ortog-
onales. Para todo conjunto medible A C L, sea v,[A] el volumen de A con
respecto a esa estructura Riemanniana. Suponemos que la forma de volumen
dL ha sido normalizada de modo que v [L] = 1. Sea O 42 el grupo de ma-
trices ortogonales de lado 2N + 2, que actia isométricamente en el espacio
vectorial CV*T1 = R2N+2, Es decir, para todo conjunto medible A C S, se
tiene que:
v[A] =v[04], VYO € Oano.

La siguiente aplicacién es una isometria para toda matriz ortogonal O €

Oan42:
O: L — L
L — OL ={0feS:fel}.

Para todo elemento L € L, consideramos el circulo maximo La C Sa
definido como La := A™'L = {A7'f: f € L}. Para cada elemento L € L
tal que Lo NYy) = () podemos considerar el nimero 7(g, L) definido como
sigue:

7(e,L) :=71(La),

donde 7. es como fue definido en la ecuacién (4.4). Para cada sistema f €
Sa \ ¥(q), podemos considerar el nimero positivo §(e, f) € N definido como:

e, f) == t{C € V(f) : bmorm(f,¢) >}

También denotamos por LA el conjunto de todos los circulos maximos en
Sa. En el Capitulo 3, hemos obtenido algunas cotas sobre la distribucion
del nimero de condicionamiento no-lineal. Sin embargo, en esta seccién uti-
lizaremos la cota més fina obtenida por Shub & Smale para el caso particular
de pfinorm = ,ugé)rm El siguiente resultado se puede encontrar en [113, 14].

Teorema 4.2.7 (Shub & Smale) Para todo nimero real positivo € > 0,

se tiene:

1 3 274
NN /feSA f(e, f) dSa < n’(n+ 1)N*De".

El siguiente resultado, también debido a Shub & Smale, es consecuencia
inmediata de una desigualdad que aparece en la prueba del Teorema 2 de la
Seccién 2 de [115].
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Lema 4.2.8 (Shub & Smale) Para todo niimero real positivo e > 0 y para
todo circulo maximo L € L, se tiene:

=2\ 7! 1
el < () [, Ko danD),

donde ¢ > 0,09 es una constante universal.

Demostracién.— Por definicién, 7(e, L) = 7.(A™'L) = supye -1, 7 (A7'L).
Ahora, por [115, Teor. 2, Sec. 2] sabemos que la cantidad 77 (A~ L) est4 aco-
tada para todo g € L por

2\ 7! 1
(77) [ He=ndas

y el lema se sigue. |

El siguiente resultado se demuestra implicitamente en [115]. Incluimos una
demostracién por completitud de esta memoria.

Proposicion 4.2.9 Sea ¢ > 0 un nudmero real positivo. Entonces, tenemos:
32m 3/2, 3 2.2
7(e, L) dL < —d°’*n’(n + 1)N“De*,
LeL c

donde ¢ > 0 es la constante universal del Lema 4.2.8.

Demostracién.— Por el Lema 4.2.8,

/Leﬁ ( ) = <d3/2> /LGE /GA L 26 f) Lo db =
-1
() foof pemam e

Por el famoso Teorema de Santalé de Geometria Integral en la esfera (cf.
Teorema 1.1.14),

/ / #(2e, AT f) dL dL = 2wff€Sﬁ(2€’A_lf) =
LeL JfelL v[S]
Como A~! es una isometria de S en Sa,
1
v[s] fes
y el Teorema 4.2.7 implica que:

1
v[Sal

1

ﬁ(2€ A~ 1f) [SA] /feS ﬁ(2€7f) dSAv

/ #(2¢, f) dSa < 16n3(n 4 1)N?De?.
feSa
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Entonces,

2\ —1
/ T(e,L) dL < <%> 32mn3(n + 1) N?De?,
LeL d3/

y la proposiciéon queda demostrada.

4.3. Una serie de reducciones geométricas

En esta seccién realizaremos una serie de reducciones a partir de los re-
sultados debidos a Shub & Smale expuestos arriba. La expresién final se
utilizard en secciones siguientes para demostrar los teoremas principales de
la introduccién de este capitulo. Cada subseccién contiene una de esas re-
ducciones.

4.3.1. De circulos maximos a pares de sistemas

Sea ® C S x S el conjunto definido como sigue.

D:={(f9) €SxS : [f=g]VI[f=—gl}

Definimos la aplicacién
£:SxS\D — L,

tal que para todo (f,g) € SxS\D, el conjunto £(f,g) € L es el unico circulo
maximo en S que contiene a f y a g. También consideramos el conjunto

QA = {(fvg) GSA XSA : [f:g]\/[f:_g]}v

y la aplicacién
LA :SAXSA\ DA — LA,

tal que para todo (f,g) € SA X Sa \ Da, el conjunto £A(f,g) es el tnico
circulo maximo en SA que contiene a f y a g. Demostramos el siguiente
resultado de Geometria Integral, en el estilo de los teoremas de Santalo.

Lema 4.3.1 Sea ¢ : L — R una funcion integrable. Entonces, tenemos la
siguiente igualdad:

csxs PE(f,9)) d(S xS
f(ﬁg) = (V;S]zg)) ks ):/Le£ (L) dL.
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Demostracion.— El Teorema 1.1.13 (Férmula de la Co-drea) aplicado a
£:SxS\®D — L, implica que:

/ (L(f.g)) d(S x ) =
(f,9)€SXS

1
(L) / ———de L) dL. (4.8)
/Leﬁ (foeer(L) Nipgt

Comprobamos que la integral interior de esta tltima expresién es una con-
stante. En efecto, sean L1, Ly € L dos circulos maximos, y sea O € Oy 2
una matriz ortogonal tal que OL; = L. Consideremos la siguiente isometria:
Ox0O: SxS\® — SxS\?D
(f,9)  — (Of,0g).

Entonces, (O X O)g-1(,) €s una isometria entre £71(Ly) y £7!(La). De
nuevo el Teorema 1.1.13 aplicado a ésta nos proporciona:

1
——de (L) =
/(fhgl)esl(Ll) NI, L

1
— de (L)
/(f2792)€21(L2) NJ(O’1f270*192)£

Ahora, sea (f,92) € £71(Ly) un par cualquiera. Sean fi = O71fy, gh =
O~1gy las preimagenes respectivas mediante O de f5 y g2. Observamos que:

OoL=2L£0(0x0), (0xO0)(f.95) = (f2,92)-
Por tanto, el Corolario 1.1.12 garantiza que:
NJify90)L = NJ(fé,g/Q)S = NJo-14,,0-19,) %,

y deducimos que la integral interior en la ecuacién (4.8) es constante. Sea
C' esa constante. La misma ecuacién (4.8), aplicada a la funcién constante
® =1, se transforma en:

/ 1d(SxS)= C dL.
(f,9)€SxS Lel

Deducimos por tanto que C' = v[S]?, y el lema queda demostrado.

Proposicion 4.3.2 Sea ® : L — R una funcion integrable. Entonces,
tenemos:

Jis.gyesaxss PE(AS,Ag)) d(Sa xSa)
NG = /Lec ®(L) dL.
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Demostracion.— La demostracion se sigue inmediatamente del Lema 4.3.1,
sabiendo que A™! x A™! define una isometria entre S x S y SA X Sa. ]

Proposicion 4.3.3 Con las notaciones anteriores, tenemos la siguiente de-
sigualdad:

/ Te(L£a(f,9))dSadSa < va [SA]232—7T€2713(71 +1)N?Dd%/?,
SAXSA C

donde 7. es la funcion definida en la Subseccion 4.2.2.

Demostracion.— Obsérvese que 7-(£a(f,9)) = 7(e, L(Af, Ag)), definido en
la Subseccién 4.2.4. Por la Proposicién 4.3.2, tenemos:

/ (e, &(Af, Ag))dSadSa = I/A[SA]z/ 7(e, L)dL.
(f,9)€SAXSaA Lecl

La desigualdad se sigue de la Proposicion 4.2.9. |

4.3.2. De pares de sistemas a la fibra en ¢

Tenemos el siguiente resultado, que es la version para la esfera del Teorema
3.5.2 (enunciado para el espacio proyectivo complejo). La demostracién es
idéntica a la de ese resultado. En esta ocasién, utilizamos las proyecciones
p1y p2 con dominio en la esfera Sa.

Proposicion 4.3.4 Sea & : W — Ry una funcidn integrable, tal que para
toda matriz unitaria U € U,41 se tiene que:

(f,¢) =@(foU U ).

Sea J la integral definida a continuacion:

J = (f, )N Iy, )p1 dW.
(f.Q)ew

Entonces, se tienen las siguientes igualdades:

J = > ®(f,¢) dSa,
FE5a ceviy)
NJ(fe0)p1
J =0, B(f,e0)—7—— dVe,.
feveo NJ(fveO)p2 ’

134



Usaremos esta proposiciéon de un modo similar a como usamos el Teorema
3.5.2 en el Capitulo 3. La siguiente definicién juega un papel principal en
nuestras demostraciones posteriores. Para cada (g,() € W, sea

1

Ac(g,Q) = valSAl

/ Xe(tmorm(f9,C))dSa,
fESA

donde x: es la funcién caracteristica de intervalo (¢, 00] y pnorm (f, 9, ¢) es
como en la nota 4.2.4. Obsérvese que para un par dado (g, (), la cantidad
Ac(g,(¢) es la probabilidad de que alcancemos un sistema al azar f € Sp de
modo que encontremos un condicionamiento finerm > ¢~ ! en el camino. Por
lo tanto, en virtud de la Proposicién 4.2.6, si encontramos un par (g, () tal
que A.(g,() sea muy pequeno, habremos encontrado un buen punto inicial
para comenzar la homotopfia.

Proposicion 4.3.5 Con las notaciones anteriores, se cumplen las sigu-
ientes propiedades:

» La cantidad A:(g,() es unitaria invariante, esto es, para toda matriz
unitaria U € Upy1 se tiene:

Ac(9,¢) = A(go U,UTYQ).

» Se tiene la siguiente desigualdad,

2
I, / Ac(g,e0)DET(g,e0)dVe, < 3—7TVA[SA]€2H3(71 +1)N2Dd*/2.
Veo ¢

Demostracion.— Primero, observamos que para cualquier matriz unitaria
U € Up+1, se tiene que

Xa(,unorm(fa g, C)) = Xa(ﬂnorm(f oU, go U, U_lg)) (49)

En efecto, supongamos que Xe(finorm(f,9,¢)) = 1. Entonces, existe un sis-
tema h € £a(f,g) y una solucién ¢’ € V(h) tal que (h,(’) estd en el arco
abierto de p7*(€a(f,9)) \ p;'({—g}) que contiene al punto (g,¢) y tal que

,unorm(ha C/) > 5_1-

Ahora, el punto (ho U, U~!(’) est4 en el arco abierto de pl_l(SA(f oU,go
U)) \pl_l({—g o U}) que contiene a (g o U,U~1(), y ademas

:unorm(h o Ua U_lgl) = :unol‘m(hv C/) > 5_1'
Por lo tanto, Xe(finorm(f o U, g o U,U~1()) = 1. Queda demostrado que
Xe (Hnorm (£, 9, ©)) < Xe(ftmorm (f 0 U, g 0 U, U™1()).
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Un razonamiento simétrico demuestra la otra desigualdad, y con ella la igual-
dad (4.9). Por otro lado, por el Teorema 1.1.13,

1
Aa(g7 C) - VA[SA] /fGSA XE(Nnorm(fyg7 C))dSA =
valSal /fesA Xe(Hnorm (f 2 U™, 9, €))dSa.

De la igualdad (4.9) deducimos que

1

Ac(g,¢) = NN

/fg Xe(pnorm (f, 9 0 U, UT1())dSa = A(g o U, U Q).
[SSYN

Esto es, A, es unitaria invariante. Por las proposiciones 4.3.4 y 4.2.5, esto
implica que

0o | Adg.c)DET(g.coldViy = [ 3" Aclg¢) dSa.
Yeo 954 cev(g)

Por definicién de A., esta ultima integral es igual a

2N ESA] /g

/ES /f Z Xa Mnorm(f g, C))dSA dSA
gesAa

€5a cev(g)

Z / X&(Nnorm(fy.% C))dSA dSA =
54 cev(g) /A

Por otro lado, para todo par de sistemas (f,g) € SA X SaA \ DA se tiene que

:(£a(f,9) = T4(La(f,9) = Y Xe(tmom(f,9:0))-

CeVig)
Por lo tanto, hemos demostrado que
1
ﬁn A&(Q) EO)DET(Q, eO)dVveo = S / T€(2A(f7 g)) dSAdSA
Veo [ A] SA XSa
El resultado se sigue de la Proposicién 4.3.3. |

4.3.3. De la fibra en ¢, al espacio de matrices cuadradas

Recuperamos las notaciones de la Seccion 4.2. Consideramos la proyeccién
ortogonal

(@) : Veg — Leg-
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Esta proyeccion induce una proyeccién ortogonal que denotamos por el mis-
mo simbolo,
() : Veo — Ba(Ley),

donde BX (Le,) es la bola unidad en L, con respecto a la métrica de Kostlan
en L.,. También consideramos la aplicacién 1., definida en la Seccién 4.2,
y la aplicacién

I(g) 1= theg © T(a) : Vey — B (M,(C)),

donde B'(M,,(C)) es la bola cerrada de radio 1 en M, (C) con respecto
a la norma de Frobenius. La situacién que hemos descrito se resume en el
siguiente diagrama conmutativo.

T(d)

Ve

BA(Le,)

Ye
H(q) 0

B'(M,(C))
Con las notaciones de la Seccién 4.2, tenemos:
1_[(d) (g) = A(d)_1/2Teoga

por lo que Iy (g) = 0 para todo g € Lelo.
En particular, para toda matriz M € M, (C) tal que ||[M||p =t < 1, la
fibra H(_d%(M ) puede identificarse con una esfera en L, de radio (1 — t2)1/2,
Esto es, tenemos:
_1 (1—t2)1/2

H( d)(M ) ~ Sx
Podemos calcular el volumen de esa esfera, pues conocemos su radio y su
dimensién (real) es 2N — 2n — 2n? + 1. Por tanto, su volumen es

(LE)={@ - *)Y?h : he LE,||h]|a = 1}.

(1= [[MI[}) N ua [ SA (L))
Ademsds, observamos que para cada g € ‘7;), se tiene la siguiente igualdad:
DET(g, eo) i= det(Tuyg) (Tey9)*) = Ddet((Ta)(9)) (M) (9))°),
puesto que det(A(d))Y/?) = DV/2.

Se puede comprobar ficilmente (véase por ejemplo [14]) que el jacobiano
normal de II4) en un punto g € V¢, satisface:

NI gy = NJymiay = (1= |lma) (9)l[A)"* = (1 — | (9)|[3)">.
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En efecto, basta notar que I (4) no es més que la composicién de una proyec-
cién ortogonal restringida a la esfera con la isometria 1),. Entonces, el sigu-
iente resultado se sigue de la Proposicién 4.3.5 y del Teorema 1.1.13 aplicado
a Il(4). Obsérvese que en €l hacemos desaparecer el nimero de Bézout D de
la cota superior.

Proposicion 4.3.6 Con las notaciones anteriores, tenemos:

Inva [Si(LéB)] /
B

det(MM*)(1 — ||M]||3)N """ B.(M, e9)dM,(C)
vA[Sa]

1 (M (C))
< 32%52713(71 +1)N2d%2,

donde vA[SA(LZ)] es el volumen de SA(LZ) como subespacio lineal de Sa,
Y

1 _
A (L= |IM|[3)"2h+ 4 (M), e0)dSK (L, )-

B-(M,ep) = ———
A0 = TSR] st

Demostracion.— Por el Teorema 1.1.13 aplicado a II(4) concluimos que

g A:(g,0)DET (g, €0)dVe, =
€0

DET(g,e0) 1
Ac(g,e0)—57rr— dl (M) dM,(C) =
/MeBl(Mn((C)) /gen(dyM) : N JgIL g @)

D det (M M*) /
g€ell

-1
MeB (M) (1= [ M][F)'/2 Ae(g, e0) dll gy (M) dMn(C).

() (M)

Por las observaciones hechas antes de la proposicion, se tiene que

/ Ax(g,eo) dII (M) =
g€l (M)

/ (1-|M|3)1/2 Ae(h + we_ol(M)’ eO)dSK(Lelo) -
heS LA ¢ 7

&)

(1= (IM|N= 3 [ A((1 = (|M[}) 2R+ w5 (M), e0)dSA(LE) =
heSK(LE,)

(1 — || M| )N =" ="+ 30 [SA (LS )] B (M, eq).

Concluimos que

Ac(g,e0)DET(g,e0)dVe, =
Ve
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va[SA(Le)ID (1 — ||M][3)N="""" det(MM*)B. (M, e9) dMy(C).
MEB! (Mn(C))

Ahora, por la Proposicion 4.3.5, sabemos que

3;” va[Sale?n® (n + 1) N*Dd*2.

CUp

/ Ac(g,e0)DET (g, e0)dViy, <
V.

€0

Queda por tanto demostrada la siguiente desigualdad,
/ (1~ |M|[3) Y= det(MA*) Bz (M, e0) dM (C) <
MeBY (M, (C))

327
cOpVA [SIA(LGLO )]

y con ella el resultado. |

va[Sale?n®(n + 1)N2d3/2,

Finalmente, usando coordenadas esféricas obtenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.7 Con las notaciones anteriores, se tiene que
! 2\N—n2—n 2n2+2n—1
/ (1 — )N=imng2n® 2=l pe (¢ e0)dt <
0

va[Sa] 321 5 3 2 53/2
< —e*n’(n+ 1)N°d”/*,
valSA(LE)VIS (K )] «

donde c es la constante del Lema 4.2.8, y

Iy,
Relt.co) = ety

/ det(MM*)B.(EM, e0)dS (M, (C)).
1 (Ma(©)

Demostracion.— La integral de la Proposicion 4.3.6, en coordenadas esféricas
se escribe como sigue,

/ det(MM*)(1 — || M|[E)N ™" 7" B.(M, e9) dMy(C) =
B! (Mn(0))

1
/ (1—t2)N‘”2_"/ det(MM*)B.(M, ep) dS*(M,(C)) dt =
0 MeSt(Mn(C))

1
/ (1—¢2)N—n*=ny2n®~1+2n / det(MM*)B.(tM, eq) dS" (M, (C)) dt =
0 MeSH (M, (C))

V[T (Hw)]
Un

Para obtener la segunda de las igualdades de esta ultima serie, simplemente
transformamos la integral en la esfera de radio t en la integral en la esfera

1
/ (1 _ t2)N—n2—nt2n2—1+2nK€(t’ 60) dt.
0
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de radio unidad. El factor de escala de dicha transformacién (esto es, el
2

inverso del jacobiano normal) es t2*" ~1 y en 2" restante viene de la igualdad

det(tM (tM)*) = 2™ det(M M*). Por la Proposicién 4.3.6, tenemos:

/ det(MM*)(1 — ||M|[%)N "7 B.(M, eg)dM;(C)
B (M (©)

va[Sal 321 5 3 2 13/2
- HN“d>=.
= DAL (LD ¢ e“n’(n+1)

Concluimos por tanto:
1
/ (1 _ t2)N—n2—nt2n2—1+2nK€(t’ 60) dt <
0

Un valSal 321 4 4 2 13/2
VIS (M) IwvalSA (L] e & " (DN

de donde se sigue el corolario. |

4.3.4. Del espacio de matrices cuadradas a los sistemas de
ecuaciones lineales sub—determinados

El objetivo de esta subseccién es demostrar el Corolario 4.3.10, que propor-
ciona una definicién alternativa para la cantidad K.(t,eq). Obsérvese que
en nuestras notaciones las estructuras Riemannianas usual y de Kostlan en
H (1) coinciden. Esto es, para M, M) € Hy), tenemos el producto hermitiano

(M, M1>F = TT(M*Ml).

Sea Wy = {(M,z) € S*(H(1)) x Pn(C) : Mz = 0} la variedad de inci-
dencia. Para cualquier matriz M € H;) de rango igual a n, consideramos el
nimero: N
B (t,M) := B.(tT¢,(MU), ep),

donde U € Un4+1 es una matriz unitaria cualquiera tal que MUey = 0 y
Teo (MU) es la restriccion MU |, +- En otras palabras, T,,(MU) es la matriz
cuadrada consistente en las tltimas n columnas de MU. El lema siguiente
demuestra que Eg esté bien definida.

Lema 4.3.8 Sea M € H(yy una matriz, rank(M) =n, y sea 0 <t < 1 un
numero real positivo. Sean Uy,Us € Un11 dos matrices unitarias tales que
MU eq = MUsey = 0. Entonces, tenemos:

BE(tTeO(MUl), 60) = Bs(tTeo (MUQ), 60).

Ademds, para cualquier matriz unitaria U € U,1 también se satisface la
siguiente igualdad: B N
B.(t,M) = B.(t, MU).
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Demostracion.— La segunda afirmacién es una consecuencia inmediata de
la primera. Demostramos por tanto la primera de ellas. Observamos que

-1
Bu(tT,, (MUY, co) _ dnengom, v Ae(h co) dllg) (¢ (MUL)))
B (tT.,(MUy), eq) fhen;; (T, (MU)) Az (B €0) d(H(—C; (tT., (MUy)))
(4.10)

SeaU := U lu, e Uy+1 una matriz unitaria tal que U;U = Uy. Observamos
que Ueg = eg € IP,(C). Ademas, la siguiente aplicacién es una isometria:

) ((Teg(MU))  — TI ) (1T (MUs))

h — holU.
Por lo tanto, por el Teorema 1.1.13, la expresion en la ecuacién (4.10) es
igual a:

Ac(ho U™, eq) d(ILy (tTe, (MU)))

Ac(h, ) d(IL iy (1Tey (MUs)))

fhen(*dﬁ (tTeq (MU?2))

fhen(*dl) (tTey (MU2))

Ahora, por la Proposicién 4.3.5, A.(h o U™l eq) = Ac(ho U 1, Uey) =
Ac(h,eg), y el lema queda demostrado.

Proposicion 4.3.9 Sean t,e > 0 dos numeros reales positivos, 0 < t < 1.
Sea K (t,eq) como en la Proposicion 4.3.7. Entonces, tenemos:

1
K. (t,eg) = ————
= v[ST(H )]
Demostracion.— Para cualquier matriz M € M,(C), sea (0, M) € Hy) la
matriz que se obtiene anadiendo M una primera columna de ceros. Consid-
eramos los siguientes esquemas:

/ B.(t, M) dS*(H ).
MESI('H(U)

Wiy —— Hay x Pu(C), Wiy —— Hgy) x P,(C),
T
x x

Ha P, (C)
donde i : W3y — H(y X Po(C) es la inclusion, y ¢1 : Wy — Hy
y o2+ Wy — P, (C) son las proyecciones candnicas. El valor de los
jacobianos normales fue calculado en la Proposicién 4.2.5, aplicada al caso
particular de que (d) = (1,...,1):
NJ((0,11),e0)P1
NJ((0,m),e0)P2

2

= det(MM*),
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para toda matriz regular M € S'(M,,(C)). Adem4s, para toda matriz uni-
taria U € Up41, el Lema 4.3.8 nos garantiza que

B.(t, M) = B.(t, MU).

Por lo tanto, por la Proposicién 4.3.4, tenemos:
/ Bo(t, M) dS* (M) =
MGSl('H(l))

NP 5 (0 M))dst (M, (C)) =

Iy,
51 M (@) NJ(0,00)e0)02

9, / det(MM*)B.(t, (0, M))dS (M, (C)),
§1 (M (C)

Ahora, observamos que Ee(t, (0, M)) = B-(tM,ep) y la proposicién queda
demostrada.
[

Corolario 4.3.10 Sean e >0 yt € (0,1) dos nimeros reales. Entonces, se
tiene la siguiente igualdad:

K (t e ) — ;/ ;
=T VIS M) Juresi ) valSA(LE)]

donde I(M,t) es la siguiente integral:

I(M,t) dS'(H (1)),

[ (= ) o v (T, (M) ) dSA(ES)
heSH (L)

Aqui, QM) € Up+1 es una matriz unitaria cualquiera tal que MQ(M)ey =
0.

Demostracion.— Por la Proposicion 4.3.9 y la definicién de Ba(t, M), se
tiene:

1
Ke(t,e0) = m

Ahora, por definicién B, (tT.,(MQ(M)),eq) es igual a —rt—— multipli-
valSA(LE)]

/ B.(tT,, (MQ(M)). o) dS' (H1y).
MeS?t (H(l))

cado por

Ac((1 = [[tTeg (MQM))|[3)"2h + o (T2 (MQM))), €0)dSA(Ley ).
heSx (L)

Como M es un elemento de S*(Hy)), su norma || M|/ vale 1, y lo mismo
sucede con ||Te,(MQ(M))||r. De aqui se sigue el corolario. [
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4.4. El dltimo paso argumental

Recordamos ahora la construccién del conjunto questor hecha en la intro-
duccién de este capitulo. Sea Y el siguiente conjunto compacto afin

Y :=[0,1] x BY(LL) x BY(Hy) C R x CV+L

donde Bl(LelO) es la bola cerrada de radio 1 en LGLO con respecto a la métrica
canoénica y B 1(7'{(1)) es la bola cerrada de radio 1 en el espacio de matrices
complejas de talla n x (n+1) con respecto a la norma de Frobenius. Consid-
eramos Y con la estructura Riemanniana producto. Sea 7 € R™ el ntimero
real definido como
n?+n
N

Fijemos una aplicacién cualquiera ) : H) — Un41 tal que para cada
matriz M € Moy (ng1)(C), Q(M) € Upy1 es una matriz unitaria tal que
MSQ(M)ey = 0. Entonces, definimos la aplicacién Ggy : ¥ — V¢, como
sigue: Para cada punto (t,h, M) € Y, Gq)(t,h, M) € V¢, es igual a

1 N1/2 AL 1 M M
1 _ ’7—2t"2+n + Tt 2n242n Q)Z)e_l <T6 < Q < >>> .
( ) T o oo \ e\ T

Observamos que G (4) no esta definida en los casos M =0 o h = 0. Nuestro
objetivo son las estimaciones de probabilidad, con lo que podemos simple-
mente omitir esos casos. En esta seccién demostramos el siguiente resultado
(que es una versién més precisa del Teorema 4.1.6 de la introduccién de este
capitulo).

T =

Teorema 4.4.1 Con las notaciones anteriores, para un punto elegido al
azar (t,h, M) €'Y, la probabilidad de que

g = G(d)(ta h, M) € V;i()
satisfaga: (g,eg) es e—eficiente para NHD, es al menos
1—e.
Ademds, en ese caso, la probabilidad de que un input elegido al azar f €
SA sea resuelto por NHD con par inicial (g,eg) realizando 6 X 1O4n7/2(n +
1)3/2]\72(17/35_2 pasos de homotopia es a lo mds

1—ec.

Para demostrar este resultado, haremos uso de algunos resultados técnicos
que se exponen a continuacion.
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Lema 4.4.2 Sea f : [0,1] — Ry wuna funcidn real positiva integrable.
Supongamos que existen dos numeros naturales M > 0,p > 1 tales que
se satisface

/1(1 — )Ml f(t)dt < H.
0

Entonces, para todo numero real ty < 1, se tiene la siguiente desigualdad:
2 fo
(1- to/p)M/ F(tY/P)dt < pH.
0
Demostracion.— Obsérvese que

1 1
_ 2\M,p-1 _ _ $2/p\M 1/p
p/oa )M (1)t /0<1 2P f(1/P)

Por lo tanto,

=gy [ e < [0 @ s < pn
0 0

Corolario 4.4.3 Con las notaciones anteriores, para todo niumero real pos-
itivo to € (0,1) tenemos la siguiente desigualdad:
2

21 N—n“—n to 1
<1 _ tél +n> / K€ (t 2n2+42n R 60) dt S
0

vA[Sa](2n? + 2n) 327 2,8
= valSKILLWIS (Hw)] ¢

(n+1)N2d3/2,

donde K. es la funcion definida en la Proposicion 4.5.7. Mds aiun, sea tg el
numero real definido como sigue

FEntonces, se tiene:
t /_ 1/6
— / ’ t2n +2n 60) dt e 327T 2 7/2( + 1)3/2N2d3/2’

donde c es la constante del Lema 4.2.8.
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Demostracion.— La primera desigualdad es consecuencia inmediata de la
Proposicion 4.3.7 y el Lema 4.4.2. En cuanto a la segunda, observamos que

7L21+n N—n2-n (N _n2_ n)N—n2—n(n2 + n)n2+n

La desigualdad de Stirling (como se utiliza por ejemplo en [120]), nos pro-
porciona una cota inferior para esta cantidad:

il )]

n“—+n

Por otro lado,

va[Sal 1 < N )‘17

VA[SA(LE)V[SY (H )] T 22+ 2n\n2+n

y obtenemos que
to
ti/ K. <t2n21+2n,eo> dt </ 27Tel/632—7re2n7/2(n + 1)3/2N2d3/2,
0Jo ¢

de donde se sigue el corolario. |

Definimos ahora la funcién A; : Y — R, como sigue:

Ac(y) = A(Ga)(y), e0)-

El siguiente resultado es el principal resultado técnico de esta seccién y muy
probablemente de esta memoria. Proporciona la base a partir de la cual
desarrollar los algoritmos de resolucién de sistemas de ecuaciones.

Proposicion 4.4.4 Con las notaciones anteriores, tenemos:

—~ 27mel/632

Ey[A] (n+1)32N2g%2,

C

donde ¢ > 0,09 es la constante universal del Lema 4.2.8.

Demostracion.— Sea Xel siguiente conjunto compacto afin
X = [0,t0] x SA(Lz;) x S*(Hpy) SR x CNH

con la estructura producto. Sea G’( 0 X — Ve la aplicacién definida como
sigue. Para todo punto (¢, h, M) € X,

(o (6 M) = (1= 4770 )20 4 457 3 g (T, (MQU(M))).
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Por las definiciones y el Teorema de Fubini (o el Teorema 1.1.13), se tiene
que Ex[A. o G’(d)] es igual a

1 /to/ 1
T(M, 1) dS*(Hy) dt,
o S HWASA ) Jo Jrresion) v

donde J(M,t) es la siguiente integral:

L\ /2 1 171
/ A, ((1 — tn2+n> h + tan?+2nqh (Teo (MQ(M))) ,eo> dSA(Leo).
heSlA(Lgb)

Esto es, en las notaciones del Corolario 4.3.10, se tiene que
1
J(M,t)=1T <M, W?m) .

Por el Corolario 4.3.10, deducimos que

1 [l 1
EX[AS o G/(d)] = % /0 KE <t2”2+2",€0> dt.
De hecho, X y G’( d) han sido definidos justo para que se cumpla esta igualdad.
Noétese el abuso de notacién en la expresiéon A, o G’( d)’ de un modo més
correcto deberfamos decir A€O(G’( ) % Id,,). Por el Corolario 4.4.3, deducimos

que

Ex[A: 0 Gy < ?&?2717/2(71 +1)32N2a3/2.

Ahora, sea F': Y — X la aplicacién definida como sigue:

-1
F(t,h, M) := <t0t,A ho M )

Ihll2 " | M]|F

donde ?¢ es la constante del Corolario 4.4.3. Obsérvese que G(q) = G’( a) © F

(por tanto, :4; =A.o0 G’(d) o I). Por lo tanto, el Teorema 1.1.13 aplicado a
to F': Y — X implica que

~ 1
Ay dY:/ A0 G (x / dF~Y(z) dX. (4.11
/yEY E() reX © (d)() yeF—1(z) NJZ/F () ( )

Con un argumento muy similar al que se utiliza en la demostracion del Lema
4.3.1, vamos a comprobar que la integral interior en la ecuacién (4.11) es
una constante. En efecto, sean x1 = (s1, h1, M1),x2 = (s2,h2, M) € X dos
puntos. Podemos suponer que 0 < s9 < s1 < 1. Sean ademés O € Oan10 ¥
O' € Oy,2.15, dos matrices ortogonales tales que se tiene:

ATYOAhy = hy, O'M; = My,
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donde tanto h; € Lel0 C Hg) como M; € My = R2"2+2, 1 =1,2
son tratados como vectores reales de la dimensién apropiada. Ademas, O
define una isometria en (Hg),can) y O’ define una isometria en M (nt1)-
Observamos por tanto que la aplicacion

p: Y — Y
(t,h,M) (z—ft,Oh,O’M)

es una isometria (localmente en la primera componente) y ademads lleva
F~Y(x1) a F~!(x9). Por tanto, por el Teorema 1.1.13, se tiene:

1 1
dF~Y(zp) = / —— dF (x).
/yeFl(xl) NJ,F yeF—1(zs) NJp-1(y) F

Consideramos ahora la aplicacién

o X — X
(t,h, M) (j—jt,A—lOAh,O’M),

que es también una isometria (localmente en la primera componente). Obser-
vamos que estamos en las hipdtesis del Corolario 1.1.12, con lo que NJ,F' =
NJ,-1(,)F y concluimos que la integral interior que aparece en el término
de la derecha de la ecuacién (4.11) es una constante, digamos C' € R. Si en
esa misma ecuacién sustituimos el integrando ;4; por la funcién constante
igual a 1 concluimos que el valor de C' es exactamente

Por lo tanto la ecuacién (4.11) se transforma en Ey [:4\;] = Ex[Ac o G’(d)] y
la proposicién queda demostrada. [ ]

4.4.1. Demostracion del Teorema 4.4.1

Recordemos la desigualdad de Markov que para una variable aleatoria pos-
itiva Z afirma que
E[Z]

Prob[Z > a] <
a

Sea ¢ := % > w, donde c es la constante del Lema 4.2.8. Por la

Proposicion 4.4.4 y la desigualdad de Markov, para un input elegido al azar
(t,h,M) €Y, con probabilidad al menos 1 — (c’n7/2(n + 1)3/2]\72d3/2)1/2 g,
tenemos que:

1/2
A(Gg)(t,h, M), eg) < (c’n7/2(n+ 1)3/2N2d3/2> 2.
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Ahora, este resultado se satisface para todo numero positivo € > 0. Por lo
tanto, podemos cambiar cada aparicién de € por

(c/n7/2(n + 1)3/2N2d3/2) e €.

Deducimos que para un elemento elegido al azar (t,h, M) € Y, con proba-
bilidad al menos 1 — ¢, se tiene que:

A(c’n7/2(n+1)3/2N2d3/2)*1/25(G(d) (tv h, M)? 60) <e

Supongamos que g := G q)(t, h, M) satisface esa férmula. Para todo f € Sa,
sea l;:f,g € R el nimero real definido como sigue:

]%th = 18d3/2 sup {,Unorm(hy Z)}2'
(h,2)ELA(S,9,€0)

Por la Proposicién 4.2.6, el menor ntimero natural ks, > l;:f,g es una cota
superior para el nimero de pasos necesarios para la homotopia de Newton
con par inicial (g, eq).

Ademads, tenemos:

VALf €Sa i kpy > 6 x 10"/ (n + 1)3/2N2d83: 2] B
vA[Sal

= A(C/n7/2(n+1)3/2N2d3/2)71/28(g, 60) <e.

Por lo tanto, hemos demostrado que para un sistema elegido al azar f € Sa,
con probabilidad al menos 1 —¢, la NHD con par inicial (g, ep) realizando 6 x
10*n7/2(n+1)3/2N2d% 2 pasos de homotopia encuentra un cero aproximado
proyectivo de f. |

4.5. Pares c—eficientes para todo ¢ > 0

En esta seccién demostraremos el Teorema 4.1.8, que es una versién fuerte
del Teorema 4.1.6. Comenzamos con la siguiente

Proposicion 4.5.1 Sea 6 € R, 0 < § < 1, un real positivo. Entonces, se
tiene la siguiente desigualdad:

_ C
E(y,f)EYXSA [/Lnorm(f, G(d)(y)760)2 6] < §n5N2d3/2,

4 .
donde co < 25/2% es una constante universal.
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Demostracién.— Para todo s > 0, sea x, la funcién caracteristica del in-
tervalo (s~!,400]. Sea Sea t > 0 un real positivo. Observamos que, por el
Teorema de Fubini,

PrOb(y,f)eY xSA [/Lnorm(ﬁ G(d) (y), 60)2_6 > t] =

1
vy [Y]va[Sal

X X_1 (,unorm(fa G (y)a 60) dSA ay =
/er /feSA 5 @

+2—9

X

1
— A1 (G ,ep) dY =E A (G ,e0)].
Y] /yey tz—ls( @) (y); €o) ey | tz—ls( @) (¥), €o0)]

Por la Proposicion 4.4.4, deducimos que:

Prob(,, f)ey x5 ltnorm (f: G(ay (), €0)*° > 1] <

10000
20009 772
3
La proposiciéon se sigue del Lema 2.5.4. [ ]

(n+1)¥2N243/2 5.

Proposicion 4.5.2 Sea 0 < ¢ < % un numero real positivo. Sea y € Y, y
sea f € Sa un sistema de ecuaciones. Denotemos A := n°N2d%/? e R, y
supongamos que se satisface la siguiente desigualdad:

1

dcgAlog A\ 2o
Nnorm(fy G(d)(y)an) < <%> sl >

donde cy es la constante de la Proposicion 4.5.1. Entonces, NHD con par
inicial (G q)(y), eo0) ¥

10305 N3d*e—2
pasos de homotopia encuentra un cero aprorimado proyectivo z de f. Mas

ain, si ¢ € IP,,(C) es el cero asociado entonces se tiene que:

3-V7
(= 0) S SEm— 70

Demostracién.— Primero, algunos calculos elementales muestran que

2log A
1030° N3d4e~2 > 2 x 107 Alog Ad3/?e ™ Thog a1

Por la Proposicién 4.2.6, basta demostrar que

2log A
log A—1

4cp Alog A> 2

2 X 107Alog Ad3/2z—:_2‘2°1§%4é1 > clai?’/2 <
€
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donde ¢y := ﬁ es la constante universal de la Proposicién 4.2.6. Esto

es, basta con que se satisfaga
2log A
2 x 107 Alog Ad¥/2 > ¢1d3/2(4cy Alog A)Toe a1 =

c1d®?(4ey Alog A)(4cy Alog A)Z Tog AT
Hemos reducido la prueba a demostrar la siguiente desigualdad:
deres(desAlog A)TRE =T < 2 x 107. (4.12)

Sabiendo que A > 27/2 siempre y realizando algunos cdlculos elementales,
concluimos:

4cic9(4eg Alog A)ZloglAfl < 80102(402)1/6 <2x 10,

con lo que queda demostrada la igualdad (4.12) y con ella la proposicién. m

4.5.1. Demostracién del Teorema 4.1.8

Basta demostrar la siguiente desigualdad:

vyly : (G ,ep) es € —eficiente Ve, 0<e<1/2
vy : (Guy(y),eo) f /2] > 3 (4.13)
vylY] 4
De hecho, demostraremos la existencia de un conjunto C C Y tal que Z;[[g] >

% y tal que para todo punto y € Y y para todo real positivo 0 < € < % se
tiene la siguiente desigualdad:

4dcoAlog A

Probyes, | tnorm (f, Ga)(y), e0) < < -

1
_ 1
)2 W‘] >1—c (4.14)

donde ¢y es la constante de la Proposicién 4.5.1, y A > 0 se define como en
la. demostracién de la proposicién 4.5.2. Esto es,

A:=n’N2a@3/? c R.

Entonces, la ecuacién (4.13), y con ella el Teorema 4.1.8, se sigue inmedi-
atamente de la ecuacién (4.14) y la Proposicién 4.5.2, realizando algunos
calculos elementales. Demostremos por tanto la existencia de dicho conjun-
to C. Por la Proposicién 4.5.1,

Eyey [E es [nom (f, G(a) (), €0)” °54]] =

__1
E(y.fey xsa [Hnorm (f, G (a) (y)s €0)” ©54] < coAlog A.
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Por la desigualdad de Markov, existe un conjunto C C Y tal que

3
> Z
-4

y tal que para todo y € C, se tiene la siguiente desigualdad:

1
E s [Hnorm (s Gy (y), €0)” PeA] < deaAlog A.

Finalmente, de nuevo por la desigualdad de Markov concluimos que para
todo y € C y para todo real positivo a > 0, se tiene:

< 4coAlog A.

N
PrObeSA [,unorm(f, G(d) (y)7 60)2 Togd > qy -

La ecuacién (4.14) se sigue, tomando

4egAlog A
Of = f.
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Capitulo 5

El Problema 17 de Smale: El
Caso Afin

En este capitulo desarrollamos con cierta extension algunas de las consecuen-
cias de los resultados del Capitulo 4. En el dicho capitulo hemos descrito por
primera vez un algoritmo que calcula en tiempo polinomial un cero aproxi-
mado proyectivo de la gran mayoria de sistemas de ecuaciones polinomiales.
Una pregunta natural es, ;hay algin método similar que nos permita en-
contrar ceros aproximados afines? En el presente capitulo responderemos
afirmativamente a esta pregunta. Nos enfrentamos por tanto a la resolucion
de sistemas cero—dimensionales no-homogéneos. En este caso, buscaremos (y
encontraremos) ceros aproximados afines (en el sentido de la Seccién 1.7.2).
Para resolver un sistema dado f nos basaremos en dos técnicas complemen-
tarias: La busqueda de un cero aproximado proyectivo de f (usando toda la
baterfa de resultados del Capitulo 4), y una técnica nueva de “traspaso” de
soluciones proyectivas a soluciones afines. Para poder realizar dicho traspa-
so en tiempo polinomial en el tamano del input, realizaremos estimaciones
del tamano medio de las soluciones de los problemas afines, resultado con
interés propio.

5.1. Introduccion

Durante este capitulo utilizaremos las notaciones y conceptos del Capitulo
4. En particular, utilizaremos frecuentemente el conjunto Y C R x CN*1 1a
aplicacion G(q) : Y — V¢, y el conjunto questor para pares eficientes G g
que hemos descrito en la introduccion de dicho capitulo.

También utilizaremos las notaciones de la Seccién 1.4, en lo que se refiere
al espacio Hg) = H?d). Recordemos que las soluciones proyectivas y afines
de f estdn relacionadas como sigue: Si ¢ := ({p : -+ : (,) € V(f) es una
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solucién proyectiva de f, con {y # 0, entonces

— Cl Cn
6510 i= (S 2] e vents)
Co o
es una solucién afin de f. Igualmente, si ((1,...,{,) € C™ es una solucién

afin de f, entonces

o) =(1:(:...:¢) e V()

es una solucioén proyectiva de f. Una estrategia inicial para encontrar un cero
aproximado afin de un sistema f € H; puede ser por lo tanto la siguien-
te: Primero buscamos un cero aproximado proyectivo z € IP,,(C) y luego
consideramos, si existe, el punto afin ¢ 1(2) € C". Por supuesto, ¢, 1(2) no
tiene por qué ser un cero aproximado afin de f. Sin embargo, veremos una
forma de calcular el punto que buscamos a partir del conocimiento de z.
Este proceso requiere controlar la distribucion de las soluciones proyectivas
de los sistemas de ecuaciones homogéneos; el control de esa distribucion es
la principal aportacién técnica de este capitulo. Puede escribirse como sigue,

Teorema 5.1.1 Sea § > 0 un numero real. La probabilidad de que un sis-
tema elegido al azar f € Sa tenga una solucién ¢ € V(f) con ||py (¢)]]2 > &

es a lo sumo
Dy
5
Este resultado proporciona una cota probabilistica para la norma de las
soluciones afines de un sistema de ecuaciones polinomiales. De hecho, es

posible calcular exactamente el valor esperable de dicha norma (véase el
Teorema 5.3.2 y su corolario).

El procedimiento para el caso afin utiliza los argumentos para el caso ho-
mogéneo del Capitulo 4, y funciona como describimos a continuacién. Sea
(g,€0) € G(a) un par. Entonces, se define el algoritmo NHDAFF con par inicial
(g,€0) como sigue,

ALGORITMO: NHDAFF CON PAR INICIAL (g, ep).

Input: f € S, € > 0.
PRIMERA PARTE

» Aplicamos NHD con par inicial (g, eg) y 10305 N3d*c=2 pasos de homo-
topia, con input f. Sea z el output de dicho algoritmo (que, por los
resultados del Capitulo 4, es con alta probabilidad un cero aproximado
proyectivo de f).

SEGUNDA PARTE

154



= Sea k € N el nimero natural mas pequenio tal que se satisface:

k > logy logy(D?(10N)8e73).

s Sea 2 = (2§ : .-+ : 2F) dado como 2F = N}k)(z), donde Ny es el
operador de Newton proyectivo asociado a f.

m Seay = (yo : -+ : yn) € IP,(C) el punto proyectivo definido como
sigue:
w37 2E 3T
k

k .
Yo 1= 25 + ——s—r—|12"l2—5, o bien yp := Bl

k .
z sizg=0
d3/292%—1 ’20’ H HZ 0 )

Yi =z, 1 <i<n.

Output:
o bien failure, o bien
un cero aproximado de f, dado como ¢, (y) € C".

Observamos que este algoritmo tiene un tiempo de ejecucién polinomial en
el tamano del input. De hecho, el niimero de operaciones aritméticas que
realiza es
O(n°N1d*e™2).

Una vez el algoritmo obtiene ¢ ! (y) € C", podemos comprobar si es en efec-
to un cero aproximado afin de f usando la a—teoria de Smale. Presentamos
el segundo resultado principal de este capitulo. Representa una respuesta
probabilistica positiva al Problema 17 de Smale en el caso afin.

Teorema 5.1.2 Existe un subconjunto &' C G(a) tal que

3
PI‘Obfeg(d) [f S C] > Z
y tal que, para todo (g,eq) € £ y para todo real positivo 0 < & < % se tiene

la siguiente propiedad:
Probtcs, [NHDAFF con par inicial (g,eq) e input (f,€)
devuelve cero aprox. afin de f] > 1 — 2e.

Aligual que en el caso homogéneo, queda por tanto demostrado que, si acep-
tamos una pequena probabilidad de fracaso 2¢, entonces se puede encontrar
un cero aproximado afin de todo sistema de ecuaciones en un nimero de
pasos polinomial en n, N,d,e~'. Ademsds, el conjunto & del Teorema 5.1.2
es un subconjunto del conjunto £ del Teorema 4.1.8.

El siguiente corolario muestra la aplicacion de este método a resolver sis-
temas ctibicos en tiempo polinomial en el ndmero de incognitas.
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Corolario 5.1.3 Sea (d) := (3,...,3) € N". Sea & C Gq) el conjunto del
Teorema 5.1.2. Para todo (g,eq) € &', el algoritmo NHDAFF con par inicial
(g,e0) ye = ;15 calcula un cero aprorimado afin de sistemas de ecuaciones
cubicos, con probabilidad de éxito al menos

2

=2

Ademds, el nimero de operaciones aritméticas que requiere dicho algoritmo
es del orden de O(n?%).

Como hemos dicho, el estudio del caso afin viene de la mano de dos técni-
cas distintas: Por un lado, necesitamos estimaciones cuantitativas de cémo
transformar una aproximacién “suficientemente buena” de un cero proyec-
tivo de f en una aproximacién “suficientemente buena” de un cero afin
de f. Por otro lado, este primer estudio mostrard la necesidad de estimar
de la distribucién de probabilidad de las soluciones proyectivas de sistemas
homogéneos. Comenzamos con la primera de las dos técnicas.

5.2. De ceros aproximados proyectivos a afines

A continuacién describimos algunos resultados que permitirdn realizar la
siguiente tarea: A partir del conocimiento de un cero aproximado proyectivo,
encontrar un cero aproximado afin. Utilizaremos frecuentemente la carta afin
¢o definida en la igualdad (1.5). Esto es,

©o : cr — P,(C).

(1. ymy) — (Lizp:...:zy)

Comenzamos con la siguiente
Proposicién 5.2.1 Sea z = (20 : -+ : z,) € IP,(C) una solucion de f, tal
que zo 0, y sea y = (Yo : -+ : yn) € P(C) un punto proyectivo tal que
yo # 0. Supongamos que

3—VT
leo ™ (v) — o (22 < w5755
0 0 d3/2,unorm(fa Z)
Entonces, ¢y Y(y) es un cero aprozimado afin de f, con cero asociado Yo L(2).
Demostraciéon.— Por el Teorema 1.7.5, basta con demostrar que

3T
7

g (v) — 05 (2)ll2v(fr 05 (2) <

Ahora, por la Proposicién 3.1.2 sabemos que
1 d3/2
fY(fa ()06 (Z)) S T,U*norm(.ﬁ Z),

y el resultado queda demostrado. |
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Lema 5.2.2 Sean v,w € C" dos vectores complejos. Entonces, se tiene la
siguiente desigualdad:

lo = w3 < @+ [ll3)A + [[w]3) = 1+ (v, )2

Demostracion.— Sean R, I respectivamente las partes real e imaginaria de
(v, w)9. Por un lado, tenemos:

o —wll3 = (v —w,v —w)y = ][5 + [lw]3 — 2R.
Por otro lado,
1+l A+ [w]3) = [1+(v, w)2[* = (1+[|v]|3) (1+|w]|3) = 1+ R+V=1I|* =
(14 [[ol5) (1 + [[w]3) — (14 R)* — I =
1+ [Joll5 + [[wll3 + [Jv]5 [[w]l5 —1 = 2R — (R* + I*) =
[vl5 + l[wllz — 2R + [|v]l3 [lw]l3 — [(v, w)2|?

Por lo tanto,
(L [Jol13) (1 + [lw]3) = [T+ (v, w)2|* =

lo = w3 + [[v]13 [lwll — (v, w)2]? = [lv — w]3,

como queriamos demostrar. |
Lema 5.2.3 Sea z := (29 : --+ : z) € P,(C) un punto proyectivo. Sea
A € (0,1) un nimero real positivo y sea z* = (23 : ... : z)) € P,(C)
definido como sigue:

2R = z+ )\Hzﬂgi—g', o bien z} = \|z|l2 si z = 0.

zl-)‘ = z,Vl1<i<n.

Entonces, se tiene la siguiente desigualdad:
dr(2*,2) < A
Ademds, si 29 # 0 entonces ||pg (2N |l2 < llwg *(2)]|2-

Demostracion.— Algunos cédlculos elementales demuestran que:

PREE . MWEET
dp(z*, z) = (22120202 g 2V IRI2 01 < )
2=, P Aol + 2]

y se tiene la primera desigualdad. Para la segunda, obsérvese que

Z 1
1201 = |20 + M|zl | = |20] |1 +>\HZ|!2—‘ = |20 + Allzll2 > |20
|20] |20
Por tanto,
—1/ A 1 1 -1
oo™ (zN)]l2 = == 1(21, - -y 20)ll2 < =21, - z0)ll2 = [lwg ~ (2) 2
|z0| ’ZO‘
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Lema 5.2.4 Sean z := (zp : -+ : 2z),2" = (2, : --+ : 2,) € P,(C) dos
puntos proyectivos tales que 2, 26 # 0. Entonces, se tiene:

leg ' (2) = w5 (D2 < L+ lleg (D)2 llwg ' (2)2) dr(z, ).

Demostracién.— Denotamos v := ¢y (2), w := ¢, (2'). Entonces, el punto
(1,v) € C™"! es un representante afin de z y el punto (1,w) € C**! es un
representante afin de z’. Por tanto,

w-wld  o-uwli
dr(z,2')2 T 3w)3 o o
r(z ) JeaBlOol o
v — w2 ,
1 1 =
T ORI w) B = (L, o), (%, @)z (L o) (L w)el
v — w2

1+ (v, w)q|%
A OB+ [0 -+ e T owkl

Por el Lema 5.2.2, deducimos:

lv —wl]3
dT(Z7 Z/)2

< |1 + <v,w>2|2.

Concluimos que

[v = wll

() <L+ (v, w)a| < T+ [(v,w)2| < 1+ |Jvflz]lwlz,

y el lema queda demostrado. |

Lema 5.2.5 Sea0 < A < @ un nimero real positivo. Sean ¢, z,z" € IP,,(C)

tres puntos tales que se tienen las siguientes propiedades:
v dp(z,0) < A
= o # 0.

» Las expresiones z = (z0 1+ :2p) Yy 2 = (2 : 2

') satisfacen:

1.z, =2+ )\HZ”Q%, o0 bien z{) = \||z||2 si zp = 0.

2.zl =2, 1<i<n.

Entonces, z, # 0 y se tienen las siguientes desigualdades:

oo L ()12 < /1 + lleg M (Ol2, (5.1)

o (2) — w5 (Oll2 < 32 + [leg M (OlI3)A. (5.2)
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Demostracion.— Comenzamos con la desigualdad (5.1). Sean r;, r¢ definidas
como sigue:
TC = dR(C, 60), ry (= dR(Z, 60).
Obsérvese que se tienen las siguientes igualdades:
leo ! (2)ll2 = dr(z, ) = tanr, e (Q)ll2 = dr(¢, e0) = tane.

Si r, < r¢, entonces [|og " (2)]2 < llgg  (O)]l2 ¥ por el Lema 5.2.3 tenemos:

lleg (2 < lleg ' (2)ll2 < lleg ' (©)ll2,

como querfamos. Ahora, supongamos que r, > r¢. Por la desigualdad trian-
gular, tenemos que 7, < dgr(z, () + r¢. Por lo tanto,

A >dp(z,() =tandg(z,() > tan(r, —r¢) > cosre — cosr, = 16l _ Izl .
IKll2 [l=l12
Deducimos que:
- 2155 %n)|2 Cll2ll(z15- - - 2n)ll2 Cll2
los ()12 = Iit : nlllz - [<]l2]l( nlllz - lSll2 _
|20] + All]l2 [Solll=[]2 [Gol

V1+dr(Cen)? = /1+[leg (O3

Demostremos ahora la desigualdad (5.2). Por el Lema 5.2.3, sabemos que
dr(z,2") < X. Ademss,

tan(dg(z,¢)) =dr(z,{) <A < g,
y
tan(dr(2’,2)) = dr(z,2') <A < ?

Ahora, la funcién tan es creciente en el intervalo (0, 5 ). Por tanto:
dr(2',¢) = tan(dr (7', ) < tan(dr(2',2) + dr(2,()) =

tan(dr (7, z)) + tan(dr(z,()) < dr(#,z) +dr(z,¢) <
1 —tan(dgr(2’, 2)) tan(dgr(z,¢)) — 1-1 -

3
3@z, 2) + dr(z,Q)) < 3\
Por el Lema 5.2.4, deducimos que

g (') = 05 (Oll2 < 3AA + [lgg ' () ll2lleg  (O)ll2),

y la desigualdad (5.2) se sigue de la desigualdad (5.1). [

El siguiente resultado proporciona un método para obtener un cero aprox-
imado afin de f a partir de un cero aproximado proyectivo, bajo ciertas
hipdtesis.
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Proposicion 5.2.6 Sea f € Hg) un sistema de ecuaciones polinomiales.
Sea ¢ € PP,(C) una solucion proyectiva de f tal que (o # 0, y sea z =
(20, .-, 2n) € P (C) un cero aproximado proyectivo de f con cero asociado

¢, tal que
7
(Z C)/Lnorm(f C) dg/\2/7

Sea z* N(k)(z) el punto proyectivo obtenido tras k aplicaciones del oper-
ador de Newton proyectivo, donde k € N es tal que

k > loglog(6(2 + [l¢g ' (O)13) ttnorm (£ €))-

Finalmente, sea y := (yo : -+ : yn) € P,(C) el punto definido como sigue:
3 P 3 .
Yo = zk + Wﬂzkﬂg 6 yo:= Wﬂzkﬂg st 29 =0,
Yi = zi, 1 <11 <n.

Entonces, cpgl(y) es un cero aproximado afin de f con cero asociado 4,00_1(().

Demostracién.— Por lo Proposicion 5.2.1, basta con demostrar que

3T

lleg ' () = ¢ ' ()2 < B prnorm (f,)°

Por otro lado, sabemos que

1 3-V7
dr(2*,¢) < o ldT(Z () < 1 @

Por el Lema 5.2.5, concluimos:

_ _ 2+ llpg QI3 - V7
e ()~ 5 (Ol < 3212 (O3 T,

La proposicién se sigue de la cota inferior para k. [ ]

5.3. El tamano medio de las soluciones

La Proposiciéon 5.2.6 proporciona una de las herramientas necesarias para
tratar el caso afin. Esto es, para transferir ceros aproximados proyectivos a
ceros aproximados afines. Sin embargo, aparece como condicién indispens-
able para esta transferencia el conocimiento de la norma de la solucién afin.
En esta seccién demostraremos que esa norma es, en general, suficiente-
mente pequeia, y obtendremos el Teorema 5.1.1. Comenzamos con un lema
técnico.
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Lema 5.3.1 Se tiene la siguiente igualdad:

1

Un 0 (@ _ ity
9 /xepn(c) oo (@) l2 dIP(C) = /7 _

I'(n)

Demostracién.— Por el Lema 2.3.1, sabemos que para todo x € C",

1
NJ. L
A P

n

Por el Teorema 1.1.13 concluimos que

_ ]l
g (2)ll2 dIP o (C) = / _lallz e,
/zePn((C) 0 zecn (14 [Jzf3)m+

Algunos célculos elementales proporcionan:

/ |’$H2 Jcn — o™ /oo £2n gt — 7T”+1/2F(n—|— %)
zecn (1+ [|z[f3)"+! () Jo @A+t Tl(n+1)
Queda pues demostrado que
1 _1 1 720 (n + 1) I(n+3)
— dlP,(C) = — = —_—=,
[

El siguiente resultado establece el tamano medio de las soluciones, y es valido
también en el caso de dimensién positiva. Dado un ntmero complejo en el
hiperplano del infinito, { = (0 : (1,...,(,), denotamos H(pO_I(C)Hg = 4o0.

Teorema 5.3.2 Sea Ay el valor esperable de la norma de las soluciones
afines de un sistema de ecuaciones para la lista de grados (d). Esto es,

A = EfeSA(H@))[EceV(f)[Hsﬁo_l(C)Hz]L

donde SA(H%) es la esfera en H?Zl)' Entonces, se tiene la siguiente igualdad:
I'(n+ %)

Demostracién.— Primero, observamos que

Ecevpllleg (O)ll2]

es una cantidad que depende sélo de la clase proyectiva de f. Por lo tanto,
podemos escribir

1 1
“ ve ) IP (RG] pew gy vV (F)] Jeev(s) oo™ (O)ll2 P (i)
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Sea a € {0,1} y sea I(Oél) la cantidad definida como sigue,

78, = / / le5 (Q)llg AV () diP (M ).
feP () Jeev(f)

Por el Corolario 3.5.8, sabemos que vp—m[V(f)] = ¥n—mD, para casi todo
sistema f € IP( %). Por lo tanto,

1 _ m
Liay = v (g ) P (H () [0n—-m D Aa),

Ity = ve e ) [P (M) —mD- (5.3)

Sea W := {(f,¢) e IP( %) x P, (C): ¢ € V(f)} la variedad de incidencia
como se ha definido en la Seccién 3.5. Sean p; : W — IP(H?Z[)) y P2 :
W — P, (C) las proyecciones en la primera y segunda coordenadas. Igual
que en el demostraciéon del Teorema 3.5.2, se tiene:

NJ 2)P1
7o :/ gp_lxa/ DT gy ap,(C), (5.4
&= ) oo g (@)]13 e, N2 (©) (5.4)

donde para cada x € IP,(C), V,, = pz_l(x) es el conjunto de sistemas que
contienen a x como solucion.

Sea x € IP,,(C) un punto proyectivo cualquiera, y sea U € U,,+1 una matriz
unitaria tal que Uep = z. Entonces, la aplicacién de V, a V., que envia a
cada par (f,x) sobre el par (foU, ey) es una isometria. Ademds, como hemos
demostrado en la Seccién 3.5, para todo f € Vey, NJ (1 c\Pi = NJ( o1 2)Pis
1 = 1, 2. Por tanto, por el Teorema 1.1.13 se tiene que

NJ NJ por—1 NJ;,
/ (f@)pl dvx :/ (foU L )pl d‘/eo — / (f, O)pl dv;()’
reve NJ(f.a)p2 feVeg NJ(fou-1.2)P2 feVey NJ(f,e0)P2

y deducimos que la integral interior en la ecuacién (5.4) no depende de
x € IP,,(C). Por lo tanto,

NJgeoP1 _
By ([ EeBa,) [ et
@ < feVeg NI (fe0)P2 0) 2€P ,(C) 0 2

para o = 0, 1. Primero, supongamos que o = 0. Entonces, por la igualdad
(5.3), tenemos:

NJ(f,e0)P1

[P (H ) 9p-mD =10 =9,
) (d) (d) feViy NJ(f.00)P2

VP (Hp, dVey,

y obtenemos que

N'](f e0)P1 e
—DOT gy, = B [P (HT)]D.
/feveo NJjepp2 U e () [P (Hig))]
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Concluimos que,

19” m
Ty = Z5= v gy [P ()1 / 65" @) ©),

y por lo tanto,
A = - / g5 @1 4P (C).

El teorema se sigue del Lema 5.3.1. ]

El Teorema 5.3.2 tiene la siguiente forma en el caso cero—dimensional:

Corolario 5.3.3 En el caso cero—dimensional (esto es, m =n), se tiene la
siguiente igualdad:

LT - _ plnts)
o s, T 7 2 W60 Ol B = VEt

5.3.1. Demostracién del Teorema 5.1.1

El Corolario 3.5.8 nos asegura que §V (f) = D para casi todo sistema f €
IP(H(4)), o equivalentemente, para casi todo sistema f € Sa. Ademads, se
tiene:

Brecs | mix 65 (Ol <

> lleg Q)2 dSa.

VA fESa cev(s)

Por el Corolario 5.3.3, esta ultima cantidad es igual a

VDI (n+ 3)
I(n)

Por las desigualdades de Gautchi (véase por ejemplo [43]) deducimos:

Efes, Lm% s M < Dy

El Corolario se sigue de la desigualdad de Markov. |

163



5.4. Eficacia del algoritmo afin

En esta secciéon demostraremos el Teorema 5.1.2. Necesitaremos el siguiente
resultado previo.

Proposicion 5.4.1 Sea 0 < € < % un numero positivo. Denotemos A =

nSN2d3/2. Sea y € Y un punto cualquiera y sea f € Hay un sistema input
tal que las siguientes propiedades se satisfacen:

Dy

€

lleg H(Oll2 < , V¢eVI() (5.5)

e A (5.6)

dcs Alog A> F——
g

fnorm (f5 G(a) (y), €0) < <

donde co es la constante de la Proposicion 4.5.1. Entonces, el output de
NHDAFF con par inicial (g,eg) e input f,e es un cero aproximado afin de f.

Demostraciéon.— Por la Proposicién 4.5.2 y la ecuacién (5.6), la primera
parte del algoritmo devuelve un cero aproximado proyectivo z de f, con un
cero asociado que denotamos ¢ € P, (C). Ademas, por la Proposicién 5.2.6
y las ecuaciones (5.6) y (5.5), para demostrar que el output del algoritmo
es un cero aproximado afin de f con cero asociado ¢ 1(¢) sélo debemos
comprobar que el nimero de veces k que NHDAFF aplica el operador de
Newton proyectivo es mayor o igual que:

1
Dyrn\ 2\ [4eaAlog A\ 2T
10g2 10g2 <6 <2 + < €7Tn> ) <ﬁ> 2 logA> .

€
Esto estd claro por la descripcién del algoritmo NHDAFF, sabiendo que

nSN2d*?1log N < N8,

para toda eleccién posible de n, (d). |

5.4.1. Demostracion del Teorema 5.1.2

De hecho, demostraremos que para todo punto y € C del conjunto C C Y de
la demostracion del Teorema 4.1.8, y para todo 0 < ¢ < %, el par (G q)(y), eo)
satisface:

Probyscs, [ se tienen las propiedades (5.6) y (5.5)] > 1 — 2e.

Entonces, el Teorema 5.1.2 se sigue inmediatamente de la Proposicién 5.4.1.
Ahora, por la demostracién del Teorema 4.1.8 (véase la Seccién 4.5.1), para
todo (g,eqg) € C y para todo 0 < & < %, se satisface la propiedad (5.6) con
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probabilidad al menos 1 — €. Ademaés, por el Teorema 5.1.1, la propiedad
(5.5) se satisface con probabilidad al menos 1 — ¢. Por lo tanto, para todo
(9,€0) € Cyparatodo0 < e < %, la probabilidad de que ambas propiedades

(5.6) y (5.5) se satisfagan es de al menos 1 — 2¢, y el Teorema 5.1.2 queda

demostrado. n
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Capitulo 6

Estimaciones Discretas

6.1. Introduccién

El significado computacional de los estudios desarrollados en esta memoria
queda mucho mas claro si somos capaces de trasladarlos a resultados dis-
cretos similares. En efecto, la computacion se realiza siempre en ambitos
discretos, en particular el espacio de inputs de un algoritmo serd siempre
una clase discreta. Este inconveniente tiene sin embargo otras ventajas. Por
ejemplo, la probabilidad en un espacio discreto serd siempre la probabilidad
uniforme (correspondiéndose con el uso habitual de los programas y librerias
de matemadticas), que es particularmente sencilla y ventajosa. Una técnica
para transferir los resultados continuos al caso discreto es la Geometria de los
Numeros de Minkowski, que fue ideada para establecer equivalencias entre el
volumen de ciertos conjuntos y el nimero de puntos enteros que contienen.
El error cometido con esas estimaciones suele recibir el nombre de discrepan-
cia. Existen varias técnicas para acotar las discrepancias, un primer ejemplo
es la famosa demostracién de Gauss para controlar el nimero de puntos
enteros en un circulo. Tiene especial relevancia el trabajo de Davenport [28]
en que se sientan las bases para el método de demostracién que aqui uti-
lizamos. Otros autores han tratado este problema més adelante (véase por
ejemplo [24, 79]). Particularmente significativos son los éxitos alcanzados
recientemente en [21, 23|, con aplicacién tanto para el caso afin como para
el proyectivo. En las secciones 6.2 y 6.3 refinaremos atin mas las cotas de [23]
para ambas situaciones y en las secciones posteriores aplicaremos las nuevas
cotas para obtener las versiones discretas de algunos de los resultados de es-
ta memoria. Para exponer estos resultados correctamente, recordemos muy
brevemente la nociéon de talla bit de un punto proyectivo: Dado un punto
proyectivo z € P;(Q), la altura H(x) de x se define como sigue,

H(x) := min .
(z) yezkﬂm(y):x\lylb
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Esto es, H(z) es el minimo de las normas de los puntos enteros cuya clase
proyectiva es z. Entonces, la talla bit de = se define como logy H(z) (véase
la Seccién 6.3 para una definicién mas precisa y detallada). Hay una equiv-
alencia aproximada entre el la talla bit de un punto proyectivo y el niimero
de bits que se requieren para representarlo en una Maquina de Turing.
Como hemos indicado, es nuestro objetivo obtener un resultado que relacione
el volumen de un conjunto proyectivo con el ntimero de puntos de talla bit
dada que contiene. En esta relacion jugara un papel esencial una constante
geométrica asociada al conjunto en cuestién. Dado un conjunto cualquiera
W C R™, denotamos por [Fp(W) el nimero de componentes conexas de W.
Entonces, definimos la siguiente cantidad,

BOW) = Lsculé)m{ﬁo(w NL)} € ZU{oo},

donde L varia entre todas las rectas (de dimensién 1) en R™ paralelas a
alguno de los ejes de coordenadas. En el caso m = 1 definimos simplemente
BOW) := Bo(W). Davenport fue el primero en utilizar la constante (W) (o
una versién similar, véase [28]).

La constante 3(WW) que acabamos de introducir, es una caracteristica ge-
ométrica que viene a medir la convexidad del conjunto W relativa a los ejes
de coordenadas. Por ejemplo, si W es convexo, se tiene que S(W) = 1.

La seccién 6.3 estd dedicada a demostrar el siguiente resultado (véase tam-
bién [13]).

Teorema 6.1.1 Sea m > 2 y sea W C IP,,,(C) un subconjunto medible del
espacio proyectivo complejo. Sea h > 0 un numero real, tal que

3 —~
h=5+73 logy(m + 1) + logy (B(W)) + ha,

donde W es el cono afin de W (origen incluido) y hy > 0 es algun nimero
positivo. Sea P € [0,1] la probabilidad de que un elemento de talla bit a lo
mds h elegido al azar esté en W. Entonces, se tiene que:

Vm[W]‘ o1

I

-
Este resultado admite la siguiente lectura: Si h es “suficientemente grande”
(en funcién de la dimensién y de la constante 3(WV)), entonces los puntos de
talla bit acotada por h se distribuyen muy bien, en relacién al conjunto W.
En el caso de que W (o, més precisamente, su cono afin W), sea definible
en términos de conjuntos semi-algebraicos, existen acotaciones para el valor
de la constante S(W) (véase el Lema 6.2.4). Debido a esto, a partir del Teo-
rema 6.1.1 se pueden obtener de manera méas o menos directa las versiones
discretas de muchos de los resultados de capitulos anteriores de esta memo-

ria. Comenzamos con el siguiente resultado, que es el andlisis discreto de la
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distribuciéon de probabilidad del nimero de condicionamiento lineal. Para
todo real positivo h > 0, denotemos por P (M, xn, (C))2M el conjunto de
las matrices proyectivas de tamafio nj X ne cuya talla bit es menor o igual
que h.

Corolario 6.1.2 Con las notaciones anteriores sea € > 0 un nimero real.
Sea h > 0 un numero real, tal que

3
h=5+ 3 logy(ning) + 4(ning + 1) logy (167 + 1) + hq,

La probabilidad que una matriz elegida al azar A € P (M, xn, (C))@M ver-

ifique /-ig) (4) > % es menor o igual que:

. 2(n1—r+1)(n2—r+1)
e (ning — 1)y/1 . L
(nl—r—l—l)(ng—?‘—i-l) 2h1

El siguiente corolario es la versién discreta del Teorema 3.4.1 (esto es, el
analisis de la distancia proyectiva de un sistema a los sistemas con singular-
idades de corango dado). Como en ese resultado, suponemos que estamos en
el caso cero—dimensional (esto es, que m = n). Por tanto, el espacio de sis-
temas es ahora IP (Hg)) := P (H?d)). Ademas, definimos P (H(d))QA M como
el conjunto de sistemas de ecuaciones cuya talla bit representativa es menor
o igual que h. La talla bit representativa de un sistema de ecuaciones es
una nocién esencialmente equivalente a la talla bit usual, pero deformada
de manera que se adapta a la métrica de Kostlan A (véase la Seccién 6.4.2
para mas detalles).

Corolario 6.1.3 Sea h > 0 un numero real, tal que
3
h=5+ 3 logy(N + 1) + 4(N 4+ n+ 3)logy(16(r + 1)d + 1) + hq,

para algun nimero positivo hi. Entonces, la probabilidad que un sistema
elegido al azar f € IP(H(d))QA[h} esté a distancia de E’("d) menor que £ es
menor o igual que:

(7)) ()™ o

El siguiente corolario es la versién discreta del Teorema 3.7.6 (esto es, la

distribucién de probabilidad del niimero de condicionamiento del caso peor
(m)

lu’worst)'
Corolario 6.1.4 Sea h > 0 un numero real, tal que

h=5+ 2 logy(N 4+ 1)+ 4(N +n+3) logy(16md + 1) + h,
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Entonces, la probabilidad que un sistema elegido al azar f € IP(H%)QAW
verifique ,uggzst(f) > 1 es menor o igual que:

(n—m)

2D [10NY2mnt/2a32]” [6N2mn!/? gt 4

271.
Finalmente, presentamos un resultado que puede interpretarse como una
version discreta de los teoremas en el Capitulo 4. Su exposicién requiere
el uso de las notaciones, conceptos y resultados del Capitulo 4. Sean pues
Y, G4),9(q) como en la introduccién del Capitulo 4.

Sea H > 0 un numero positivo. Sea Z2N+3 C R2NH3 ¢] reticulo de los puntos
enteros en R2V+3, Sea Y el conjunto de puntos definido como sigue:

1
vH .y o 72N+3
H|’

donde Z2N+3 [%] es el reticulo dado por la ecuacién

1 z
Z72N+3 | 2| . {_ : Z2N+3}‘
I%i I%i A

Denotamos por Q(Z) C G(g) el conjunto de pares definido como sigue.

G(iy = {(Gy(y).eo) :y € Y}

Obsérvese que Q(Z) es un conjunto finito. Entonces, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 6.1.5 FEziste una constante universal C > 0 tal que para todo par
de numeros positivos € > 0, H > 0 tales que

logy H > Cn’N3 logy d + 2logy et
se tiene que:

Prob [(g,€0) es e —eficiente] > ¢,

gveo)eg(}é)
donde estamos utilizando las notaciones de la Definicion 4.1.3.

Recordemos que, una vez tenemos un par e—eficiente, el proceso descrito en
la introduccién del Capitulo 4 proporciona un algoritmo que resuelve la gran
mayoria de sistemas de ecuaciones (probabilidad de fracaso 1/¢). Por tanto,
el Teorema 6.1.5 puede verse como una soluciéon probabilistica al Problema
17 de Smale, sélo que la eleccion la hacemos en un conjunto discreto g(g) en
lugar de un conjunto continuo G4y como se hizo en el Capitulo 4.
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6.2. Geometria de los Numeros

Durante esta seccion, m € N serd un nimero natural positivo, y W C R™ un
subconjunto afin medible Lebesgue. El objetivo que tenemos es establecer
una cota para la discrepancia que nos permita relacionar el nimero de puntos
enteros en W con su volumen. Como nuestro interés es trasladar luego estas
estimaciones al caso proyectivo, tanto voliimenes como numero de puntos
se considerardn dentro de bolas B,, (0, H) centradas en 0 de radio creciente.
Esto es, sea H > 0 un nimero positivo cualquiera y sea

NOW,H) = ¢WnZ"NB,(0,H)].
Queremos una acotacién para la siguiente cantidad:
INW,H) — ™" WnN B,(0,H)]|. (6.1)

donde Z™ denota la medida de Lebesgue m—dimensional. Para todo nu-
mero natural 4 > 0, denotamos por K; el volumen de la bola unidad en R’
Es decir,

/2

Kiiz.i
I(:+1)

)

donde I' es la funcién Gamma.
La cota para la cantidad (6.1) dependera de una caracteristica geométrica
de W, que hemos definido en la introduccién de este capitulo y denotado

BW).

El siguiente resultado es una acotacién maés fina que la propuesta en [23].

Teorema 6.2.1 Sea m > 1 un natural y sea W C R™ un conjunto medible.
Sea H > 0 un nimero real positivo. Entonces, tenemos:

m—1
INOW, H) — Z™WnN B, (0,H)]| <BW Z ( )

Demostracion.— Denotamos C := (W). Para cada nimero natural n > 1,
denotamos por d¢c(n, H) la siguiente cantidad:

dc(n,H) := ng[gn {|4[V nZ" N B,(0,H)] — £"[V N B,(0, H)]|},
B(vy<c

Demostramos la siguiente igualdad por induccién en n:

n—1
Sc(n, H) < CY K, (’Z) H', VH,C >0. (6.2)
=0

Primero, sea n = 1, y sea V' C R tal que 3(V) < C. En este caso tenemos
obviamente que

ItV NZN B0, H)] - L'V N B (0, H)]| < Bo(V) = B(V) < C,
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y la desigualdad (6.2) se satisface de forma trivial. Ahora, demostramos que
paran > 1,

So(n, H) < CK,yH" '+ Y bo(n—1,4/H? - |z]}). (6.3)
x€ZN[—H,H]

En efecto, sea V' C R™ tal que 5(V) < C. Para todo punto x € R, sea V,, el
conjunto definido como sigue:

Ve i={yeR": (z,y) € V}.
También, para todo punto y € R”! sea V¥ el siguiente conjunto.
VV:={zeR:(x,y) €V}

Obsérvese que para toda eleccién posible de = o y, los conjuntos V,, V¥
satisfacen 3(V;), 8(VY) < C. Desde ahora, denotamos:

Hyim \JH2— [}, H9 = \[H2 — [y

Introducimos dos cantidades auxiliares:

Sp=|{VNZ'NB.(0,H)] - Y £ '[VanBu1(0,Hy)l|,
T€ZN[—H, H)
and
SQ = Z f"_l[VxOBn_l(O,H(x))] _gn[van(O’H)] :
2€ZN[—H,H]

Observamos que
5[V NZ" N B,(0,H)] — £V N B,(0, H)]| < S1 + Ss.

Acotaremos cada uno de esos dos términos por separado.
Por un lado, S es el valor absoluto de

> AVenZ ' NBu (0, H)l— Y L VeNBaoa(0, Hiy)l.
x€ZN[—H,H] z€ZN[—H,H)

Por lo tanto, S7 es a lo sumo

> #VanzZ' N Bu1(0,Hyy)l = £ Ve N Bt (0, Hyyl| <
+€ZN|—H,H]

> doln—1,Hy).

2€7ZN|—H,H|
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Por otro lado, Sy iguala el valor absoluto de

/ X Xvvns, (0,1w) () dy+
cezn[—H,H] ’YER"™

/ / xvo(z) do dy <
yeR?=1 Jxe By (0,H®))

Por lo tanto, Sy estd acotado superiormente por

/ fv Nz B0, HO)] — 2" [Ve B0, HO)| dy <
yeR*1NB,,_1(0,H)

Ko H"™'  méx 6c(1, HY) < CK,_ H" !,
yGanl(O,H)

de donde se sigue la desigualdad (6.3). Por la desigualdad (6.3) y la hipdtesis
de induccién tenemos que:

n—2
oc(n, H n— n—1 i
S H) _ e 1+ZKZ-< Z. ) S e

C
i=0 w€Zn[—H,H]

Ahora, para todo niimero natural i > 0, tenemos que

. . LH] ,
> (H =) < 1 +2/ (H? — %)% dt <
z€ZN[—H,H] 0

H .
. . . 1 .
H' + 2/ (H?> =32 dt =H' + B <§, % + 1> H*
0
donde B es la funcién Beta, esto es,

[(a)I'(b)

B(a,b) = m,

Ya,b € RT.

Por lo tanto,

5c(n, H = ~1\ [, 1 .
C(n7 ) SKn—lHn_1+ZKi<n ' > |:HZ+B <§’%+1> HZ+1:| —

n—1 .
n—1 K,_1/n-—1 1 i41 ,
:1+ZKZ-[< , >+ < >B<——>]H
P 1 K, \i—1 27 2

Observamos que para todo valor positivo de 4,

K1 _p l,i—i-l ‘1‘
K, 2 2
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Ademis,
n—1 n n—1 _(n
i i—1) \i)’

y queda demostrado que

dc(n, H) =l n\ =l n\ .,
O~ E . - E .
c <1+ K; ; H ' K; ; HY,

como queriamos.

El siguiente corolario se sigue de forma casi inmediata del Teorema 6.2.1.

Corolario 6.2.2 Sea H > 0 un numero real positivo. Con las notaciones
del Teorema 6.2.1 se tiene que

510 < H <1, entonces

INOW, H) — Z™W N Byy,(0, H))| < méx{1, K, }.

» Si H > 1, entonces

INOW, H) — 2™ W 0 By (0, H)]| < BON)6mH™ 1 (1 + %)m_l .

» Si ademds H > m?, entonces

INOW, H) = Z™W N B (0, H)]| < BOV)2mE 1 H™

Demostracién.— El primer item es trivial, pues si 0 < H < 1 entonces
max{NW, H), £™[W N By, (0,H)]} < max{l, K,,}. El segundo item se
sigue inmediatamente del Teorema 6.2.1, sabiendo que

mprese (7)=n(")
INOW, H) — Z™W N B (0, H)]| < B(W 6mz< , )

pero >, ! (m 1)HZ = (H+1)™"1, y se sigue el segundo item. Demostremos
el ultimo item. Por el Teorema 6.2.1, basta comprobar que para todo H >

m?2, se tiene que

m—1
K< >H’<2mK G H™L (6.4)
=0
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El caso m = 1 es inmediato. Para el caso m > 1, sea T; := K; (T)HZ el
i—ésimo término de la suma que aparece en la ecuacién (6.4). Observamos
que

T, _ p(lit2) i+l ]
Ti+1_ 27 2 m—zH

Por las desigualdades de Gautschi (véase [43, Th. 3]), sabemos que

. -1 3
B<12+2> < 1+ 2

27 2 2
Por tanto, si H > m?, obtenemos que T; < 7\}%1 y tenemos la siguiente
desigualdad.

\/RM71
T < Tt —— =Ty 1 — < 2T}, 1.
R R e
Queda probada la ecuacién (6.4) y con ella el corolario. [

Un caso particularmente interesante es el de los conjuntos definibles en
términos semi—algebraicos. En este caso, podemos dar una cota para la con-
stante (W) en funcién de caracteristicas sintacticas del conjunto. Para
concretar estas ideas, introduzcamos algunos conceptos previos.

Un conjunto semi-algebraico es un subconjunto WW de un espacio afin real
R™ que puede ser definido por una férmula de primer orden sobre los reales,
libre de cuantificadores. Sea F := {f1,..., fs} C R[X},..., X,,] un conjunto
finito de polinomios. Decimos que un conjunto semi—algebraico W C R™ es
una F—celda si existe una lista de condiciones de signo

€= (617"' ,Es) € {<7:7>}87

tal que
W= {z e R™: fi(x)e 0, 1 <i < s}

Un conjunto semialgebraico F—definible es una unién finita de F—celdas.

Definicion 6.2.3 Sean s,d € N dos numeros naturales positivos. Decimos
que un conjunto semi—algebraico W C R™ es (s,d)—definible si existe un
conjunto finito de polinomios F C R[Xy,...,X,,] tales que:

= W es F—definible,
= §(F) =s,
« deg(f;) <d, ¥f € F.
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Decimos que un conjunto semi-algebraico W C R™ es la M —proyeccion
de un conjunto semi—algebraico (s,d)—definible si existe un conjunto (s,d)—
definible W' C RM*™ de modo que:

W= {z e R™: 3y c RM tal que (y,z) € W)}.

Entonces, tenemos el siguiente resultado (véase [23] y las referencias en él
incluidas).

Lema 6.2.4 Si W C R™ es un conjunto semi—algebraico (s,d)—definible,
entonces
BW) < sd+ 1.

Si W C R™ es la M—proyeccion de un conjunto semi—algebraico (s,d)—
definible, entonces
BOWV) < (4sd + 1)2M+2),

Demostracion.— Sea L C R™ una recta cualquiera, paralela a alguno de
los ejes coordenados. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es
paralela al eje de 1. Esto es, existe (ya,...,%m) € R™™! tal que L viene
dada por las ecuaciones:

Xo = yo

Xm = Ym-
Supongamos que W es un conjunto semi-algebraico (s,d)—definible. En-
tonces, se tiene que L N W es también un conjunto semi-algebraico (s,d)—
definible de dimensién 1. Por [23, Teor. 9], sabemos que el nimero de com-
ponentes conexas de LNW estd acotado por sd+1. Si W es la M—proyeccion
de un conjunto semi-algebraico (s, d)—definible, entonces también L N W lo
es. De nuevo [23, Teor. 9] indica que el nimero de componentes conexas de
LN W estd acotado por (4sd + 1)2(M+2), y el lema queda demostrado. m

6.3. El caso de los conjuntos proyectivos

Sea Q[i] el cuerpo de racionales de Gauss y sea Z[i] C Q[¢] el anillo de enteros
de Gauss, que es un dominio de ideales principales y dominio de factorizacion
tinica con unidades S'(1) = {a € Z[i] : |a| = 1} = {1, —1,i, —i}.

Diremos que un conjunto A C C™*! es un Z[i]-reticulo en C™*! si A es un
Z[i]—mddulo libre generado por una base 3 de C™*! como espacio vectorial
complejo. Esto es, si 8 = {vg,...,vn} es una base de C™*! como espacio
vectorial complejo, el Z[i]-reticulo que genera es el conjunto:

AB) = {Xovo + -+ + A A € Z[i],0 < i <m}
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Sea A C C™*! un Z[i]-reticulo y sea 2 € A un elemento distinto de cero. Sea
(x) € C™*! el Q[i]-espacio vectorial generado por z. Es decir, (z) = {A\z :
A € Q[i]}. El Z[i]-médulo (x) N A un submédulo libre de torsién de rango 1
de A. Por tanto, tiene una base formada por un solo elemento. Decimos que
x es visible desde el origen en A si {x} es una base del Z[i]-médulo (z) N A.
Obsérvese que un punto distinto de cero x € A es visible desde el origen en
A siy solo si:

2]l = min{|lyll2 : y € () N A},

Otra definicién equivalente es la que sigue: Sea 3 = {vg,...,v,,} € C™F!
una base de C™*! como espacio vectorial, tal que A = A(3). Sea € A un
punto no nulo y sean \g,..., A\, € Z[i] los (inicos) enteros de Gauss tales
que:

T =XV + ...+ AnZm-

Entonces, x es visible desde el origen si y solo si
QCdZ[i]()‘Ou v 7)‘771) S 51(1)7

donde gedz;) (Ao, - - -, Am) es el maximo comiin divisor de Ao, . .., Am en Z[i
(un dominio de factorizacién).

Utilizaremos las funciones definidas a continuacién. Como es usual, r2(n)
denota el nimero de puntos en S'(y/n), donde S'(y/n) = {a + bi € Z[i] :
la + bi] = /n}. Esto es,

ro(n) := t{a + bi € Z[i] : |a|® + |b|* = n}.

Esta funcién es bien conocida desde tiempos de Gauss. Esta fuertemente
relacionada con la factorizacién de n en Z.

Sea IP,,,(C) el espacio proyectivo complejo y sea 7 : C"+1\ {0} — IP,,(C)
la proyeccién canénica. Sea IP,,(Q[i]) el espacio proyectivo m—dimensional
definido por el cuerpo de los racionales de Gauss. También denotamos por
7 la proyeccién canénica 7 : Q[i]™ 1\ {0} — P, (QJi]). Observamos que
la restriccion mzpjm+1\(o) es también sobreyectiva. Para todo punto z €
P,,,(Qli]), definimos su altura como el minimo de las normas de los puntos
en 7~ ({z}) N (Z[i))™ " . En otras palabras, para todo z € IP,,(Q[i]) hay
exactamente cuatro puntos visibles {z1, —x1,iz, —iz1} C Z[i]™*! tales que
m(x1) = z. Entonces, la altura de x se define como

H(z) = ||z1l2-

Finalmente, definimos la talla bit del punto proyectivo x € IP,,,(Q[i]) como
el logaritmo de su altura.

bl(z) :=logy H(x).
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Observamos también que bl(z) es esencialmente equivalente al nimero de
digitos requeridos para representar el punto proyectivo x en una maquina
de Turing.

Sea W C C™*! un subconjunto definible como semi-algebraico mediante la
identificaciéon C = R?. Diremos que W es un conjunto semi-algebraico com-
plejo. Para todo numero positivo H, denotamos por Nz; (W, H) la siguiente
cantidad:

Noyg OV, H) = W N ZE)™ 0 B (0, H) \ {0}} =

Hz e WNZ[™ 0 < ||z|, < H}.

Sea W C IP,,(C) un subconjunto del espacio proyectivo complejo, tal que el
cono W := 7L (W)U {0} € C™*! es un conjunto semi-algebraico complejo.
Denotamos por Nz (W, H) el ntimero de puntos en WNIP,,,(Q[4]) de altura
a lo mas H.Esto es,

Ny W, H) = e € WA TP, (Qlil) : H(x) < H).

El siguiente resultado relaciona NZM(W, H) y Ny, H).

Proposicion 6.3.1 Con las notaciones anteriores, para todo H > 1 se
tiene:

NeggOV, H) = > NggW, H//n)ra(n)

1<n<H?2

Demostracion.— Denotamos por W(H ) el conjunto de los puntos no nulos
en WNZ[i|™ N Byy1(0, H) y por WY(H el conjunto de los puntos visibles
en Z[i|™*! que pertenecen a W N By, +1(0, H). Observamos que

ANZ (W, 5) = V" (s) (6.5)
para todo ntumero real s > 1. Ahora consideramos la unién disjunta

A= ) W(H/Vn) x 81 (),

n<H?2

y definimos la siguiente aplicacion:

p: A — W(H)
WA = N

Observamos que ¢ esté bien definida, porque para todo A € S'(y/n) y para
todo y € WY(H/+/n) tenemos que Ay € W N Z[i]" ! y

(Alllyllz < vnH/vn = H.
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Ahora demostramos que ¢ es sobreyectiva. Dado 2 = (zo, . .., z,) € W(H),
sea A € Z[i] el maximo comun divisor de las coordenadas de z. Es decir,

A= ngZ[i] (l‘o, ce ,l'n),

y definamos y; = A '2; € Z[i], y = (yo,...,yn) € Z[i|™!. Como W es un

cono, tenemos y € W. El punto y es visible y ademas |y|le = S T
Eligiendo n = |A]? € N, queda demostrado que ¢ es sobreyectiva.

Sea x € W(H), (y,)\) € o 1({z}) tales que ¢()\,y) = x. Entonces, tenemos
que

e ({z}) = {(w g, uh) s u e ST}

En efecto, si p(y,\) = ¢(z,60) = x entonces A\y = 0z y se tiene que y, z €
Z[i)™*! son visibles. Por tanto, como definen el mismo punto proyectivo,
existe alguna unidad u € Z[i]* tal que z = uy. Concluimos que 6 = u~!),
como queriamos. -

Deducimos que o~ ({z}) = 4,Vo € W(H) y, por tanto,

LS e < stvm] | = oo,

n<H?
En otras palabras,

S LHOV (H/VR)ra(n) = Nogg W, H).

n<H?2

Utilizando la igualdad (6.5), concluimos

NV, H) = > Ny (W, H/v/n)ra(n),

n<H?2

y la proposiciéon queda demostrada. [ ]

Resumimos a continuaciéon algunos hechos bien conocidos sobre series de
Dirichlet, todos ellos incluidos en la excelente monografia [63]. Consideremos
el Caracter primitivo de Legendre—Jacobi—Kronecker médulo 4, x4, definido
como sigue:
0  siged(n,4)>1
x4(n) =<1 sin=1mod4
—1 sin=3mod4

Definimos entonces la siguiente serie de Dirichlet para s > 1:

Lats) = 30— [T o)

n>1 p
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Utilizando la féormula para la multiplicacién de series de Dirichlet, observa-
mos que

Ly(s) [ 32 1Pl ) S (5™ oy dpa(a) | o~

n>1 n>1 \ d|n

=1.

() Yy (@)

Obtenemos por tanto el desarrollo en forma de serie de Dirichlet:

I #(n)xa(n)
Ok 7; — (6.6)

Sea ¢ la funcién Zeta de Riemann, definida como sigue para s > 1:

()= 3 -

n>1

También conocemos la expresién en serie de Dirichlet de % (cf. [63, Teor.
287]) para s > 1,
1L pn)

(6.7)
El siguiente resultado puede encontrarse por ejemplo en [63, Teor. 306]:

> 20 ) L), (6.8)

n>1

Presentamos el siguiente resultado:

Proposicién 6.3.2 Sea m > 2 un nimero natural y sea W C P,,(C) un
subconjunto medible Lebesgue del espacio proyectivo complejo. Sea H > 1
un numero real. Entonces, tenemos:

TV [ W) 2m+2

NaOV, H) = 4C(m 4+ 1)Ly(m + 1)(m + 1)

<

BOV)

2m—+1
=3

donde W = 71 W) U {0} C C™*! es el cono afin de W (con el origen
incluido).
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Demostracion.— La demostraciéon de este resultado es muy técnica. Defi-
namos la serie de Dirichlet ¢ como sigue:

1

4¢(s)La(s)
Expresamos o en forma de serie de Dirichlet:

an
g = —_—.

s
n>1

Observamos que tenemos dos opciones para definir la sucesién {a, : n € N}.
Por un lado, por la ecuacién (6.8) y de nuevo la féormula de multiplicacion
para series de Dirichlet tenemos que

1= 4¢(s)La(s)o = Y ijbf]) 3y Z—" =" (Y ra(d)ax ni

n>1 n>1 n>1 \ dln

Por tanto, podemos escribir:

3 anry(d) = {1 sin =1 (6.9)

0 en otro caso

Por lo tanto, podemos escribir:

1 1
a1 = = —
') 4
y para n > 2,
Ap = — Zadrg (—)
din
d#n

La segunda manera de definir la sucesién {a, : n € N}, equivalente a la
primera, es utilizar la férmula del producto de series de Dirichlet y las ecua-
ciones (6.6) y (6.7), obteniendo:

an = i%uw)u (%) (3) (6.10)

Utilizaremos la sucesién {a, : n € N} que acabamos de definir para demos-
trar la proposicion. Sea p = % ese numero real. Sean f,g: (0,00) — Z
las funciones definidas como sigue. Para todo nimero real s > 0,

f(s):= NZ[@'}(W’ 8_1/2)’ g(s) := NZ[i](W7 8_1/2).

Entonces, por la Proposicién 6.3.1, tenemos:

flp) =" glnp)ra(n).

n<H?2
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Ahora, observamos que si n > H?, entonces % <ly

g(np) = Ny <w, %) —o.

Por lo tanto, no hacemos cambio alguno al escribir la suma como serie infinita

flp)=>_ glnp)ra(n). (6.11)
n>1
Por otro lado, podemos invertir la igualdad (6.11), como sigue:
9(p) =>_ f(np)an,

n>1

donde (an)n>1 es la secuencia descrita en el comienzo de esta demostracion.
Para demostrar esta ltima igualdad observamos que (como en la demostra-
cién de [63, Teor. 268]):

S fmp)an = an | > ra(k)glknp) | =

n>1 n>1 k>1

:Z Za%rg(d) g(mp).

m>1 \ d|m

Por lo tanto, por la igualdad (6.9), tenemos

> anf(np) = g(p),

n>1

como queriamos. Ahora consideramos la siguiente expresién:

S:= ‘pm“g(p) - (V] ‘ :

4(m +1)¢(m + 1)Lay(m + 1)

Por las expresiones obtenidas hasta ahora, concluimos que

_ [y gy TYmV]
5= |5 o (g™ () — e
Distinguimos dos términos,
— CAn [ e _ mm[V]
Sim | ot o) - ]

n<H?2
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o an TV [W]
S2 T Z nm+l m +1 .
n>H?

y tenemos claramente que:
S <51+ S,

donde hemos utilizado que f(np) = Ny (W, %) =0 si n > H?. Acotare-
mos cada término por separado. Con respecto a S7 tenemos:

|an|
S1= Z pmtl

n<H?

(np)™*1 f(np)

(6.12)

_Wm[m'.
m+1

Ahora, observamos que ”Z;’f{v} = "W N B,,y1(0,1)], donde £™ es la

medida de Lebesgue m + 1 dimensional. Por lo tanto,

(np)™*1 f(np)

- mm[vv]‘ _
(m+1)

—~ . 2m—+2
Nz OV, H//n) = LW N Bt (0,1))] <£> :

(7)) 7

Como W C C™*H! = R?™+2 es un cono, esta tltima cantidad es igual a

<§> 2m+2

Por 1ltimo, observamos que,

Nogg(W, Hf/n) — 2™+ [Wn B (o, %)] ' .
| Nz (W, H/v/n) = NOW, H/\/m)| <1,

en las notaciones del Teorema 6.2.1 (pues la tnica diferencia entre ambas
magnitudes es la aparicién o no del origen). Por el Teorema 6.2.1, concluimos:

(np)™** f(np) - ?:lmm))] ‘ <
(7)) (om0 () ) -
()" oo S e () () -
()" oo S e () () -
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2m—+1

o4 509) > K ors 6

=0

Por otro lado, por la igualdad (6.10) tenemos:
Janl < 3 3 [t (5) s ()| < Jtn)
! a d d/1— 4

donde d(n) es el nimero de divisores de n. Por el Teorema [63, 289] deduci-
mos que para todo ¢ > 3,

Por otro lado, para i = 0,1, 2, tenemos que

S i< Yon< Y B = |HH < H'=

n<H? n<H? n<H?2 P

> dn) an/QéLszHgHi%:L.

1/2 — 3/2°
n<H?2 n n<H?2 P
Z < Z 1=|H? <H?=
n<H2 n<H?2 p

Juntando estas estimaciones con las ecuaciones (6.12) y (6.13), concluimos:
>y 2m+1 .
sW) 2 m—1 2m + 2 i/t
S < ] 1 m m+1 i/2 -0 “N\2 )
1< (m + + Z ¢(3)

En cuanto al término S, se tiene:

TV W] 3 la(n)|

m+1 nmtl’
n>p~1

Sa

IN

Podemos acotar esa cantidad (cuando m > 2) por:

TV [ W] n TV [W
Sy < M7 7. <
2= 4m+1) 2 et = 4(m+1 P Z
n>p—1 n>p— 1+1

o) " Ly ) =S 7 ﬂ |
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Hemos acotado por tanto S; y So. Concluimos que la siguiente es una cota
superior para S.

BOV) 2 m—1 = (2m A2\ i 0o

T )

Finalmente, observamos que S es exactamente la cantidad que queremos cal-
cular en esta proposicién, pero dividida por H?™*2. Sustituyendo p por %
obtenemos la afirmacién de la Proposicién. Podemos acotar (groseramente)
el término

— g 4
26(W)(m +1)2H? + 74(77’?%]) <H2 + —mH_ 1>

por la cantidad
36(W)(m +1)*H™.

El siguiente corolario se sigue facilmente de la Proposicién 6.3.2, del mismo
modo que deduciamos el Corolario 6.2.2 a partir del Teorema 6.2.1.

Corolario 6.3.3 Sea m > 2 un numero natural y sea W C P, (C) un
subconjunto del espacio proyectivo. Sea H > 4(m + 1)? un mimero real.
FEntonces, se tiene:

TV [ W] 2m+2
4¢(m+1)La(m +1)(m + 1)

NZM(Wa H) - <

380W)(m + 1) Koy HH,
donde W C C™! es el cono afin de VW (con el origen incluido).
Finalmente, utilizaremos el siguiente resultado técnico:
Lema 6.3.4 Sean A, B,C, D, a1, as nimeros reales positivos tales que:
[A=B|<o, [C-Dl<ay [A[<I[C]
Entonces, también se tiene que:

é_g <a1+a2
c D= D
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Demostracién.— Observamos simplemente que

A B| |A A| |A B D-C| |A-B]
e i [ B e | + <
Cc D|-|C D|l'"|D D DC D
ID-C|l [ JA-B] a2 o
D D ~ D ' D’
CcOmo querfamos. | ]

Teorema 6.3.5 Sea m > 2 y sea W C IP,,,(C) un subconjunto medible del
espacio proyectivo. Sea H > 4(m + 1) un niimero real. Entonces, se tiene
que: -

NZ[i} (W, H) Vm [W] < 328(W)(m + 1)3/2

NZ[Z](IPm((C)vH) Um a H ’

donde W es el cono afin de W (con el origen incluido).
Demostracion.— Por el Corolario 6.3.3, tenemos:

TVm W] 2m+2
4¢(m+1)Ly(m +1)(m + 1)

360W)(m + 1)Koy H L,

También por ese mismo corolario, tenemos:

NZ[Z](W7 H) -

T, 2m+2
Najy (P m(C), H) — 4<(m+1)L4(m+1)(m+1)H =

36((Cm+1)(m + 1)K2m+1H2m+1 — 3(777, + 1)K2m+1H2m+1.
Por el Lema 6.3.4, concluimos que

NZM(Wv H) Vm[W] ‘ <

Nz (P (C), H) Um

24B(W)(m + 1)? Kom1 H2"H Ly(m + 1)¢(m + 1)
7.‘.19m]{2m—4—2

K 1

2m—+1 - B <_’m+1> S L

19m 2 v m + 3/4
La ultima desigualdad se sigue nuevamente de las desigualdades de Gautschi
(véase [43]). Finalmente, observamos que

Ademis,

N W

Lym+1)¢{(m+1) <¢{(m+1)* <
El teorema se sigue de estas estimaciones. ]

También podemos escribir la versién en talla bit de este resultado, que es el
Teorema 6.1.1 en la introduccién de este capitulo (en efecto, basta sustituir
en el Teorema 6.3.5 la altura absoluta H por 2", donde h es la talla bit).
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6.4. Estimaciones discretas para los numeros de
condicionamiento

A la luz del Teorema 6.1.1, podemos encontrar con facilidad las versiones
discretas (més cercanas a la realidad computacional que las continuas) de
los distintos resultados que hemos expuesto en secciones anteriores de esta
memoria. En esta seccion demostramos estos resultados discretos para los
casos del condicionamiento lineal y no lineal, y también para el caso de la
distancia a las variedades no lineales de corango dado.

6.4.1. El condicionamiento lineal

Recuperamos las notaciones la Seccion 2.5 del Capitulo 2. Esto es, ng >
ny > r > 2 son numeros naturales, el espacio P (M, xn,(C)) es el espacio
proyectivo de las matrices de talla ny x ng, y ¥’ es la variedad proyectiva
definida como sigue:

M = {A € P(Myy 50, (C)) : rank(A) <}
Llamamos talla bit de una matriz proyectiva racional A € IP (M., xn,(Q))

a la talla bit de A considerada como punto proyectivo en P, ,,—1(C) =
P (M, n, (C)). Ademés, para todo niimero real h > 0 denotaremos por

IP (Mo, iy (C)) 2

el conjunto de matrices de talla bit a lo sumo h.

Demostracion del Corolario 6.1.2

Sea W C IP (M, xn,(C)) el subconjunto definido como:
r 1
W= {A € P (M, xny (C)) : £ (A) > —} .

Por el Corolario 2.5.1, sabemos que

Vn1n2_1[W] <9 |: e (nlng — l)ﬁ 2(n1—r+1)(n2—r+1)
( .

e
79n1n2—1 ny —r-+ 1)(712 —7r—+ 1)

Por lo tanto, por el Teorema 6.1.1, basta comprobar que el cono afin W de
W satisface:
BOW) < (161 + 1)2(2mn2+2),

Por el Lema 6.2.4, es suficiente con demostrar que W es la 2(ny1nz)—proyec-
cién de un conjunto semi-algebraico (2, 2r)—definible. Verificamos pues esta
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condicién. Por el Teorema 1.5.10, sabemos que una matriz afin A € My, xp,
estda en W si y sélo si existe una matriz B € My, xn, tal que:

Bex\', dp(AB)<e (6.14)
La primera de las dos condiciones puede expresarse como
det(M,) =0, para todo menor M, de tamano r de B.

Como estamos tratando con matrices complejas, esto son 2(";) (”f) ecua-
ciones reales de grado r en los coeficientes de B. Sumando los cuadrados de
esas ecuaciones e igualando a cero, obtenemos que es equivalente a una sola
ecuacion de grado 2r en los coeficientes de B. En cuanto a la segunda de las
condiciones de la expresién (6.14), podemos escribirla como

(4, B)p|?
1— 2 < e
\/ IAIZ 1B

Esta ultima condicién puede escribirse por tanto como una Unica ecuacion
de grado 4 en los coeficientes de A y B.
Hemos expresado W del modo

W = {4 € My, xn,(C) : AB € My, xny, EC1, EC3},

donde ECy es una ecuacién de grado 2r y EC; es una desigualdad de grado
4 < 2r, ambas en los coeficientes de A y B. Por lo tanto, W es la 2(ninz)—
proyeccién de un conjunto (2,2r) definible, lo que termina la demostracion
del corolario.

[

6.4.2. El condicionamiento no—lineal

Recuperamos ahora las notaciones de la Seccién 1.4, en el caso cero—di-
mensional. Esto es, consideramos ntimeros naturales n > m > r y una
m—tupla de nimeros naturales (d) := (dy,...,d,,) tal que d; > 2 para algin
i. Entonces, denotamos por IP ( ?Zl ) el espacio proyectivo de los sistemas de
m ecuaciones homogéneas de grados respectivos di,...,d,, en las incogni-
tas X, ..., X, con coeficientes complejos. Al igual que en secciones anteri-
ores, consideraremos IP ({7} ) con la estructura Riemanniana inducida por la
métrica de Kostlan, definida en la Seccién 1.4. El niimero de condicionamien-
to ug))rm( f,¢), definido para todo par (f,() donde ¢ es una solucién de f,
es como en la Seccién 1.6. También denotaremos por EE’ a) el conjunto de
sistemas de ecuaciones f € IP(H?Z[)) tales que el rango de la matriz diferen-
cial d¢ f en cualquier solucién ¢ de f es menor o igual que r. Consideramos
también el condicionamiento del caso peor

(r) - £ (r)
o f = IMaxX [yorm f s .
worst( ) ce (f) ( C)

188



Pasamos ahora a definir la talla bit representativa de un punto del espacio
P (H%). Para hacer esto utilizamos la aplicacién A~! (correspondiente a la
matriz de Kostlan A definida en la Seccién 1.4), de la que hemos hecho uso
extensivo en otros capitulos de esta memoria. Recordemos que la aplicacién
A~ viene dada por

AL (P (H{g): can) — P( @)

f = AT,
donde (IP (H%),can) representa el espacio IP(H%) con la estructura Rie-
manniana canénica heredada de la métrica usual en el correspondiente es-
pacio afin. Por el Lema 1.4.1, sabemos que A~! es una isometria, con lo
que conserva volimenes. Sea A7!IP x(Q) la imagen mediante esta isometria
del conjunto de los puntos racionales de P ( ?;)). Para todo sistema f €

AP 5 (Q), definimos la talla bit representativa de f como la talla bit de
Af eTP( %), considerado como punto proyectivo (véase Seccién 6.3). La
talla bit representativa de un punto f € IP(H?ZI)) asi definida es esencial-
mente equivalente al nimero de cifras binarias necesarias para representar
f a través de la isometria A~!. Utilizaremos esta nocién de talla por ser
la que nos permite demostrar de un modo mas directo los resultados que

siguen. En lo que sigue, denotaremos por
h
IP(H%)QA( )

el conjunto de los sistemas de ecuaciones en IP ( %) de talla bit represen-
tativa a lo mas h.
Demostracién del Corolario 6.1.3

Sea W C IP (H(4)) el subconjunto definido como:

Wi={f €P(Huy): de (£, 5} <e}.

va[W]
VP (1 g P (F(a))]
de que un sistema elegido al azar f € IP(Hq)) verifique dp (f, EE’ d)) < cees
menor o igual que:

(1)) (23

i=1

Como se indica en el Teorema 3.4.1, la probabilidad (continua)

Por tanto, por el Teorema 6.1.1, basta comprobar que el cono afin W de W
satisface: -
BOW) < (16(r + 1)d + 1)V +n+3),
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Por el Lema 6.2.4, es suficiente con demostrar que W es la (2N +2n+4)-
proyeccién de un conjunto semi-algebraico (2,2(r + 1)d)—definible. Verifi-
camos pues esta condicion. En efecto, un punto f € H@ estd en W si y solo
si existe un sistema g € H(g) y un punto afin ¢ € C™*! tales que:

= I35 =1,
= g(¢) =0,

» rank(deg) <,

= dp(f,g) <e.

La primera condicién es una igualdad real de grado 2. La segunda de las
condiciones puede escribirse como n ecuaciones complejas de grado d. La
tercera condicién es equivalente a la anulacién de (Zill) (Tﬁl) ecuaciones
complejas de grado (r + 1)d. Por tanto, las tres primeras condiciones juntas
pueden expresarse como una unica ecuacién real de grado 2(r + 1)d. En

cuanto a la ultima condicién, observamos que es equivalente a

[(f. )|

1 D IA
IFIA9IA

<,

esto es una desigualdad de grado 4. De este modo, hemos expresado W del
modo

W = {f € Huy: 39 € Huy. ¢ € CLEC), ECy},

donde EC) es una ecuacién de grado 2(r 4+ 1)d y ECy es una desigualdad
de grado 4 < 2rd, todas ellas en los coeficientes de f, g y (. Deducimos que
W es la (2N + 2n + 4)-proyeccién de un conjunto (2,2(r + 1)d) definible, lo
que termina la demostracion del corolario. |

Demostracion del Corolario 6.1.4

Sea W C P (H?Zl)) el subconjunto definido como:

wi={repouy) i > 2}

Como se indica en la demostracion del Teorema 3.7.6, la probabilidad de
que un sistema elegido al azar f € IP( ?;)) verifique u&’;‘ﬂst( f)> % €s menor

o igual que:

[6NY/2mnl/? &),

2(n—m
2D [10N1/2mn1/2d3/2] (=)
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Por tanto, por el Teorema 6.1.1, basta comprobar que el cono afin W de W
satisface: .
BOWV) < (24rd + 1) (N+7+3),

Por el Lema 6.2.4, es suficiente con demostrar que W es la (2N +2n+4)-
proyeccién de un conjunto semi-algebraico (2,2md)—definible. Verificamos
pues esta condicion. Por el Teorema 3.1.1, un sistema afin f € H% estd en

W si y solo si existen un punto ¢ € C"*! y un sistema g € HZ’C}) tales que:

= [IKE =1,

= f(¢)=9(¢) =0,

» rank(deg) <m —1,
= dp(f,9) <e.

La primera condicién es una igualdad real de grado 2. La segunda de las
condiciones puede escribirse como 2n ecuaciones complejas de grado d. La
tercera condicion es equivalente a la anulacion de (";fbl) ecuaciones complejas
de grado md. Por tanto, las tres condiciones juntas pueden expresarse como
una Unica ecuacion real de grado 2md. En cuanto a la dltima condicién, es
equivalente a

{9
LFIA gl

esto es una desigualdad de grado 4. De este modo, hemos expresado W del
modo

<,

W = {f € H{j : 3g € H{y),¢ € C"' ECy, EC,},

donde FEC; es una ecuacion de grado 2md y EC5 es una desigualdad de
grado 4 < 2md, todas ellas en los coeficientes de f, g y ¢. Deducimos que
W es la (2N + 2n + 4)-proyeccién de un conjunto (2,2md) definible, lo que
termina la demostracién del corolario. |

6.5. El problema 17 de Smale

Estructuramos la prueba del Teorema 6.1.5 en las dos subsecciones que
siguen.
6.5.1. Homotopia y conjuntos semi—algebraicos

Sea M := (M°,...,M"™) € Hay = Mpx(nt1)(C) una matriz no-singular,
con columnas MY, ..., M™ € C". Definimos el vector complejo

v(M) := (v(M)o,...,v(M),) € C"*



como sigue:

det(M?t, ..., M™) si i=0,
v(M); =< (=1)tdet(MO, ..., M= ML M™) 1<i<n-—1,
(—=1)"det(M°, ..., M"1) si i=n.

Sea Q(M) la matriz definida como sigue. Aplicamos el procedimiento de
Gram—Schmidt a los n 4+ 1 vectores complejos {v(M), My, ..., M,}, donde
My, ..., M, son las filas de M. Sean vé\/[, v ... vM los vectores obtenidos
mediante este procedimiento. Entonces, definimos:

M\ t
Yo

Q(M) = S Z/{n+1.

vy

Obsérvese que para toda matriz no-singular M € H(y), se tiene que e
pertenece al nicleo de MQ(M). En efecto,

MQ(M)eo = M(vg")" = ||vg" |2Mv(M)".

Ahora, la i—ésima coordenada del vector Mv(M)! es igual a

n

> miu(M); = (=1 mijdet(M°, ..., MI~H MIT L M) =
7=0

Jj=0
mio -+ Min
moo - Mon
Mo -+ Myp
mpo - Mnpn

por el desarrollo en la primera fila del determinante de una matriz. Sea W C
R x CN*1 un conjunto semi-algebraico complejo, tal que W C By (0,1) :
{z € R x CN*1: ||z]|c < 1}. Para todo nimero natural H, denotamos por
N 1 (W) el siguiente nimero:

H

1
Ni(W):=t <Wm EZ2N+3> ,

donde %Z2N+3 = {%z 1z € ZzN+3} es ese reticulo en R x CN+1 = R2V+3,
Sea m > 1 un natural positivo cualquiera, y sea {y; : 1 <i <m} C Y una
coleccién finita de puntos de Y. Consideramos la discrepancia

‘@{ylv---vym} =

9

=S () - By [A
1=1
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donde :4\; es la funcién definida en la Seccién 4.4. Para todo nuimero real
positivo 0 < e consideramos el siguiente subconjunto de Y x Sa:

Re = {((t,h, M), ) € Y x Sa : La(f,Ga)(t, b, M), e0) N (E(y)= # 0}

donde estamos utilizando las notaciones de la Proposicién 4.2.3. Para ser
més precisos, exigimos también que f y G g (t, h, M), ep) no sean iguales ni
antipodales. Entonces, para cada sistema f € Sa, consideramos el conjunto
R, definido como sigue:

RE,f = {(tvth) €Y: ((t,h,M),f) € Ra} cY.
El siguiente lemma describe R, y como conjunto semi-algebraico complejo.

Lema 6.5.1 Para todo niumero real positivo € > 0 y para todo sistema
f €Sa, el conjunto R ; es la k-proyeccion de un conjunto semi-algebraico
(s,d')~definible, donde

k= 3n+10,
< dO(nNS),
dl S dO(nNg),

y d es el maximo de los grados de los polinomios en f.

Demostracién.— Observamos que un punto ((¢t,h, M), f) € Y X Sa estd en
R, siy sélo si se tiene que:

Gyt h, M) # £, (6.15)

' 3 (s1,82) € SY(R), ¢ € SH(C™) tales que
(s1f +52G(q)(t, h, M), C) € EA(f,Gay(t,h, M), e0) y (6.16)
(s1f + 852G a) (8, h, M), ) € (S(g))e (6.17)

donde denotamos por el mismo sfmbolo el punto afin ¢ € S1(C"*1) y el
punto proyectivo asociado IP,,(C). Usando la descomposicién en valores sin-
gulares y escribiendo g(s1,s2,t,h, M) := s1f + s2G(q)(t, h, M), obtenemos
otra formulacién equivalente de la condicién (6.17):

I ER: |u| < €2

det(uld, — A(d) "2 Tpg(s1, 82, t, by M)Teg(s1, s9,t, hy M)*A(d) V%) =0,

donde T¢g(s1, s2,t, h, M) es la matriz diferencial de g(s1, s2,t, h, M) restrin-
gida al espacio ¢+ en alguna base ortonormal. Equivalentemente, la condi-
cién (6.17) puede escribirse como:

JueR: |y <&
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det(ﬂldn - A(d)_1/2dC9(817 327t7 hv M)ng(Sla 327t7 h7M)*A(d)_1/2) = 07

de modo que hemos eliminado la dependencia en el ortogonal de (. Esto se
debe a que los valores singulares de d¢g(s1,s2,t,h, M) y Teg(s1,s2,t,h, M)
coinciden. Observamos que para cualquier secuencia de nimeros reales pos-

itivos A1,..., An, tenemos la siguiente igualdad:
A My
Q : = Q(M). (6.18)
An My,

Consideramos la siguiente secuencia de niimeros positivos:

L 1
Ao = (EOTOIER
Al = L

| M1 —(M7,0)") 20} |2

Ap =

1M =372 (M 0} )20 M 127

Entonces, por la ecuacién (6.18), los vectores Ué\/‘[ ,o o, oM que definen Q(M)
satisfacen las siguientes igualdades:

o = Aov(M),
oM = AN (My — (M, v)T)avdl),

v = Aa(Myy — P5H(My, 0i)av7).

Por lo tanto, podemos expresar cada coordenada de v]iV[ como un polinomio
en las variables {\;,m;;}i=1.n, de grado acotado por 22k(n + 1), y todo
j=0...n

elemento de (M) puede expresarse como un polinomio de grado a lo més
22"(n + 1) en esas variables. Ademds, para todo ¢t € [0,1], consideramos
puntos (t1,t2) € SY(R), y 1,12 € R tales que:

2 1/2 1 1 1
to = <Tl +n> t2n§+2”, l1:=—, lg i'= ————.
N [172]]2 M| r

Entonces, podemos escribir:
g(s1, 89,8, b, M) = s1f + o [1h AT h + bt (Tey (L MQ(M)))]

Deducimos que todo coeficiente de g(s1, s2,t, h, M) puede expresarse como
un polinomio de grado acotado por 22"+ (n + 1) en las variables

t17t27l17127317327)‘07’ .. 7)‘n7M7 h.

194



Por lo tanto, la correspondiente expresién para los elementos de la matriz
dcg(s1, 82,t,h, M) es un polinomio de grado a lo mas 2*"*1(n + 1)d en las
variables de arriba mas las variables de (. Deducimos que la igualdad

det(puldy, — A(d) ™ %deg(s1, s, t, h, M)dcg(s1, sa, t, h, M)*A(d)~?) =0,
¢ ¢

puede expresarse como un polinomio de grado a lo mas 22"+2(n+1)2d en las
variables pu, s1, So,t1,t2,101,1l2,h, M, Ag, ..., Ap, (. Concluimos que la condi-
cién (6.17) es equivalente a

JueR: p? <t (P =0),

donde P; es un polinomio de grado acotado por 22"+2(n + 1)2d en las vari-
ables

u,tl,tg,ll,lg,sl,SQ,Co,. .. ,Cn,)\(), e ,)\n,M, h.

Por lo tanto, la condicién (6.17) anade un existencial, una desigualdad de
grado 1 y una igualdad de grado acotado por 22"*2(n + 1)2d en todas esas
variables. Sin embargo, la finura con la que hemos hecho estos cdlculos no
resultard demasiado ttil pues es la condicién (6.16) la que marcara el grado
y el nimero de polinomios necesarios para definir R, ; como conjunto semi-
algebraico. Lo que si hemos obtenido es el nimero de variables cuantificadas
que necesitamos: 3n + 10.

Respecto a la condicién (6.15), observamos que es equivalente a que el rango
de la matriz formada por los coeficientes de [y G(q) (t,h, M) sea 2. Esto
equivale a una desigualdad de grado acotado también por 227+2(n + 1)2d.
Vamos ahora con la condicién (6.16). Primero observamos que, levantando
las soluciones a la esfera, el conjunto £ (f, Ga (t,h, M), ep) puede ser visto
como una componente conexa del conjunto descrito a continuacion:

{(f",¢") e Sa x SHC™ ) : f(¢) =0,
f' € Lalf,Gay(t,h, M), f' # —Ga)(t, h, M)},

donde £A(f,g) es el circulo méximo que contiene a f y a g. Denotemos
por B ese conjunto. Hemos visto que los coeficientes de G 4 (t,h, M) son
polinomios de grado acotado por 22"+ (n + 1) en las variables

t17t2yllal2y)\07 s a/\nvhv M.

La condicién f/ # —Gg)(t, h, M) puede escribirse como la no-anulacién de la
suma de cuadrados de las diferencias entre los coeficientes, equivale por tanto
a una desigualdad de grado acotado por 2?"*2(n + 1). Dado que estamos
suponiendo se satisface la condicién (6.15), observamos que la condicién
f € Lalf,Gy(t, h, M)) equivale a

rank(f Gq)(t,h, M) f') <2,
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donde (f G(q)(t,h, M) f') € Man423(R) es visto como una matriz real. Esta
condicion equivale a la anulacién de 3(2]\7;2) ecuaciones de grado acotado
por 22"+1(n 4+ 1) 4+ 1 en las anteriores variables. Por tanto, el conjunto B
se puede expresar como el conjunto de pares (f',¢") € Hg x C" que
satisfacen EC7, EC5 donde ECy es una desigualdad de grado acotado por
22+2(n 4 1) + 1 < (2d)**2(n + 1) y ECy es una ecuacién de grado menor
que max{22"*2(n +1) +1,2(d + 1)} < (2d)**2(n + 1). Por [7] concluimos
que toda componente conexa de B puede expresarse como un conjunto semi—
algebraico libre de cuantificadores con un nimero de polinomios del orden

de
22N+n+9+1[(2d)2n+2(n+ 1)]0((2N+n+9)3) < dO(nN3)

con grados acotados por esa misma cantidad. Concluimos que la condicién
(6.16) puede expresarse como una condicién semialgebraica en la que apare-
cen a lo sumo
dO(nNS)
polinomios de grado acotado por
2n+1(n + 1)d0(nN3) < dO(nNS)‘
Esto termina la demostracion del resultado. |

Lema 6.5.2 Con las notaciones anteriores, para toda coleccion de puntos
{yi: 1 <i<m} CY, se tiene la siguiente desigualdad:

1 vy [R: 1]
Dyt ym} < 7/ XR. (Yi, ) — dSA.
{y17 Y } VA[ fGSA ZZ:

w[Y]
Demostracién.— Primero, observamos que para todo y € Y, se tiene:

A 1
As(y) = m /feSA Xs(ﬂnorm(f, G(d)(y)veo))dSA _
1
valSal /fegA Xr.(Ga)(y), fdSa.

Por lo tanto, Yy, . 4,.} €s igual a

1 m
> wwbnass - | / w0, F)dSa dY].
m i=1 fESA yEY fESA

Por el Teorema de Fubini, esta iltima cantidad es igual a

1
vA[SA]

1 / 1 « /
— > Xr.(¥i, f) Sy, ) dY | dSal,
valSal |Jyesa <m ;
lo que concluye la prueba del lema. [ ]
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Lema 6.5.3 Sea H > (2N +3)? un natural positivo. Sean k, s, d’ los nime-
ros del Lema 6.5.1. Con las notaciones anteriores, las siguientes desigual-
dades se satisfacen para todo sistema f € SA:

‘N%(Rs,f) — W[Rs,f]H2N+3]‘ < do("2N3)H2N+27

‘ﬁ[YH] _ VY[Y]H2N+3H < 2(2N +3)K2N+23N+1H2N+2.

Demostracién.— Primero observamos que, dado que el cardinal de un con-
junto discreto no cambia mediante homotecias,

‘N% (Ref) — VY[Ra,f]H2N+3]‘ = |N(HR. ) —vy[HR. f]|.

donde HR. s :={ty : Hy : y € R. s} vy N(HR. ) es el nimero de puntos
enteros en HR. ;. Ademés, dado que R. s C Bon3(0,4/3), esta tltima
cantidad es igual a

‘N(HR& $V3H) — vy [HRe ;0 Ban+5(0, \/§H)]( ,

donde N(HR. s,V/3H) = 4{Z*N 3N HR. ;N Ban+3(0,v/3H)]. Por el Coro-
lario 6.2.2, sabemos que

‘N(HR& $V3H) — vy [HR. ; 0 Ban+5(0, \/§H)]( <

ﬁ(HRe’f)Q(QN + 3)K2N+23N+1H2N+2.
Ademss, B(HR., f) = B(R. ¢). Por los lemas 6.5.1 y 6.2.4, sabemos que

5(R€,f) < (dO(nN3)>6n+24 < dO(nzNa)'

Finalmente, también podemos escribir
2(2N + 3)K2N+23N+1d0(n2N3) < dO(n2N3)7

de donde se sigue el primer enunciado del Lema. En cuanto al segundo,
procedemos de igual manera, pero esta vez utilizamos el hecho de que Y es
un conjunto convexo, por lo que 3(Y) = 1. n

El siguiente resultado se sigue de los lemas 6.5.3 y 6.3.4.

Lema 6.5.4 Sea H > (2N + 3)2 un natural positivo, y sea f € Sx un
sistema. Con las notaciones anteriores, tenemos:

N%(Ra,f)  wy[Rey] B idowm) 4 122N+4
gy ] wlY] |7 H vy[Y]
En particular,
N% (R: ) B vy R ;] JO(n*N?)
gy ] wlYl | = H




6.5.2. Demostracion del Teorema 6.1.5.

El Teorema 6.1.5 es consecuencia del Corolario 6.5.5 que exponemos a con-
tinuacion.

Corolario 6.5.5 Sea H > (2N + 3)? un natural positivo. Tenemos la si-
guiente desigualdad:

1 __ . JO(n*N?)
yeY H

En particular, sea §(¢) = (%n”z(n +1)32N2a%/2)1/2¢. Entonces, existe
una constante universal C > 0 tal que si

H > anzNSHh

para algun numero real positivo Hy > 1, entonces se tienen las siguientes
dos desigualdades:

1 — 1
v 2, =00
Y 1 — 1
Wﬁ {y eY":A(y) > 5(5)} <d(e) + S H,

Demostracion.— La desigualdad (6.19) es consecuencia directa de los lemas
6.5.2 y 6.5.4. Por la Proposicién 4.4.4, sabemos que

By[Al] < 4(e)%,

de donde se sigue la segunda de las desigualdades. La tltima desigualdad es
consecuencia de la desigualdad de Markov. |

Para terminar la demostracién del Teorema 6.1.5, cambiamos cada apariciéon
de € en el Corolario 6.5.5 por

~1/2
<—10200n7/2(n + 1)3/2N2d3/2> €.

Obtenemos pues que existe una constante universal C' > 0 tal que para todo
H > 0 tal que
H > an2N32h1

para algin h; > 0, se tiene que

1 ~
ity € v A(%nwz(n+1)3/2N2d3/2)71/25(y) >ep<e+

ﬁ(YH) 52h1 ’
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Tomemos h; = 2log, ™ !. Entonces,

1 ~
Wﬁ{y D& A(%nwz(nﬁ_l):ﬁmN2d3/2)71/25(y) > e} < 2.

Finalmente, por el Teorema 4.2.6, si un punto y € Y satisface

A(10000,7/3 4 1)3/2N2/2) 126 (V) < €5

entonces con probabilidad mayor o igual que 1 — £, el nimero de pasos de
homotopia de NHD con par inicial (G4 (y), o) estd acotado por

60000n"/2(n + 1) 2N2d3 2.

Esto termina la demostracién del Teorema 6.1.5.
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Apéndice A

La Estructura Riemanniana
del Espacio Proyectivo
Complejo

El espacio proyectivo complejo es una variedad Riemanniana bien conocida.
Sin embargo, resulta dificil encontrar un texto en el que se resuman sus
propiedades mas elementales sin recurrir a un lenguaje especializado. En las
paginas que siguen describimos de modo elemental las propiedades de este
espacio que se utilizan a lo largo de la memoria.
Dado que estamos interesados en distintas estructuras Riemannianas, es-
cogemos una forma de definirlas que las retina a todas. Sea pues CF! un
espacio vectorial complejo de dimensién k y sea (,) un producto hermitiano
en CF*1. Esto es, una forma bilineal en C**! que es definida positiva y tal
que

(v, w) = (w,v),
donde ~ denota conjugacién compleja. Queda asf definida una norma en C*+1
del modo usual: Para todo vector v € CFt1, se tiene que

lollz := (v, 0)"/2.
Sea S(CF*1) 1a esfera en CF*! para la norma que acabamos de definir. Esto
es,

S(CH) = {z e CFL . ||z = 1}.

La esfera es una variedad diferenciable de dimensién impar 2k + 1, y por
tanto no es una variedad compleja. Sin embargo, posee una estructura de
variedad Riemanniana real heredada de CF*!. Pasemos ahora a la estructura
Riemanniana de IP;(C). Recordemos que el espacio proyectivo Py (C) se
define como el conjunto de clases de equivalencia en C**1\ {0} médulo la
relacién de equivalencia

£~g<:>3)\€((j:g:)\g.
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Denotamos por 7 la aplicacién candnica,

m: CHI\{0} — ]PIZ(<)C)

18

También consideramos la restriccién a S(CF+1), que en el caso de que (-, -)
es el producto hermitiano usual se denomina fibracién de Hopf,

pZ:7T|S((Ck+1)I S(Ck+l) I IPk((C)
z = p(z).

Entonces, como se observa en [48, Prop. 2.28], [48, ex. 2.29], existe una tinica
estructura Riemanniana en IP(C) tal que p es una submersién Riemanni-
ana, esto es:

= p es sobreyectiva,
» La diferencial d,p es sobreyectiva en todo punto z € S ((C’“Jr Dy
» La restriccién de dp al ortogonal de Ker(dzp) es una isometria lineal.

En la tercera de estas propiedades, por ortogonal de Ker(dyp) queremos
decir el complemento ortogonal (para (-,-)r := Re((:,-))) del nicleo de dyp.
Esto es, el espacio horizontal de p en z.

Esta estructura Riemanniana cuya existencia queda garantizada por la Pro-
posicion 2.28 de [48] es la que denominamos “estructura Riemanniana in-
ducida por (-,-)”. La siguiente proposicién permite identificar el espacio
tangente T,IP;(C) con el ortogonal a z para (-, ).

Proposicién A.0.6 Sea z € P;(C) un punto proyectivo. Sea x € p~'(x)
un representante de x tal que ||z||2 = 1. Consideremos el espacio

b= {v e CFH: (z,0) = 0},
y sea @, la siguiente aplicacion:

Pz : zt — P, (C)
y = 7w(z+y).

Entonces, ¢, es una isometria en 0. En otras palabras, la aplicacion difer-
encial dopy es una isometria lineal.

Demostracién.— Tenemos el siguiente diagrama

52k+1

xL — ]Pk((c)
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Sean v,w € z+ dos vectores, y veamos que

(dopz(v), dopg(w)) 1, P, () = (v, )

Denotemos por D := (dyp) |ger(a,p)t 1@ restriccién de dyp al ortogonal de
Ker(dgp), que segin hemos visto es una isometria lineal. Por lo tanto,

(dope(v), dopz (W) 1, p () = (D™ dowe (v), D™ dog (w)),
y basta con demostrar que
D_ldogpl(v) =, D_ldocpﬁ(w) = w.

De hecho, ambas afirmaciones son equivalentes, pues v y w son vectores
cualesquiera. Ademds, D! y dop, son biyectivas y v pertenece al dominio
de D, luego basta comprobar que

v = (doy) ' D(v) = do(pg) ~ dep(v) = du(; " 0 p)(v).

Ahora, cp;l o p es una aplicacién entre la esfera y un subespacio lineal de
CF+1 luego podemos utilizar andlisis cldsico para calcular su diferencial:

_ +t _
¢z op (ﬁ) — ¢y op(z)

—1 S 2 _
dy ("~ 0 p)(v) = lim ; =

() — et (r(@) -0

lim = lim =,
t—0 t t—0
lo que termina la demostracion. |

El siguiente sencillo resultado es 1til en numerosas ocasiones, pues permite
hacer uso de las propiedades simétricas del espacio proyectivo. En particular,
tiene como consecuencia el Lema 1.4.1, que ha sido utilizado en numerosas
ocasiones a lo largo de esta memoria, y también demuestra el hecho de que
las matrices unitarias actiian isométricamente sobre el espacio proyectivo
complejo.

Lema A.0.7 Sean (-,-)1 y (-,-)2 dos productos hermitianos en Ck*1. Sea
Y (CFFL () — (CFFL (L )2)
una isometria lineal, esto es,
(w,w); = (W), Yp(w))e, VYv,w e CFL

Sea Py el espacio P (C) con la estructura hermitiana heredada de (-,-)1 y
sea Po el espacio P(C) con la estructura hermitiana heredada de (-,-)s.
Entonces, la aplicacion (que denotamos por el mismo simbolo)

v: P; —— P,
x = w(r (2)))

es también una isometria.

203



Demostracion.— Primero, comprobamos trivialmente que i estd bien defini-
da como aplicacién proyectiva, pues m(¢)(7~1(x))) no depende del represen-
tante 7! (x) elegido. Sea S la esfera en C**! para el producto hermitiano
(,-)1 y sea Sy la esfera para el producto hermitiano (-, -)o. Entonces, se tiene
claramente que ¢ transforma S; en Ss. Ademads, como 1 es una isometria
entre los espacios afines, también lo es entre subvariedades diferenciables de
estos espacios, luego
PS5 — Sy

es también una isometria. Por tanto, la situacién es
Y
S — 5

p1 p2

1P1—¢>]P2

donde estamos denotando por p1 y po las respectivas restricciones de w a S1 y
a S9. Dado que p;, i = 1,2 es una submersién Riemanniana (pues asi hemos
definido las respectivas estructuras de IP y P3), basta con comprobar que
para todo punto z € S1, se tiene

dyp(Ker(dgp1)) = Ker(dyz)p2)-

Por otro lado, sabemos que

Ker(dyp1) =< v—1z >, Ker(dy@m)p2) =< v-1¥(z) >,

donde < - > denota el espacio vectorial real generado por el vector corre-
spondiente. Ademds, considerando 1 como definida entre los espacios afines,
tenemos que

dyp(Ker(dgp1)) = V=1d(z) = V=1¢(x) = Ker(dy)p2),
Queda demostrado pues que

dyp(Ker(dgp1)) = Ker(dyz)p2),

y con ello el lema. |

Finalmente, como en toda variedad Riemanniana, en el espacio IP;(C) con la
estructura heredada de (-, -) podemos medir volimenes, calcular integrales y
medir longitudes de curvas. Como consecuencia, hay una nocién de distancia
Riemanniana, definida como el infimo de las longitudes de curvas uniendo
dos puntos. Denotamos esa distancia por dr. Cuando (-,-) es el producto
usual, la distancia Riemanniana obtenida recibe el nombre de distancia de
Fubini—Study. Nosotros utilizamos con frecuencia a lo largo de la memoria
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otra distancia practicamente equivalente a ésta en valores pequenios: La dis-
tancia proyectiva, definida como el seno de la distancia Riemanniana. Esto
es, para dos puntos cualesquiera z,y € P (C), definimos

dp :=sindg(z,y).

Obsérvese que, aunque no aparezca en la notacion, las distancias dg y dp
dependen del producto hermitiano (-, -) que hallamos escogido. Recordamos
una elegante férmula que relaciona mas directamente este producto hermi-
tiano con la distancia proyectiva. Su demostraciéon puede encontrarse, por
ejemplo, en [14]:

(z,y)%
dp (z,y) = min 11— ——— =
m(a)=z,m(y)=y (e[
=z min lz — Ayll2
2 2 :
zll5llyllz  reC  [lzl2
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