Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen 1.1 2-Marzo-17

Apellidos, nombre: Nam.:

EJERCICIO 1: (0.3 puntos) Justifica la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones. Se supone
que todas las integrales mencionadas existen.

a) Si en todos los puntos de una regién D del plano se tiene que f(z,y) = 2 + g(z,y), entonces se

cumple que
//D f(z,y)dA = 24rea(D) + //D g(z,y)dA

b) Si Ry y Rs son dos rectangulos del plano, entonces

/Rl f(:c,y)dA+/ R2f(a:,y)dA—//R1UR2 |f(a:,y)|dA—//RmR2 [f (2, y)[dA

¢) Si D es una regién del plano que estd contenida toda ella en el cuadrante z < 0 e y < 0, entonces
para cualquier f(z,y) se cumple que [[,[f(x,y)|dA es un nimero negativo.

Resolucion:

a) Cierto, por la linealidad y debido a que el drea de D es la integral de dA sobre D,

//Df(%y)dA://D2dA+//Dg(:1:,y)dA:2érea(D)+//Dg(x7y)dA

b) Falso. Por ejemplo para f(x,y) = —1, tomando cualquier par de rectdngulos ya se ve que no es
cierto.

¢) Falso. [[,,|f(x,y)|dA puede ser cero (si la funcién es nula siempre en D) o positivo, nunca negativo.
Por ejemplo, basta tomar f(z,y) =1y D cualquier rectangulo.

EJERCICIO 2: (0.5 puntos) Sean
Di={(z,y9)/0<y<1, —y* <z <0} y Do={(a,9)/0<x <1, 0<y< 7}

y una funcién f(x,y) continua cualquiera en todo el plano, de la que sélo sabemos que es positiva en
y > 2z y negativa en y < 2z. Llamamos I; a la integral de f(x,y) sobre D; e I3 a la integral sobre Ds.

a) Representa la region D;. jPuede saberse el signo de I1?
b) Representa la regién Ds. jCambia f(z,y) de signo en la regién Dy? jPuede saberse el signo de I?
¢) Sin tener més datos sobre f(z,y), jpueden ordenarse I; e I5?

Resolucion:

a) En ningin punto de la regién D; la funcién f(z,y)
es negativa, pues toda D; estd en y > 2z, luego I; es
positiva.

b) Debemos cortar y = 2z con y = /z: 2z = \/x equi-
valear =002 = %. Luego f(x,y) es positiva en
una parte de Ds y negativa en otra. Por tanto no se
puede conjeturar el signo de Is.

c) Sabemos que I; es positiva, pero de Iy ni siquiera
sabemos el signo, luego no se pueden ordenar sin tener
més datos de la funcién.




EJERCICIO 3: (1.2 puntos) Sea H el sélido limitado entre los semiconos

y z2=V3@*+y?)
(sobre el primero y bajo el segundo) y la esfera de centro el origen de coordenadas y radio 1. La densidad
de masa en cada punto es directamente proporcional al cuadrado de la distancia al punto (0,0, 1)

a) Halla la masa del sélido H y el valor medio de la densidad en H.

b) Escribe unas ecuaciones paramétricas para la superficie formada por los puntos de H en los cuales
la densidad es media.

Resolucion:

a) Sabemos que la masa de H es la integral triple sobre H de la funcién densidad de masa. Puesto que
H esta limitado entre conos y una esfera, calculamos esa integral utilizando coordenadas esféricas.
La funcién densidad es

S(z,y,2) = k(@2 + 12+ (- 1)) = K22 +9y°+22=224+1) = 3§(p,0,0) = k(p®> —2pcosp+1)

Pasamos también a esféricas las superficies que limitan el sélido: la esfera de radio 1 es p =1 y los
semiconos son:

1 w
z2=+/3@2+y2) = pcos¢=+V3psenp = tgo=— 052 ¢:E
V3 6
Por tanto
T 27
con lo que

27 p2mw/3  pl
Masa(H) = k/ / / (p* —2pcos¢+ 1)p?senpdpdo df =
o Jxse Jo

:|27r/3

=2k /277/3 ﬁ—lcosqﬁ sen ¢ dop = 2k —écosqﬁ—lsen2¢
— e \15 T2 T 4

- 8 ( 2r  w\ 1( Lo2r 2] 8 (-1 3\ 1/3 1\|
= 2]€7T|:15(COS?) cos6>+4(sen 3 sen 6)]_ 2k7rl15<2 2>+4(4 4)1—

/6

El volumen de H es
2 p2mw/3  pl 92 92 2 3 1
Volumen(H) = /0 /77/6 /0 p*sen g dpdpdf = % (cosg — cos %) = % (% + 5= g(\/§+1)

El valor medio de la densidad en H es

Q. - Masa(H )
"™ Volumen(H)

b) La ecuacién de la superficie formada por los puntos donde la densidad es media es

E@? +y* 4+ (z—1)?) =dpn

es decir la esfera de centro (0,0, 1) y radio R = d,;” . Unas ecuaciones paramétricas para esa esfera
son

sTlesmt e

vz ¢ € [0,7]

z=1+ Rcos¢

No todos los putntos de esta esfera estaran en el sélido H.



EJERCICIO 4: (1 punto) En la siguiente pregunta una sola opcién es correcta, debes elegir justifica-
damente. Sea la ldmina D el trozo del plano limitado por la circunferencia de ecuacién z? + y? = 2ax,
(a > 0). Si la temperatura en cada punto de la ldmina viene dada por la funcién T'(z,y) = /22 + y2, el
lugar geométrico de los puntos de la ldmina D donde la temperatura alcanza el valor medio es el siguiente:

: : 2 . L
a) El arco de circunferencia 22 + y? = (22)7, situado en el interior de D.

)

b) El arco de circunferencia z? 4+ y* = 222 situado en el interior de D.
¢) Los puntos situados sobre el didmetro vertical de la ldmina D.
)

d) Ninguna de las propuestas presentadas es correcta.

Resolucidn: La opcién correcta es la d). Se define el valor medio de la temperatura como

_ [JpT(x,y)dA

JIpdA

Tm

La lamina en polares se define asi
T T
D ={(r,0)/ -3 <0< 5 0 <r<2acosf}

luego quedara

/22 + 4y2) dA 1 /2 2a cos 6 1 w/2 ]
TmZI‘fD ) = - / d9/ r2dr——2 —a®cos®0dh =
[, dA drea J_ .5 Jo ma? J_r /o
/2 1 /2 9
_ S cosO(1 — sen? 0) df = Ba [sen@ — —sen® 9} _ 32
3T ) _x/2 3 3 /2 o
Igualando

32a
Tn=vaity'=go

resulta el lugar geométrico de los puntos de la ldmina con temperatura T,,, el arco de la circunferencia

2
32
2’ +y? = (_a)
97

que esté situado en el interior de la lamina.



Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen 1.2 (D) 29-Marzo-16

Apellidos, nombre: Nam.:

= Fn todos los ejercicios de esta prueba se utiliza el nimero k, que se define por

k = 3 + tu numero de lista =......

= Todo el cédigo Matlab utilizado se escribird en fichero (apartados marcados con En fichero)

= Utilizaras un tdnico fichero, cuyo nombre estara formado por las iniciales de tu nombre y apellidos y

terminard en 29mar, por ejemplo, el fichero de Marcos Garcia Lépez se llamaria mgl29mar.m

= La primera linea del fichero sera un comentario con tu nombre y apellidos.

= FEl codigo correspondiente a cada ejercicio comenzara con una linea comentada indicando el nimero

de ejercicio y terminard con una linea comentada con el resultado que se pida en ese apartado (si es
que se pide un resultado).

EJERCICIO 1: (1.2=0.6+4 0.4+ 0.2 puntos) Sea C' la curva dada por las ecuaciones paramétricas

En papel: a)
En fichero: b)

En papel: ¢)

x(t) =cos®t, y(t)=sen®t, te [%T

, 27]
Calcula la longitud de C' y el valor medio sobre C de los mddulos de los vectores (z'(t),y'(t)).
Dibuja la curva C' y sobre ella una muestra de 10 vectores tangentes y de 10 vectores normales.

Encuentra un campo vectorial F tal que el valor del trabajo realizado por F sobre C' sea igual a k.

Resolucion:

2)

Derivamos las componentes x(t) = cos®t e y(t) = sen®t para obtener el vector tangente,
2'(t) = —3cos’tsent , y'(t) =3sen’tcost = (2'(t),y'(t)) = 3costsent(—cost,sent) =

= |(2'(t),y'(t))] = |3 costsent| = —3 costsent

donde hemos puesto el signo menos porque entre %’ y 27 la funcién seno toma valores negativos y
el coseno positivos. Podemos escribir también |(2/(£),y'(t))| = —3 sen 2t. De aqui sabemos que

ds = —g sen 2t dt

y por tanto

2T

2m
3 3 3 7 3
Longitud = / ds = / —=sen2tdt = = cos 2t} = —[cos4m — cos —W] =-
g = 2 2 A 2171
i 9 2m 9 9 2T 9
Integral del médulo = — sen” 2t dt = - (1 —cosdt)dt = —m
4 1= 8 ke 32

Por tanto el valor medio buscado es

_ Integral del médulo 3

Um = —

Longitud I

t0=7T*pi/4; t1=2%pi;

t=linspace(t0,t1,30);

x=cos(t)."3; y=sin(t)."3;

plot(x,y,’k’)

t=linspace(t0,t1,11); %(para que pinte 10, pues uno es nulo)
x=cos(t)."3; y=sin(t)."3;

hold on

quiver(x,y,-3*sin(t).*cos(t) . 2,3*sin(t) . 2.xcos(t)) %%/ tangentes
quiver(x,y,3*sin(t) . 2.*cos(t),3*sin(t).*cos(t) . 2) %%% normales
axis equal; hold off; grid on




-0.1¢

-0.2¢}

-0.3¢

N

~0.5 b T S—
0.4 0.6 0.8 1

¢) Podemos tomar F = Cr’ con C una constante positiva, es decir, un campo vectorial de la misma

direccién y sentido que r’ pero cuyo médulo sea C veces el de r'. As{ se cumplird que F - dr =
Cr' v/ dt = C|r']*dt y por tanto W = [, F - dr = til C|r'|?dt = C35m =k, con lo cual

2
F= 3—kr’
97

EJERCICIO 2: (1.8 =0.24 0.6+ 1 puntos) Sea C el poligono que tiene como vértices los siguientes
puntos coplanarios

Pl(_17 _27 0) ) P2(35 _25 _8) ) P3(37 15 _5) ) P4(_15 17 3)
recorridos en ese orden.
En papel: a) Encuentra la ecuacién del plano que contiene a C.

En fichero: b) Si llamamos S a la parte de ese plano encerrada por C, dibuja S y una muestra de 12 x 8 vectores
normales sobre ella.

Ambos: ¢) Encuentra el trabajo realizado por F(z,y,2) = (z,kz2,2y) a lo largo de C. Si para este cdlculo
utilizas un teorema (aconsejable), debes enunciarlo y comprobar que se cumplen las hipétesis. El
planteamiento se hard a mano y la integral la puedes resolver en el ordenador.

Resolucion:

a) Podemos calcular el vector director del plano haciendo el producto vectorial de Py Py con Py Py:

i j k
P1P2=4(1,0,—2) s P1P4:3(0,1,1) = N=|1 0 -2 |= (2,—1,1)
01 1

El plano es de la forma 2x — y + z = d, pero puesto que contiene al punto P;, tendremos que
—24 2 =d, asi que el plano es z =y — 2z.

b) Debemos dibujar la parte del plano z = y — 2z que se proyecta sobre el rectdngulo [—1, 3] x [-2, 1]
del plano XY. El sentido de giro indicado para C induce la normal hacia arriba. Si estuviéramos
recorriendo esta curva en el otro sentido, deberiamos tomar la normal opuesta.

a=-2; b=1; x0=-1; x1=3; y0=-2; yl=1;
x=linspace(x0,x1,12); y=linspace(y0,y1,8);
[X,Y]=meshgrid(x,y); Z=a*xX+b*Y;

surf(X,Y,Z) % porcién de plano

hold on

U=ones (size(X));

quiver3(X,Y,Z,-axU,-b*U,U) % vectores normales al p
xlabel(’x’); ylabel(’y’); axis equal; hold off;




¢) Podemos calcular el trabajo utilizando el teorema de Stokes, pues C' puede ser vista como el borde de
la porcién S de plano z = y — 2z que se proyecta en [—1, 3] x [—2, 1]; esta superficie es orientable y el
campo vectorial F(x,y, z) = (z, k2%, 2y) es de clase C! sobre C y S; si tomamos (2, —1, 1) estaremos
orientado la superficie S conformemente a la orientacién de su frontera. Por tanto

%CF-dr://S(rotF)-ndS

Hemos de calcular el rotacional de F:

i j K
rotF =| 0/0z 0/0y 0/0z | = (x —2kz,—y,0)
x kz? Ty

y el trabajo realizado por F sobre la curva es

//S(rotF).mdsz/_31 /_12(90—2k(y—2x),—y70).(27_171)dydx

Podemos calcular esta integral en el ordenador, escribiendo a continuaciéon del cédigo anterior

syms X y
z=a*x+b*y; Y, el vector normal hacia arriba serda (-a,-b,1)
M=x-2xk*z; N=-y; J componentes del rotacional
trabajo=int (int (-a*M-bx*N,y,y0,y1) ,x,x0,x1)

EJERCICIO 3: (25 = 1+ 0.3+ 0.2 + 1 puntos) Una ldmina S ocupa la parte de la superficie

22 4+ y? 4+ 22 = 16 limitada superiormente por z = #, inferiormente por z = —/3(22+y?) y
lateralmente por los semiplanos y = 0enz > 0e y = 2 en > 0 (toda la ldmina estd en = > 0). Si la

temperatura en cada punto (z,y, z) viene dada por T'(z,y, z) = k\/2? + y? + bz

En papel: a) Plantea las integrales necesarias para calcular la temperatura media de la ldmina S (debes llegar
hasta las iteradas).

En fichero: b) Calcula la temperatura media utilizando el paquete simbdlico y las expresiones obtenidas en el
apartado anterior, correspondientes a b = 5.

En papel: ¢) Toma ahora el valor b = 0. Encuentra el lugar geométrico de los puntos de la ldmina que estdn a
temperatura media.

En fichero: d) Sigue con el valor b = 0. Representa la ldmina S coloreada segin el valor de la temperatura y marca el
lugar geométrico encontrado en el apartado anterior. No olvides actualizar el valor de b previamente.

Resolucion:

a) Comenzamos parametrizando la superficie utilizando los dos pardmetros ¢ y p que miden los dngulos®
desde el semieje x positivo y desde el semieje z positivo, respectivamente:

x =4senp cost

y=4senpsent , t€ [to,t1], p € [po,p1)
z=4cosp

S

Para hallar los valores pg y p1 correspondientes a la ldmina S podemos escribir los dos semiconos en
funcién de estos angulos:

2 + 92 senp pelo,x] ™
z 3 cosp 7 p=g
) . 5
z=—/3(x2+y2) = cosp=—V3senp Pelgm] p= %

Para hallar ¢, ¢t escribimos los semiplanos y =0 en x> 0e y =x en x > 0 en funcién de ¢:

= y=0en x>0 esequivalente a t =0

ISerfan los angulos 0 y ¢ de las coordenadas esféricas, las nombramos como t y p por comodidad a la hora de introducirlo
en Matlab.



» y==xenz >0 es equivalente a t = 7

Con esto sabemos que tg = 0,11 =5, p=3,p= %’T. Lo siguiente es calcular el elemento diferencial
de superficie,

i j k
T; x T, =| 4cospcost 4cospsent —4senp | = 16senp (senpcost,senpsent,cosp)
—4senpsent 4senp cost 0

de |T}, x T}| = 16senp tendremos que dS = 16senp dpdt y por tanto

7/4 pb5m/6
zireaz// ds = 16/ / senp dp dt
S 0 /3

= la integral de la temperatura es

/4 pbT/6
// T(x,y,z)dS:43/ / [k senp + beosp]senp dpdt
S 0 /3

El valor medio de la temperatura serd el cociente entre la tltima integral y el area.

m ¢l drea de S es

b) a=4; k=90; b=5; t0=0; tl=pi/4; pO=pi/3; pl=5*pi/6;
%calculo de Tm
syms ts ps
Temp=double(int (int (a"3* (k*sin(ps)+b*cos(ps))*sin(ps),ps,p0,pl),ts,t0,t1))
Area=double(int (int(a"2*sin(ps),ps,p0,pl),ts,t0,t1))
Tm=Temp/Area

¢) Los puntos a temperatura media cumpliran que k+/x2 + y2 = Ty, es decir, 2% +y* = (£2)? para z =

+4/16 — (L=)2. Estos dos valores de z los obtenemos cortando 2% +y* = (£2)2 con 2% +y>+2% = 16.

d) En el fichero del c6digo anterior cambiamos b=5 por b=0 para obtener el valor Tm adecuado. Después
escribimos
t=linspace(t0,t1,30);
% representacién de la superficie
p=linspace(p0,p1,30);
[T,P]=meshgrid(t,p);
X=a*sin(P) .*cos(T); Y=a*sin(P) .*sin(T); Z=a*cos(P);
surf (X,Y,Z,k*sqrt (X. 2+Y."2) +bx*Z)
shading interp
hold on
% representacién de los dos arcos de curva donde

% se alcanza la media (los dos en un mismo plot) o
r=Tm/k; 0
x=r*xcos(t); y=r*sin(t); z=sqrt(a”2-r~2)*ones(size(x)
plot3(x,y,2,x,y,-2)

EJERCICIO 4: (0.5 puntos) Sea H el dominio 2% + 3? < 10 y C su curva frontera orientada positiva-
mente. Elige justificadamente la opcién correcta:

a) Se cumplen las hipétesis del Teorema de Green para la curva C'y el campo vectorial

Flo.y) = <<w2 par e y2>2>

b) Si en todo punto de la curva C' un campo de vectores G es perpendicular a ella, entonces la integral
de linea de G a la largo de C' es cero.

¢) Si G es un campo que verifique fc G - dr = 0, entonces se deduce que G es conservativo.

d) Ninguna de las otras afirmaciones es correcta.

Resolucidn: la respuesta correcta es la b), puesto que si G es perpendicular a la direccién tangente a la
curva, el integrando de la integral de G a la largo de C' es cero. La propuesta a) es falsa, No se cumplen
las hipdtesis del Teorema de Green ya que las componentes del campo no son continuas en el origen, que
es un punto del interior de H. (Llamamos H al circulo de centro (0,0) y radio 4/10). La propuesta c) no
es correcta porque la integral de un campo sobre una curva cerrada puede anularse por més razones que
ser conservativo.



Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen 2.1 (A) 17-Mayo-17

Apellidos, nombre: Nam.:

= Todo el cédigo Matlab utilizado se escribird en un mismo fichero (apartados marcados con En
fichero), cuyo nombre estard formado por las iniciales de tu nombre y apellidos y terminard en
17mayo.

= La primera linea del fichero sera un comentario con tu nombre y apellidos.

= El cédigo correspondiente a cada ejercicio comenzara con una linea comentada indicando el niimero
de ejercicio y terminard con una linea comentada con el resultado que se pida en ese apartado (si es
que se pide un resultado).

EJERCICIO 1: (1.3 =0.8+ 0.5 puntos) Un elemento radioactivo A se descompone en otro B, que a
su vez se descompone en un tercero, C. La tasa de cambio de cada elemento serd la diferencia entre las
tasas de formacion y descomposicién. La velocidad de descomposicién de cada elemento es proporcional
a la cantidad presente de ese elemento, siendo k; = 0.1 min~™' y k» = 0.3 min~' las constantes de
proporcionalidad:

k2

Aty Bk o

Si inicialmente la cantidad de A es Ap y no hay nada de B y si ya hemos determinado que la funcién
cantidad de A en gr. en funcién del tiempo ¢, medido en min., viene dada por

x(t) = Age M1t
En papel: a) halla la funcién y(t), cantidad de B en gr. en funcién del tiempo ¢, medido en min.;

En fichero: b) representa en la primera media hora las funciones y(t) correspondientes a 10 valores de Ay elegidos
por ti, entre los que se encuentre tu nimero de lista.

Resolucion:

a) La tasa de cambio de B respecto del tiempo es la diferencia entre la tasa de formacién de B y la tasa
de descomposicién de B; puesto que la tasa de formacién de B es la misma que la de descomposicién
de A (que es ki), pero cambiada de signo, y la tasa de descomposicién de B es proporcional (k2) a
y, tendremos:

dy
L
dt 1z 2y
Puesto que z(t) = Ape *1%, la ecuacién es
d
—y + kzy = Aokleiklt (1)

dt

que es lineal en y. Multiplicamos los dos miembros de la ecuacién por el factor integrante e*2?,

d
ekzt(yl =+ kgy) = Aokle(kQ_kl)t = E(ekzty) = Aok‘le(kz_kl)t

Puesto que kg — ki # 0, [elke=Ft gt = inkl elk2=k)t L O luego

ks e(k2*k1)t +C = y= A07k1 ekt + Ce kot

kot — A
R At kg —

Asi se ha obtenido la solucién general de (1). Imponemos ahora que y(0) = 0,

_ k1 _ _ k1
V0)=0 = A+ 0=0 5 O= Ay

y asi queda determinada la funcién y(t):

ky
ky — ki

y(t) = Ag (e Mt — e Het)



b) Por ejemplo, si el ntimero de lista empieza por 4, podemos hacer

k1=0.1; k2=0.3; c=40:49;
t=linspace(0,30,50);
[C,T]=meshgrid(c,t);

Y=Cxk1/(k2-k1) .*(exp(-k1*T)-exp(-k2*T)) ;
plot(t,Y);

xlabel(’tiempo (min.)’)
ylabel(’cantidad de B (gr.)’)

cantidad de B (gr.)

tiempo (min.)

EJERCICIO 2: (1.2 =0.5+ 0.5+ 0.2 puntos) Dada la familia de curvas

En papel: a)
En papel: b)

En papel: c)

2 + y2 — (Ce2arctgs

halla la ecuacion diferencial cuya solucién general es esa familia;

teniendo en cuenta que
tga +tg B
tgla+p) = ——————
gla+ ) T tgatel
encuentra la ecuacién diferencial cuya solucién general es la familia de curvas que se cortan formando
un dngulo 8 = 7 con la dada inicialmente;

encuentra esa segunda familia.

Resolucion:

2)

Para hallar la ecuacién diferencial cuya solucién general es esa familia, en primer lugar derivamos
teniendo en cuenta que y es funcién de =z,

9 2 €T [ 9
22 42 = Ce2arctgd o 9n 4 2y’ = C . Y _ Y 2arctg?
v oz
x2

o bien

/ —
z4yy = Ci2y+ yz p2arctg? (2)

En segundo lugar debemos eliminar la constante C' entre (2) y la expresién de la familia: segin esta
expresién, Ce2@C8% = 22 4 42 ¢ introduciendo esto en (2), tendremos que

r+yy =ay —y

de donde
, Tty
y =
r—=y
Si la pendiente de las curvas solucién de la familia dada es y’ = tg «, la pendiente de las curvas que
forman un dngulo 3 = 7 con ellas tendrdn pendiente
+
taa+1>:@“+1:1+yﬁz“+%%:w—y+x+y::£
47 1-tga 11—y 1-3H w-y-z-y y
Por tanto, la ecuaciéon diferencial buscada es
i
Se trata de una ecuacién de variables separables,
r_ X / Lo 1, * 2 2
Y=o T WSt = gy sgr b K s iyt = K

La familia de curvas que se cortan formando § radianes con la familia inicial dada (escrita en polares

es 7 = Ce?), espirales) son las circunferencias de centro (0,0).



EJERCICIO 3: (1.3 =0.5+0.24 0.3+ 0.3 puntos)
En papel: a) Encuentra la ecuacién equivalente a
22y —xy +3y=1x (en x>0)
en las variables ¢ e y, siendo ¢t = logz. (No hay que resolverla)

En papel: b) Existe una y sélo una solucién de la ecuacién

1
" _
Y y_ex—l—Z

que en el punto P(1,—2) tiene pendiente m = 1, jcémo puede saberse esto?
En fichero: ¢) Determina con Matlab el punto de corte con el eje 0Y de la solucién descrita en el apartado anterior.
En papel: d) Escribe qué forma tendria la solucién particular y,(z) de la ecuacién
y" + 25y = x cos(5x)
si aplicaras el método de coeficientes indeterminados. (No hay que determinarla)
Resolucion:

a) Hemos de encontrar la expresién de las derivadas de y respecto de x en funcién de las derivadas de

y respecto de t:
dy dy dt  dy _,
=—e¢

dr  dt dx dt

Ry d(dy N d(dy Ay Y (R dy L (R dy
dz?  dx \ dt dt \ dt dr dt \ dt dt? dt dt?2  dt

Ahora se sustituye en la ecuacién,

2t <@ _ @) o2t —et@eft—l—&g: ot

dt? dt dt
o bien 2 p
Y Y t
— 224+ 3y=
e Ca T

b) Sila ecuacién es del tipo vy’ +p(z)y’ +q(x)y = R(z), siendo p(z), ¢(z) y R(z) funciones continuas en
el intervalo (a,b) y si xg € (a,b), esa ecuacién va tener una solucién y sélo una cumpliendo el par de
condiciones y(zo) = yo, ¥'(x0) = y1. En el caso propuesto, p(z) =0, ¢(z) = -1y R(z) = ﬁ son
funciones continuas en todos los reales, en particular en cualquier intervalo que contenga a zg = 1,
luego existe solucién tnica cumpliendo que y(1) = -2 e y/'(1) = 1.

¢) Esa solucién se puede calcular con Matlab y luego para encontrar su punto de corte con el eje 0Y la
evaluamos en r = 0:

syms t
sol=dsolve (’D2y-y=1/(exp(t)+2)’,’y(1)=-2’,’Dy(1)=1")
valory=subs(sol,t,0)

El valor obtenido para la ordenada del punto es -4.1246, luego el punto de corte es (0, —4.1246).

d) La solucién general de la homogénea asociada es y,(z) = C; cosba + Cy sen 5z ya que las raices de la
ecuacién caracteristica son +5i. Por tanto se buscard y,(z) = z(Ax + B) cos bz + z(Cz + D) sen 5z.

EJERCICIO 4: (1.2 =0.2+ 0.8+ 0.2 puntos) Se considera el problema de contorno

wy, +uy, =0, 0<z<l, 0<y<m
u(a:()) 0, 0<z<1
uy( ) =0, 0<z<1
u(0, )—cos2y7 0<y<m
u(l,y) = 0<y<m



En papel: a)

En papel: b)

En fichero: c)

Describe qué fendmeno se rige por este problema y cudles son sus caracteristicas.

Si se busca una solucién de la ecuacién uly, + uy, = 0 de la forma X(x)Y (y), las funciones X (z)

e Y(y) posibles deben cumplir respectivamente que X” — AX = 0 e Y’ + A\Y = 0; al anadir las
condiciones para y = 0 e y = 7, tendremos que las posibles Y (y) son

= Yy(y) =1 (correspondiente a Ag = 0)

» Y, (y) = cosny (correspondiente cada una a \, = n?)
Encuentra a partir de aqui la solucién formal, u(x,y), del problema de contorno.

Representa la funcién solucién u(z,y) en el rectdngulo [0, 1] x [0, 7).

Resolucion:

a)

Este problema de contorno puede modelizar la distribucién de la temperatura en una placa delgada
(dos dimensiones significativas, que en este caso son L = 1 y M = 7) en estado de equilibrio. Las
condiciones que acompanan a la ecuacién, todas de tipo frontera, son

= las funciones temperatura en los bordes izquierdo y derecho, cos2y y 0, resp. y

= que la derivada normal en los bordes inferior y superior es nula.
En primer lugar debemos encontrar las soluciones de X/ — A, X,, = 0 para

= )y = 0: la ecuacién es X" = 0, por tanto la solucién general serd Xo(x) = Agz + By

= )\, = n?: las ecuaciones son X/ — n?X, = 0, lineal homogénea de coeficientes constantes. Su
ecuacién caracterfstica es 72 — n? = 0, luego tiene dos raices reales diferentes (£n), de manera

que la solucién general es
Xn(x) = Ape™ + Bpe™ ™

Ahora podemos realizar la superposicién de las funciones X, (x)Y,,(y), buscando una solucién de
todo el problema de la forma

u(z,y) = Aoz + Bo + Z(Anem + Bpe ™) cosny

n=1

Para determinar los coeficientes A y B, imponemos que se cumplan las condiciones dadas para x = 0
yx =1

u(0,y) = Bo + Z(An + B,)cosny = cos2y = As+ By =1
n=t A+ B, =0sin#2
— = n —n _ AO+B0:O
u(lay)—Ao-l—Bo—i—Zl(Ane + Bpe ") cosny =0 = { e+ B e = 0 ¥n
Por tanto
» Paran =0,
By=0 o
{Ao—I—Bo:O = Ao=0= Do
s Paran =2,
As + By =1 B 4 N
{ Ase? + Bae™2 =0 = Bp=rie’ = M(l-€)=1 =
—e 2 —672 62
2T @ ¢ 2 25h2 27 2Sh2

s Paran #£0, 2,

= Ay (e"—-e")=0 = A,=0 =B,=0

A,+B,=0
Ape” +Be " =0



Obtenemos asi que todos los coeficientes son nulos, salvo Ay = 27§;2 y By = 2§;2, colocandolos en

su lugar resulta

—e? 2 Sh2(1 —
c c _%) cos2y = M cos 2y

— 2z
u(@y) = (2Sh26 T osn2¢ Sh2

3"

n=2;
[X,Y]=meshgrid(0:.1:1,0:.1:pi);
Z=sinh(n*(1-X)) .*cos(n*Y)/sinh(n);
surf (X,Y,2)

shading interp

view(0,90); axis tight; axis equal
xlabel(’x’);ylabel(’y’)

EJERCICIO 5: (1 punto) Se consideran tres propiedades o caracteristicas de una funcién

P1: que su gréafica sea una recta; P2: ser mondtona; P3: ser periddica

En papel : Elige justificadamente la opcién que presente las dos afirmaciones correctas sobre los coeficientes
constantes p y q de la ecuacién y” + py’ + qy = 0 para que alguna de sus soluciones tenga una de
esas propiedades

a) P1 puede darse si p? = 4¢, P2 puede darse si p? < 4q
b) P2 puede darse si p? < 4q, P3 puede darse si p? = 4q
c) P2 puede darse si p? > 4q, P3 puede darse si p? < 4q
d) ninguna de las opciones presentadas tiene sus dos afirmaciones correctas

Resolucién: La opcién correcta es ¢). La solucién general de y” + py’ + qy = 0 puede ser de uno de estos
tres tipos:

y(x) = Cre™® 4+ Cae™® | y(x) =™ (C1+ Caz) , y(z) = e**(Cy cos Bz 4+ Cy sen fx)

segin que las raices de r2 4+ pr 4+ ¢ = 0 sean reales diferentes, una real doble o dos complejas conjugadas
respectivamente; estas tres circunstancias se corresponden con las relaciones p? > 4q, p? = 4q y p? < 4q.

s La propiedad P1 sélo puede darse para una funcién del tipo y(z) = €"*(Cy + Cax) con r necesaria-
mente cero raiz doble;

» la propiedad P2 no puede darse para una funcién del tercer tipo, luego no se corresponde con p? < 4q
pero si puede ocurrir para p? > 4q;

s las funciones del tercer tipo son periédicas si & = 0, luego pueden darse si p? < 4q.



Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen 2.2 25-Mayo-17

Apellidos, nombre: Nuam.:

EJERCICIO 1: (0.2+ 0.2 puntos) Razona la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones

a) Pueden existir dos funciones f(t) y g(t) diferentes (es decir, que no valgan lo mismo en todo ¢ positi-
vo), seccionalmente continuas en [0,00) y de orden exponencial, que tengan la misma transformada
de Laplace.

b) Si « es la abscisa de convergencia de la funcién f(¢), entonces la abscisa de convergencia de la funcién
f(t=<)U(t — c¢) es a + ¢ siempre que ¢ sea positivo.

Resolucion:

a) La afirmacion es cierta. Si f(t) y g(t) son funciones con alguna discontinuidad de salto, que valen lo
mismo en todos los puntos salvo en las discontinuidades, su transformada de Laplace es la misma.

b) Esta afirmacién es falsa. La abscisa de convergencia de una funcién f(t) y de cualquiera de la forma
f(t=c)U(t — c) es la misma, pues todos los valores de « para los que cumpla que

|f(t)] < Me™ Vt >ty
para algun tg, servirdn también para que
|f(t—c)U(t —c)| < Me®* Vit >t

para algtin tg. Otra forma de razonar la falsedad de la afirmacién propuesta es utilizando la pro-
piedad de traslacién de las transformadas de Laplace y el hecho de que el dominio de la funcién
F(s), transformada de f(¢) es s > a (por ser « la abscisa de convergencia de f(t)); puesto que la
transformada de f(t — c)U(t —¢) es e “*F(s), el dominio de esa transformada es el mismo que el de
F(s), luego la abscisa de convergencia de f(t — c)U(t — ¢) es «, la misma que la de f(¢).

EJERCICIO 2: (0.6 + 0.2 puntos) Sean las funciones f(t) =tU(t) y g(t) = e 3tU ().

a) Comprueba para estas funciones la propiedad de convolucién (de la transformada de Laplace). Las
transformadas que necesites puedes tomarlas de la tabla.

b) Escribe las lineas Matlab con las que harfas la misma comprobacién pedida en el apartado anterior,
sin utilizar ninguna transformada conocida.

Resolucion:

a) Debemos comprobar que
L[f = g(@)] = LIfF(B)]L]g(D)]

Calculamos en primer lugar la convolucién de f y g:

Fglt) = /O 2U(@)e= 3DV (t — 7) da

puesto que en el dominio de integracién se tiene que z es positivo, sabemos que U(z) = 1, y puesto
que = < t, sabemos que U(t — x) = 1. Asf,

¢ ¢
fxgt)= / 2e 3072 g = efgt/ xe3® da
0 0

Integramos por partes, tomando u = x y dv = €% dx, siendo entonces du = dx y v = %63””, con lo
cual
, t ¢ ( -\ (
Frg(t) = e £63x} _ 1/ P R 1631 — o3t f63t _ 16315 4 1
3 o 3/ 3 9 0 3 9 9
o bien 5
t 1 e
xg(t) == — =+ —



definida para ¢t > 0. La transformada de Laplace de esta funcién es

Clf + (t)]—ifiJr 1 3(s+3)—s(s+3)+s? 3s+9—s—3s+s> 9
TN =532 795 T 9(s +3) 952(s + 3) - 952(s + 3) T 952(s + 3)
esto es 1

Lifxg(t)]=———
[f*g(t)] 2613)
que es efectivamente el producto de las transformadas de f(¢) y g(¢):
L) =5 v Llol] = —
T2 Y RUWIT g

b) syms t s
F=laplace(t); % F es la transformada de f
G=laplace(exp(3*t)); % G es la transformada de g
syms X % declaramos esta variable simbélica para la integral
h=int (x*exp(-3*(t-x)),x,0,t) % h serd la convolucién de f y g
H=laplace(h) % H es la transformada de la convolucién
collect (H) % agrupamos los términos para observar H=FG

EJERCICIO 3: (0.6 + 0.5+ 0.7 puntos)

a) Encuentra la transformada inversa de Laplace de la funcién

6—33

Fls)= —S%
(5) 52 4+ 8s 420

b) Halla la transformada inversa de Laplace de la funcién

G(s) =

s
52 +8s420

¢) Resuelve el siguiente problema de valor inicial utilizando transformadas de Laplace

y" (1) + 8y'(t) + 20y(t) = 6(t — 3)
y(0) =1
y'(0)=-8

Si y(t) es la funcién solucién obtenida, ;cudnto es y(%)?;Cudnto vale y(m)?
Recuerda que L[6(¢)] =1
Resolucion:
a) Teniendo en cuenta la propiedad de traslacién en la variable ¢ con ¢ = 3,
F(s) = Lh(t—3)U(t - 3)]
siendo 1
Lht)] = 5————
[ (t)] s2+8s+20
Asf que lo que debemos hallar es la funcién h(t). Para ello observamos que s? + 8s + 20 tiene raices
complejas (82 — 80 < 0) asi que completamos cuadrados, s + 8s + 20 = (s + 4)2 + 4,
1 B 1
2 +85+20 (s+4)2+4

para observar que o555 es una traslacion de i7; teniendo en cuenta
1 1
———— = L[=sen 2t
s2+4 [2 )
y la propiedad de traslacién en la variable s, concluimos que
1 1 e 4

L[h(t)] = sen 2t]

L]

2+85+20 (s+42+4 2

y finalmente,

B 6735 1 T
. 1[4—84—20] = Ult=3)5¢ ™ sen 2( - 3)



b) Como vimos en el apartado anterior,

S S

G = g0 Grarid

Teniendo en cuenta las transformadas del coseno y del seno,

2 s
L 2] = —— L 2] = ——
[sen 2t] Pl [cos 2t] o
escribimos
s s+4—4 s+4 4

) = Grap+d ~ Grar+d GrOP+d Grifed

es decir, G(s) es la traslacién de la funcién

s 4
i L[cos 2t — 2 sen 2t]

por tanto
L7HG(s)] = e *(cos 2t — 2 sen 2t)

¢) Sillamamos Y (s) = L[y(¢)], por la propiedad de la transformada de la derivada,
Ly ()] = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1

Ly ()] = s*Y(s) —y(0)s +4/(0) = s*Y(s) — s+ 8

Por otra parte, de £[§(t)] = 1 deducimos que L[§(t — 3)] = e~3%. Con todo esto, al aplicar trans-
formadas de Laplace a ambos lados de la ecuacién y utilizar la linealidad de la transformada, la
ecuacién se convierte en

$2Y (s) — s + 8+ 8(sY(s) — 1) +20Y(s) = ™3

o bien
(52 + 85 +20)Y(s) = e + s

de donde despejamos Y (s),
e 35 45

Y(s)= - 15
(5)= =85 120

Por los apartados anteriores sabemos que

1
y(t) =LY (s) ' =U(t - 3)56_4(t_3) sen 2(t — 3) + e~ **(cos 2t — 2 sen 2t)

Ahora podemos hallar el valor de y(t) ent = § y en t = 7:

= puesto que 7 < 3, U(F — 3)=0, luego

= puesto que m > 3, U(m — 3)=1, luego

1
y(m) = 5674(7”3) sen 2(m — 3) + e 4" = — e ) gon 6 4 747



Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen Final. Bloque 1 10-Junio-17

Apellidos, nombre: Nam.:

EJERCICIO 1: (0.7 puntos) Encuentra el elemento diferencial de arco de las siguientes curvas:
a) C:r=e?
b) C:x=yseny
c) C: x(t) = cost, y(t) = sent, z(t) = logt

Resolucion:

a) Puesto que se trata de una curva expresada en coordenadas polares, el elemento diferencial de arco
es

d 2
e — T2+<_’”> d0 = /4 + 4649 4 = /52 df

do

b) En este caso la curva viene dada por una ecuacién en explicitas, como la grifica de = en funcién de
y. Por tanto,

a2
ds =4/1+ (d_x> dy = \/1+ (seny +ycosy)2dy = /1 +sen? y + y2 cos? y + 2y cosy sen y dy
Y

c¢) Se trata ahora de una curva espacial expresada en paramétricas, luego el elemento diferencial de arco

es
1 [ 1
ds = /' ()2 + 9/ (t)2 + 2/ (t)2 dt = \/sen2 t+cos?t + gt =1+ Zdt

EJERCICIO 2: (.3+2+ 1.2 = 3.5 puntos)
a) Enuncia el teorema de Green en el plano.

b) Sea C' la curva formada por la unién del cuadrante superior derecho de la elipse 922 + 25y% = 225
junto con el segmento recto que une los puntos P(0,3) y Q(5,0), tomados en ese orden. Verifica el
teorema de Green para la curva C' y el campo F(z,y) = (y%, xy).

c¢) Escribe el c6digo Matlab con el que dibujas

= la region encerrada por la curva C, usando el comando £il1;
= sobre la curva C, una muestra de vectores del campo F;

= sobre el arco eliptico una muestra de vectores tangentes, en el sentido dado por la orientacién
de la curva.

Resolucion:
a) Ver manual, pagina 42.
b) La curva C es cerrada, simple, orientada positivamente y es la unién de C; y Ca, siendo
z =5Hcost r =5t
Cy : L te[0,2] y Oy , tel0,1]
y = 3sent 2 y=3—3t

En todos los puntos de la curva C; estd definido el vector tangente (—5sent, 3 cost) y en todos los
puntos del segmento se define el vector tangente (5, —3). Se trata por tanto de dos arcos suaves, y
asi la curva C es suave por partes. Las dos componentes del campo vectorial son polinomios, asi que
son de clase C'! en todo el plano, en particular en la curva y en la regién D encerrada por ella. Debe

cumplirse por tanto que
/ F-dr:// (N — M) dA
c D



= Calculemos en primer lugar la integral de linea. Serd la suma de la integral sobre C; con la
integral sobre Cy. El producto escalar de F y el dr de la curva C] es

F-dr = (9sen®t,15costsent) - (—5sent,3cost)dt = 45(—sen®t + cos® tsent) dt =

= 45(—sent(1 — cos®t) + cos® tsent) dt = 45(—sent + 2 cos® tsent) dt
luego

/2 ) /2 2
/ F-dr:45/ (2cos®tsent —sent) dt = 45 (—cosgt—i—cost)} =45(=—-1)=-15
C1 0 3 0 3

En el caso de Cy, el integrando es
F-dr = (9(1—1t)%5t(3—3t)) - (5,—3)dt =45(1 — 2t + 1% — t +1*) = 45(1 — 3t + 2t*) dt

con lo cual

3, 2 }115
0 2

1
/ F-dr:45/ (1 — 3t +2t*)dt =45 (t — —t* + =t%)
Ca 0 2 3

—15

Por tanto, la integral de linea de F sobre C' vale —>.

= Calculamos ahora la integral doble de
Ny =M, =y—2y=-—y

sobre

3 2 5 y?
D= (x,y)/0§x§5,3—gx§y§3 1—2—5 =< (z,y)/0<y <3, 5(3—y)§x§5 1—5

Tomando la segunda expresién para la regiéon D, tendremos

N' — M')dA = — PV dz dy = — ’ Y 5o dy—
D( . ) dA = o Jii ydedy=— |y 5 5 B—y)| dy=
3O~y

2\ 3/2 Nk
_ v 13 o ¥\ _el3g_oy_ay_r3_g 15
_5[3<1 9> +3(2y 3”0—5(3(29 9) 3)—5(2 3) = 5

t=linspace(0,pi/2,15);
x=b*cos(t); y=3*sin(t);

£i11(x,y,’y’); axis equal 4
hold on

%vectores del campo sobre el arco eliptico: 3
quiver(x,y,y. 2,x.*y)

%vectores tangentes sobre el arco: 2
quiver(x,y,-5*sin(t),3*cos(t))

% para dibujar vectores del campo sobre el segmento 1
% para que no vuelva a dibujar el vector en P y Q
x=x(2:end-1); 0
y=3-3*x/5; %definimos las y del segmento

quiver(x,y,y. 2,x.*y) 0 2 4
hold off

EJERCICIO 3: (1+1+1+41.3 =4.3 puntos) La superficie S es la parte de z = 2— /22 + y? contenida
en el primer octante, entre los planos y = x y x = 0, bajo z = 1.

a) Halla el drea de S.
b) Calcula el valor medio de la funcién g(z,y, z) =  + yz sobre S.

¢) Orientamos la frontera de S saliendo del punto (0, 2,0) hacia arriba. Tomando como orientacién para
S la conforme a la de su frontera, calcula el flujo del campo gradiente de g a través de la superficie

S.



d) Escribe el c6digo Matlab con el que dibujas

s la superficie S coloreada segin g(z,y, z), utilizando una malla de 400 puntos;
= una muestra de 100 vectores del campo vectorial sobre la superficie;

= una muestra de 100 vectores normales a la superficie, colocados sobre ella.
Resolucion:

a) Hemos de calcular el elemento diferencial de superficie de z = 2 — /22 4 y2:

2 1,2

’ —z / -y 72 7\2 Tty

2y Em e, = ———— = (%)t (g) tl= 55 +1=2
/22 + 2 v /12 + 2 (%) (%) 22 4 12

por tanto

s = \/ 24 1dA=+2dA

Puesto que la superficie es la grafica de una funcién z respecto de x e y, también hay que saber cuél
es la proyeccion sobre el plano XY. Para determinarlo hemos de cortar

w z2=2— /22 +y% con z = 1, resulta /22 + 2 = 1 2
.222_\/mconz=0,resulta\/m:2 RXY

Asi pues Rxvy es el sector de corona circular de radios 1 y 2, entre 1
las rectas y = ¢ y x = 0. En polares
T
RXY—{(TH)/Z 9§§,1§T§2} 00 1 2

El 4rea de S es por tanto

Area(S)://SdS=/nyx/§dA:\/_ » /1 rdrdf = —{—] =—\/_7r

b) El valor medio de g(z,y, z) sobre S es

_ [Js9(z,y,2)dS
Area(S)

m

Calculamos la integral del numerador:

//Sg(x,y,z)dS—//RXY (,9,2 — Va2 + y2)V2dA = \/_/ (@ +y(2— Va? 1 g%))dA =

Rxy
/2 2 /2 2
=2 / r(rcos +rsenf(2 —r))drdd = 2 / (r*(cos @ + 2sen ) — r® sen ) dr df =
w/4 J1 m/4
/2 T3 7,4 2 /2 7
=2 [—(cos9+2sen6‘)——sen9] do =2 ( (cosf + 2sen) ——sen@) =
m/4 3 4 1 /4 3
/2
/2
= \/5/7r/4 (gCOSH—l— %senﬁ) df = g(7sen9— %cos@)] ; = ? <7 7% + %%) =
2 1 1
= %(7 —~ gx/i) = E(28\/5— 17)
Con esto,

1 8 V2 1

¢) La orientacién indicada en el enunciado fija como normal la que tiene positiva la tercera componente:




El campo vectorial del que hay que calcular el flujo es F = Vg(x,y, z) = (1, z,y) luego el producto
escalar de F por N sobre la superficie, es

( T y 1= T+ y(2 — a2 +y?)
Vi + 2 a2+ y? Va2 +y?

F-N=(1,2- a2 +y%y)- +y

que en polares es
F-N=cost+ (2—r)send +rsenf = cost + 2send

y por tanto

/2 p2
Flujo://F'ndS:// F~NdA:/ / r(cos@ + 2senf) dr df =
S Rxvy 71'/4 1
2

1422

3, VI V3
PR

2
= (senf — 2cos0)]™2 ! ] =—(1-
1

r 3
/49 2 2

r=linspace(1,2,20); t=linspace(pi/4,pi/2,20)
[R,T]=meshgrid(r,t);

X=R.*cos(T) ;Y=R.*sin(T); Z=2-R;G=X+Y.*Z;
surf(X,Y,Z,G)

view(104,18) ;shading interp

hold on

r=linspace(1,2,10); t=linspace(pi/4,pi/2,10)
[R,T]=meshgrid(r,t);
X=R.*cos(T);Y=R.*sin(T) ;Z=2-R;

Y%vectores normales
quiver3(X,Y,Z,X./R,Y./R,ones(size(Z)),’r’)
%vectores del campo gradiente
quiver3(X,Y,Z,ones(size(Z)),Z,Y,’b’)

hold off

EJERCICIO 4: (1.3 + 0.2 puntos) Sean a y b dos niimeros reales cualesquiera, cumpliendo 0 < a < b.
Sea H el sélido limitado entre las esferas de radios a y b , por debajo del semicono z = y/x2 + y2 y sobre
el plano z = 0. Llamamos S a la superficie cerrada frontera de H.

a) Calcula el flujo de F(z,y, z) = 2°i hacia fuera de S.
b) ;Cudnto vale el flujo de G(z,y, z) = (2 + 2%)i?
Resolucion:

a) La superficie S es cerrada (pues es la frontera de un sélido) y es la unién de porciones de esferas,
planos y un cono, luego es suave por partes. Puesto que hallaremos el flujo hacia fuera, la normal
serd la exterior. Por otra parte, el campo vectorial es de clase C! en todo el espacio. Podemos por
tanto aplicar el teorema de la divergencia de Gauss para hallar el flujo de F hacia fuera de S:

Flujo:/// dideV:/// 322 dV
H H

Puesto que H esta limitado entre porciones de esferas y bajo un semicono, es apropiado utilizar
coordenadas esféricas:

H={(p.0,¢)/0<0<2m a<p<bh T << T}

donde los limites de la variable ¢ se deben a que la ecuacién del
semicono z = /22 + y? en esféricas es ¢ = 7 y el plano z = 0 se
corresponde con ¢ = 7.

Con esto,

27 pb pm/2
Flujo:/// 322 dV:3/ / / p?sen? ¢ cos? 0 p? sen ¢ dep dp df =
H 0 a Jr/4



27 b pm/2 27 b /2
=3 / / / ptsen® ¢pcos? 0 dpdpdd = 3 / cos? 0 df / ptdp / sen® ¢ do
0 a Jw/4 0 a /4

2 2m
1
/ cos29d9:—/ (14 cos20)df =
0 2 Jo
b 1
L/&@=3W—f>

/2 /2
/ sen® ¢ do :/ (sen ¢ — sen ¢ cos® @) dop = — cos ¢ + %cos%ﬁ = -
T /4

/4 /4
luego
1 1
Flujo = 3#5(175 - a5)1—52\/§ = Zﬁﬂ'(lﬁ —a°)

b) En este caso, la divergencia del campo es divG = 322 + 8z7. Observamos que el sélido tiene simetria
respecto del plano = = 0, asi que la integral del sumando 8z7 resultard cero. Asf pues el flujo de G
es el mismo que el de F.

Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen Final. Bloque 2 10-Junio-17
Apellidos, nombre: Num.:

EJERCICIO 1: (0.5+4 0.3+ 0.2 =1 punto) Dada la familia de curvas
22+ yz — Ce2arctgs
a) Halla la ecuacién diferencial cuya solucién general es esa familia.
b) Teniendo en cuenta que
tga+tg B

1—tgatgp

encuentra la ecuacién diferencial cuya solucion general es la familia de curvas que se cortan formando

un dngulo 8 = 7 con la dada inicialmente.

tg(a+pB) =

¢) Encuentra esa segunda familia.

Resolucion: Ver la resolucién del examen 2.1 del bloque 2, curso 16-17.

EJERCICIO 2: (0.34 0.7+ 1+ 1 = 3 puntos) Se considera la ecuacién
Y =22-y)B+y)
a) Analiza la existencia y unicidad de solucién de la ecuacién para cada punto de paso (zg,yo)-

b) Representa en el plano las regiones donde las soluciones de esta ecuacién son crecientes; determina
los puntos donde las soluciones alcanzan sus minimos y sus maximos. (Este apartado se contesta sin
resolver la ecuacién)

¢) Encuentra la solucién general de esa ecuacién mediante el cambio de variable

1
y=2--
z

d) Escribe la expresion de la solucién que pasa por el punto (0, yo), para cualquier yo. Escribe las lineas
de Matlab con las que representas en el intervalo [—0.5,0.5] las soluciones que pasan por (0,yo)
tomando como g los siete valores equidistantes entre -5 y 1; en este cédigo no hay que resolver la
ecuacioén, sino que debes utilizar la solucién obtenida en el apartado anterior.

Resolucion:



a) Llamamos f(z,y) = (2 — y)(3 + y). Tanto la funcién f(z,y) como su derivada respecto de y,
fy(x,y) = —x(1 4 2y), son funciones continuas en todo el plano, luego la ecuacién tiene solucién
unica por cada punto de paso (zg, o).

b) Debemos encontrar para qué puntos (x,y) es positiva la derivada y':

2-y)B+y) >0y 2>0 = -3<y<2, x>0

!
y=z2-y)3+y)>0 =
( ) : {(2—y)(3+y)<0 y <0 = y>2o0y<-3, <0

luego las soluciones crecen en {(z,y)/z >0, -3 <y < 2}U{(z,y)/x <0,y < =3} U{(z,y)/z <
0,y >2}

.
/ La primera derivada de las soluciones se anula en las rectas y = 2, y = —3
/ﬁ y © = 0. Observamos que las rectas y = 2, y = —3 son soluciones de

/7

\Q/ la ecuacién, asi que las deméds soluciones no pasan por ellas (debido a
N que se cumple el teorema de unicidad, por cada punto de la forma (z,2)

pasa Unicamente la solucién y = 2 y por cada punto de la forma (x, —3)
0\ pasa Unicamente la solucién y = —3). Las soluciones, cuando se cortan
N7 con el eje = 0, pasan de decrecientes a crecientes en —3 < y < 2y de
N / crecientes a decrecientes en y < —3 y en y > 2. Por tanto los minimos se

alcanzan en los puntos de la forma (0, yo) con —3 < yp < 2 y los mdximos
se alcanzan en los puntos de la forma (0, y) con yo > 2 0 yo < —3.

¢) Debemos transformar la ecuacién escribiéndola en las variables z y x, para lo cual tendremos que
sustituir y en funcién de z y la derivada de y en funcién de la derivada de z:
1 dy 1 dz
=2—-—- = —=—=—
4 z dr  22dx

/7

Sustituyendo en la ecuacién,

1d 1 1 1d 1 1 d
Yy =z(2-y)(3+y) = —2—Z—x<2—2—|——) (3—|—2——) O <5——) = —Z:x(5z—1)
22 dx z z z z

La ecuacién obtenida es de variables separables, equivalente a

De la integracion de la segunda expresién obtendremos

d 1 2
/ : :/xd:z: = —10g|5z—1|:x—+K = 52-1=Ce"/2 CeR
oz —1 5 2

Deshaciendo el cambio de variable, tendremos que la soluciéon general es

5
Y=2- 1y geen CER
d) Sustituimos x = 0 e y = yp en la expresién anterior
5 5 5 3+
Yo 1+C 1+C Yo 2w 2w

vx=-.5:.01:.5; % valores de la abscisa

y0=-5:1; % valores de yO

c=(3+y0)./(2-y0) 7% valores de la constante
[X,C]=meshgrid(vx,c);

Y=2-5./(1+C.*exp(5*%X."2/2)); % matriz de ordenadas
plot(vx,Y)

grid on




EJERCICIO 3: (1.5+ 0.5+ 1 = 3 puntos) Se considera el problema
"+(A=3)y=0, y0)=0, y(1)=0

a) Encuentra los valores de A para los que existe solucién no trivial y las soluciones correspondientes;
debes obtener que existe un A para cada nimero natural.

b) Sabiendo que las soluciones forman una familia {y,(z)}52, ortogonal en el intervalo [0, 1], escribe
la expresién de los coeficientes ¢, para los cuales, dada una funcién f(z), se pudiera escribir f(z) =

et CnYn ().
c¢) Escribe el c6digo Matlab con el cual calculas los primeros 5 coeficientes ¢,, para la funcién f(x)

22 —2x y dibujas en una misma figura las graficas de la funcién y = f(z) y de Ss(x) = Zn 1 CnYn (),
en el intervalo [0, 1].

Resolucion:

a) Se trata de una ecuacién lineal homogénea de coeficientes constantes. Su ecuacién caracteristica es
72 + (A — 3) = 0, cuyas rafces son r = £1/3 — \. Analizamos la existencia de solucién segtin el signo
de 3 — X

m Si3—\>0,es decir, A < 3, las dos raices son reales. Si llamamos 3 — A\ = a?, con a > 0 las

rafces son +a y la solucién general es y = Cre®* 4+ Cye™**. Aplicando que y(0) = 0, saldrd que
Cy 4+ Cy = 0 y aplicando que y'(1) = 0 obtendremos que a(Cie®* — Cae~®) = 0; uniendo las dos
ecuaciones tendremos que aCq(e® + e~ %) = 0, lo cual s6lo es posible si C; = 0. Por tanto la
Unica solucién si A < 3 es la trivial.

m Si3—\=0,esdecir, A =3, r =0 es raiz doble y la solucién general es y = C; + Cax. Aplicando
que y(0) = 0, saldrd que C; = 0 y aplicando que y'(1) = 0 obtendremos que Cy = 0. Por tanto
la tnica solucién si A = 3 es la trivial.

» Si3—\ <0, esdecir, A > 3, las dos raices son complejas conjugadas. Si llamamos 3 — A\ = —a?,

con a > 0 las raices son +ai y la solucién general es y = C; cosax + Cosenax. Aplicando
que y(0) = 0, saldrd que C; = 0 y aplicando que y'(1) = 0 obtendremos que aCsycosa = 0;
el coseno se anula en los multiplos impares de 7, lo que significa que tendremos un valor de «
posible para cada nimero natural n, que es

an, = (2n — l)g

El correspondiente valor de A sera

2
An =3+ (2”2_ 17r>

Las soluciones del problema para ese valor A, son los miltiplos de sen o, x, asi que tomaremos

2n—1
yn(x) = sena,x , esto es, yn(r) = sen 5%

como representante de todas ellas.
» Si Y07 cnyn(x) es la proyeccién de f(x) sobre la familia ortogonal {y,(z)}52, entonces

1
_ Jo f(@) yn(z) dz fo z) sen (2-7z) do
fol yn(2)2 da fol sen? (2-17z) dx
b) Utilizamos esta expresién de ¢, en el siguiente cédigo; las graficas de f(z) = 22 — 2z y de Ss(x) =
Zi:l cn¥Yn () se superponen:

syms x % variable simbélica para las integrales 0

sn=0; % inicializamos la suma a O
vx=0:.05:1; % vector de abscisas
for n=1:5 % ciclo para generar los cinco sumandos -05}
I1=double(int (sin((2*n-1)*pi*x/2)*(x"2-2%*x) ,x,0,1));
I2=double(int(sin((2*n-1)*pix*x/2)"2,x,0,1));
cn=I11/1I2;

_1 L
sn=sn+cn*sin((2*n-1)*pi*vx/2) ;
end
plot(vx,vx. 2-2%vx,vx,sn) 15

grid on 0 05



EJERCICIO 4: (1+0.6+ 0.4+ 1 =3 puntos) Se considera la funcién

2, 0<t<6
f)=4 0, 6<t<9
e, t>9

a) Comprueba que esta funcién satisface las condiciones suficientes de existencia de transformada de
Laplace y calcula esa transformada mediante la definicién.

b) Expresa f(t) utilizando la funcién escalén unitario, U(¢). Comprueba el resultado obtenido para
L[f(t)] utilizando la tabla y las propiedades de la transformada de Laplace.

c¢) Halla las funciones generalizadas f'(t) y tf'(t), dejando el resultado lo més operado posible.
d) Halla y(4) si y(t) es la solucién de la ecuacién diferencial ¥’ + y = f(t) que pasa por el punto (0, 1).
Resolucion:

a) La funcién f(¢) es seccionalmente continua en [0,00) porque es continua salvo en tres puntos, que
son discontinuidades de tipo salto finito, es decir, existen limites laterales finitos. La funcién es de
orden exponencial para cualquier o > 4, pues para cualquiera de esos « se cumplira que |f(¢)| < e,
para cualquier ¢ > 6. Utilizando la definicién de transformada tendremos

oo 6 oo 6 oo
-2 1
LIf)] = / ft)e stdt = / 2e 5t dt —I—/ ette st dt = —e7 5| + ——elt =
0 0 9 s o 4-s 9

2
- 21 = —6s
“(1-e %)+

1 lim (e(-9R _ (9(4=3))

— 8§ R—oo

El limite anterior es finito si s > 4, en cuyo caso es cero. Por tanto, la transformada de Laplace de
f(t) existe para s >4 y es

6_9(8_4)

F(s) = £If()] = 2(1 - %) + S

b) Sabiendo que U(t —a) valeOent < ay 1 ent > a, escribimos
ft)y=2U(t) —2U(t — 6) + " U(t — 9)

Tenemos ahora que hacer la transformada de cada uno de los tres sumandos de esta funcién: el
primero esta directamente en la tabla, para el segundo aplicamos la propiedad de traslacion en la

variable ¢ con ¢ = 6,
—6s

LUt —6)] = e @LU(t)] =

S

Para el tercer sumando podemos aplicar esa misma propiedad ' o bien, en vista de que aparece un
factor del tipo e, hacerlo con la propiedad de traslacién en la variable s:

LUt —9)] = G(s —4) siendo G(s) = L[U(t —9)] =
es decir,
679(574)
s—4

Reuniendo todos los sumandos, resulta la transformada obtenida en el primer apartado.

LUt —9)] =

4t como una traslacién en t — 9:

1En este caso hay que escribir la funcién e
e—9(s—4)

—4

LeMU(t—9)] = L[e*e 303U (t — 9)] = 30 L[* VUt — 9)] = e¥e LI U(1)] =



¢) Puesto que U'(t) = §(t),
fA)=20@1) —2U(t—6)+e* Ut —9) = f(t)=26(t) —20(t — 6) +4e* Ut — 9) + *5(t — 9)
Si ahora tenemos en cuenta que g(£)d(t — to) = g(to)d(t — to),
fI(t) =25(t) — 26(t — 6) + 4eU(t — 9) + €3°5(t — 9)

Con esto,
tf'(t) = 2t6(t) — 2t6(t — 6) + 4te™U(t — 9) + 3°t5(t — 9)
= O,

to(t —6) =60(t —6) y to(t —9) = 95(t — 9), se tiene
)=

tf'(t

pero puesto que td(t)

—126(t — 6) + 4te™U(t — 9) + 9e*°6(¢t — 9)

d) Sillamamos Y (s) = L[y(t)], podemos escribir

Tomando transformadas en y’' + y = f(t),

F(s)+1 F(s) 1
Y(s)—1+Y(s)=F Y(s) = —F+ Y(s) =
Y(s) = 14Y(s) = F(s) = Y(s) == =Tt 531 =
2 6_9(8_4) 1
Yy _ 1— —6s
= Y=t e T e T
Si llamamos H;(s) = S(S—il) y Ha(s) = %a
1
Y(s) =2H(s) — 2e” 9 Hy(s) + e ?*Ha(s) + 1
s

Teniendo en cuenta que la inversa de e =% H; (s) va a ser nula antes de t = 6 y la inversa de e =% H(s)
va a ser nula antes de t = 9, para hallar y(4) sélo hace falta la inversa de Hy(s) y la de Fll Por la
1

tabla sabemos que £7! [ ] = ¢!, Para la inversa de H;(s) escribimos

s+1
1 A B
S(S+1)—§+S+1 = A(s+1)+Bs=1 = A=1y B=-1
luego
() =L | o
s s—+1
Con esto



Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen Septiembre: parte 1 11-Septiembre-17

Apellidos, nombre: Nam.:

EJERCICIO 1: (0.8 puntos) Se consideran el campo vectorial F(z,y) = (ze®, ye?” + 3z) y la curva C
que es el contorno de la region D del plano:

D={(z,y)) —3<z<3, —V9I—22<y<9—2?}
Halla el trabajo realizado por F sobre C. Si utilizas un teorema debes comprobar que se cumplen las
hipétesis.
Resolucion: El trabajo pedido es W = fo F - dr. La curva C se toma orientada positivamente por defecto,

es unién de curvas suaves, pues es la unién de un arco de circunferencia (y = —v/9 — 22) y de un arco de
pardbola (y = 9 — 2?). Las componentes del campo son

M(z,y) =ze” y N(z,y) =ye’ +3z

son funciones continuas con derivadas parciales continuas en todo el plano, luego en particular lo son en
cualquier entorno de D. Por tanto podemos aplicar el teorema de Green,

W_Y(CF-dr_//D(N;_M;)dA_//D?)dA_?,Area(D)_

Para hallar este area no hace falta hacer la integral doble sobre toda la
regién, pues la parte encerrada por la semicircunferencia tiene un area

8
conocida (%w). El area encerrada por el arco de pardbola es
6
4 3 9—a? 3 9—a? 3 JERE
/ / dydx:2/ / dyda::2/ (9—2?)dx = 2(92 — —)| =36
2 -3Jo 0 Jo 0 3710
0 con lo cual
-2

i 9 27
-4 -2 0 2 4 W—3Area(D)—3(5w+36>_TTHog

EJERCICIO 2: (1 punto) La superficie definida por
T =coss cost , y=coss sent , z=sens , OSSS% , 0<t<s

estd sometida a una temperatura variable en cada punto de valor T'(s,t) = %

a) Halla la temperatura media de la superficie.

b) Describe el lugar geométrico de los puntos de la superficie donde la temperatura es esa media.
Resolucion:

a) Hemos de calcular la integral I = [[T(s,t) dS, para luego dividirla entre el drea ([ dS) y asi ob-
tener la media T,,. Para ello hay encontrar el elemento diferencial de superficie, dS:

dS = |Ts x Ty| dtds
siendo

T = (2),y.,2.) = (—sens cost, —sens sent,coss) y Ty = (z},y;,2;) = (—coss sent,cos s cost,0)

i j k
T, xT;=| —sens cost —senssent coss | = (—cos®s cost,—cos’s sent, —coss sens)
—coss sent coss cost 0

luego

|TsxT¢|* = cos* s cos? t+cos* s sen? t+cos® s sen? s = cos* s+cos? s sen? s = cos? s(cos? s+sen? s) = cos® s



si tenemos en cuenta que s estd en el intervalo [0, 5] tenemos que
dS = |Ts x T¢| dtds = |cos s|dtds = cossdtds

Ahora podemos calcular la integral de superficie de la temperatura,

w/6 ps w/6 1
I:// T(s,t)dS’z/ / COSSdtds:/ cos s ds = sen 5]3/6:—
s 0 o S 0 2

y el area de S,
, /6 ps /6
Area(S):// dS:/ / cossdtds:/ scossds
s 0 0 0

Esta tltima integral se resuelve por partes, tomando u = s y dv = cos s ds,

. /6 3
Area(S):ssens]g/ﬁ—/ sensds:l+£—1
0 12 2

-1
1 3 6

T = — l+£_1 - -
2112 " 2 T+ 6v3 =12

b) Los puntos de la superficie donde la temperatura es T;,, deben cumplir

Con esto,

1 1
T(S,t):g:Tm = S:T—

Si en la superficie hacemos que el pardmetro s sea constante e igual a Ti, obtenemos
™

1 1 1 1
r=cos— cost , y=cos— sent , z=sen— , , 0<t< —

que es un arco de la circunferencia de radio 4/cos % en el plano z = sen % En la figura se muestra
m m

este arco de circunferencia sobre la superficie:

0.2 0.4
X 1o y

EJERCICIO 3: (1 punto) S es la porcién de 2% +y%+22 = 2 en z > 1, orientada con la normal exterior
a la esfera. Calcula el flujo del campo vectorial F(z,y,2) = (1,0,1) a través de S,

a) directamente con una integral de superficie;

b) utilizando el teorema de Gauss, cerrando previamente la superficie S'y comprobando que el teorema
es aplicable.

Resolucion:

a) para hacer la integral de superficie podemos expresar la superficie mediante una ecuacién explicita,

S: z=1+/2—122—y2 con (z,y) € {(z,y)/ 2* +y> <1}



orientada segin
Y

N=(-z2,—2,1)= i , ,1
( Y ) <\/2—:1:2—y2 \/2—172—342 )

de manera que el producto escalar del campo y la normal es

x

/2 — 22 — 42

+1

y el flujo pedido es

27
Flujo://F ndsS = // 11| dA= // (’"‘3039 1>drd9
2—x2—y V212

Puesto que los limites de integracion son constantes, podemos integrar en el orden que resulte méas
conveniente sin tener que cambiar los extremos de integracién; en este caso, es mas conveniente

integrar primero en 6:
2
0
Flujo = / / ( ” cos r> dé dr
V2 12

pero dado que

2m 2m
/ cosfdf =senfi" =0 vy / df = 2m
0 0

resulta )
Flujo = / 2nrdr = rly =7
0

En la figura de la derecha se muestra la superficie S (casque-
te esférico en color mds oscuro) y una muestra sobre ella de
vectores del campo (en zaul) y de vectores normales (en rojo).

Para cerrar la superficie S se le afiade la tapa T, que es el disco 2 +y? < 1 en el plano z = 1. La
nueva superficie, S* = S UT, es cerrada y suave por partes pues es unién de un casquete esférico
y una porcién de plano (ambas superficies suaves); si esa porcién de plano se orienta con la normal
—k, toda la superficie S* estara orientada con la normal exterior y puesto que el campo es de clase
C' podemos aplicar el teorema de Gauss, por lo que

Flujo a través de S*:// F~ndS:/// divF dV
* H

donde H es el sélido limitado por S*. Como en este caso la divergencia de F es nula, el flujo a través
de S* es nulo y por tanto el flujo a través de S y el flujo a ravés de T suman cero, es decir, son
opuestas; el flujo pedido en el ejercicio es

- // F-ndS =— // (1,0,1)-(0,0,—1)dA = // dA = érea del circulo de radio 1 =7
T z2+y2<1 x24y2<1

EJERCICIO 4: (0.7 puntos) Se ejecuta el cédigo

[X,Y]=meshgrid(linspace(1,2,4));
Z=X+Y;
quiver3(X,Y,Z,Y,X,3%Z."2)

con el que se dibuja una muestra de un campo vectorial F.

a) Explica cudntos son y donde estdn los vectores dibujados.

b) Encuentra el campo potencial de F.

Resolucion:



a) Con [X,Y]=meshgrid(linspace(1,2,4)) se genera una malla de puntos en el cuadrado [1, 2] x [1, 2],

de 16 puntos, como producto cartesiano del conjunto de puntos {1, %, %, 2} por si mismo. Con
Z=X+Y se genera la matriz Z de dimensién 4 x 4 con las sumas de los valores de las coordenadas
x e y de los puntos del producto cartesiano que estdan guardadas en X e Y respectivamente. Con
quiver3(X,Y,Z,Y,X,3%Z.~2) se dibujan 16 vectores del campo F(z,y, z) = (y, r,322) en 16 puntos
de la superficie z = x +y. En la figura de la izquierda vemos los puntos de la malla y la figura de la

derecha muestra los 16 vectores representados.
45y ? ’

sl 11

15

1
1 15 2

b) Si f(z,y,z) es campo potencial de F se debe cumplir que Vf(z,y,z) = F(z,y, ), es decir
folwy.2) =y . fylzy,2) =2, flzy,2) =32
Integrando respecto de x la primera ecuacion,
flay,2) =2y +Cly,2) = fylzy,2)=c+Cy(y,2) =2 = Cyy,2)=0
Integrando C;l respecto de v,
Coly,2)=0 = Cly,2)=K() = flry2)=ay+K() = [fllz,y,2)=K(2)=32"
Lo que significa que K(z) = 23 + Cte, con lo cual todas las funciones potenciales de F son

f(z,y,2) = 2y + 2° + Cte

EJERCICIO 5: (0.7 puntos) Resuelve la ecuacién (z%y> + y + x — 2) dz + (23y? + x) dy = 0 mediante
el cambio de variable t = zy.

Resolucion:
t 1 t
t:xy = y=— = dy:— dt — — dx
T T T

Cambiaremos en la ecuacién y y dy por sus expresiones en funcién de x, ¢, dx y dt, para obtener la ecuacién
equivalente a la dada peroen ty z:

Bt 2 1 t
Pt -—Fz-2)de+ (2P +z)-(dt—-dz)| =0 =
3 z? z z

Bt Bt
= <—+—+:17—2————) de+t*+1)dt =0 = (z—2)de+(t*+1)dt=0
X X X X

Se trata de una ecuacién de variables separables,

2 t3

/(a:—2)d:17:—/(t2—|—1)dt = %—Zx:—g—t—l—c

Deshaciendo el cambio obtenemos la solucién general de la ecuacién inicial,

1 2
gzv?’y?’—l—xy—i—%—lv:(?



EJERCICIO 6: (1.2 puntos) Se considera el problema

"+(A=4y=0, y0)=0, y(2)=0

a) Encuentra los valores de A para los que existe solucién no trivial y las soluciones correspondientes;
debes obtener que existe un A para cada niimero natural.

b) Sabiendo que las soluciones forman una familia {y,(2)}52, ortogonal en el intervalo [0, 2], escribe
la expresién de los coeficientes ¢, para los cuales, dada una funcién f(z), se pudiera escribir f(z) =

220:1 CnlYn (17)

c¢) Escribe el c6digo Matlab con el cual calculas los primeros seis coeficientes ¢, para la funcién f(z)

22 —4x y dibujas en una misma figura las graficas de la funcién y = f(z) y de Sg(x) = Zn 1 CnYn (),
en el intervalo [0, 2].

Resolucion:

a) La ecuacion es lineal homogéna de coeficientes constantes, as{ que podemos buscar su solucién general
mediante la ecuacién caracteristica,

4 A—4=0 = r=+vV4—\

Dependiendo del signo del radicando, estaremos en la situacién de dos raices reales diferentes, una
raiz real doble o dos raices complejas conjugadas:

2

= Si A < 4 hay dos raices reales distintas, opuestas. Si denotamos 4 — A = a~, con a > 0, esas

raices son r = +a y la solucién general es
y = Ae*® + Be™ "

Debe cumplirse que y(0) = 0, luego A+ B =00 B = —A, y también y'(2) = 0, de lo cual
a(Ae*™ — Be™2%) = aA(e®® + e72%) = 0; siendo a # 0, la tdltima ecuacién sélo se cumple si
A = 0 puesto que la suma de exponenciales entre paréntesis no puede anularse, de donde se
deduce que la dnica solucién del problema es la trivial, y = 0.

= Si A =4 hay una unica raiz, que es r = 0, la solucién general es y = Az + B; y(0) = 0 implica
que B =01y de y/(2) = 0 obtenemos A = 0. De nuevo la solucién del problema es y = 0.

2

= Si A > 4 las raices son complejas conjugadas; si escribimos 4 — A = —a®, con a > 0 las raices

son
r=+vV4d—-A==+vV—-0a?2 ==+

y la solucién general es y = A cosax + B sen azx:
y0)=0 = A=0

y'(2)=0 = aBcos2a=0 = cos2a=0 = 204:(211—1)%

para cualquier n natural, donde las dos ultimas implicaciones se hacen en el supuesto de que
a > 0 y buscamos que B no sea nulo. Tenemos por tanto que

:(2n—1)£ con neN
y habréd un valor de A véalido para cada niimero natural,
2
An:4+an:4+(@n—wz)

y la solucién correspondiente a cada n natural es

2n—1
yn(x) = sen o,z = sen .

o cualquier multiplo real de ella.



b) Tomamos un k natural cualquiera fijo. Si multiplicamos los dos miembros de f(z) = > 7| chyn ()
por y () e integramos! entre 0 y 2

%wmm=2ymwmw>:‘A%ummm=§)¢é%w%wm

teniendo en cuenta que, debido a la ortogonalidad de la familia, foz Yk (2)yn(z) dz es nula siempre
que n sea distinto de k de manera que ese sumatorio solo tiene un sumando no nulo:

i) i) s

2 2
[ w@r@ i =a [ n@un@de = o=
0 0 fo yi(z) dx
c¢) Puesto que no hay que dibujar cada suma parcial, sino unicamente la suma, utilizamos una variable
escalar para guardar el valor de la suma que se va actualizando en un ciclo. A la derecha pueden
verse las gréficas de y = f(z) y de y = Se(x) (practicamente superpuestas):

syms X % variable simbélica para las integrales
sn=0; % se inicializa la suma a O
vx=0:.05:2; % vector de abscisas 0

for n=1:6 % ciclo para generar los 6 sumandos
yn=sin((2*n-1)*pi*x/4) ;
Inum=double (int (yn* (x~2-4*x),x,0,2)); -2
Iden=double(int(yn~2,x%,0,2));
cn=Inum/Iden
sn=sn+cn*sin((2*n-1)*pi*vx/4) ; 0 1 2
end
plot(vx,vx. 2-4*%vx,vx,sn); grid on

EJERCICIO 7: (0.3 + 0.3 puntos)

a) Siu(z,t) = X(x)T(t) es solucién de la ecuacién u}, + au) = c*u, y X (z) debe ser solucién de la

ecuacién X” + AX = 0, para algin valor de A, jqué ecuacién debe verificar T'(¢)?

b) La solucién de cierto problema de contorno para la ecuacién unidimensional es de la forma
o0
2
u(z,t) = che”L “cosnx , ve0,n] , t>0
n=0

siendo la condicién inicial del problema u(x,0) = sen? 2. Determina completamente u(x, t).
Resolucion:
a) Derivamos u(x,t) = X (x)T'(t) parcialmente con respecto de t y de z,
w(a,t) = X(2)T(t) = wu(z,t)=X@)T'(t) y ul(x,t)=X"(2)T(t) =
= ug(e,t) = X(@)T"(1) vy ug,(x,t) = X" (2)T(t)
y sustituimos en la ecuacién,

ufy +au, = cull, = X(@)T"(t)+aX(@)T'(t) = AX"(2)T() =

T"(t) + aT'(t) _ X"(z)
AT (t) X (x)

Puesto que el miembro de la izquierda es funcién de ¢ y el de la derecha es funcién de x, siendo ¢ y
x variables independientes, debe ocurrir que ambos miembros sean constantes:

= X (2)(T"(t) +aT'(t)) = X" (x)T(t)

T +al'(t) _ X"@) [ X'@) X (@) =0
2T (t) X(z) T () + aT"(t) + AT (t) = 0

1Suponemos que se cumplen las condiciones en que puede commutarse la integral y la serie.



b) Sien la expresién de la solucién hacemos ¢ = 0 y escribimos el seno al cuadrado en funcién del coseno
del dngulo doble, resulta

> 11 1 ~1
u(x,O):chcosnx:seHQx:i—icos2x = =5, =5, cn=0Yn#£0, 2
n=0

Por tanto,

e cos 2z

DN | =

EJERCICIO 8: (1 punto) Haciendo uso de transformadas de Laplace, encuentra la solucién y(t) del
siguiente problema de valor inicial

{ y' =2y +y=05(t—-2)
y(0)=1, y'(0) = -1

Resolucidn: Si denotamos Y (s) = L[y(t)], por la propiedad de la transformada de la derivada sabemos
que,
Lyl = sY (s) = y(0) = sY(s) — 1

Lly"] = sY (s) = y(0)s —¢/'(0) = s’Y (s) —s +1

Para tomar transformadas a toda la ecuacién necesitamos también la transformada de 6(¢—2), la obtenemos
utilizando la propiedad de traslaciéon con ¢ = 2:

L) =1 = L[6(t—-2)]=e*
Ahora
Ly =2y +y] = LI5(t—2)] = s*Y(s)—s+1-2(sY(s5)=1)+Y(s) = e 2* = (s°=25+1)Y(s) = e *°45-3 =

e 2 4s-3 e~ 2 s—1—-2 e~ 2s 1 2
:> Y = = — _
=T TG o1 GoE sl Goi¢
De la tabla sabemos que ﬁ = L[et] y Siz
esta ultima con a = 1, obtenemos

-1
= L]t]; aplicando la propiedad de traslacién en la variable s a

1
= Lle't
y aplicando a ésta la propiedad de traslacién en la variable ¢ con ¢ = 2,
0 —2s
| | LUt - 2)(t — 2)e)]
-0 (s —1)2
-40 o Con todo esto,
0 1 2 y(t) = Ut —2)(t — 2)e2 +e!(1 — 21)




Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales CURSO 16-17
CALCULO II Examen Septiembre: parte 2 11-Septiembre-17

Apellidos, nombre: Nam.:

EJERCICIO 1: (2 puntos) La integral I = [[, e*"*<¥ dx:dy, con D = [0, 5] x [0, 7], verifica

a)g—z I< e

b) w2 2

€

IA
IA
m|=\

IN

[V
IA
IA
&)
5

c) —em I < ern?
d) ninguna de las otras propuestas es correcta,

Resolucidn: la correcta es la a):

—1<senzcosy<1l = e 1< envosy <o = // eildAS// escnmcosydAg// edA
D D D

= e 'Area(D) < I < eArea(D)

7T2

y solo falta utilizar que drea(D) = %-.

EJERCICIO 2: (1 punto) Las ecuaciones en coordenadas cilindricas z = rcos#, § = a, r = b, represen-
tan, respectivamente, las siguientes superficies

a) tres planos;

=3

un cono y dos planos;

o

un plano, un semiplano y un cilindro;

)
)
)
d) ninguna de las propuestas da las tres correctas;
Resolucidn: c) es la correcta:

m 2z =rcosf es el plano z = x,

= 0 = a es el semiplano y = (tga)z,

s 7 = b es el cilindro circular 22 + 32 = b2.

EJERCICIO 3: (1 punto) ;Cudl de los siguientes enunciados es verdadero si F es un campo vectorial
de clase C2?

a) rot(VF) =0
b) V(rotF) =0

c¢) div(rotF) =0

d) ninguna de las igualdades es correcta;

Resolucidn: la correcta es la c):

s 70t(VF) no puede ser un escalar pues el rotacional es un vector, ademds el gradiente no puede
aplicarse a vectores, sélo a escalares;

» por la misma razén, V(rot F) = 0 no tiene sentido;

» div(rot F) = 0 es cierto si F es de clase C2.

EJERCICIO 4: (2 puntos) Dada la curva C' de ecuacién polar 7 =1+ cosf con 0 < 6 < m,

= Afirmacion 1: La longitud de la curva es 8.



= Afirmacién 2: Si una pieza de acero tiene su base modelada por la curva C' y su altura es z =
(z% 4+ y?)Y/4, el 4rea lateral de esa pieza es v/27.

a) Sélo es cierta la afirmacién 1.

Son ciertas las dos afirmaciones.

)
b) Sélo es cierta la afirmacién 2.
¢)

)

d) Son falsas las dos afirmaciones.

Resolucidn: la opcién correcta es la b):

r=1+cosf = ds=+r24+r2dd=/(1+cosh)? +sen20df = 2v1+ cosfdh

L 0 T 0
1ongitud:/ds:\/§/ 2cosz—d9:2/ | cos —| df
c 0 2 0 2

ahora debemos tener en cuenta que % estd entre 0 y 5 de manera que su coseno es positivo, asi pues

i 0 01"
longitud = 2/ cos — df = 4sen —} =4
0 2 2],

Para hallar el drea descrita, hemos de integrar la funcién que da la altura de la pieza z = (22 + y?)"/* =
(r2)Y/4 = r1/2 que sobre los puntos de la curva es z = /1 + cos 0:

Area:/zds:/ \/1+c059\/§\/1+cos9d9:\/§/ (14 cosf)df = 2(0 +sen )% = 2r
c 0 0

EJERCICIO 5: (2 puntos) Elige la ecuacién o ecuaciones cuyas soluciones sean, a la vez, crecientes y
convexas sobre la recta y = —2x (semiplano y > —2x)
ecul: 3y = 2zy ; ecu2: y =2z +y
a) solo las soluciones de ecul;
b) solo las soluciones de ecu2;

¢) lo cumplen las soluciones de ambas ecuaciones;

)
)
)
d) no lo cumplen las soluciones de ninguna de las dos ecuaciones;

Resolucidn: d) es la correcta:

= Las soluciones de la ecuacién ecul son crecientes donde xy sea positivo, es decir, el primer y el tercer
cuadrante. Para estudiar su convexidad hallamos la derivada segunda de esas curvas y analizamos
doénde es negativa:

v =20y = y'=2y+ay)=20y+22%) <0 = y(1+22*)<0 = y<0
Esto significa que las soluciones son convexas en y < 0, no en y > —2z.

= Las soluciones de la ecuacion ecu2 son crecientes donde 2x +y > 0, es decir sobre la recta y > —2x.
Hallamos la segunda derivada y observamos dénde se hace negativa:

y'=24+y =24+2r4+y<0 = y<-22-2

Todas las curvas solucion de esta ecuacion que estan bajo la recta y = —2x — 2 son convexas.

EJERCICIO 6: (2 puntos) El cambio de variables

transforma la ecuacién v/, + xzu;’y =0en



" "o __
a’) Upye + Uss =
" "o __
b) Uy + Usg = —U
" "o
C) Uy + Uss = e
d) ninguna de las presentadas;

Resolucidn: la opcién correcta es la a):

vl = ul, = ulrh +ulst = 2zul = 2/su,

r=2y} N Ty = N Uy, = Ty + Uiy = 2u;,

s = a? sy =2 Uiy = (2v/50,),8, = 4/s(5izul + /sul,) = 2u), + dsul,
Sy = uy, = (2uy.)ry, = 4uy,

Sustituimos las derivadas segundas en la ecuacién,

let@ul, =0 = 2ul+4sul, +4su), =0 = u’T’T+u’S’S:_u5

EJERCICIO 7: (2 puntos) Sean f(t) = e'U(t —4), g(t) = (t — 1)U ( )

h(t)=f *g( ) Adriana afirma
que h(1) = 0, Bruno dice que h(3) = 0 y Carlos ha calculado que h(3 e

y
f (2 —x)
a) sb6lo Bruno se equivoca;
b) s6lo Adriana se equivoca;
¢) s6lo Carlos se equivoca;

)
)
)
d)

sélo Carlos tiene razon;

Resolucidn: ¢) es la opcidn correcta:

0 si t<4
h(t) = f*g(t) /f t—xdw-{f4 etz 1)ds s t>4 = h(1)=0, h(3) =0

3
3) 75/1 e*(2 — ) dx

EJERCICIO 8: (1 punto) El nimero v calculado en el siguiente cédigo

syms x y; v=int(int(2*xx"2+y~2,x,-1,1),y,0,2)

a) es el volumen del sélido limitado entre los planos x = =1,z =1,y =0, y = 2, 2 = 0 y la superficie
z =222 + 9%

b) es la integral de la funcién f(z,y) = 22 + y? en el rectdngulo [—1,0] x [1,2];
c¢) dard error;

d) ninguna de las propuestas es correcta;

Resolucién: la opcién correcta es la a): el ntimero v es la integral de 222 +y? en el rectdngulo [—1, 1] x [0, 2]
luego es el volumen que queda sobre z = 0, bajo z = 222 + y? limitado entre los planos verticales z = —1,
r=19y=0,y=2.

EJERCICIO 9: (2 puntos) Completa las dos lineas que faltan en el siguiente cédigo



vt=linspace(0,2,50);

% linea 2

syms t

% linea 4

plot(vt,v); axis tight; grid on
legend(’x1°,°x2°)

para que calcule los valores x1(t) y x2(t) en 50 valores de ¢ del intervalo [0,2] y haga sus graficas en ese
intervalo, siendo x1 y x2 las soluciones del sistema diferencial siguiente

2y =-3x1+2x2—2 |, x1(0)=0
xh = 2w — @9 1

a) » linea 2: [x1,x2]=dsolve (’Dx1=-3*x1+2%x2-2’,’Dx2=2%x1-x2’,°x1(0)=0",’x2(0)=17)

» linea 4: v=subs ([x1;x2],t,vt);

b) » linea 2: dsolve (’Dx1=-3*x1+2*x2-2’,’Dx2=2*x1-x2’,’x1(0)=0’,’x2(0)=1")

» linea 4: v=subs ([x1;x2],t,vt);

c) » linea 2: [x1,x2]=dsolve (’Dx1=-3*x1+2%x2-2’,°Dx2=2%x1-x2’,°x1(0)=0",’x2(0)=17)

» linea 4: v=subs ([x1,x2],t,vt);
d) ninguna de las otras opciones tiene las dos lineas correctas;

Resolucidn: la opcidn correcta es la a) pues en la linea 2 se resuelve el sistema con las condiciones iniciales
y se guardan las soluciones obtenidas en x1 y x2, que son variables simbdlicas. En la linea 4 se sustituye
la variable t por los 50 valores que tiene guardados el vector vt y se guardan los resultados en una matriz
v de dos filas y 50 columnas: la primera fila guarda los 50 valores de la solucién x4 (t) y la segunda fila
los correspondientes a z5(t). Con el siguiente plot se dibuja cada fila frente a vt. La figura siguiente es la
que resultaria de ejecutar este codigo:

1

x1

0.5 X2
0
-0.5
-1
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