ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN CURSO 2016-2017
CALCULO 11

Practicas Matlab

Practica 8 (4/04/2017)

Objetivos

0 Representar las isoclinas de una e.d.o. de primer orden como apoyo para trazar un
campo de direcciones.

O Representar el campo de direcciones de una e.d.o. de primer orden y entender su
significado.

O Representar las soluciones de una e.d.o. de primer orden.

0 Utilizar representaciones graficas para profundizar en el estudio de las soluciones de
una ecuacion diferencial de primer orden.

Comandos de Matlab

1.- Para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden de forma simbdlica

dsolve('eq’, 'cond’, 'var')
Ejemplos:
-a*x")
a*y", "y(0) = b")

>> dsolve("Dx
>> dsolve("Dy

2.- Para definir funciones en linea
Con este comando se definen funciones en linea evaluables, de una o de varias variables.
F=@(x,y) eq
Ejemplo:
>> F=0(X,y) X.*y

2.- Para representar funciones implicitas

Para representar la funcion implicita definida por la ecuacion F(X,y) =0 en la region del

plano [a,b]x[a,b] . F(X,y) puede serun string o una funcion en linea (funcién @)

ezplot
Ejemplo:
>> ezplot("x"2+y"2-4=0",[-2,2]) %utilizando un string

>> F=0(X,y) X."2+y."2-4;
>> ezplot(F,[-2,2]) %utilizando una funcidén en linea
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Isoclinas y campos de direcciones

Definicion de isoclina.- Dada una e.d.o. y'= f(X,y), se llama isoclina al lugar

geométrico de los puntos del plano donde la pendiente de las curvas solucién es
constante, siendo su ecuacion f(x,y)=C.

Campo de direcciones.- Dada una e.d.o. Yy =f(X,y), se llama campo de

direcciones a la representacion grafica de una muestra de pequefios segmentos de
rectas tangentes a las curvas solucién, dibujados sobre los puntos de corte de éstas
con las isoclinas.

Ejercicios

Representacion de isoclinas y campos de direcciones

a) Busca todas las funciones Yy = Yy(X) que cumplen que Yy'=2X.

Debes obtener una familia uniparamétrica de curvas (esto es lo que
se llama solucién general de la ecuacion).

b) Si no fuera tan sencillo encontrar la familia de soluciones, una
1 herramienta que facilita el estudio de su comportamiento es el
método de las isoclinas y el dibujo del campo de direcciones.

En la figura que se facilita, se han representado el campo de
direcciones y una muestra de isoclinas y de soluciones de la ecuacion

y' = 2X, en el cuadrado [—1,1]><[—1,1] . Escribe el cddigo necesario

para reproducir de forma aproximada esta figura.

Resolucion
Este es el ejercicio propuesto n° 6 del tema 4.

campo de direcciones, isoclinas en azul, soluciones en rojo, para la edo dy=2x
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Apartado a)

Resulta inmediato comprobar que la solucion general de esta ecuacion diferencial es
y=x*+C

Puedes encontrar esta solucion, ejecutando el siguiente comando en Matlab
dsolve("Dy=2x","x")

Apartado b)

e Laecuacidonde lasisoclinas es

, m
y=m —> 2Xx=m — X=—
2
Las rectas verticales de la figura, corresponden a las isoclinas de pendientes

m={-2,-16,-12,-08,...,2}

El cddigo para dibujar estas isoclinas podria ser

%Representacion de las isoclinas
hold on %para dibujar todas las isoclinas en la misma figura
y=[-1,1]; %valores de y para dibujar la recta que pasa por los
% puntos (X,-1) y (x,1)
for m=-2:0.4:2 %valores de las pendientes

x=m/2;%ecuacion de las isoclinas

plot([x,x],y)%dibujo de las isoclinas
end

e La constante C de la familia para cada punto de paso, (XO, yo), es
C=y,- Xg
Por lo tanto la ecuacidn de las soluciones particulares, en funcidn de este punto de paso es
y:XZ"'(yo_Xg)
En la figura se han representado 25 soluciones que pasan por puntos igualmente
espaciados del eje OY, en el intervalo [—1,1]. La ecuacion de estas soluciones, que pasan

por(O,yO),es
y=x"+Y,
Codigo para dibujar estas soluciones:

%representacion de las soluciones

x=linspace(-1,1,30);

for yO=linspace(-1,1,26)%puntos de paso en el eje OY
y=x."2+y0;%ecuacion de las soluciones que pasan por (0,y0)
plot(x,y, "r*)%dibujo de las soluciones

end

axis([-1 1 -1 1]D%muestra las soluciones en el cuadrado

%[-1,1]x[-1,1]

e A continuacion se muestra un cddigo sencillo para representar un mapa de direcciones de
la ecuacion y' = 2x.
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Representaremos vectores tangentes a las curvas solucion en cada punto de una rejilla del
plano. Las componentes de estos vectores son, en cada punto, (1, ') . Eliminaremos la
flecha del vector dibujado para que no aparezcan flechas en el mapa de direcciones.

%campo de direcciones representado con vectores (1,y")

=0(x,y) 2*x;%definicion de la derivada en cualquier punto (X,y)
[u,v]=meshgrid(-1:0.1:1);%rejilla de puntos para dibujar los
%vectores tangentes a las curvas solucién que pasan por dichos
%puntos

du=ones(size(u));%primera componente del vector tangente
dv=f(u,v);%segunda componente del vector tangente
g=quiver(u,v,du,dv)

set(q, "ShowArrowHead" , "off")%para quitar la flecha del vector
hold off

Representacion de isoclinas y campos de direcciones

Se facilitan las figuras donde se han diujado una muestra del campo de
direcciones, de isoclinas y de soluciones, para las siguientes ecuaciones
diferenciales:

1)y =xy 2) Y =X+y 3) Y =x -y

a) Siguiendo el modelo del ejercicio anterior, escribe el cddigo necesario
para reproducir de forma aproximada estas figuras.

b) Haz un estudio de la monotonia y la concavidad de las curvas solucion
y comprueba que concuerda con la representacidn que has hecho en
el apartado anterior.

Resolucion
Este es el ejercicio propuesto n° 8 del tema 4.
1) Ecuacion y' = xy

Ecuacion y’=xy: Campo de direcciones, isoclinas en azul, soluciones en rojo
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e Laecuacionde lasisoclinas es

’ m
y'=m — Xxy=m —>y=;, Xx#0

Se trata de una familia de hipérbolas. Los arcos de curva representados en la figura en
color azul, corresponden a las isoclinas de pendientes

m={-2,-16,-12,-08,...,2}

representadas en el intervalo [l, 2]. El cddigo para dibujar estas isoclinas podria ser

%Representacion de las isoclinas
hold on %para dibujar todas las isoclinas en la misma figura
x=linspace(1,2,30); %valores de x para dibujar las isoclinas
for m=-2:0.4:2 %valores de las pendientes

y=m./X;%ecuacion de las isoclinas

plot(x,y)%dibujo de las isoclinas
end

e Lasolucion de la ecuacion la obtenemos escribiendo en matlab,
dsolve("Dy=x*y","x")

. s . . 212
se obtiene la familia uniparamétrica, y =Ce"

e Laconstante C de la familia para cada punto de paso, (XO, yo), es

C - yoefxg/Z

Por lo tanto la ecuacion de las soluciones particulares, en funcion de este punto de paso
es
(x*=xg )12

Y=1Y.€

En la figura se han dibujado g soluciones particulares. Si tomamos como puntos de paso,
los puntos de la forma (1, Y,), la ecuacion de las soluciones es

(x*-1)2

y=Yq€

El Cddigo para dibujar estas soluciones en la ventana [1, 2] x[—2, 2] es:

%representacion de las soluciones

x=linspace(1,2,30);

for yO=linspace(-2,2,11)%puntos de paso en x0=1, las soluciones

%que pasan por (1,-2) y por (1,2) no se ven en la figura.

y=yO*exp((x."2-1)/2) ;%ecuacion de las soluciones que pasan
%por (1,y0)
plot(Xx,y, "r*)%dibujo de las soluciones

end

%axis equal

axis([1 2 -2 2]) %muestra el rectangulo [1,2]x[-2,2]

e A continuacion se representa un mapa de direcciones de la ecuacion Yy’ = Xy, mediante

vectores tangentes a las curvas solucion en los puntos de una malla construida sobre el
rectangulo [1,2]x[-2,2].
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%campo de direcciones representado con vectores (1,y")

=0(x,y) x.*y;%definicion de la derivada en cualquier punto (X,y)
[u,v]=meshgrid(1:0.1:2,-2:0.1:2);%rejillla de puntos para dibujar
%los vectores tangentes a las curvas solucidén que pasan por dichos
%puntos

du=ones(size(u));%primera componente del vector tangente
dv=f(u,v);%segunda componente del vector tangente
g=quiver(u,v,du,dv)

set(q, "ShowArrowHead" , "off")%para quitar la flecha del vector

hold off

e Estudio de la monotoniay extremos
x>0 e y>0 (1C)

Las soluciones son crecientessi y'>0 — xy>0 —
x<0 e y<0 (3C)

x<0 e y>0 (2C)

y son decrecientessi y'<0 — xy<0 —
x>0 e y<0 (4C)

x=0
y=0

Para estudiar los extremos hacemos, y' =0 — {

y =0, es solucion de la ecuacion diferencial y puesto que se cumple el teorema de
existencia y unicidad no puede haber ninguna otra solucion que cortea Yy =0, por lo tanto
no existen extremos en este eje.

X =0, no es solucion de la ecuacion diferencial luego las soluciones tienen sus extremos
este eje: maximos si Yy <0, minimossi y >0

e Estudio de la concavidad y puntos de inflexion.

Las soluciones son concavassi, Y” >0 y convexassi, ¥" < 0. La derivada sequnda es

y'=y+xy =y +xy = y(x* +1)
por lo tanto,

y">0 > y>0
y"<0 - y<0

Es decir, las soluciones son concavas en el semiplano y>0 y son convexas en el
semiplano y<0.

Como se ha dicho antes, Yy =0 es solucion de la ecuacion diferencial por lo tanto las

restantes soluciones no la cortan y no cambian de cdncavas a convexas o al revés sino que
son siempre concavas o siempre convexas.

Todas estas conclusiones se reflejan en el campo de direcciones que se ha representado
en una region del primer y cuarto cuadrantes.
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2) Ecuacion y' =x+Yy

2:32 Ecuacioén y’=x+y: Campo de direcciones, isoclinas en azul, soluciones en rojo
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e Laecuacion de lasisoclinas es

y=m — X+y=m — y=m-X

Se trata de una familia de rectas. Las rectas representadas en la figura, corresponden a las
isoclinas de pendientes

m={-3 -26,-2.2,-18,...,3]

dibujadas en el intervalo [—2, 2] . El cédigo para dibujar estas isoclinas podria ser

%Representacion de las isoclinas
hold on %para dibujar todas las isoclinas en la misma figura
x=[-2,2]; %valores de x para dibujar las isoclinas
for m=-3:0.4:3 %valores de las pendientes
y=m-X;%ecuaciéon de las isoclinas
plot(x,y)%dibujo de las isoclinas
end
axis([-2 2 -4 4]) %muestra las isoclinas en el rectangulo
%[-2,2]x[-4,4]

e Lasolucion de la ecuacion la obtenemos escribiendo en matlab,

dsolve("Dy=x+y","x")
se obtiene la familia uniparamétrica, y =Ce* —x-1

La constante C de la familia para cada punto de paso, (Xo, yo), es
C=(y,+% +1e™

Por lo tanto la ecuacion de las soluciones particulares, en funcion de este punto de paso
es

y=(Yy,+% +De ™ —x-1
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Tomamos como puntos de paso, los puntos de la forma (0, Y,), la ecuacion de las
soluciones es

y=(y,+De*—x-1

Dibujaremos estas soluciones en la ventana [—2, 2] X [—4, 4] tomando puntos de paso
para Y, €[-5,5], distanciados 0.4

%representacion de las soluciones

x=linspace(-2,2,30);

for y0=-5:0.4:5 %puntos de paso en el eje 0OY
y=(yO+1)*exp(x)-x-1;%ecuacion de las soluciones que pasan
%por (0,y0)
plot(x,y,"r*)%dibujo de las soluciones

end

e A continuacion se representa un mapa de direcciones de la ecuacion y' = X+,
mediante vectores tangentes a las curvas solucién en los puntos de una malla construida
sobre el rectangulo [-2,2]x[-4,4] -

%campo de direcciones representado con vectores (1,y")

f=0(x,y) x+y;%definicion de la derivada en cualquier punto (X,y)
[u,v]=meshgrid(-2:0.2:2,-4:0.2:4);%rejilla de puntos para dibujar
%los vectores tangentes a las curvas solucidén que pasan por dichos
%puntos

du=ones(size(u));%primera componente del vector tangente
dv=f(u,v);%segunda componente del vector tangente
g=quiver(u,v,du,dv)

set(q, "ShowArrowHead" , "off")%para quitar la flecha del vector

hold off

e Estudio de monotoniay extremos.

Las soluciones son crecientessi y'>0 — X+y>0 —y>-X
y sondecrecientessi y'<0 — x+y<0 —>y<-—x

La recta y=-—X, divide el plano en dos regiones. A la derecha de dicha recta las

soluciones son crecientes y a la izquierda son decrecientes. Ademas en los puntos de esta
recta las soluciones toman sus valores minimos ya que pasan de decrecientes a crecientes.
Para hacer esta afirmacion comprobamos que se cumple el teorema de existencia y
unicidad y que la recta Yy =—X no es solucion de la ecuacidn diferencial, lo que implica

que las soluciones la cortaran.
e Estudio de la concavidad y los puntos de inflexion.

Las soluciones son concavassi, " >0 y convexassi, Y" <0. La derivada sequnda es
y'=1+y =1+x+Yy
por lo tanto,
y'>20 > 1+x+y>20 > y>-x-1
y'<0 - 1+x+y<0 > y<—x-1

Es decir, las soluciones son concavas en el semiplano y > —X—1 y son convexas en el
semiplano y < —x-1.
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La recta y=—-X-1, divide el plano en dos regiones. A la derecha de dicha recta las

soluciones son concavas y a la izquierda son convexas, sin embargo las soluciones no
pasan de convexas a concavas cruzando esta recta, ya que dicha recta es solucion vy al
cumplirse el teorema de existencia y unicidad no la pueden cruzar, de lo que se deduce
que las soluciones son siempre concavas o si empre convexas.

En el campo de direcciones representado en la figura, se confirman las conclusiones del
estudio de monotonia y concavidad.

3) Ecuvacién y' = x> —y

Ecuacion y’=x2—y: Campo de direcciones, isoclinas en azul, soluciones en rojo
.

e Laecuacion de lasisoclinas es

y=m — X’-y=m — y=x"-m

Se trata de una familia de parabolas. Los arcos de éstas parabolas, representados en la
figura, corresponden a las isoclinas de pendientes

m={-25 -2, -15,-1...,5}

dibujadas en el intervalo [—3, 3] . El cddigo para dibujar estas isoclinas podria ser

%Representacion de las isoclinas
hold on %para dibujar todas las isoclinas en la misma figura
x=linspace(-3,3,30); %valores de x para dibujar las isoclinas
for m=-2.5:0.5:5 %valores de las pendientes
y=x."2-m;%ecuacion de las isoclinas
plot(x,y)%dibujo de las isoclinas
end
axis([-3 3 -3 3]) %muestra las isoclinas en el cuadrado
%[-3,3]1x[-3,3]

e Lasolucion de la ecuacion la obtenemos escribiendo en matlab,

dsolve("Dy=x"2-y","x")
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se obtiene la familia uniparamétrica, y=Ce ™™ + x> —2x+2

La constante C de la familia para cada punto de paso, (XO, yo), es

2 X
C=(y,— X5 +2x%,—2)e"
Por lo tanto la ecuacion de las soluciones particulares, en funcion de este punto de paso
es

Y = (Yo — X + 2%, —2)e ™ + x> = 2x+2

Tomando como puntos de paso puntos de la forma (X,,0), la ecuacién de las soluciones
es
y = (=X +2%,—2)e°* +x* = 2x+2

Dibujaremos estas soluciones en la ventana [—3, 3] X [—3, 3] tomando puntos de paso

para X, € [—3, 3] , distanciados 0.4 Para que sirva de ejemplo para los casos en los que no

dispongamos de la ecuacion explicita de las soluciones, dibujaremos las curvas de forma
implicita, utilizando el comando ezplot.

%representacion de las soluciones en forma implicita con ezplot
for x0=-3:0.5:3 %puntos de paso en el eje OX
F=@(X,y) y-(-xX0"2+2*x0-2)*exp(X0-x)-X."2+2*x-2;%ecuacion de
las soluciones que pasan %por (x0,0)
ezplot(F)%dibujo de las soluciones en forma implicita
end

. .y . . . J——
e A continuacion se representa un mapa de direcciones de la ecuaciéon y' = X“ -y,

mediante vectores tangentes a las curvas solucién en los puntos de una malla construida
sobre el rectangulo [-3,3]1x[-3,3] -

%campo de direcciones representado con vectores (1,y")

f=0(Xx,y) x."2-y;%definicidon de la derivada en cualquier punto (X,y)
[u,v]=meshgrid(-3:0.15:3);%rejilla de puntos para dibujar

%los vectores tangentes a las curvas solucidén que pasan por dichos
%puntos

du=ones(size(u));%primera componente del vector tangente
dv=F(u,v);%segunda componente del vector tangente
g=quiver(u,v,du,dv)

set(q, "ShowArrowHead" , "off")%para quitar la flecha del vector

hold off

e Estudio de monotoniay extremos.

Las soluciones son crecientessi y' >0 — X — y20 —»y< X2
y son decrecientessi y'<0 — X% — y<0 -y2 x?

La parabola y = X, divide el plano en dos regiones. En la regién exterior a la parabola las
soluciones son crecientes y en la region interior son decrecientes. Ademas, al cumplirse el
teorema de existencia y unicidad y la pardbola no ser solucion de la ecuacion diferencial,
los puntos de esta parabola corresponden a valores minimos de las soluciones cuando
pasan de decrecientes a crecientes y a valores maximos cuando pasan de crecientes a
decrecientes.
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e Estudio de la concavidad y los puntos de inflexion.
Las soluciones son concavas si, ¥" >0 y convexassi, ¥" <0. La derivada sequnda es

y'=2x—y =2x-x*+y
por lo tanto,
y'20 = 2X—-X*+y>=0 - y>x*—2x

y'<0 > 2X—-X*+y<0 - y<x*-2x

. . . e . . 2
Es decir, las soluciones son concavas en la region interior a la pardbola Yy = X" —2X y son

convexas en la region exterior a dicha parabola. Ademas, puesto que esta parabola no es
solucion de la ecuacion diferencial, todos sus puntos son puntos de inflexion de las
soluciones ya que pasan de cdncavas a convexas o viceversa.

El campo de direcciones representado confirma las conclusiones del estudio de
monotonia y concavidad.

Resumen de comandos

Se recogen aqui los comandos utilizados en esta practica que se daran por conocidos en las
practicas siguientes y que conviene retener porque se podran preguntar en las distintas
pruebas de evaluacion. También se supondran conocidos los comandos que fueron utilizados
en practicas anteriores y en las practicas de Calculo 1.

e Pararesolver ecuaciones diferenciales: dsolve
e Paracrearfunciones en linea @
e Pararepresentar funciones implicitas: ezplot



