PRACTICA COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS CURSO 2016-2017
CALCULO Il

Practicas Matlab

Practica 3 (21/02/2017)

Objetivos

0 Estudiar los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas.

.. . 3 gy . ;. .
0 Definir regiones de R”en coordenadas cilindricas y esféricas, para el planteamiento
de integrales triples.

0 Calcularintegrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas.

Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas se obtienen utilizando coordenadas polares en uno de los planos

coordenados y manteniendo la tercera variable.

e Paso de cilindricas a cartesianas:

X=Trcoséf
y=rsenf z r

z2=1 e

e Paso de cartesianas a cilindricas:

r=yx’+y*; 9=ar0tgl; 1=1 et S d
X x

(—r <0<, signod=signoy)

Las superficies de ecuacion mas sencilla en coordenadas cilindricas son:

e r=a. Eselcilindrodeeje 0Z yradio a;
e @ =D.Eselsemiplano que contiene al eje 0Z yformaangulo b con el plano XZ

(x>0)
e Z=cC.Esunplano perpendicularal eje 0Z .

Llamaremos caja cilindrica a la region del espacio acotada por las superficies anteriores.
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Coordenadas esféricas

e Paso de esféricas a cartesianas:
X = psen@cos

y = psen ¢sen & Z | pseng
Z=pcos¢ .

e Paso de cartesianas a esféricas: gt

pP=X+y +2>; 0= arctgl,- ‘c
X
X +y°
z

|
1
E'_l

@ = arctg

Las superficies de ecuacion mas sencilla en coordenadas esféricas son:

e p=a.Eslaesferadecentroelorigenyradio a;

e H=Db. Eselsemiplano que contiene al eje 0Z y forma angulo b con el plano XZ,
(x>0)

e ¢=cC.Esunsemiconodeeje 0Z .

Llamaremos caja esférica a la region del espacio acotada por las superficies anteriores.

Herramienta para visualizar cajas cilindricas y esféricas

Vete a la pagina

http://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integracion_multiple.html

y pinchaenelenlace Coordenadas cilindricas y esféricas

o 33 phi 4[1.05 theta  4[1.05 thol phit 41039 theta1 4[0.79

thoz /500 phiz {105 | thetaz 3157 |
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Iniciar
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Se abrird una herramienta que mostrara, en la ventana de la derecha, los valores de las
coordenadas de un punto del espacio y, en el la ventana de la izquierda, sélidos determinados
por variacion de las coordenadas en un cierto intervalo.

Ejercicios

Si H es el sélido limitado inferiormente por Z ={/X* + y* y superiormente
por Z =13, calcula:

1 a) Elvolumende H
b) Elvalorde laintegral | = I'UH(X-i- y—2z)dV

El planteamiento se hard a mano y las integrales se resolveran con Matlab.

Resolucion

Este es el ejercicio propuesto 14 del tema 1.
Se recomienda utilizar coordenadas cilindricas ya que la proyeccion del sélidoen Z=0 es un
disco, y los limites de integracion de la integral doble son constantes en este sistema de

coordenadas.

La representacion del sélido se muestra en la figura

a) Laecuacion del cono en coordenadas cilindricas es

2=\xX*+y> > z=r1

b) La region conica de la figura, expresada en coordenadas cilindricas es:
H ={(9,r,z)/0§9£27z, 0<r<3, I’SZS?)}

Trasladamos estos limites a la integral para calcular el volumen:
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2733
V= j”rdzdrd@
00r
Resolvemos con Matlab:
syms t r z
v=int(int(int(r,z,r,3),r,0,3),t,0,2*pi)
%V=9pi

c) Planteamos laintegral propuesta

| =mH(x+y—2z)dv =T

Resolvemos con Matlab:

© C—y

3
j(rcos6?+ rsen & —2z) rdzdrdt

syms t r z
I=int(int(int((r*cos(t)+r*sin(t)-2*z)*r,z,r,3),r,0,3),t,0,2*pi)
%l=-81pi/2

a) Halla mediante una integral triple el volumen del sélido del primer

octante limitado por los planos coordenados, por el cono z° = X* +y* y

porla esfera x> +y> +2° =8.

b) Calcula la densidad media de dicho sélido, sabiendo que su densidad de
2 masa viene dada por la funcion

5(xy z)z;
s Yo '—X2+y2

El planteamiento se hara a manoy las integrales se resolveran con Matlab.

Resolucion

Este es el ejercicio propuesto 15 del tema 1.

Se recomienda utilizar coordenadas esféricas ya que el sélido es una caja esférica, y los limites
de integracion son constantes en este sistema de coordenadas.

La representacion del sélido se muestra en la figura
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Escribimos las ecuaciones del cono y de la esfera en coordenadas esféricas:

r
0 Ecuaciéndel cono: 22 =x*+ y2 - p2 cos? ¢= ,02 sen’ o — ¢ =Z
0 Ecuacién de la esfera: XX+y*+22=8 > p’=8 > p=22

El solido de la figura utilizando coordenadas esféricas es:

H={(p,6’,¢)/0£6’£% : 0s¢s%, os,osz\/i}

La integral para obtener el volumen del sélido utilizando coordenadas esféricas es:
72 2274
volumen H = _[ _[ _[ pseng dg dp do
0 0 0
Resolvemos con Matlab:

syms rho t phi
volumen=int(int(int(rho”2*sin(phi),phi,0,pi/4),rho,0,2*sqrt(2)),t,0,pi/2))
%vollumen =(8*pi*(2"(1/2) - 1))/3

Nota: este volumen también podria calcularse utilizando coordenadas cilindricas:

/2 2~8-r?

vqumenH=_[ j j r dz dr d@
0O 0 r

a) Laexpresion para calcular la densidad media es:
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”jé(x, y,z) dv

densidad media ="
volumen H

La funcion densidad en coordenadas esféricas es:

5(X,y,z)=% N 5(X,y,z):pCOS¢:cos¢
X +y pseng seng
Y laintegral
712 22 7/4
masa deH:J' Ip2005¢d¢dpd0

0 0 0

Escribimos el codigo para calcular la densidad media:
masa=int(int(int(cos(phi)*rho”~2,phi,0,pi/4),rho,0,2*sqrt(2)),t,0,pi/2)

densidadMedia=masa/volumen

Y%masa =(8*pi)/3
%densidadMedia =1/(2™(1/2) - 1)

a) Calcula mediante una integral triple el volumen del sélido H, limitado

superiormente por el paraboloide z=9-X>—Yy?, inferiormente por
7 =0 y que es exterior al cilindro X* +y* =1,

3 b) Encuentra la temperatura media de H, sabiendo que la temperatura en
cada punto viene dada por la distancia del punto al eje OZ.

El planteamiento se hard a manoy las integrales se resolveran con Matlab.

Resolucion
Este es el ejercicio propuesto 16 del tema 1.
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La representacion del sélido se muestra en la figura

Se recomienda utilizar coordenadas cilindricas ya que la proyeccion del sélidoen Z=0 es un
disco, y los limites de integracion de la integral doble son constantes en este sistema de
coordenadas.

a) Escribimos las ecuaciones del paraboloide y el cilindro en coordenadas cilindricas:

0 Ecuacién del paraboloide: z=9-x>-y> — z=9-r’
0 Ecuacion del cilindro: X+y'=1 - r=1

La regidon de la figura, expresada en coordenadas cilindricas es:

H={@.r.2)/0<0<27, 1<r<3, Oszs9—r2}

La integral triple para calcular el volumen de H es:
27 3 9-r?
V= jj '[ rdzdrd@
01 0
Resolvemos con Matlab:
syms t r z
v=int(int(int(r,z,0,9-r*2),r,1,3),t,0,2*pi)
%V=32pi

b) Lafuncion temperatura es

T(X,Y,2) =X +y° - T(r,0,2)=r

Y latemperatura media

IﬁT (x,y,z) dV

temperatura media = -

volumen H

Escribimos la integral de la temperatura en coordenadas cilindricas

27 3 9-r?

| = J‘j' j r2dzdrdt
01 0

Escribimos el cédigo para calcular la temperatura media:

I=int(int(int(r~2,z,0,9-r*2),r,1,3),t,0,2*pi)
TTm=1/V

%l =(296*pi)/5

%Tm =37/20

Podemos calcular también los puntos del sélido que tienen una temperatura igual a la
temperatura media:
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T(r,0,2)=r —> rzél
20

Es decir los puntos buscados pertenecen al cilindro de radio 37 /20

El céddigo en Matlab para dibujar el sélido, junto con los puntos que estan a temperatura
media es:

%dibujo del paraboloide
t=linspace(0,2*pi,20);
r=linspace(1,3,20);

[T,R]=meshgrid(t,r);
X=R.*cos(T);Y=R.*sin(T);Z=9-R."2;
surf(X,Y,z2); alpha 0.5;

%dibujo del cilindro interior

zv=[0,8];

[U V]=meshgrid(t,zv);
X1l=cos(U);Y1l=sin(U);Z1=V;

hold on

surf(X1,Y1,Z1)

%dibujo del cilindro cuyos puntos estan a temperatura media
radio=37/20;

zv1=[0,9-radio"2];

[U1l V1]=meshgrid(t,zvl);
X2=radio*cos(Ul);Y2=radio*sin(Ul);Z2=V1;
surf(X2,Y2,22);

axis equal

hold off

a) Dibuja, utilizando Matlab la porcion del cilindro X*+Yy* =2X entre
Zz=-3 y z=3 vy sobre la misma figura una porciéon del cilindro
parabdlico z* = 2x.

b) Calcula, utilizando el paquete simbdlico de Matlab, el volumen del sélido
4 H limitado entre las dos hojas de z* = 2x (una hoja se produce con z
negativo y la otra con z positivo) y el cilindro x> +y>=2x.

¢) Calcula con Matlab, utilizando coordenadas cilindricas, el volumen del
sélido limitado por X* +y* = X entre las dos hojas de —x* —y* +2° =1.

Resolucion

Este es el ejercicio propuesto 12 del tema 1.

a) Larepresentacion del sélido se muestra en la figura de la derecha
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biS B ol

B I

Cddigo para representar la figura de la izquierda con Matlab:

tv=linspace(0,2*pi,30);
zv=[-3 3];
[T,V]=meshgrid(tv,zv);
X=1+cos(T);Y=sin(T);Z=V;
surf(X,Y,2)

axis equal

alpha 0.5

hold on
y=linspace(-1,1,20);
z=linspace(-2,2,30);
[Y1,Z1]=meshgrid(y,z);
surf(z1.72/2,Y1,Z1)
hold off

b) Expresamos el solido H utilizando coordenadas cartesianas
H :{(x,y,z)/ 0<X<2 , —\2Xx=X> Sy<2x—Xx’, —/2x<z sx/2x}

Teniendo en cuenta las simetrias respecto a y=o0y z=0, se sabe que el volumen de H es
4 veces el volumen del primer octante

2 V2x-x Vax 2 V2xox?
volumen H :4J' _[ I dzdydx=j I J2x dydx
0 0 0

0

Escribimos el cdédigo Matlab para calcular el volumen del sélido en coordenadas
cartesianas

syms X y z
V=4*int(int(int(1,z,0,sqrt(2*x)),y,0,sqrt(2*x-x"2)),x,0,2)
% V=128/15

La ecuacion del disco X* +y*> =2X en polares es ' =2cosé , por lo tanto el sélido
en coordenadas cilindricas es:
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Piz%anzﬂ—%ﬁﬁszﬂosrs2um& —V%@m&ﬁzﬁﬁﬂcw&}

2

Planteamos el volumen en este sistema de coordenadas, aplicando simetrias,

/2 2C059\/m /2 2cos@
volumen H =4j _[ j rdz dr d6=4j j J2rcos@ dr do
0 0 0 0 0

El cédigo para resolver la integral es:
syms r t z

V=4*int(int(int(r,z,0,sqrt(2*r*cos(t))),r,0,2*cos(t)),t,0,pi/2)
% V=128/15

c) Larepresentacion del sélido para Z>0, se muestra en la figura de la derecha

La ecuacion del disco X* +y*> = X en polares es I =cos@ , por lo tanto el sélido en
coordenadas cilindricas es:

H :{(e,r,z)/—%gesf, 0<r<cosd, —1+r? szs\/1+r2}

2

Y el volumen, en este sistema de coordenadas, aplicando simetrias,

72 cos@N1+r? /2 2cosf
vqumenH=4j j J' rdz drd9:4j J' Ji+r? dr do
0 0 0 0 0

El cddigo para resolver la integral es:

syms r t z
V=double(4*int(int(int(r,z,0,sqrt(1+r*2)),r,0, cos(t)),t,0,pi’/2))
% V= 1.8338



