Tema 4 Grado en Ingenieria Mecdnica

EcUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y ponga al dia sus
conocimientos en los siguientes contenidos:

Calculo diferencial de funciones de una variable.
Calculo integral de funciones de una variable.
Derivacién de la funcién compuesta e implicita.
Representacidn de curvas planas.

Dibujo de curvas con Matlab.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

Los objetivos especificos de este tema son:

10.

11.

12.

Poder definir los conceptos basicos del tema.

Dada una funcién de una variable, saber comprobar que es solucion de una ecuacion
diferencial ordinaria dada.

Saber comprobar si una familia uniparamétrica de curvas es solucién general de una e.d.o.
de primer orden dada. Saber obtener una solucién particular cumpliendo una condicién
inicial. Conocida su solucién general, poder encontrar la ecuaciéon correspondiente.

Saber si un problema de valor inicial tiene solucién y ésta es Unica.
Saber obtener las trayectorias oblicuas a una familia dada.

Poder reconocer las ecuaciones de los tipos separables, homogéneas, exactas vy lineales,
manejando las técnicas de busqueda de solucidon analitica de esas ecuaciones.

Realizar cambios de variable en e.d.o. de primer orden.

Saber bosquejar un campo de direcciones de una e.d.o. de primer orden y utilizarlo, junto
con las isoclinas para aproximar graficamente una solucién.

Poder analizar las caracteristicas relativas a monotonia y concavidad de las curvas de una
familia uniparamétrica, conociendo Unicamente la ecuacién diferencial que verifican.

Entender los métodos de Euler y Euler mejorado para la aproximacién de soluciones de
problemas de valor inicial y saber utilizarlos con la ayuda de calculadora u ordenador.

Saber utilizar los polinomios de Taylor para aproximar soluciones de problemas de valor
inicial.

Poder escribir la e.d.o. de primer orden que modela un proceso y resolverla analitica o
numéricamente.
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EcUACIONES DIFERENCIALES. DEFINICIONES BASICAS

- Definiciones

Llamaremos ecuacion diferencial (ED) a una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) o a una ecuacion
en derivadas parciales (EDP), de acuerdo con las definiciones siguientes:

Ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Es toda ecuacion que liga la variable independiente

(por ejemplo, z ) con alguna derivada de la funcién incognita (y(a:),y'(x),...,y(" (x))

F(2,y(2),y'(2),...y" (@) = 0

Ecuacién en derivadas parciales (EDP).- Es aquella en la que la funcién incdgnita depende
de mas de una variable independiente conteniendo la ecuacién derivadas respecto de
diferentes variables.

Orden de la ecuacién diferencial.- Es el mayor orden de la derivada que aparece en la
ecuacion diferencial

Ejemplo: Las siguientes ecuaciones son ecuaciones diferenciales ordinarias
e y'+2x=0,esdeordenl

e y'+2zx=4y",esdeorden?

o zy"+2xy"=2"+1,esdeorden3

Ejemplo: Las siguientes son ecuaciones diferenciales parciales

@:3@+u,esdeorden1

ox oy

e u, +u, =0,esdeorden2

* u +u, =u,esdeorden2

En esta asignatura, trabajaremos Unicamente con EDOs.
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H Soluciones

Resolver una ecuacion diferencial es encontrar la funcién que la verifica.

Solucién de la EDO.- Es una funcion y = gb(x), definida en un intervalo I = (a,b) que

tiene al menos n derivadas continuas en I vy que satisface la EDOen I.

F(2,6(x),6'(2),..,6" (2)) = 0

Distinguimos tres tipos de soluciones

e Solucion general de la EDO.- Es una familia de funciones dependientes de 7
parametros, de la cual pueda extraerse la EDO por derivacién y eliminacion de los
parametros.

e Solucién particular de la EDO.- Es cada una de las funciones que se obtiene de Ia
solucién general al dar valores a los parametros.

e Solucion singular de la EDO.- Es una solucién que no puede extraerse de la solucion
general.

Ejemplo: Consideremos la familia de rectas y = Cz + 2C” que es la solucién general de la

2
ecuacion diferencial y = zy'+ 2(y'> . Se puede comprobar que la pardbola > + 8y = 0 es una

solucién singular. Se puede observar que la pardbola es tangente en cada uno de sus puntos a una
curva de la familia de rectas, cuando ocurre esto, se dice que la curva es la envolvente de la
familia de curvas. En este caso, z° + 8y = 0 es la envolvente a la familia de rectas y = Cx 4 2C°

~

Cualquier curva de la familia seria una solucién particular. Asi, por ejemplo, si queremos la solucion
de la ecuacion diferencial que pasa por el punto (2,4), bastard considerar el valor de C=1
obteniéndose la solucion particular y = x + 2.
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Problema de valor inicial

Condiciones iniciales para la EDO.- Es un conjunto de n datos que acompafian a la
ecuacién, formado por los valores que toma la funcion incdgnita y sus derivadas en un

punto z =z : y(mo) =Y, y'(xo) =9, y"(:co) = Yyreees y("fl(xo) =y

Problema de valor inicial de orden n (p.v.i.).- Es una e.d.o de orden n acompafiada de
n condiciones iniciales:

F(2,6(2),¢/(a),....4" () = 0
yz) =1y V@) =y, ¥'@) =0, v" (@) =1y,

n Linealidad

EDO lineal - Es toda ecuacién lineal en las variables 4, y',..., 4", tomando la forma:

a (z)y"(z) +... + a,(2)y'(z) + a,(2)y(x) = b(x)

En una EDO lineal la variable dependiente y sus derivadas sélo aparecen elevadas a grado uno, y
ademas, cada coeficiente sélo depende de la variable independiente.

Modelizacion

Modelar mediante ecuaciones diferenciales un fendmeno o proceso es escribir en términos de
ecuaciones diferenciales las relaciones de cambio sufridas por unas magnitudes frente a otras en el
desarrollo de ese fendmeno. Una vez establecido un modelo matematico, podra encontrarse una
solucidon exacta o aproximada de las variables incognitas que intervienen en el proceso.

ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

n Conceptos basicos

Se escriben a continuacién las distintas formas en las que puede presentarse la ecuacion de una
EDO de primer orden.

e laforma implicita de una EDO de primer orden es F(a:, y,y') =0.
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e Si en la ecuacién implicita se puede despejar ', se obtiene la forma explicita

y'= f(z.y).

e Teniendo en cuenta que y'= d—y, también se puede escribir la ecuacidon en forma

T
diferencial M(w,y)dx + N(x,y)dy =0.

La solucién general de Ia EDO de primer orden es una familia uniparamétrica (dependiente de un
parametro) de funciones

y= gb(f[), O)

donde C' es un pardmetro real; para cada valor de C' se obtendra una solucién particular.

Ejemplo: Consideremos la ecuacion diferencial (:172+1)y'+ 3y =2. Esta expresion de la

ecuacion diferencial serfa la forma implicita. Puede pasarse a la forma explicita despejando y’

y':2_3y,siendof(x,y):2_3y.
2’41 2 41
dy

Teniendo en cuenta que y' = o se tendra, la forma diferencial de la ecuacion diferencial
T

dy 2-3y

PR :>(x2 +1)dy:(2—3y>dx:> (2—3y)dm—(m2 +1)dy:0

Teorema de existencia y unicidad

Un problema de valor inicial de primer orden es

F(ZB,’y,y/):O 5 y,:f(l',y)
y(z,) =y, y(z,) =y,

y se resuelve (también se dice integra) encontrando la funcién de la familia y = ¢(z,C) que

verifica y(x,) = y, - Geométricamente, la familia solucién general es el conjunto de curvas en las

gue se cumple que la pendiente en un punto es el valor de la funcion f en ese punto. De esas

curvas, la que pasa por el punto (xo,yo) es la solucién del problema de valor inicial.

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.-

Dada la ecuacién y’ = f(z,y), con f definida en D =[a,b]x[c,d], a <z <b,
c<y,<d,si fy fy’ son continuas en D, entonces existe una solucidon Unica de la
ecuacion cumpliendo que y(mo) =y, ; esta solucion unica del problema de valor inicial esta

definida en un intervalo centrado en T, .
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f = glx)

Zp—h &0 xp+hk h

Ejemplo. ¢Tiene solucidn el PVI y' = 2’y —y° con y(2) =-37

Para esta ecuacion se tiene que f(:v,y) = 2’y — ¢, que es una funcién continua en R*y con
derivada parcial respecto de v, fu (z,y) = 2° — 5y*, también continua en todo el plano. Por lo
tanto, aplicando el teorema de existencia unidad se puede garantizar que hay una solucién y solo
Unica que pasa por el punto (2,-3).

Ejemplo. ¢Tiene solucién el PVI 3" = log (zy) con y(O) =27
En este caso la funcion f(:v,y) = log(zy) esta definida en el primer cuadrante, siendo continua en

, . o 1 .
dicho cuadrante salvo los ejes coordenados. La funcién fu (x,y) = —, es continua en todo el plano
) )

salvo el eje y=0. Por lo tanto, como el punto (0,2) se encuentra sobre el eje x=0, el teorema no
asegura la existencia de solucion Unica.
Si se tuviera una condicién del tipo y(:pﬁ) =y, con (1307%) eD= {(m,y) /x>0,y> 0}

entonces si se podria asegurar la existencia de una Unica solucion pasando por dicho punto.

n Campo de direcciones

La ecuacioén

y, = f(x,y)

fija, en cada punto del plano donde f esta definida, el valor de la pendiente de la curva y = y(z)
solucion de la ecuacién diferencial.

La terna (z,y,y’) establece la direccién de la recta que pasa por (z,y) y es tangente a la curva
solucion y = y(z). Asi, la ecuacidn genera un campo de direcciones; la representacion gréfica de

este campo mediante pequefios segmentos situados en una muestra de puntos del plano es lo que
se suele llamar campo de direcciones de la ecuacion diferencial.

El campo de direcciones de la ecuacién proporciona un “mapa” aproximado de las soluciones, pues
al representar sus tangentes plasma graficamente como van cambiando estas soluciones. Ademas,
facilita el trazado de una solucidn particular, al menos de forma aproximada; esta aproximacién es
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en ocasiones suficiente, como por ejemplo si Unicamente fuera de interés el comportamiento de la
solucién en cuanto a monotonia y concavidad.

n Isoclinas

Para facilitar el trazado del campo de direcciones suelen utilizarse las curvas en las que la
pendiente permanece constante, al ser paralelos sobre sus puntos todos los segmentos que
pintemos. Una isoclina es el lugar geométrico de los puntos del plano donde la pendiente de las
curvas solucion es constante, siendo su ecuacion f(z,y) = C . Las pendientes de las soluciones en

los puntos de corte con la isoclina son, por tanto, y' = C'.

Dando a C' un numero suficiente de valores préximos podremos dibujar una red de isoclinas que
permita representar el campo de direcciones. Uniendo un numero finito de los segmentos del
campo obtenemos una aproximacion grafica, en forma de poligonal, de la solucién particular que
se precise. Ver figuras 1y 2.

Figura 1.- A la izquierda, muestra de isoclinas (hipérbolas) y del campo de direcciones de la ecuacién y/ = XY ; a la derecha se

superponen algunas soluciones.

=
N

. - L . N i 1 2
Figura 2.- A la izquierda, muestra de isoclinas (parabolas) y del campo de direcciones de la ecuacién §y = T~ — ¥ ; a la derecha se

superponen algunas soluciones.
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m Métodos elementales de resoluciéon

Veamos a continuacién algunos tipos de ecuaciones de primer orden con sus métodos de
resolucion.

TIPO 1. ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES O SEPARADAS

Definicion (Ecuacién Diferencial Ordinaria de primer orden).- Una EDO de primer orden
es de variables separables si se puede escribir de la forma f (z)g,(y)dz = f,(z)g,(y)dy o

también si se puede escribir de la forma y' = g(w)h(y)

En el caso de que la ecuacién sea de la forma f(z)g,(y)dz = f,(v)g,(y)dy, las funciones que

satisfacen esta ecuacion deben cumplir alguna de las siguientes ecuaciones:

h@) 9
K)o g,)

dy, f(x)=0, g(y)=0

RESOLUCION

La solucidn general se obtendra por integracion de la primera de las ecuaciones anteriores:

[ h@) g (29,
f(z)

9,(y)

y deberd analizarse si f,(z) =0 vy g,(y) = 0 proporcionan soluciones singulares.

CAMBIO DE VARIABLE

En las EDO de primer orden es frecuente utilizar un cambio de variable para reducir la dificultad de
la ecuacion. Por ejemplo, el cambio u = az + by + ¢, reduce la ecuaciéon y' = g(ax + by +¢) a

una de variables separables.

Ejemplo: Encontrar la familia de curvas cuya pendiente de la recta tangente en todos sus puntos

2
estad dada por y' = bty
x

Es una ecuacion diferencial de variables separadas

iy dy_d logly

dr x 2y«

= 1og‘x‘ +k =
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Y

= log‘y‘ =logz’ +k = ¢ = gl ‘y‘ = Cr’ C>0

= y = Cr’ CeR

TIPO 2. ECUACIONES HOMOGENEAS

Definicién.- Una funcién f(x,y) es homogénea de grado n en sus argumentos si se

cumple f(tz,ty) = t"f(x,y)

Ejemplo: Por ejemplo f <x, y) =z + 2y® + 5y’ es homogénea de grado 3 ya que

flteyt) = (t2) + (i) (ty) +5 () =2 (2° +2* +9°) = £°F (2.0)

Observa que en este caso todos los monomios tienen el mismo grado, que es 3.

Definicion (Ecuacion diferencial homogénea).- Una ecuacién expresada de la forma
y' = f(z,y) es homogénea si f(z,y) es una funcion homogénea de grado cero en sus

argumentos.
Si aparece expresada de la forma M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 serd homogénea si tanto M

como N son homogeneas del mismo orden.

Ejemplo:

(@) 4 = THY o homogénea. Observamos que f(x,y) _rty
T—y T —
El numerador es homogéneo de grado 1 vy el denominador también. Por lo tanto, la

ecuacion diferencial es homogénea.

es homogénea de grado O.

(b) (x2 + xy)dx +y°dy = 0 es homogénea ya que M(a:,y) =2’ +ay, N(:L“,y) =y’ son
funciones homogéneas de grado 2 (ambas son suma de monomios de grado 2).

3 3

es homogénea de

(c) y'=sen también es homogénea. f(a:,y) = sen

Z’Qy + y3

Z’Qy + yf’)
grado O.

RESOLUCION

Las ecuaciones diferenciales homogéneas se resuelven reduciéndolas a ecuaciones de variables

separables mediante el cambio de variable: z = E, o lo que es lo mismo y = zzx, con lo cual

T

dy=dz-z+z-deoy'=z"z+z2.
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Ejemplo: Encontrar la familia de curvas cuya pendiente de la recta tangente en todos sus puntos
, 2
estd dada por y'= =iy
x

Esta ecuacidn diferencial, que se resolvié como de variables separadas, puede resolverse también
como homogénea. Realizamos el cambio

=Y y'=x z2'+ 2
x
Se tendra que
d d
iz =2 = xz'=» = L% log‘z‘:log‘a:‘—l—k
z T
Tomando logaritmos
‘z‘ = ‘w‘C’ C>0
Deshaciendo el cambio,
‘y‘:CxZ C>0 = y = Cr’ CeR

TIPO 3. ECUACIONES EXACTAS

Definicion (EDO exacta).- La EDO, M(x,y)dx + N(w,y)dy = 0 esuna ecuacion exacta si

existe una funcion u(x,y) tal que du(z,y) = M(x,y)dx + N(z,y)dy

Si esto es asi, se tendrd que
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 = du(z,y) =0
con lo cual la solucidn general de la ecuacidn sera la familia uniparamétrica u(z,y) = C

Para conocer si una ecuacién es exacta se utilizara el siguiente test de exactitud.

TEOREMA (CRITERIO DE ECUACION EXACTA).-
Supongamos M(z,y) y N(z,y) funciones con derivadas parciales continuas. La ecuacion

OM(z,y)  ON(z,y)
dy Ox

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es exacta siy sélo si

RESOLUCION

Sila EDO es exacta, existe una funcién u(z,y) tal que

u: (I7 y) = M(l‘, y) s u; (ZB, ?/) = N(*Ta y)
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puesto que la solucién general de la ecuacion es u(x,y) = C', debemos hallar u(z,y) realizando
los siguientes pasos:

1. Integrar M(z,y) respecto de z
w(@,y) = M(z,y) = ulz,y) = [M(z,y)dz+ C(y)

2. Derivar respecto de y la expresion obtenida para u(x,y) e igualar a N(x,y) para

despejar C'(x,y)
u'(z,y) = N(z,y) = C'(y) =...
3. Integrar C'(:E,y) respecto de ¥.

Como es obvio, este proceso se puede comenzar igualmente integrando N respecto de ¥ para
luego derivar el resultado respecto de z .

FACTOR INTEGRANTE

En ocasiones es posible convertir ecuaciones que no son exactas en exactas mediante el método
del factor integrante.

Definicién (Factor integrante).- La funcion pu(z,y) es factor integrante de
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0 si es exacta la ecuacion

M(xa y)M(ZIi, y)dZ‘ + M(QZ, y)N(fL‘, y)dy =0

La solucién general de esta Ultima es la solucidn general de la ecuacién inicial. Con este nuevo
término surge la pregunta, ien qué condiciones puede encontrarse un factor integrante?
Analizamos seguidamente la respuesta.

Sabemos que si pu(z,y) es factor integrante de la ecuacion M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 , la

ecuacion
wx, y)M(z, y)dz + pp(z, y)N(z,y)dy = 0

es exacta. Por tanto, debe ocurrir que

OuM _ OpN O O _ [aN aM]

oy oz oy Oz or 0Oy
y entonces
w o
1 I or Oy oy oz or Oy

Esta es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, de la cual sélo vamos a encontrar alguna
solucion particular y sélo en algln caso concreto, como son los dos siguientes:

CAsSO 1.- p= u(z):

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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El factor integrante depende soélo de X, luego la ecuacidn anterior queda reducida a

oM ON

0 dy Oz
~ 1 -9y I
ax(ogu) N

por lo que, dada una ecuacion diferencial, para detectar si estamos en este caso basta ver
que el término de la derecha de la expresion anterior es sdlo funcién dex. En caso
afirmativo, integramos esta expresion para obtener el factor integrante,

oM ON

dy Oz d
uzy=el

CASO 2.- u= p(y):

Andlogamente si el factor integrante depende sdlo de ¥, luego la ecuacion se reduce a la
siguiente

ON O0M

0 Jdr Oy
_— 1 = —
dy (log 1) M

encontrando por integracion la forma del factor u(y) siempre que el segundo término de
la expresion anterior dependa solo de y . El factor integrante resulta ser

oM_oN

[0y Oz i
szef v

Por supuesto estos dos casos no cubren todas las posibles ecuaciones para las que se puede
encontrar un factor integrante. El mismo método que se ha seguido para saber cuando existe un
factor integrante en funcién sélo de = o sélo de ¥y, podria aplicarse para factores integrantes en

funcion de 2y, z 4y, etc.

Ejemplo: Resolver (4z + 3y®)dz + 3ry’dy = 0 sabiendo que admite un factor integrante

dependiente solo de x, es decir, de la forma u = ,u(x) .

Comprobamos si es diferencial exacta:

oM

M(z,y) = 4z + 3y° = — =9y
0y

N(z,y) = 3zy’ = IN =3y
ox

No es exacta, por lo que sabiendo que admite un factor integrante de la forma ,u(:z;) se tendrd que
cumplir que la siguiente ecuacion es exacta

u(z>(4z + 3y*)dx + u(z)3a:y2 dy=0

Ml(“'w Nl(zﬁi‘/)

es decir,
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OM, 9N,
oy Oz

Integrando

log,u(x):f%dxi ,u(a:):ef%da; =7

Esta expresion se podria haber obtenido directamente a partir de la expresién deducida en
general:

oM ON

Jy Oz 2
) = ¢ f%d.@: ef;dm _ o _ 2

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor integrante se tendria que la siguiente ecuacion
diferencial es exacta

(42” + 32°y*)dz + 32°y’dy = 0
Y se puede comprobar que su solucion es:

t+ 2%y =C

TIPO 4. ECUACIONES LINEALES

Definicion.- Una EDO lineal de primer orden es de la forma y' + p(z)y = ¢(z) donde p(z)
y g(x) son funciones continuas en la regién en la que se integra.

o S q(x) = 0 la ecuacion se llama lineal homogénea.

o §j q(x) = 0 la ecuacién se llama completa.

Ejemplo: Son ejemplos de ecuaciones lineales

1 1
o ay'-y=2"= y'—;y:x , observa que p(x):—;, qz)==z.

1
o ay'—y=0= y'——y =0 Ecuacién lineal homogénea.
x

METODO 1 DE RESOLUCION

La solucion general de la ecuacién lineal completa se puede obtener siguiendo un método
especifico basado en el siguiente teorema, que se enuncia sin demostracion.
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TEOREMA.-
Si se denota por v, cualquier solucién particular de la ecuacion completa

y' + p(z)y = q(z) y por y, la solucion general de la homogénea asociada y' + p(z)y = 0

, entonces la solucién general de la ecuacion completa es y, +,-

La consecuencia del teorema anterior es que para resolver una ecuacion lineal basta encontrar la
solucién general de su homogénea asociada y una solucion particular de la completa.

RESOLUCION DE LA HOMOGENEA ASOCIADA

No tiene ninguna novedad, pues todas las EDOs lineales homogéneas son de variables separables:
y'=-pa)y = y=C" 6 y=0
donde
g(z) = — f p(z)dz
La Unica dificultad puede venir del calculo de primitivas necesario para la resolucion.

SOLUCION PARTICULAR DE LA COMPLETA

Para encontrar una solucion particular de la ecuacién completa se puede utilizar el Método de
variacion de constantes, que consiste en buscar una solucion particular convirtiendo en funcién
indeterminada la constante de la familia uniparamétrica de soluciones de la homogénea asociada:

y, = Ce’" = y, = C(z)e!™
Para determinar C(z) se deriva y se impone que se verifique la ecuacién diferencial
y =" N(C'(2) - Cla)p(x)) = ¢ +pla)y, =C'(x)e" = q(z)
de aqui se despeja C''(x) y se obtiene C(z) por integracion.
C'(z) = q(z)e "™ = C(z) = fq(m)efg(”dm
Por tanto, la solucion general es:

y, =y, ty, = e"’(‘“)f q(z)e”"dx + Ce*

Sacando factor comin e/’ y agrupando la constante de integracién con la que se obtendrd al
calcular C(z), resulta finalmente,

Y

— e‘fﬁ(z)dzf q(x)efp(‘r)dzdx

g

Ejemplo: Resolver la ecuacién diferencial y'+ 2zy = 4x

Solucién

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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La solucion general de la ecuaciéon completa es y(m) =Y, (m) +y, ( )
Primero se resuelve la ecuacién homogénea asociada, que es de variables separadas

y'+2zy=0 — %——2@

fd_y = f_29”df’3 - 10g\y\ =2’ +logC — y=Ce*”
y

Buscamos ahora una solucién particular de la ecuaciéon completa:
p@)=Clz)e — y, @) =e"(C'(z) 200 x))

Sustituyendo en la ecuacion inicial
Y, '+ mep —4r — e (C'(x) —2zC (m)) + 2z2C (x>e*’2 = 4z

67'7’20'(117) =4r — O(:Ij) = f41: ede:ZZ = 2€z2

y(x) = Ce™ +2e"e™ =Ce™ +2

METODO 2: RESOLUCION COMO EXACTA

Escribiendo la ecuacion en forma diferencial (p(:v)y - q(:z:))dx + dy = 0, se observa que siempre

va a tener un factor integrante de la forma p = p(z) . Es decir,

oM ON

Multiplicando la ecuacion por este factor integrante y resolviendo como exacta se llega a la
expresion

1
o) =~ [ a@p()dz

También se llega a esta solucion teniendo en cuenta que si la EDO es de la forma

o)y =al)

p(z)dx
Multiplicando por el factor p(z) = ef se cumple que

efp(w)dwy " efp(w)dwp (a:)y _ efpu)qu (x) N (,U (a:)y)' _ M(.’L’)Q(a?)

:(Cfpumy)‘

Integrando
x ! fu(a:)q(x)dx

Universidad de Cantabria
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Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial y'+ 2zy = 4z

Solucion

Sabiendo que admite un factor integrante de forma

u(x) — 6fp(w)dx _ efzm _

se tendrd
e’”Zy '+ 2:z:ez2y = dge”
Opcidn 1: Dado que
ez2y '+ 2:563”21/ = 4ze”

, , N ez2y = f4a:e””2d:1:
e y'+2ze" y = (e” y)

:>ez2y =2" +C = y=2+4+ Ce™
Opcidn 2: Laresolvemos directamente como exacta
(2xe‘”2y — 4ze” ) dz + " dy=0
Buscamos u(x,y) de forma que

u, = 2ze” y — dze” 1)

'
T

U

=€ — u(x,y) ="y +hz)| (2

|
Y

Derivando respecto de x la expresion de u obtenida en (2) y aplicando (1)

2xe”2y + h'(x) = erzzy —dze” = h'(x) = —4ge”

O lo que es lo mismo |y =2 + Ce ™

MODELADO DE PROCESOS Fisicos Y PROBLEMAS GEOMETRICOS

n Ejemplos de aplicacion

VACIADO DE TANQUES

Utiliza la herramienta Vaciado de tanques de la pagina

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/integral superficie.htmll

VACIADO DE TANQUES

‘ Cilindro V‘

La velocidad v del agua que sale verifica Pulse para =

fj continuar
v =¢4/2gh donde
- g es la gravedad ({ 9.8 miseg?)

- h{t) la altura en m. del agua en el tanque en el instante t seg.
- ¢ es la constante de descarga (0O<c<1)

Segun la Ley de Torricelli, la razon con la que el agua
(variacion del volumen V del liguido en el tanque respecto
del tiempo) se puede expresar como el area a del orificio
de salida por la velocidad v del agua drenada

dv

dv S
= i A 2gh
o av = = acy/2g

N2

para ver un ejemplo de aplicacion de una ecuacion diferencial.

LA RAZON DE CAMBIO DE UNA VARIABLE ES PROPORCIONAL AL VALOR DE LA VARIABLE EN
CADA INSTANTE

Podemos citar varios procesos que responden a este modelo: el ritmo de cambio de una
poblacidn, la velocidad a la que una sustancia A se transforma en otra en una reaccién quimica
simple, los procesos de desintegracién radiactiva o el ritmo de cambio de la velocidad de un
movil debido a fuerzas de rozamiento.

La ecuacion diferencial que rige estos procesos es

dt

La constante k introduce en la ecuacidon una medida de la rapidez con la que se produce el cambio
en la magnitud estudiada. El valor de k es propio de cada proceso y si no se conoce, se podra
determinar conociendo dos datos del valorde 4, en t =0 y en otroinstante ¢.

e la cantidad inicial, y(0), acompafiard a la ecuacién para definir un problema de valor
inicial y se utilizara para encontrar la forma de su solucién particular.

e FEldato en otro valor del tiempo se impondra a la solucion anterior para determinar el valor
de k y con ello la funcion y(t).

DESINTEGRACION

Dadas las caracteristicas de los materiales radiactivos, con el paso del tiempo ocurre una
desintegracién o decaimiento del material. No quiere decir que el material desaparezca si no que la
configuracion de sus atomos cambia y dejan de ser radiactivos.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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El tiempo que transcurre para que la cantidad del material inicial decaiga a la mitad se llama vida
media del material radiactivo.

CAMBIO DE TEMPERATURA DE UN OBJETO

Experimentalmente se ha comprobado que la temperatura de un cuerpo cambia
proporcionalmente a la diferencia entre su temperatura y la del medio en que se encuentra. Esta
es una formulacion basica de la ley de enfriamiento de Newton.

Si para el momento en que se empieza a estudiar el proceso, t =0, la temperatura del cuerpo es
T(0)= T0 , ¥ latemperatura del medio es T’ , esto se modeliza a través de la ecuacion

ar _

KT —T
dt ( 771)

La ecuacion ird acompafiada de la condicion inicial 7'(0) = T vy se deberd contar con otro dato de

la temperatura para determinar el valor de la constante k al igual que ocurria en la aplicacidn
anterior.

e Cuando T >T , ocurrira un enfriamientoy T(t) decrece por lo tanto

ar

o <0, T—-T >0 porlotanto, k sera negativa.

e Cuando 1) <7 ,ocurrira un calentamiento y T(t) crece por lo tanto

ar
—>0, T-T <0 porlotanto, k sera negativa.

dt

TRAYECTORIAS ISOGONAS

Se llaman trayectorias isdgonas a las familias de curvas que se cortan bajo un dngulo dado.

Si todos los cortes entre curvas de dos familias se producen bajo un dngulo de ¢ radianes, quiere
decir que las rectas tangentes en los puntos de corte forman ése angulo ¢ .

Por lo tanto, si

. yl' = tga , es la pendiente de las curvas de la primera familia, e

° yé = tg[, es la pendiente de las trayectorias isdgonas

secumple, 8 = a + ¢,y larelacion entre las pendientes de ambas familias es:

tgB —t y, —t
yl/ E tg(Y — tg (/3*(19) = 9 /gtp — Yy ,gSO
1+tgBtgp  1+y,tgp

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Suponiendo que se conozca la ecuacioén diferencial de una de éstas familias, la ecuacion diferencial
de la otra familia se obtendra sin mas que sustituir la derivada conocida por su expresidén en
funcion de la derivada de la familia buscada.

Por ejemplo, si conocemos la edo y' = f(z,y), la edo de sus trayectorias iségonas con angulo ¢
es:

/
y —lgp
— = f(z,y)
1+ y'tgp
TRAYECTORIAS ORGONONALES

En el caso de que las trayectorias sean ortogonales, la relacidon entre las pendientes es:

1
/
[
Y,
Lo cual, aplicado a laEDO 4’ = f(z,¥), conduce a la EDO de las trayectorias ortogonales,
1
Y

LINEAS DE FLUJO O LINEAS DE FUERZA

Recordemos que las lineas de flujo de un campo vectorial, son las trayectorias seguidas por una
particula cuyo campo de velocidad es el campo vectorial dado. De esta forma los vectores del
campo son tangentes a las lineas de flujo en cada punto.

Llamando,
F(:Z;, y7 z) = M(:Z:? y? Z)i + N(z7 y7 Z)j + P(:I:? y’ Z)k
dr = dai + dyj + dzk

la condicion para que la curva cuyo vector desplazamiento es dr sea una linea de flujo del campo
F se traduce en el siguiente sistema,

@ dz
N P

que establece la proporcionalidad entre las componentes de los vectores F y dr. La resolucion de
este sistema conduce a la familia de curvas buscada.

FLUJO DE CALOR EN UNA DIMENSION EN ESTADO ESTACIONARIO

El flujo de calor en una dimensién se gobierna por la ecuacion

H=kall

dr

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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donde H esla cantidad de calor fluyendo a través de un material (cal / sg), k es el coeficiente de
conductividad térmica (cal / (°C-em-sg)), A es el drea perpendicular al flujo del calor (cm?),
T eslatemperatura (°C')y r esladistancia (em ).

Ejemplo. Por una tuberia de seccidn transversal circular por la que estd circulando vapor, el flujo de

calor es perpendicular al flujo de vapor. Supondremos tanto simetria axial como radial. Si tomamos
una porcién de tuberia de 1 c¢m de longitud, el drea de la superficie para un radio r es

2mr-1=2nr. La variable r varia desde el radio interno (7,) hasta el radio externo. Llamaremos
T, alatemperatura del vapor en r, , es decir, en la pared interna del tubo. Si la tasa de flujo, H,y

el coeficiente & de conductividad térmica son conocidos, la ecuacidon anterior modela la
distribucion de temperatura hacia el exterior de la pared de esa parte del tubo:

diT  H

E 2k

Junto con la condicion T = T0 enr=r, .

Ejercicios propuestos

c) y,(z) =2+ 3(cos2 — cos 2) ;
Halla la e.d.o. de primer orden cuya yz(x) _ log(eZ —etel)
solucién general es la familia y = Va2’ — Cz
Solucién: 2zydy = (7° +y*)dz
Una familia de curvas también puede
venir dada por una expresion implicita. Por
Las expres]ones ejemplo ($ — 1)2 + (y + 2)2 = 02 es Ia famllla
1) y,(z)=C —3cos2z de circunferencias centradas en (1,—2) y radio
2) y,(w) = log(C* +¢") G-

a. Utilizando derivacién implicita, prueba que

corresponden a dos familias uniparamétricas de o )
todas las curvas de la familia anterior

curvas porgue cada valor real del pardmetro C

proporciona una curva diferente. verifican la relacién y/(x) _ -z
a. Comprueba que todas las curvas de la y+2
familia 1) verifican la relacion b. b.Encuentra la curva de esa familia que
y'= 6sen (21:) pasa por el punto P(3,0).
b, Encuentra la ecuacién diferencial de la c. Analiza si es posible encontrar una curva de
familia 2). esa familia pasando por cualquier punto
c.  Encuentra la curva de cada familia que pasa P(z,,y,) del plano.
por el punto P(172)- Solucién: b) (z—1)° +(y+2)° =8
d. Lo que hasrealizado en el apartado
anterior ¢se podria hacer para cualquier
punto P(:L"O,yo) del plano con ambas
i 3,3 2
familias? Para la familia z’y° —2* = C
Solucién: b) y' = e" " a. Encuentralarelaciénentre z, y e ' que

verifica cada curva de la familia; esto es

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria



mas sencillo si se utiliza derivacion
implicita.

b. Determina la curva de esa familia que pasa
por el punto P(1,4).

c. Analiza si es posible encontrar una curva de
esa familia pasando por cualquier punto

P(z,,y,) delplano.

3
Solucion: a) y' = 2= 3y i’)mzy
37y

b) z°y® — 2* = 63

5
- Comprueba que las familias de curvas

definidas por las funciones siguientes son
ortogonalest: z? —y* =ky, z* 4 3zy* =C

n Dada la ecuacién diferencial y’ = 2x

a. Busca todas las funciones y = y(z) que la

verifican. Debes obtener una familia
uniparamétrica de curvas (esto es lo que se
llama solucion general de la ecuacion).

b. Sinofueratan sencillo encontrar la familia
de soluciones, una herramienta que facilita
el estudio de su comportamiento es el
método de las isoclinas (unaisoclina es el
lugar geométrico de los puntos del plano
donde la pendiente de las soluciones es la
misma) y el dibujo del campo de
direcciones (que es una muestra de
pequefios segmentos de las rectas
tangentes a las curvas solucién).
Representa las isoclinas de pendientes

{—1, —0.5, 0, 0.5, 1} y sobre ellas el

campo de direcciones.
c. Representa las soluciones que pasan por los

puntos (0,—0.5), (0, 0) y (0,0.5).
Solucién: a) y =2° +C

7
- Sin encontrar su expresion, analiza

crecimiento y concavidad de las curvas solucion
de cada una de la siguientes ecuaciones:
a. y'=z+1

b. y'z(y—1)2

'Todas los cortes entre curvas de ambas familias se
producen perpendicularmente, luego las pendientes en
los puntos de corte distan 7 /2 radianes; puesto que

tg(a 4+ 7 /2) = —1 /tga esto significa que la derivada

de una familia es inversa y opuesta a la de la otra.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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Solucién: a) decreciente: z € (foo,—l),

creciente: x € (71, oo) ; cOncava.

b) crecientes y céncavas si y > 1, crecientesy
convexassi y <1

n Para cada una de las siguientes

ecuaciones,

y'=zy 2) y'=2+y3) y'=a"~y

contesta a estas preguntas:

a. Traza a mano una muestra de las isoclinas
correspondientes a cada ecuacion. Sobre
cada isoclina traza los segmentos que
indican la pendiente de esa isoclina.

b. Estudiala monotoniay la concavidad de las
curvas solucion y comprueba que
concuerda con el campo de direcciones
representado en el apartado anterior.

Solucion: 1) Crecientesen zy > 0, (12y 3¢
cuadrantes); decrecientes en zy < 0 (2%y
49cuadrantes); concavas en y > 0 ; convexas en
y<O0.

2) Crecientesen y + x > 0 ; decrecientes en
y+2x <0;céncavasen y+x+1>0;
convexasen y+x+1<0.

3) Crecientesen y < z*; decrecientes en

y > 2 ; cOncavasen y > z° — 2z ; convexas en

y <z’ —2z.

n Encuentra la solucién de cada uno de

los siguientes problemas de valor inicial,
comprobando si se verifican o no las
condiciones de existencia y unicidad de
solucion:

a. (I+eyy' =¢, y0)=0
ylogydr + zdy =0, y(1) =1

I

x\/l—yzdx+y\/lfx2dy:0, y(0) =1

0

1+4+¢€°

Solucién:a) e "(1+y) =1—z +log

bly(z) =1 c)y(z) =1,

N1—2> +41—-¢° =1

i
Halla la solucion general de las

ecuaciones siguientes transformandolas en una
de variables separables mediante los cambios
de variable que se indican.

Universidad de Cantabria
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a. 2z+4+2y—1=—y'(z+y—2);
cambio: z =z +y

b. y' =cos(zx —y+5);
cambio: z =z —y+5

Solucion:
a) :L‘—|—y—|—1—Cexp2$;_y, (C>0);
b)x+C = —Cotg[%ﬁ]

11
- Encuentra la solucién general de las

siguientes ecuaciones:
a. 2(22% +y*)dz + y(2® +2y°)dy = 0
b. (32" —y’)dr —2xydy =0
2 2 2 2
T —l—y T —|—2y dy
Ty Y
Solucion: a) z* 4+ 2°y* +y* =C

c. |2z + dr =

b) 2 —azy* =C ) z® —y* + 2y = Cay

|
Dada la ecuacion diferencial

(a:sm ax [ 2) —ay)dx—kxdy se pide:
a.

Determinar a mano el valor de k para que la
ecuacion diferencial sea exacta.

b. Resolver con Matlab la ecuacién diferencial
para el valor de K calculado.

c.  Encontrar con Matlab la curva solucién que

a
pasa por el punto [—5,1]

Solucion: a) k=a b)
C 4sen(ax / 2) 2 cos (am / 2)

y=— 3
T a’z a
i i i
Encuentra la solucién de las siguientes
ecuaciones:

a. 327 +4my+(2x2 +y)y':O
2

b. ydx—l—[x—l——]dyzo
Y

ﬂ 2+ ye”
de 2y — xze™

2
Solucién: a) z* +2x2y+%+0 =0

b) zy +2logy =C ¢)2z+¢e" —y* =C

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

14
- Encuentra la solucién general de las

siguientes ecuaciones, utilizando un factor
integrante. En el primer caso, la ecuacién
admite factor integrante de la forma p = u(x)

y en el segundo de la forma pu = p(y):
a. (1—2’y)dz+2°(y—2)dy =0

b.  zdz+ ydy + z(zdy — ydz) =0
Solucién: a) zy* — 22y — 2 = Cx

b) 2’ +2y—1=C(1—y)

15
- Para cada uno de los casos siguientes,

encuentra la solucion general y la particular si la
ecuacion se acompafia de una condicioén inicial:

a. y'—2xy= a:se”z, y(O) =1

b. 4r—3y+9y'(2y—32)=0
-ay' + (22— 3)y = 4a°

d. ydr+(zy+2x—3y)dy =0

e. w' =v(l—utgu)+ u’cosu

f.or0 =30+ r'e +1r’e”

2

g. 6(—2)=8Ch2 Nota: ChQ_%
Solucion
1 > )
y( )__ z? +5 e " +Ce",
]- z2 9 2
+ +_ T ,
[}(I) 2] 86

b) y2—3xy+2x2 =C
) y, () = 22+ Ce™)

e’ y—1
dz (y)=C—+3—,
Y Y

e)v (u) = uw(u+ C)cosu
)0 (r)=r"(C+e —e  —re’)

16
- Hallar la solucién general de las

siguientes ecuaciones diferenciales:

a) y/: Y :
rT—y

) ' = 22
2z —y

Universidad de Cantabria



c) {wseng—ycongdx—i—m COS[EJ dy=0
x x x

Solucién:a) y(z)=C-e " ;

c) z~sen£:C’
z

17
- 2Se vierte agua con 0.5 kg de sal por

litro (I) a un tanque a razén de 2 I/min, y la
mezcla homogénea sale al mismo ritmo. Tras 10
min, se para el proceso y se vierte agua limpia a
razén de 2 |/min, con la nueva mezcla saliendo
a la misma razén. Si inicialmente habia 100 litros
de agua pura en el depdsito, se pide:

Escribe las ecuaciones que rigen este proceso
para la cantidad (en kg) de sal en el tanque en
funcion del tiempo (observa que habra dos
ecuaciones, segun que el tiempo sea menor o
mayor que 10 min.)

Encuentra la cantidad de sal en el tanque a los
20 min., resolviendo analiticamente las
ecuaciones anteriores.

Solucién: b) S(20) = 7.42053 kg ;

18
- Un tanque con agua esta recibiendo

tierra arrastrada por una riada a razén de 700

b) yfx:C-(y+x)3;

dm® / sg. El agua arrastra 53 gr / dm® de
tierra y el tanque contiene inicialmente 113,2
m?® de agua limpia. Un desagtie en el tanque
permite salir la mezcla a razén de 140 dm’ / sg

a. Encontrar la ecuacién que verifica S(t),
que es la cantidad de tierra en el tanque,
transcurrido el tiempo t. (Recordar que la
tasa de cambio de S(t) serd la diferencia
entre la tasa de entrada y la tasa de salida).

b. Resolver analiticamente la ecuacion
obtenida en el apartado anterior.

Solucion:  b) S(1800) = 5.6042-10" gr

19
- Un bote de masa m , disminuye su

movimiento bajo la accién de la fuerza de
resistencia del agua, la cual es proporcional a la
velocidad del bote. La velocidad inicial del bote
es 1,5 m/sg, y al cabo de 4 s su velocidad es 1
m/sg.

*Tomado de Applied Mathematical Methods for Chemical
Engineers de Loney.
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a. (Al cabo de cuanto tiempo la velocidad
disminuird hasta 1 cm/sg?

b. ¢Qué distancia recorrera el bote hasta
detenerse?

Solucion: a) t &~ 49,4sg b) s ~14,8m

20
- Se dispone inicialmente de 2 gr de un

elemento radiactivo en proceso de
desintegracion. Al cabo de 3 sg quedan 1,4 gr.
¢Cuanto tardard en descomponerse 0,5 gr mas?
Solucion: t ~ 6,7 sg

21
- Dos recipientes de igual capacidad se

llenan de liquidos diferentes. El recipiente A se
mantiene a 102Cy el B a 802C. Una pequefia
pieza metdlica con temperatura inicial de 302C
se introduce en el recipiente A, donde su
temperatura baja a 252C durante el primer
minuto; a los 2 minutos (desde el comienzo) se
saca de Ay se introduce en B, donde pasado
otro minuto alcanza los 402C. ¢ Cuanto tiempo,
contado desde el principio del proceso, tardara
la pieza en llegar a 602C?

Nota: Experimentalmente se ha comprobado
gue la temperatura de un cuerpo cambia
proporcionalmente a la diferencia entre su
temperaturay la del medio en que se

encuentra: % =—kT-T,),(k>0)

Donde, Tm es la temperatura del medio

primeros minutos es T'(t) = 10 + 20

Solucién: La temperatura durante los 2
para los siguientes minutos

t

§ Yy

4

235(32)

T(t)=80——|—| .Llatemperatura sera
4 147

de 602C para t ~ 4,8 min .

22
- Un depdsito contiene inicialmente 110

gr de sal disueltos en 10 litros de disolucién.
Durante los 7 primeros minutos se vierte
disolucion a razén de 25 cl/min con 12 gr/l de
sal. Tras esos 7 min se abre un orificio de salida
(el flujo de entrada se mantiene igual y con la
misma concentracion).

CASO 1: Supodn que el flujo de salida es 25
cl/min. Calcula en ese supuesto la cantidad de

Universidad de Cantabria
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sal en el depdsito cuando hayan transcurrido 7
min. mas.

CASO 2: Supdn que el flujo de salida es 1/6
I/min. Calcula en ese supuesto la cantidad de sal
en el depdsito cuando se empiece a desbordar,
sabiendo que su capacidad total es 18 litros.
Solucién: a) t &~ 132,4 min. b) ¢t ~211,7 gr.

23
- Obtener la ecuacion diferencial de las

circunferencias de radio 1, cuyos centros se
encuentranenlarecta y = 2z.

Solucién: (y —2x)*(1+9y"”) = 2y + 1)’

24
- Obtener la ecuacion diferencial de las

parabolas cuyo eje de simetria es paralelo al eje
QY y que son tangentes, simultdneamente, a las
rectasy=0ey=uzx.

Solucién: 2y —2yy’ +y =0

25
- Obtener las trayectorias ortogonales a la

familia de curvas y = Cz*.

Solucién: e.d.o.: y' = 741" 4 + 2> =C
Y

26
- Obtener la ecuacion de las trayectorias

gue cortan a la familia de curvas de ecuacion
2> +¢°> = a”, bajo un angulo de 45°.
y—x,

y+x ’

Solucién: e.d.o. y' =

1
—log(ac2 + y2) + aurctgg =C
2 T

27
- Obtener la ecuacion de las lineas de

flujo de los siguientes campos vectoriales:
a. F=—d—+yj

b. F=ua+1j

c. F=(1,22,0)

Solucion: a) zy =C;

b) y = mz ;
ly:w2+c1
c)
z:02

Test de autoevaluacion

La curva que pasa por el punto (0,1) y

cumple que la pendiente de la recta tangente
en cualquier punto es el triple que la abscisa
del punto de contacto es:

3 5
A) =—z
Y 2
3,
B) =—x —1
Y 2
3 s
C) =—z +1
Y 2
D) Ninguna de las anteriores.

El cambio de variable z = ¢’

y / 1
transforma la ecuacion 3zy’ +y = — en:

x
A) y+y=¢e

B) 3y +y=c¢e".

C) 3y —y=c¢e"

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

D) Ninguna de las anteriores.

3

La ecuacion diferencial de la familia
uniparamétrica de curvas definida por

y=C+1’ +4 es:

A) (2 +4)y" = zy
B) (2" +4)y" =2y
c) (2* +4) = 2ayy’
D) Ninguna de las anteriores.
4
La ecuacion de la curva que pasa por el

punto (171) y tiene pendiente 3’ = —19%, es:

Y
A) 8y® +92° =25
B) 16y + 9z° = 25
Q) 16y> — 9z = 25
D) Ninguna de las anteriores.

Universidad de Cantabria
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Las trayectorias ortogonales a la familia

x> = Cy, son:

CALcuULO Il - GRADO EN INGENIERIA MECANICA

8

Las constantes Ay B, tales que
yp(x) = Asenz + Bcosz seauna solucion de

2 2
A) 2y~ =K y' +y=2senz,son :
B) y' +a2t =K A) B=0, A=2
0 29" +a” = K B) B=2 A=0
D) Ninguna de las anteriores. ’
A=1 B=-1
Q)
6 D) Ninguna de las anteriores.
Sea f(z,y) una funcion homogénea de
grado 2. Si f(1,1/2) =3, entonces 9
A) f(4,2) = 48 Una solucidn particular de la ecuacidn
B) f(4,2) =16 diferencial y’ + 2zy = 42 es de la forma,
Q) f(4,2) =24 A) y, = C(z)e™
D Ninguna de las anteriores. 2
) g B) y, =C(z)e
7 C) y, = Ce™
ydr + (1+y* — x)dy = 0, se puede afirmar
que: 10
1 La ecuacién de laisoclina y' =2 dela
A — es un factor integrante.
) 22 ! ntes familia de curvas y = tg(log(CI)) es:
1 2
B) — esun factor integrante. A) =Y
Y B) 2r=1—1"
C) No tiene factor integrante. Q) 217 =1+ 3
D) Ninguna de las anteriores. D) Ninguna de las anteriores.
1 2 3 4 5 6 8 9 10
B A B C A B C A C

Ejercicios resueltos

CONCEPTOS BASICOS

1

Comprobar que una familia de curvas es solucion general de una ecuacion diferencial y

encontrar una solucién particular que cumple distintas condiciones iniciales.

Realizar los ejercicios: 1, 2, 3, 4, 5, 14 del siguiente documento. Pinchando en el botén S podéis

acceder a la solucion.

2

y=Cz+2°.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz

Encontrar la ecuacién diferencial cuya solucién general es la familia de curvas

Universidad de Cantabria
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Solucion

Para resolver este ejercicio se debe derivar la familia de curvas y eliminar la constante C del
sistema formado por

y=Cux+2
y =C+2x

Despejando C de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera, resulta, y' = 4 + .
x

Desde la pagina

https://www.giematic.unican.es/index.php/edos-primer-orden/material-interactivo

realiza el ejercicio 1 del bloque Conceptos basicos, existencia y unicidad.

4

Sea C una constante arbitraria. Determinar si la ecuacion zy” — y3 = (' es solucién de

la ecuacion diferencial (Qx — 3y)y'+ y=20.

Solucion

Basta derivar implicitamente respecto a x en la expresion de la familia de curvas y ver que
cumple la ecuacién. Derivando

y? + 2zyy'— 3%y = 0 = y'(2xy—3y2)—|—y2 =0= y'(2y—3y)+y =0

Si'es solucion para todo valor de C.

5

.7 . . . 2
Encontrar la ecuacién diferencial cuaya solucion general es y(Cz - ) =1.

Solucién
Derivando la ecuacion diferencial se tendra: y‘(Cx — xz) + y(C — 2:6) =0.

2

1
Eliminando la constante, C' = +ye , se tiene que
YT
1 1+ ya’
y'—+y Rl
Yy yr
Operando
L [Lhyet =2t y YTy
Yy T T
6 - .
Encontrar todas las soluciones de la ecuacion diferencial y' = x\/; .

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Solucion

La ecuacion y' = z4/y es de variables separables. Dividiendo pory, en el caso de que y = 0, se

tiene que

! 2
y—:xéﬂ:xdxé 2\/;:%—1—0

5w

Ademas, como es solucion se tiene que serd una solucion singular.

! (a) Se considera la siguiente figura
y
EER R AR e
Ak k%R e it g
L 4N B e e
2PN N N N om s A
A A
—/’//,'/-43»-.\\\\_
2 EE AR N
AT S S e
AP R RN A A
5 S N A SR R T

Indicar, justificando la respuesta, si puede ser una representacion del campo de direcciones de
la ecuacion diferencial ' = z”. Explicar como se obtiene el campo de direcciones de una edo
de primer orden.

. .y . . z2 . . . .
(b) Sin resolver la ecuacién diferencial y'=¢€" , ipuede ser la siguiente figura el campo de

direcciones de la edo dada? Justifica la respuesta.

o Sk B % B RN RN R N E L
RN NN N MY YN R NN
® Ree S N NNV A NN N A
TR N A S MY NN N AL
St R T ) I T (O VR SO O VA
P = wgwlwwm e g vy
TTT”"‘,“\'lLllL
Tii?tttk“‘i[‘J
\ﬁ\\ﬂi\\x\,,/“
\X‘\'\'\\\\'\\\.\k,
\\\.\\\\'\'\\\\\‘_
FARS AN R KA s
YE A AN A NR v s
VAN EAARN & S R x

Solucion a)

No puede ser el campo de direcciones porque las pendientes en cada punto de la grafica no son
positivas.

Solucion b)

No puede ser porque la pendiente de la solucidon en cada punto es positiva y, seguin el grafico
que muestra el campo de direcciones, hay puntos del plano en los que la pendiente es negativa.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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8
Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial ny'—i— y = 1 que verifica y(—l) =1.
Solucién
2 y' 1
Resolviendo z°y'=1—y = T == st y=1, x=0. Antes de buscar la solucion
Y =z

general veamos si y = 1, x = 0 son soluciones de la ecuacion diferencial.

Como y = 1 es solucién de la ecuacion diferencial y cumple con la condicién dada y(—l) =1

, se concluye que y =1 es la solucién buscada.

Observad que la solucion es Unica aplicando el teorema de existencia y unicidad considerando

y'zf(rv,y)zl_y.

72
9
Comprobar con Matlab Comprobar que y(t) = A+ BeM/™ 4 mgt / k es una soluciéon
de la ecuacion diferencial my" = —mg + ky'.
Solucion

Se verifica con Matlab que la curva verifica la ecuacion diferencial.

syms t y kmgA B
y=A+B*exp (k*t/m) +m*g*t/k;
auxl=m*diff (y, t,2)
aux2=-m*g+k*diff (y, t)

simplify (auxl-aux?2)

E 01
Obtén la pendiente de la recta tangente a la curva solucién de la EDO
y> + cos (J:)
y' =————en el punto (O,B). éExiste solucion Unica de la edo que pase por dicho
3z° +y
punto?
Solucién

La curva solucién y(m) gue es solucién del problema de valor inicial dado en la pregunta debe

2
' 3 —i—cos(O) 10
cumplir la ecuacion luego y =t =
0,3 2
OV 3.0 43 3
Aplicando el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales de
primer orden?, el problema de valor inicial tiene una Unica solucién al ser f vy fu funciones

continuas en un entorno del punto (0,3) siendo

3 Nota: Leer las paginas 5y 6 de los apuntes

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2y(3x2 + y) - (y2 + cos (x))

o]

y* + cos (ZB)

322 + y f'y (a:,y) -

flzy)=

E_02

Representa una muestra del campo de direcciones de la ecuacién diferencial del
apartado 2 en el rectangulo [0,3]x[-4, 4] considerando 5x6 puntos. Dibuja en la misma grafica 6

curvas solucion de la ecuacion diferencial <2+x+2y>d:v +dy =0 dando 6 valores a la

constante de integracion entre -10y 4.

Solucién

El cédigo pedido es

$Campo de direcciones de la ecuacién diferencial
[X,Y]=meshgrid(linspace (0,3,5),linspace(-4,4,6));
%Se dibujan como vectores en lugar de como segmentos
H=quiver (X, Y,ones (size (X)), -2-X-2*Y);
set (H, 'ShowArrowHead',6 'off');
hold on
$Solucidén del problema de valor inicial
syms y(x) Cl
sol (x,Cl)=dsolve (diff (y)==-2-x-2%*y)
%Representacidén de 6 curvas con 6 valores entre 10 y 4 para Cl
for k=linspace(-10,4, 6)

fplot(sol(x,k), [0 31)
end
hold off

REsoLUCION DE EDOS cON MATLAB

dsolve(ecuacidn,condiciones)

Devuelve la solucion de la ecuacion diferencial con las condiciones iniciales o de frontera
especificadas.

syms vy (x)
ecuac=diff (y)+3*x==0;condion= y(0) ==
sol (x)=dsolve (ecuac, y(0) ==4)

fplot (sol(x), [-3,31])

https://personales.unican.es/alvareze/CalculoWeb/Calculoll/apuntes/tema4dn.pdf

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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10

(a) Resolver la EDO y' =1+ ¢® y representar algunas curvas de la familia solucién.

(b) Resolver la EDO y'= 1+ 1 y obtener la solucién particular correspondiente a la condicién
inicial (0,1).

Solucidn a)

syms v (x)
ecuacion=diff (y)==1+y"2;

solu=dsolve (ecuacion)
La solucién que da Matab es

solu(x) =
tan(Cl + x)
1i
-1i

Para dibujar algunas curvas de la solucion general se considera el siguiente codigo.

syms Cl1
sol (x,Cl)=solu(1l)
hold on
for k=1:5
fplot(sol(x,k), [-3,31)
end
hold off

Solucidn b)

syms vy (x)

ecuacion=diff (y)==1+y"2;
condicion=y(0)==

sol (x)=dsolve (ecuacion, condicion)

fplot (sol (x), [-3,3])

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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o Se considera la ecuacién diferencial ' = sen(y)sen(t). Representar varias curvas
solucion.
Solucién

syms vy (x)

ecuacion=diff (y)==sin (x)*sin(y);

solu=dsolve (ecuacion)

sol (x,Cl)=solu(l)

syms Cl1

hold on

for k=1:5

fplot(sol(x,k), [-3,31])

end

hold off
s2r I
oF fif*"?*iif E— ”ii” _
28F \\\ // : B
281 \\ //
241 S
22r
5l
1.8} /
16 N~
I I e

12
Encontrar una curva cuya grafica pase por el punto (1,1) y que la pendiente de la recta

tangente en cada punto de la grafica sea igual al producto de las coordenadas del punto.
Representar dicha curva.

Solucién

syms vy (x)

ecuacion=diff (y)==x*y;

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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vinicial=y(l)==1;

sol (x)=dsolve (ecuacion,vinicial)
fplot(sol(x),[-1 1.5])

hold on

plot(l,1,'o")

hold off

13

Escribir el codigo Matlab para

X

(@) Comprobar si la curva y= es solucién de la ecuacién diferencial

COS T

2
xy'—y =1z secx tanz.

(b) Representar 10 curvas solucién de la ecuacion diferencial y' = y+sen(x> junto con la

curva solucién que pasa por el punto (1,2).

(c) Representar el campo de direcciones de la ecuacion diferencial y'= —— en el rectdngulo
)

R=[0,3]x[-1,4] y representar la solucién de la ecuacidon diferencial que pasa por el punto
(1,2). ¢Qué representa el campo de direcciones de una ecuacion diferencial?

Solucidn (a)
Basta sustituir en la ecuacién diferencial y ver que se cumple. Con el cédigo Matlab siguiente

syms x
y=x/cos (x) ;

simplify (x*diff (y)-y-x"2*sec(x)*tan(x))
obtenemos que si es solucidn al obtener 0 como valor de la Ultima orden Matlab.
Solucién (b)

$Resolvemos la ecuacidédn diferencial dada
syms Vv (x)
sol (x,Cl)=dsolve (diff (y,x)==ytsin (x))
hold on
for k=1:10

fplot (sol(x,k), [-1,3])
end

$Representamos la solucidén particular que pasa por (1,2)

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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soll (x)=dsolve (diff (y, x)==y+sin (x),y(1)==2);
fplot (soll(x), [-1,3])

plot(1,2,'0")

hold off

exp(-1) exp(x) (cos(1)/2 + sin(1)/2 + 2) -...- cos(x)/2

Solucién (c)

[x,y]=meshgrid(0:0.3:3,-1:0.3:4);
[n,m]=size (x);

g=quiver (x,y,ones(n,m),-x./y)

set (g, 'ShowArrowHead', '"off'")

hold on

syms Vv (x)

ecuacion=diff (y,x)==-x/y;condicion=y(1l)==2;
sol (x)=dsolve (ecuacion, condicion)
fplot (sol(x),[0,31)

plot(l,2,'0")

hold off

212 (52 - x22)12

Acercandonos mas al punto (1, 2) se aprecia el campo de direcciones

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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212 (572 - x2j2)1"2

2.2

RIS NN

2.1

EDOs DE VARIABLES SEPARABLES

14
Encontrar todas las soluciones de las siguientes ecuaciones diferenciales, por separacion
de variables:
a) dy = e*" dx b) (1+ y*)dz = xdy
c) 2x2ydy:(1+x2)dx d) dy+ytgzdr =0
Solucién a)
2y 3z 2 3z
eVdy = e’dr = 2y:10g§e +C
Solucién b)
d d
(1+y)dr = xdy = @ _ y2’ r=0, 1+3°=0
T 1+y

Integrando se obtiene la solucién general:
log z = arctg y + log C =  y=tg (log(Cx))
x =0, es solucién singular.

Solucién c)

Separamos las variables

1+2° 1
2ydy = +2x dr =|— +1|dz, =0
x x
1 1
f2ydy:f — +1ldz = Y =——+z+C
x x

z = 0, es solucién singular.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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Solucién d)

Procedemos de forma analoga a los casos anteriores:

dy dy sen x
— =—tgzdr, =0, cosz=0 = |—= =—|tgxde=— dx
Yy & Y f Yy f 8 fcosx

log‘y‘ =logC + log‘cos z‘ = log‘() cos :13‘ = y=~Ccosx

15

Resolver la ecuacién diferencial y(zy + 1)dz + z(1 + 2y + 2°y*)dy = 0, utilizando el
cambio de variable zy = 2.

Solucién

xdz — zdx
2

T T

Sustituyendo en la e.d.o. el valor de dy vy escribiendo la ecuacion en las nuevas variable z, x

se tiene,
2
z :Bi—l—l dr +z 1+$i+x2z— M:o
| w T z? z
E(z+1)dac—l—a:(l+z+z2)w:O
x x
2(z+1)dz + 1+ 2z + 2*)(zdz — 2dz) = 0
(Z+z2—2-2" =2z +a(l+2+2")dz=0
z3dx—x(1+z+z2)dz:0
que es de variables separables:
2
b 132t ), 5=0, 2=0
x z
Integrando miembro a miembro, se llega a
dx 14z +2° 11 11
f?—dez - log‘x‘—f 2—3—1-2—2—1-; dz——g—;—i-log‘zh-C

y, deshaciendo el cambio de variable se obtiene la solucién general,

22y 1og‘y‘ — 22y —1=C2y’
A esta solucion afiadiremos las soluciones singulares: =0, y=0.

Se puede comprobar que la solucién general obtenida es correcta, derivando implicitamente
respecto de x la expresion,

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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2 1
2logy———-——=0C
Ty Y
Derivamos
2_y’+2(y+xy/) +2(:vy2 + 2’yy’) 0 - 2_y'+2(y+xy/) +2(y+xy’) 0
y ‘/L_ZyZ .'I/'4y4 y x2y2 $3y3

dividiendo entre 2 y multiplicando por z*y*, se tiene

Sy a2ty Fy+ay' =0 - 2@y +ay+ 1)y +ylzy+1) =0

. d . .
cambiando y’ — , se obtiene finalmente,

y(zy + Ddz + 2(1+ 2y + 2°y*)dy = 0

que es la ecuacion diferencial del enunciado.

E_01 .

Solucidon

Calcular todas las soluciones de la ecuacion diferencial ‘% - 1:\/; =0.

!
La ecuacion es de variables separables, para resolver la ecuacién ‘% — 1:\/; = 0 se tiene

d
LI y=0
2y
Por lo tanto, la solucién general es

2

\/;:%%—C y=0

Como y=0 es solucion de la EDO, se trata de una solucién singular. Como se puede ver en el

grafico esta solucidn es la envolvente de la familia de curvas general.

-4 -2 0 2 4

Prof. Elena E. Alvarez Saiz
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EDOs HOMOGENEAS

16

éEs homogénea la funcién f(a:,y) =2’ + Ty ?

Tey + 1

2

r° +yx

¢Y la funcion g(x,y) = cos ?

Solucién

Si, la primera es de orden 2/3, la segunda de orden O.

17

2
Determinar si la siguiente funcién f<a:,y) = sen [i] + y—2 +e W46 es
Y x

homogéneay, en caso afirmativo, indicar su grado.

Solucién

Es homogenea de orden O ya que f(tx, ty) = tof (x,y)

18
Resolver las ecuaciones diferenciales homogéneas siguientes:
a) ydx—(z—{—y)dy:() b) y_y_z c) (2% —2y*)dx + zydy = 0
dr  x y
Solucidn a)

Comprobamos que la ecuacién diferencial ydzx —(:c + y)dy =0 es homogénea. Despejamos
y', asi:

dy_ y ty

=—= = ,y) , siendo f(tz,ty) = ——— = ,
ir a4y f(z,y) f(tz, ty) Y f(z,y)

!

Y

Como la funcion f(z,y) es homogénea de grado cero en sus argumentos, la e.d.o. es

homogénea. Se resuelve haciendo el cambio:
Ezu = y=ur = dy=udr+ zdu
x

Sustituyendo en la ecuacion diferencial inicial y separando variables, tenemos:

wzdr — (z+ uz)(ude +xdu) =0

(uz—zu—v'r)de = (v +uz)zdy = —v’zdz =21+ u)du

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria
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dz dz
——:1+udu, z=0, y=0 = —f—:fltudu:f[%+l]du =
z

T u? u
—10g|x| = 1 + log|u| + log C
u

Deshaciendo el cambio:

—log‘x‘ =y log A +logC = log LA —log‘x‘ + log(e"") + log K
Y x x
Y KeT/l/ z/y
log|=| = log = y=Ke"
x x
Soluciones singulares: =0, y=0.
Solucién b)
La segunda ecuacion también es homogénea, ya que:
dy ty tz
Yy .
y':—:———:f(x,y),5|endo f(t:v,ty):———:f(x,y)
dz =z vy tx ty

=u = y=ur = dy=udr+zdu.

Efectuamos el cambio: ¥
T

Sustituimos en la ecuacién:

1 1 1
M:u—— = zdutudr =udr——dx = udu=-——dx
dx U U z
Integrando:
2
fudu:— dz = u—:—log‘m‘—i-logC’
T 2

Deshaciendo el cambio quedara:

2

2$2:—10g‘z‘+log0 = %—Hog‘x‘:K

Solucién c)
Es una ecuacién homogénea, por tanto, el cambio es:

y=z2r = dy=zdxr+ xdz
Sustituyendo en la edo, se obtiene una ecuacién de variables separables

d_x_ zdz

(1—2*)dz + zzdz = 0 5
z 27 =1

Y, resolviendo,
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2

long—%log(zQ—l) = (Cr=+z -1

Finalmente, deshaciendo el cambio se obtiene la solucién general y2 =2 +Cz'.

Ademads son soluciones singulares x =0, y=xz, y=—=T.

19

Encuentra la solucién general y las soluciones singulares de la ecuacién diferencial
(31‘2 — yg)y' =2xy.

Solucion

Como es una EDO homogénea, consideramos el cambio y = zx — y'= z'z + z, se tendra

(3—z2)(z'x+z>:2z—>(3—22)xz':2z—z(3—z2)—>
_dr si 2= 0,£1
z

Teniendo en cuenta que

—_—=—+ + —
z(zz—l) z z—1 2z+1 A=-3, B=1C=-1

(3—22) A B C A(z—l)(z+12+Bz<z+1>+02(2_1):3_22

Integrando la expresion

fMdz: dz

z<z2 —1) z

f?dz—i—fzildz—i—fzildz: d?“’

se obtiene como solucion general

log‘z{Z — 1‘ — 3log‘z‘ = log‘x‘

2 2 3
2 —1
R T T

z x x
Las soluciones singulares son y = x, y = —x, que se obtienen de considerar las soluciones de
la ecuacion diferencial no incluidas en la solucién general a partirde z =0,z =1, z = —1.

20 o _ 9 5
Resolver la ecuacién diferencial (41: + 3y )dx + 2zydy = 0

Solucion

La ecuacién diferencial es homogénea
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2 2
i 4x° + 3y
2zy
haciendo el cambio z = 4 — y'=2z'z 4 2 setiene
z
4 2
'z +2z= _4+se
2z
Operando
z,x__4+322 4372 —4-57
2z 2z 2z
. 4 +57° 2z dx
' = — = dz = ——
2z 4+452° T
Resolviendo

1/5 _
%log(él + 522) = —log‘x‘ +C = (4 + 522) = ‘x‘ lec = 4457 = 1%
T
Deshaciendo el cambio

2
:%:> 4:65—1—53031/2:0 CeR
T

¥
T

4+5

Nota: También se puede resolver utilizando un factor integrante.

E 01 2 2 5
- , . L 2, |4 29 TYFTY T
Determinar si la funcidn f(a:,y) =z +4y —z7y R — + y_3 es
homogénea justificando la respuesta.
Solucion
Comprobamos que la funcion es homogénea de orden 2
B2+ Bu? 50
Pty ty) = 22> 4 ety" —la?y? ZEYI T T T
tr t3y3
2 2 5
= %2 4+ 2" — 2% —tQM—FtQm— = th(ac,y>
T /ys
EDOs EXACTAS. FACTOR INTEGRANTE
21 . . R
Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes exactas:
a) (senzseny — ze’)dy = (¢ + cosz cos y)dz b) (2> —y)dz + (y* —2)dy =0
Solucidn a)

Comprobamos si es diferencial exacta:
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M
M(z,y) = —€’ —coszcosy = %—:—ey—i—cosxseny
Yy
, ON ,
N(z,y) = senzseny — ze’ = — = —¢’ +coszseny
x

Buscamos la solucion:
)=~ (¢ coszeonslie = ~{ae +sencony) )

Derivando esta solucidn e igualando a N(z,y), se obtiene ¢(y) :

—~ =senzseny — ze’ + ¢'(y)
dy = y)=C
N(z,y) = senzseny — ze’

La solucidén es:
xze! +senxcosy =C
Solucién b)

Es exacta, ya que las funciones M(z,y) = z* —y, N(z,y) =y —z son continuas en R” y
ademas verifican:

OM(z,y) ON(z,y)
oy Y

Para obtener la funciéon f(x,y) que nos resuelve el problema, planteamos el sistema de
ecuaciones diferenciales:

) of

1) M(LZ/):?C*HZ%
0

2) N(z,y)Zwaza—z

Integramos ahora bien la ecuacion (1) respecto a x, o bien la ecuacién (2) respecto a y . En
este caso, integramos la ecuacion (1) asi:

of 3

f%dzzzf(x?—y)div = f(x,y):%—yx+g(y)

La funcidn g¢(y) es una funcién de y que tenemos que determinar, actia como una constante

de integracion en el proceso de integrar respecto a x la funcion Of(z,y) | gue depende de dos
oz

variables x e y. La expresion de f(z,y) que hemos obtenido al integrar la ecuacion (1) la

sustituimos ahora en la ecuacion (2), resultando:

8 3
Y -z —[%—yx+g(y)

= =—xz+g'
3 z+9'(y)
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Identificando ambos miembros de la igualdad, tenemos:

3

v =9'0) = [owdy= [ vay = 9(y)=%+01

Sustituyendo en la funcién f(x,y) nos queda como soluciéon de la ecuacién diferencial

3 3

£ Y
,Y) = —— + ==
f(z,y) AR

22

Encuentra la solucion general de la ecuacion diferencial

(e‘” +y)dx+(2+x+yey)dy: 0

Encontrar la solucidn que pase por el punto (0,1).
Solucion
La ecuacion diferencial es exacta

oM _ | _oN

M(m,y)ze“’—i-y N(x,y):2+x+ye” oy =

Existe entonces una funcion u(m,y) de forma que du = Mdx + Ndy . Para calcular la funcion

%:e” +y Hu(x,y):e’ —I—ym—l—h(y)
@:2+x+yey 1)
oy

Derivando u respecto de la variable y, y teniendo en cuenta (1)

(Z—Z—?—i-x—i-ye”—x—i-h'(y)

h'(y>:2+yey — h(y):2y+yey—ey~l—0

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es

u(:z:,y):C
e +yr+2y+ye! —e' =C

Si se quiere que pase por el punto (0,1), el valor de C es 3.

23

Resolver la siguiente edo sen (xy) + xy cos (a:y) + 2° cos(xy)y' =0.

Solucién

Se trata de una ecuacion diferencial exacta ya que

(sen (xy) + zy cos(xy))d:r + 2% cos (:L'y)dy =0
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%(sen (my) + 2y cos (xy)) = X COoS (my) + z cos (:vy) — x2ysen (xy)

%[1’2 cos (J:y)} = 2x cos (:cy) — :L’sten (wy)
Calculamos f de forma que

<I> fx‘ = sen <xy> + xy cos <xy>
<H) fy‘ = 22 cos(xy) — f(:z;,y) = xsen (xy) + h(m)
Sustituyendo en (1)

sen(xy) + zy cos(xy) + h'(:z:) = sen(xy) +zy cos(:z:y) = h'(m) =0= h(:v) =C

La funcion es f(x,y) = xsen (my) y la solucion es |zsen (xy) = (| siendo C un ndmero real.

24

Determina si la siguiente ecuacion y'+ 2y = 3t admite un factor integrante de la

forma e®+?

Solucién

Se multiplica la ecuacién por el posible factor integrante

Al (2y - St)dt + " dy =0

i) =N(e)
oM ON
8_25@26(1#%1) — aeat+b @a :2
Y
L, _ 2t+b . .
La funcién ,u(t) =e es un factor integrante para cualquier valor de b.

25

Dada la siguiente ecuacién diferencial,

(y3 + 2e’y> dz + (e‘” + 3y2)dy =0
se pide encontrar la solucién general sabiendo que admite un factor integrante de la forma
u(a:)
Solucién

Se puede comprobar que la ecuacién diferencial no es exacta. Como se dice en el enunciado
que admite un factor integrante del tipo u(:v) se deberd cumplir que la siguiente ecuacién

tendra que ser exacta:

u(a:)(y:‘)’ + 26"y)dac + u(m)(er + 3y2)dy =0

M(z,y) N(z,y)
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En consecuencia, se tendra que cumplir N = M;/
u'(:z;)(e’ + 3y2> + u(m)e" = ,u(a:)(ByZ + 2e’>
u'(:z:)(?)yQ + e’) = u(:z:)(e”’ + 3y2)

(o)

o) =mle) = T = o) < )=

T

Como la ecuacidén es exacta:
(e.’l;y3 + 262.’1;y) dl‘ + (621 + 36.’1;y2>dy — 0
Se busca u de forma que
z 3 2z 2x T 2
du:(e y” + 2e y)d:z:—i—(e + 3e’y )dy
Se cumplird
u'y =e" + 3’y (2)
De laigualdad (1) se tendrd
U = ea:yS +621y+h(y)
Aplicando (2)
z, 2 2z 1 2z z_ 2 1
e’y +e" +h (y)ze +3e’y” = h (y):0:>h(y):A
La funcion u buscada es
u(a:,y) =e'y’ +ey+ A

Y la solucién de la ecuacién diferencial es u(m,y) =C

ea:y3 +e2my — O

26

1
Resolver la ecuacion diferencial zy'+2y =2° -z +1, Z/(l) = — sabiendo que admite

un factor integrante de la forma p (:1:) .

Solucién

La ecuacidn

(2y—x2—|—x—1)dx+ z dy=0

‘ N(a)

M(zy)

no es exacta. Para obtener el factor integrante que dependa de x, se tendra que cumplir que
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sea exacta. Por lo tanto,

2,u(:1:> = y'(:z:)x%—u(m) = u'(z)x = u(x) =

1
=— = logu(m) =logx = u(x) =z
,u(x) x
El factor integrante serd entonces,u(:c) = x. Multiplicando la ecuacién diferencial dada por

este factor se tendra que la siguiente ecuacion diferencial es exacta
(ny —z’ 4+’ - :c) dr + z°dy = 0

Obteniendo la solucién general de dicha ecuacién diferencial se tendra la solucion pedida

4 3 2
2 T T 1
TYy——+———=

4 3 2 12

27

Determinar un factor integrante de la forma p = z™y" para la ecuacién diferencial

(—3@/ + 2x3y3) dx + (4x — 3x4y2) dy=20
Solucion
Al multiplicar la ecuacion diferencial por el factor integrante se tendra que la siguiente ecuacién

sera exacta

x"y" (—3y + 2x3y3) dr + z"y" (4x — 3x4y2) dy=20

dy=20

10 m+4_ n42
dx+ 4mm+ yn _ Smer yn+

N

_3xmyn+1 + 2m'rﬂ+3yn+3
M

Por lo tanto, se tiene que cumplir M; = N_, es decir,

—3z" (n + 1) y" 22" (n + 3) Y = 4<m + 1) "y —3 (m + 4) L T

m_n

—3(n+1)=4(m+1) 3n+4m=—7
2(n+3)=-3(m+4) o0 +3m = —18
—6n—8m =14

6n + 9m = —54 m = —A40 3n = —7 4160 = 153 = |n = 51|
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El factor integrante es u(m,y) = J/‘*mym.

28

De la ecuacion diferencial M(w,y)dx + N(:c,y)dy = 0 se sabe que admite un factor
integrante que depende solo de ¥ . Deducir la expresién de dicho factor integrante. Aplicarlo a

la siguiente ecuacion diferencial xd:c+(x2y+4y)dy =0 vy calcular la solucién cumpliendo
y(4)=0.
Solucién

Si la ecuacion diferencial M(a:,y)dx+N(a:,y)dy:0, admite un factor integrante

dependiente de y se tendra que la siguiente ecuacion es exacta

\,u(y)M(x,y)dx+y(y)N(x,y>dy =0

:Ml(:t,zz/) :Nl(z,y)

Por lo tanto, se cumplira

oM, (m,y) B N, (m,y)
dy Oz

w(v) M (w.9) + 1u(9) M, (a9) = (o) N, (0]

Se cumplird que

Integrando

uly) =

En el caso de la ecuacion diferencial dada, sera
f 2ﬂd’!/ f 2ydy .
M(y) = e z = e = €

Multiplicando la ecuacién diferencial por este factor integrante se tendr3,

ez dr+e” (x2y + 4y) dy =20
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Buscamos f de forma que df:e”za: dz + ¢” (x2y+4y)dy: 0. Para ello se tendrd que
cumplir

2

=z — f(a:,y) =¢ %-I—h(y)

{

L,

2

fy' =¢ (J,‘Qy + 4y)—> e (J:2y + 4y) =¢ 2y%+ h'(y) — h'(y) = 4ye”2 — h(y) = 2¢’

2

2
.y T 2 Ly Ly . . ,
La funcién es, por lo tanto, f(a;,y) =e’ Y + 2¢” . La solucion de la ecuacién diferencial sera

e (332 + 4) =C

Para hallar la curva solucion para y(4):0, se calcula el valor de C que cumple

60(16+4):C:>C:20. La curva solucidon que pasa por el punto (4,00 es

e (m2 —1—4) = 20|.

29
Dada la ecuacion diferencial z 4 y + (y — x)y' = 0, ¢admite un factor integrante de la
forma 5 5 ? Nota: No se pide resolver la ecuacion diferencial.
Tty
Solucién

Veamos que la ecuacién diferencial siguiente es exacta

e

(y—x)dyzo

Como se cumple

(:E2 +y2)—<x+y>2y B 72 *2$yfy2

M(x,y):l‘2+y2 ($+y)HMy<l',y): ($2+y2)2 ($2+y2)2

1 ‘ —(x2+y2)—(y—x)2x 2’ —2zy — o
N<$’y):x2+ 2<y—x)ﬂNx($,y): 9 - 2
y (z2+y2) (z2+y2)

Es factor integrante ya que se cumple M;/ (:L‘, y) = N; (:L‘, y)

EDOSs LINEALES

30

Resolver las ecuaciones diferenciales siguientes lineales:

a)zy' —3y=1z' b) (1 + z*)dy + 2zydz = cotg vdx
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Solucién a)

a) zy — 3y =2
T . / 3 3 s
Dividimos entre x, suponiendo z =0: y' ——y =z (forma candnica)
x

Método del factor integrante:

[-2ar g ]
wz)=e © =e © =—

Multiplicando por este factor resulta la ecuacién diferencial

1

1, 3 1
EZ/ —Fyzli[yy] =1

Integrando

isy:fda::y:xs(a:—kC):xd‘-i-Cl‘g
T

=0, no es solucion.
Método de la solucion particular mas lahomogénea: y =y, + v,

Homogénea:
3 d 3
V-Sy=0 = Y =" = logy=logle’ = y =C

Particular:

Sustituyendo en la ecuacion completa se tiene,
2'C'(z) + 32°C(x) — 32°C(z) = 2* = C'lz)=1 = Cl)==z
Por lo tanto,
y=y, ty, =Cr’ + 2o
Solucién b)
Resolvemos la ecuacion lineal (1+ z°)dy + 2xydr = cotg zdx
Método del factor integrante:
Dividimos entre (1 + :c2>dx = (0 para obtener la forma candnica de la ecuacién:

, 2x cotgx
VY=
1+z 1+z
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2z
[ )
e I+2® elvg(HT )

p(z) = =1+’

Y= ﬁ(fq(x),u(x)dz) = ! +1a:2 (fcotg :L‘dZL‘) = ! —|—1x2 (log‘senm‘ + C)

31

Resolver la ecuacién diferencial y'+ 2zy = 4z

Solucién

La solucion general de la ecuacion completa es y(:v) =1, (z) +y, (a:)

Primero se resuelve la ecuacion homogénea, que es de variables separadas

d
y'+2zy=0 — d—z:—%y

f%_f—Zde — ]og‘y‘:_w2+log0 . y:Ce*ﬂ?z

Buscamos una solucién particular de la ecuacion completa:

y,(z) = C(:L‘)e’z2 -y (2)= e (C'(x) —22C (:r))

Sustituyendo en la ecuacion inicial

y, T2y, =4 — e (C'($) —22C (13)) +2zC (1:)(3"”’2 = 4z
e C(e)=tr — Cla)= [aredr =2

y(z) = Ce™ +2¢"e™ =Ce™ +2

32

Obtener la curva solucion de la ecuacion diferencial

(1+x2)j—y+2xy =

T 14+ 2°
que pasa por el punto (1,2).
Solucién
Se trata de una ecuacién diferencial lineal
d 2x T
_y + =

dz 1+x2y (1+$2)2

2
Se resuelve la ecuacion homogénea: @ + v y = 0 que es de variables separadas
dr 1+ 2°
dy 2z 2
— = dz = logy =—log(l+2"|=y, =
Y 1+ 2 ( ) T4 g?
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C()

7 -

Se resuelve la ecuacién particular de la completa considerando: Yy, = Sustituyendo en

142
la ecuacion completa
<1+$2)y;7 +2:1:y;7 = 1—:;:152
C"(m)_ C(m)Zm 2xC(m> _ 7 2:>C'(l‘): T 2
142

P ] (es) L)

= C’(x) = %log(l—l—f)

C log(l—{—af)
1+42° + 2(1+x2)

La solucion de la ecuacion diferencial sera: y =y, + y, =

Para encontrar la curva que pasa por el punto (1, 2) se sustituye x=1, y=2 y se obtiene el valor
de C asociado a dicha curva

log(1+1 log 2 log 2
- ¢ + ( ):>£:2_ B2 L 0=4-"8
L+1 0 2(141) 2
2
, 8 — log 2 log(l—i-a: )
La curvasera y = +
2(1+:c2) 2(1—|—x2)
33 )
Dada la ecuacion diferencial y' = cosx — y. Se pide
a) Encontrar la soluciéon general
b) Justifica si se verifica el teorema de existencia
c) Representar laisoclina de pendiente cero.
Solucidn a)
Es una ecuacion lineal. La solucién general del homogeneo es
\ dy L
y+y=0—>—:—d$—>log‘y‘:—$—>y}1 =ce
Y

Para encontrar la solucion particular de la completa se considera Yy, = C(x)e”'. Como se tiene

gue cumplir
C'(z)e” — C(:B)e’f = cos (a:) — C(w)e’“’ — C'(z)e’“ = cos (z) —

T

C (x) = fe“cos (x) dr = %(cos (x) + sen (x))
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. _ COSXT + senx

Por lo tanto, y, = C’(x)e” . La solucién general es

CoS T + senx

y=y, ty,=ce + 5

Nota: Al ser una ecuacién lineal y'—i—p(:v)y = q(x) también se puede resolver como exacta
z)dz o
utilizando el factor integrante u(:z:) = efp( e e’

Solucidn b)

Como tanto f(x,y) =cosT —Yy COMO ﬂ(m,y)z —1 son funciones continuas en todo el

plano, existe solucidon Unica de la ecuacion cumpliendo y(xu) = 0 para cualquier z, . Es decir,

para cada punto del plano pasa una solucidn y sélo una.

Solucidn ¢)

La isoclina de pendiente 0 es y' = h(m,y) =0—cosz—y=0

34

Encuentra las soluciones de la siguiente ecuacion diferencial:

y'+3y—e =0, y(1)=5

Solucion

La solucion general de la ecuaciéon homogénea y'+ 3y =0, es

Yy (x) =Ce®™ CeR

Como solucién particular se considera Y, (x) = C(w)e’&” , se cumplird

(C'(:z:) - C(a:))efg"” +3C (x)e’s" =¥ = C(x) =z Y, (x) = C(x)e’&” =ze ¥

Por tanto, la solucion general es y, (z) = (w + C)e’:“', si se impone que pase por el punto (1,
5) es
y(1)=(1+C)e? =5 = C=5"-1

La solucion es y(x) = (m + 5e’ — 1) e,

35

Resolver la siguiente ecuacion diferencial usando el método de variacion de las

constantes y' = 5y + cos(x).
Solucién

La ecuacion diferencial es lineal, luego la solucion general es Y, = Y.y + Y,
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e Lasolucién general del homogéneo es
'—5 dy_ _ _ b5z C _ 5x
y'=by=-—==>5dr=logly =5z +C = |y =e""e” = y=~Ce
Y

e Para calcular la solucién particular

Yp = C<$)65:E y = C'(m) e’ + 50 (x)em

p

Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
C"(:lc>e5”7 + 50(:10)65‘” = 5C’(:1c>e‘r”E + cos (x) = C"(:L') = cos(x)e*‘”:

Integrando por partes

—bz

C(z) = 626 (—5 cos(x) + 86n<$)>

) 1
Porlotanto y = ——Cos(x) + —sen <1’)
b 26 26
- o : 50 9O
La solucion de la ecuacion diferencial es y, = Ce’ — —COS(:U) + —sen <x>
26 2
36 - — 6o
Resolver el siguiente problema de valor inicial zy'— 4y = z’¢* y(l) =2
Solucién

e trata de una ecuacion diferencial de primer orden lineal. y'+ p(x)y = ¢(x)

4 5 2 4 5 2
y'=—y=ae ple)=——,qlz)=2"¢
; ()=~ als)
; ; fﬁé‘h —4log 1
Consideramos como factor integrante: ,u(:c) =e * =e ¥ =—.
T
Por lo tanto
R S
z' z°
y se tiene
T 1 xr T
;L(:l:)g/:fxeda: —y=uze —e +C
T

Luego la solucién general es
y =12 —1'e" + Cr'

para y(l) =2 = ( = 2. Llasolucién particular es lacurva y = 2°¢" — z'e” + 22"
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37

. o . d
Encontrar la solucion de la ecuacion diferencial a:d—y —y = x’senz.
s

Solucion

Es una ecuacioén diferencial lineal

Z_i_iy_g;senx —>p(:l:):—— q(x):xsemc

Consideramos el factor integrante
1
_ e _ T e
=€ = —
x

Multiplicando la ecuacion diferencial por este factor integrante, se tiene

1,1 1
—y'——y = senx — |—y| = senz
T z’ T

Integrando

1
—y:—cosx—l—Cé|y:—xcosx+C'm
x

E_01

Dado el PVI,

zj—i—y = 2 cos(2x>, y<x0> =1

a) ¢Qué significa que exista una Unica solucién de este problema? ¢ Qué deberia verificarse
para asegurarlo?

L, T . d
b) Encontrar la solucién general de la ecuacion diferencial x—y —y = 2% cos (21“)

dx

Solucién

La ecuacidén es lineal. Para encontrar la solucién general buscamos la solucién general de la
ecuacién homogénea asociada y la solucidn particular.

- Solucidn general de la homogénea: z;l—y —y=0
T

xj—y—y—o — _:d_x — log‘y‘:log‘x‘+0—> ‘y‘:‘x‘ecﬁ y=2C CeR
x Yy x

- Solucidn particular de la completa zd—y —y = 2% cos (21:)

Consideramos y, = :cC(a:) Y, :C(:p) —I-IC'(JZ) . Se  debe cumplir

1
Ty, —Y, = z* cos 2z
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Por lo tanto, se cumple
x(C(m)—l—xC'(x) )—xC’(x) = 2” cos 2z

_sen2w
2

ZL’QC'($>:ZL‘2COSQIL‘ — C'(m):cos2x — C(Z‘)

T sen (2:v)

La solucién particular es Yy, =
2

T sen (2:v)
La solucion general de la ecuacion es: y,, = Cr +

APLICACIONES

38
Un isdtopo radiactivo plutonio 241 se desintegra de acuerdo a la ecuacién diferencial
dQ
— = —0.0525Q
dt

donde Q(t) es la cantidad de material en el instante t medido en miligramos y t en afios.

a) Determinar la vida media del plutonio 241, es decir, el tiempo necesario para que la
cantidad de la sustancia se reduzca a la mitad.

b) Siactualmente tenemos 50 mg de plutonio, écuanto quedara en 10 afios?

Solucion

La ecuacidn diferencial es de variables separadas

aQ
— = —0.0525
dt “

% = —0.0525dt = log @ = —0.05251 + C' = Q(t) = e

—0.0525¢

C

Considerando que (0) = @, el valor de la constante sera

—0.0525-0
Q =e"c=0=0q,
—0.0525¢

Por lo tanto, @ (t) =Q e

Para obtener la vida media del plutonio, suponiendo se debera calcular el valor de t de forma que

—0.052¢ —0.0525 1
Q(t)zQ” N Qoeoozat:g N e[)[)52f:§

2 2
log2 .
= —0,0525t=—log2 = t= ~ 13,2028 anos
0,0525
Si actualmente tenemos 50 mg. de plutonio, en 10 afios se tendra
Q(10)=50e """ ~ 29,5778 my.
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Cddigo Matlab

syms C Q(x)

sol (C,t)=dsolve (diff (Q,x)==-0.0525*Q,Q (0)==C)
tiempo=solve (sol (C,x)-C/2)

sol50 (t)=so0l (50, t)

s0l150(10)

39

Sabemos que un material radiactivo se desintegra proporcionalmente a la cantidad
existente en cada momento. En una prueba realizada con 60 mg de este material se observé
que después de 3 horas quedaba un 80% de esta masa. Hallar

a) Lafuncién que expresa la cantidad de masa restante cuando ha transcurrido un tiempo
t

b) ¢Qué cantidad queda cuanto t=5 horas?

c) ¢Enquéinstante la cantidad de material es de % de la cantidad inicial?

Solucién

Se denota por Q la cantidad de material en miligramos de la sustancia en el instante t. La
ecuacion diferencial que describe la desintegracion es

aQ
—o=kQ Q(0) =60

Resolviendo la ecuacion diferencial quedara:

log@ = —kt+ A = Q(t)=Ce™

Para obtener la constante C se considera la condicidn inicial: 60 = Ce™*°

Q(3)=60e ™ = 48 = 60e ** = —3k = log B h = Tligld
60 3 5
Como
.llog[é]t
1. La solucion entonces es Q(t) = 60e’ V7 .
élog[é]
2. Cuando t=5 se tendrd Q(E)) =60e’ " ~ 41.36 mg
3. Elvalor det pedido serd el que verifique
Zlog| |1 —3log(4
15 = 60¢” [°] = log 1 = llog 4 t=t= ( > ~ 18.6377 horas
4] 3 °|5 log (4) - log (5)

40

Un termdmetro que estd a una temperatura de 18°C se coloca en una sala que se

encuentra a una temperatura de 68°C. Si después de 5 minutos la temperatura del
termdémetro es de 28°C, encontrar

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria

55



T4 B ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

a) Tiempo que tardara en tener la temperatura de 37°C
b) Latemperatura después de 20 minutos
Solucién

Considerando T(t) la temperatura del termdmetro en el instante t medido en minutos, la

ecuacion diferencial que modeliza este problema es la siguiente

dT
E:k(T—GS) T(O):18

Donde k serd positiva y el termdmetro aumentara la temperatura. Resolviendo la ecuacion se

tiene

aT
T —68

-k = log‘T—GS‘:kt—i—C:>‘T—68‘:e’“’0 (¢ >0)
T —68 = e"C (CGR):>T(t):68+e’“’C

Teniendo en cuenta que T(O) =18 =18=68+C=C=-50. Es decir
T(t):68—50e""’. Para obtener la constante k que depende del medio utilizaremos que

T(5> = 28, porlo tanto

28 = 68 — 50e" = 50e™ =40 = k = l1og %] ~ —0.0446

5

Luego

T (1) = 68 - 500151

Para obtener el tiempo que tardard en alcanzar una temperatura de 372

log[31]

%logé—ot llo'f—ot %
37 = 68 — 50¢’ [O] = 50¢” g{"”] =3l= llog 401, _ log U O 1071 min.

5 (50 50 1 40

5 50
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Temperatura en grados
y =68
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Tiempo en minutos

0 O_% 40 60

La temperatura pasados 20 minutos es

1, 10
T(20) = 68 - 506" e

Cddigo Matlab

41

Solucion

syms T (t) K

solu (K, t)=dsolve (diff (T, t)==K* (68—
$Célculo de la constante
Kl=solve (solu (K, 5)-28)
T(t)=solu(t,Kl)

hold on

fplot (T(t), [0,100])

$Temperatura al cabo de 20 minutos
temperatura=T (20)

plot (20, temperatura, 'or")

%Calculo del tiempO
tiempo=solve (T (t)-37);

double (tiempo)

plot (tiempo,37,"'*r")

T (20)

hold off

80 100 120

}»20
~ 47,52°

T),T(0)==18)

Determinar la familia de curvas ortogonal a la familia T 3y2 =C.

La ecuacion diferencial que tiene por solucion la familia dada es 2z — 6yy' = 0, es decir,

Encontramos la ecuacién diferencial de la familia ortogonal como solucion general de la

3y

ecuacion diferencial: y' = ——=. Resolviendo

X
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d—yz—édx = 1og‘y‘zlog‘$‘_3+0 = y=—
Y T T

—2

42

Las curvas equipotenciales de un determinado campo electrostaticio se pueden
considerar elipses z* — 2cx +2y2 = 0. Calcular las lineas de fuerza, es decir, las trayectorias
ortogonales a las curvas equipotenciales.

Solucién

Hay que calcular la familia ortogonal a la dada. Derivando implicitamente

2 2 2 2
= 20— 2 = 2y —x donde se ha sustituido 2C = M
4y dyx x

20 -2C +4yy' =0 =y
al despejar en la expresién z° —2cz +2y° = 0.

La familia de curvas ortogonales es la solucién de la ecuacion diferencial

Y = — dyx _ dyx
27—z 2’ =2y

gue es una ecuacion homogenea. Para resolverla se hace el cambio

=Y — Yy =z y'=z'z+z2
T
\ - dz2” 4z 1—22° d _dz
2 rtz= 2 2.2 2 g PP
T =22 1-2z 3z + 2z x

1 2 0
glogz—glog(3+22 )_ logz +C

(31‘2 +29° )2
Y

Deshaciendo el cambio, la familia de curvas sera: C =
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t
(=
[z}

43 Dada la familia F de curvas 4y + az® + 1+ Ce® = 0, se pide:
a) Obtener a mano la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de curvas
dada.
b) Obtener con Matlab la familia de trayectorias ortogonales a la familia F.
c) Representar con Matlab la curva de la familia F que pasa por el punto (a,O) junto
con la curva ortogonal en dicho punto.
Solucién

La ecuacion diferencial se obtiene primero derivando implicitamente:

dy'+2ax + C2*y' =0
y posteriormente eliminando la constante, teniendo en cuenta que Ce® = —4y —az’ —1
4y'+2azx —|—(—4y —ax’ —1)2y' =0

Despejando, la ecuacién diferencial cuya solucién es la familia dada es

Y = —ax
—4y —ax® +3

La familia ortogonal buscada es la solucién de la ecuacién diferencial

Y= —4y —az® +3
axr
Cddigo Matlab
a=3 %Por ejemplo
syms y(x) Cl
sola(Cl,x)=dsolve (diff (y,x)==(-4*y-a*x"2+3)/ (a*x))

valorC=solve (sola(Cl,a))
hold on
fplot (sola(valorC, x))

%Representacidén de la curva F
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valorC=solve (4*0+a*a”2+1+Cl*exp (2*0))

syms z

funcion(x,z)= 4*z+a*x"2+1+valorC*exp (2*z)

fplot (funcion(x,z))
plot(a,0,'o")
axis equal

hold off

Nota: Este cédigo es general para cualquier valor de a, se puede simplificar sustituyendo desde

el principio el valor de a por el que correspondiera.

44 , |
Calcula las lineas de flujo del campo F(z,y) =

Solucién

Llamando M(x,y) = %

3

Y 2
_,x
3 Y

y(x) que tienen como vector tangente el campo, es decir,

2

3z

:M = y'= Yy _
M(x,y) v /3

Resolviendo la EDO que se obtiene sera

M(:c, y) = z*, se cumplird que las lineas de flujo son curvas

2 2
Y 3z 2 2
ydy = 3zde = ———=C y =3z =C
2
T T T T T T T

I T N A I N I A R S

L - - - - - e s s s 77

L — - - - - s s s s A A A VAV A A s
15 — - - - - - e - - s s Vi 7 / 7 7 74

- - — — - - - - - e 74 , # 7, 7 7 7

- — - = - - - - - ” -, ’ 7 1 Y/ 7

L - - e - - - . - s ’ ’ ’ ’ ?

SR ol A . .
05 7
0 I’ 1 | i | | |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X
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45

Un tanque de 10L de capacidad que esta inicialmente lleno de agua pura, recibe una
disoluciéon salada con una concentracién de sal de 0,3kg/L a una velocidad de 2L/min. La
solucién dentro del tanque se mantiene agitada y fluye hacia el exterior a una velocidad de
2L/min.

a) Determinar el tiempo necesario para que la concentracion de sal en el tanque sea de
0,2kg/L.

b) ¢Cual es la maxima cantidad de sal que se puede acumular en el tanque?
Solucién
a) Sea t la variable independiente (tiempo en minutos).

Sea y(t) la cantidad de sal en el tanque en el tiempo .

La variacion de la cantidad de sal en el tanque en el intervalo (t,t + At) es:

Ay(t) = sal entrante — sal saliente

donde,
sal entrante = 0,3k—g-2 L - Atmin = 0,6At kg
min
sal saliente = Mk—g2 L -Atmin = 0,2y(t)At kg
L min

Por lo tanto,
Ay(t) = 0,6At —0,2y(t)At

Dividiendo entre At y tomando limites cuando At — 0, se obtiene la ecuacién diferencial
que modela el proceso, es decir que expresa la variacion de la cantidad de sal en el tanque en
cada instante t (tasa de acumulacion).

Puesto que en el instante inicial no hay sal, el problema de valor inicial es:

y'(t) = 0,6 — 0,2y(t)
y(0)=0

Esta ecuacion se puede resolver por separacion de variables:

dy

Y_0,6-02y = dy
dt

— Y g
0,6 — 0,2y

o como lineal:

,LL(t) — 02 y(t) — 02 (f 0, Geoﬁztdt) — Ce " 4+ 3

Imponiendo la condicidn inicial se obtiene C' = —3, por tanto y(t) = 3(1 — 6’0‘2") kg.

k
La concentracién de 0,5%, implica una cantidad de sal en el tanque de 2 kg, por lo tanto

resolviendo 2 = 3(1 - e’o’”), obtenemos ¢ =5,5min.

Prof. Elena E. Alvarez Saiz Universidad de Cantabria

61



62

T4 B ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

c) Cuando t— o0, y(t)— 3kg que es la cantidad maxima de sal que se puede
acumular en el tanque.

46

En una poblacion de 10000 habitantes, cincuenta de ellos tienen una enfermedad
contagiosa. La velocidad a la que se propaga la enfermedad es proporcional al producto de
personas contagiadas por las no contagiadas todavia, con una constante de proporcionalidad
0,2. Si al cabo de tres dias, se observa que son 250 las personas contagiadas, calcular el nUmero
de enfermos pasados 12 dias (Modelo de Verhulst).

Nota: En este caso se estd considerando un modelo simple de dindmica de poblaciones, existen
otros modelos en el que se tienen en cuenta la existencia de circunstancias que limitan el
crecimiento de la poblacién.

Solucién
syms P(t) k
sol (t, k)=dsolve(diff (P, t)==k*P* (10000-P),P(0)==50)
valork=solve (sol (3,k)-250)
Pl (t)=sol (t,valork)
double (P1(12))
47 N - . .
Una bola de naftalina pierde masa por evaporacion con una rapidez proporcional a su

area superficial. Si la mitad de la masa se pierde en 100 dias,
a. ¢écuanto tiempo se necesita para que el radio disminuya a la mitad de su valor inicial?,

b. ¢cudnto tiempo pasard hasta que la bola desaparezca por completo?

] 4
Indicacion: Area de la superficie de la esfera es 47TR2, su volumen es §7TR3. Suponer la

densidad constante.

Solucion

a) Plantear la ecuacién diferencial teniendo en cuenta que la masa de la bola de la
) 4 5 .
naftalina, al ser una esfera, es m = 6V = 6§7rR siendo ¢ la densidad.

b) Resolver la ecuacion diferencial.

c) Calcular el radio en el instante t=100 teniendo en cuenta que la mitad de la masa se
pierde en 100 dias.

d) A partir del dato anterior calcular el valor de la constante de proporcionalidad de la
ecuacion diferencial

e) Calcular el tiempo para que el radio se reduzca a la mitad

f) Calcular el tiempo para que la bola desaparezca

syms r0 r(t) K d

sol(t,K,d, r0)=dsolve (diff (r,t)==-K/d,r(0)==r0)
valorK=solve (sol (100,K,d,r0)==r0/2"(1/3),K)
r(t,d,r0)= sol(t,valorK,d,r0)
tiempoMitad=double (solve (r(t,d,r0)-r0/2,t))
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tiempoDes=double (solve (r(t,d, r0)))

a) 242.366 dias b) 484.732 dias.

48

Calcular la familia ortogonal de curvas a la siguiente cosy = Ce * siendo C' € R

Solucién
En primer lugar obtenemos la edo asociada a la familia de curvas

—T

y'seny = —Ce

Teniendo en cuenta que cosy = Ce * la edo es entonces

! _ ,__ cosy
Yy'seny = —cosy =y =
seny
sen (y)
La edo de la familia ortogonal es y' = —
Cos (y)
CoS Y dy = - = log‘seny‘ =—24+C = |sen (y) —Ce®l CeR
seny

E_01

Calcular con Matlab la solucion de la ecuacion diferencial (2 +z+ 2y)dz +dy =0

que pasa por el punto (1,1). Encuentra una curva ortogonal a la obtenida como solucién que
pase por el mismo punto

Solucion

Para resolver el problema con Matlab, basta escribir el siguiente cddigo

clear all

syms vy (x)
ecuacion=diff (y)==-2-x-2*y;
sol (x)=dsolve (ecuacion, y(l)==1)

$Solucidén (9*exp (-2*x) *exp(2))/4 - x/2 - %4

Para calcular una curva ortogonal a la dada habra que resolver el problema siguiente,

1
y':2+$+2y y(1)=1

A la hora de corregir esta prueba, se ha considerado la maxima puntuacién si se escribia el
codigo Matlab o se explicaba cémo obtener la curva ortogonal aunque no se diera el restultado
ya que Matlab no da ninguna solucién cuando se escribe el siguiente codigo,

syms vy (x)
ecuac=diff (y)==1/(2+x+2*y) ;

sol (x)=dsolve (ecuac, y(l)==1)
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No obstante, se puede obtener la solucion de forma analitica. Para ello se debe hacer el cambio

de variable z =142 42y, siendo z'=14+2y'=y'= zT En consecuencia, la ecuacion

diferencial a resolver sera de variables separables

_
el 1 = z':2+1 = z':2+z
2 z z z

z

24z

2
dz =dz = [1—
24z

]dz =dz = z—210g(z+2):x+6’
Deshaciendo el cambio

(2+x+2y)—210g(4+x+2y):w—I—C

Si se quiere que la solucidon pase por el (1,1) , se cumplira

5—2log7=14+C=C=4-2log7
En consecuencia, la curva ortogonal serd entonces:
(2+x+2y>—210g(4+a:+2y) =z+4+4—2log7

La grafica muestra en la misma figura tanto la curva solucién de la ecuacién diferencial dada
como su curva ortogonal en el punto (1,1).

-0.5

E_02

Una familia de curvas en cualquier punto del plano (:v,y) tiene como pendiente

f(:c) =4 — 2z . Determinar la curva de esta familia que pasa por el punto (0,0) y calcular

también la curva ortogonal que pasa por dicho punto.

Solucidon

La familia de curvas verifica y' = 4 — 2z, integrando  y = 4z — 2°> + C . De toda la familia de

curvas, la que pasa por el (0,0) eslacurva y = 4z — z>.
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La curva ortogonal en dicho punto deberad verificar y' = . Integrando

Y= %10g(4—2x>+0

Si debe pasar por el (0,0), la curva sera 0 :%10g<4)+0 = (C =—log2. La curva

ortogonales y = %log (4 — 2x> —log?2

Puedes ver mas ejercicios resueltos sobre ecuaciones diferenciales de primer orden en
la pagina de Giematic UC
https://www.giematic.unican.es/index.php/edos-primer-orden/material-interactivo
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